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1. FEJEZET
Valoszintiségszamitasi alapfogalmak

1.1. Események

Modell: determinisztikus vagy sztochasztikus.
Kisérlet eredménye=elemi esemény, jel. wy,ws, ... Az elemi események halma-
zat Jel Q= {wl,w2, - } = {wi},i el
Események P (Q2) -ban:
e biztos esemény=mindig bekovetkezik - azonositjuk (2-val.

e lehetetlen esemény—soha nem kovetkezik be - jel. )
e A c P (Q) ellentét eseménye—akkor kovetkezik be mikor A nem - jel. A.

1. PELDA.

(1) Kocka dobéas: 2 = {w;,ws,...,ws} ahol w;=" a kocka ¢ pontot mutat”
elemi esemény. A ="paros szdm’={wy,wy,ws} = A = paratlansziam =
{w1, w3, ws }. Az egyszertiség kedvéért az elemi eseményeket {1,2,...,6} =
) alakban is felirhatjuk.

(2) Két kocka dobasa: a kockakat kiillonbozonek tekintjiik (példaul piros, il-

letve kék szintinek) tehat az elemi események rendezett parost alkotnak:

(1,1) (1,2) ... (1,6)
Q: (2,1) (2,2) ... (2,6)

6,1) (6,2) ... (6,6).
A ="a két kocka azonos pontszamot mutat’={(1,1),(2,2),...,(6,6)}.
B ="a kockak ,osszege” > 10"={(4,6),(6,4), (5,5),(5,6),(6,5),(6,6)} .
(3) Pénzérme dobésa: Q = {” fej”,”iras"} .
(4) Két érme dobasa: Q = {” fej — fej”,” fej —iras”,”irds — fej”, " irds — iras”} .

A ="az érmék azonos jelt mutatnak’™={” fej — fej”,”iras — iras”}.

1.1.1. Miiveletek eseményekkel A, B € P ().
4
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e események Osszeadasa: A+ B = AU B - az az esemény amely akkor
kovetkezik be ha az A vagy a B bekovetkezik.

e ecsemények szorzasa: A-B = ANB - az az esemény amely akkor kovetkezik
be ha az A és a B bekovetkezik.

e ellentétes esemény: A akkor kovetkezik be ha A nem kovetkezik be.

e események kiilonbsége A — B = AN B.

2. TETEL. A P () halmaz a U, N, mdveletre nézve boole algebrat képez, vagyis

az aldbbi tulajdonsdgok érvényesiilnek:

e asszociativitds: AU (BUC)=(AUB)UC, AnN(BNC)=(ANnB)NC

e kommutativitais: AUB=BUA, ANB=BNA
o clnyelési tulajdonsdg: AU(ANB)=A, AN(AUB)=A
o disztributivitds: AN(BUC) = (ANB)UANC), AU(BNC)=(AUB)N

(AuC),
o komplementer képzés: AUA=Q, ANA=.

3. DEFINICIO. A (P (Q2),U,N,;,0) struktirat eseménytérnek nevezziik.

Az emlitett miveletekre az alabbi tulajdonsagok is érvényesiilnek:

e de Morgan azonossagok: AUB=AnN E, ANB=AU E,
e idempotencia: AUA=A, ANA=A,

e 0 =10, 0= Q,

e A=A

4. DEFINICIO. Az A, B € P (Q) eseményeket egymast kizaronak nevezziik ha
egy-id6ben nem kovetkezhetnek be: AN B = 0.

5. DEFINICIO. Az {A;, Ao, ...} rendszer az A € P (£2) esemény egy felbontésat
(particiojat) képezi ha

AiNA;=0,14# 7,

Jai=4a
i€l
Ha a Q tér felbontasat végeztiik akkor azt mondjuk, hogy {A;, As, ...} egy teljes

esemény-rendszer.
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6. DEFINICIO. Az A € P (Q) algebrat alkot ha

AcA=Ac A
A Be A= AUBe A

Az (Q, A) parost esemény-mezdének nevezziik (véges vagy végtelen).

1.2. A valésziniiség fogalma

Feltételezziik, hogy ) véges és az w; elemi események elGforduldsanak esélye
azonos (!).

7. DEFINICIO. Az A € P (Q2) esemény klasszikus értelemben vett valoszintsé-
gén az aldbbi tortet értjik:

A — nak kedvezo esetek szama

P(A) =
(4) 0sszes eset

8. PELDA.

(1) Dobokocka. A="a kocka 2 pontot mutat (2 -es)” ,= P (A) = ;. B="péros

szam” = P (B) = 3.
(2) Két dobokocka. A="a két kocka (2,6) -ost mutat’, = P(A) = 5.
B="mindkét kocka azonos szamot mutat’, = P (B) = &. C="a koc-

36
kak ,0sszege” > 107, = P (C) = %,

(6,6) (6,5) ... (6,1) (6,0)
(5,5) (5,0)

(3) Dominé jaték . Annak a valoszintisége, hogy
(1,1) (1,0)

Y

egyformat emeljiink ki %.

9. PELDA. Galton paradoxon. Ha feldobunk 3 érmét ebbdl (legalabb) 2 egy-
forma. Mivel a harmadik érme vagy fej, vagy irdst mutat annak a val., hogy mind
a harom érme egyformat mutat egyenls %, igaz? A vélasz hamis: a 8 lehet&ségbdl
FFF,FFI,FIF,IFF FII, IFI IIF, III csak két esetben (FFF,I11) teljesiil a
kérés, tehat a val: %. Nem egy TETSZOLEGES érmérsl van sz6, hanem A HAR-
MADIK érmérsl!
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10. PELDA. (Osztozkodasi feladat) Feltételezve, hogy egy jaték megnyeréséhez
10 csatat kell megnyernie az A, illetve B jatékosoknak, hogyan kell elosztani a

nyereményt ha 8 — 7 allasnal (az A jatékos javara) a jaték félbemarad?

B1zoNYITAS. Figyelembe véve, hogy maximum 4 tovabbi csata eldonti a jaték
menetét a nyereményt a hatramaradt csatak nyerési esély aranyaban osztjuk el. A

lehetséges kimenetelek a kovetkezdk:

A nyer | aaaa aaab aaba abaa baaa aabb abab baab abba baba bbaa

B nyer bbbb bbba  bbab babb abbb

ahol példaul babb azt jelenti, hogy az els6, a harmadik és a negyedik csatét

a B jatékos nyerte, a masodikat pedig az A jatékos. Természetesen a folosleges

11
16

mig B nyerési esélye = 2. A nyereményt ugyanebben az aranyban kell elosztani a
g B ny ye = 5. A ny yt ugy y
két jatékos kozott. O

csatakat nem szoktak lejatszani. Tehat annak a valoszintisége, hogy A nyer =

Axiomatikus értelmezés.

11. DEFINICIO. P : A — [0,1]
e P(A) >0
P (Q) =1 (biztos esemény valoszintisége =1);
P(AUB)=P(A)+P(B),ha ANB =.
)

(Q A, P) harmast val6szintségi-mezének nevezziik.

12. TETEL. Tulajdonsdgok

(1) P0) =

(2) P (A ) =1-P(4).

(3) P(B—A)=P(B)=P(ANB).

(4) AC B=P(A) < P(B).

(5) P(AUB) =P (A)+P(B) - P(ANB).
(6) P(AUB) < P(A)+ P(B).

13. PELDA. Dominé jaték. Mi annak a valdszintisége, hogy a kovetkezs konfi-
guraciot folytassuk?
e (3,4) —(4,0) — (0,0) — (0,3) — (3,2)
e (3,4)—(4,0) —(0,0)
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14. DEFINICIO. Feltételes valoszintség (P (B) # 0):

P(ANB)

Teljes valoszintiség és Bayes képlet: Ha A; az € egy teljes felbontésat jelenti és
BeQ
P (B) = P (A1) Pa, (B) + P (Az) Pa, (B) + ...

Szorzéasi képlet:

P(ANB)=P(A)-P4(B).
15. DEFINICIO. Az A és B események fiiggetlenek ha P, (B) = P (B).
16. TETEL. Ha A és B fiiggetlenek akkor
P(AnB)=P(A)-P(B).
1.3. Val6szintiségi valtozok

Qawi

X:w,—zx

Diszkrét vv. X (Q) = {x1, 29, ..., 2, } lehetséges értékek P (X = x;) = p;

X vv. eloszlasa:
X - Ty T ... Tp .
b1 P2 ... DPn

17. PELDA. Doboékocka. X : ( !

(=N
SN L NV

18. DEFINICIO. Eloszlasfiiggvény (kumulalt): F': R — R
F(zx)=P(X <ux).
Tulajdonsagok:
o ['(—00) =0;
o ['(c0)=1

e [ szakadésos (1épcsss)
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e F' monoton novekva.

0, zé€(—o0,—1]
-1 0 2 1 re(-1,0
19. PELDA. X : ( L1 ) akkor F (z) = ¢ ? ( )
11 1 5
3 2 6 & r€(0,2]
(1, 7€ (2,00)
. x
' ¥

0.2 ,>\’,

or

08
06 -
04 [

02

1.3.1. abra. Az X eloszlésa és eloszlasfiiggvénye

20. TETEL.
Pla <X <b)=F(b) — F(a).

BIZONYITAS. A="X <a”", B="X <V = Pla< X <b)=PANDB) =
P(B—A)=P(B)—P(ANB)=P(B)— P(A) = F(b) — F(a). O

rr I ... T

21. DEFINICIO. Az X : ( " ) véges Valtozo

Pr P2 .- Dn
(1) varhato értéke vagy atlaga

(2) szorasnégyzete

(1.3.2) D*(X) = Z(x —m)* pi,
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ahol m = M (X) az X varhato értéke

(3) szorasa
(1.3.3) D (X) =+/D?(X).

22. TETEL.
D*(X) = M (X?) — (M (X))*

23. PELDA. Monte Carlo roulette 0-36. 0=z06ld, paratlan (1,3,...,35)= piros,
paros (2,4,...,36)= fekete. Ha leur6t tesziink fel pirosra és piros jon ki nyeriink
egy eurdt, kiillonben elveszitjiik az 1 eur6t. Az altalunk nyert Gsszeg egy X vv.
Adjuk meg a vv. eloszlasat, az eloszlafggv., abrézolas. Varhato érték, szoras. Mi

torténik akkor ha a O-ra egy fél eurtt visszakapunk (a maésik fél a banké)?

24. PELDA. 2 kocka 0Osszege egy S vv. Adjuk meg az S eloszlasat, varhato ér-
ékeét, szorasat! Ha XY vv. a két kocka altal mutattott pontok, milyen 6sszefiiggés

van az S és az X, Y, illetve a varhato értékek és szorasok kozott?

25. PELDA. Jaték 2 kocka. Ha az 0sszeg 12 vagy 2 kapok 8 lejt, ha az Gsszeg
7 (a leggyakoribb) kapok 2 lejt. Ezenkiviil fizetek 1 lejt. A nyert Osszeg egy X
vv. Adjuk meg a vv. eloszlasat, az eloszlasfiiggvényt, abrézolas. Varhato érték,
szoras. A jaték korrekt (varhato érték = 0)7

1.4. Nevezetes eloszlasok

1.4.1. Diszkrét eloszlasok
1.4.1.1. Binomidlis eloszlds Ha egy kisérlet folyamén egy A esemény valdszi-
niisége p = P (A) nem moédosul, akkor annak a valoszintsége, hogy n kisérletbol

az A esemény k-szor el6forduljon:

(1.4.1) b(n, k;p) = Ckpkq"="),

aholg=1—p.
Az eloszlas jol modellezhetd egy urnaval amelyben N goly6 van (ezek koziil Ny
egy szint (piros) (N — Ni) maés szind (fehér)) és amelybdl - visszatevéssel - kieme-

liink n -szor egy-egy golyot. Ha A-val jeloljiik a ,kiemelt golyd piros” eseményt

M

~ = b, akkor annak valoszintisége, hogy az n kiemelt

aminek a valdszintisége
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golyobol k-szor piros forduljon (és (n — k)-szor fehér) a (1.4.1) képlettel kapjuk

meg.

26. PELDA. Egy dobozban 7 piros és 3 fehér golyo van. 12 alkalommal (vissza-
tevéssel) kiemeliink egy-egy golyot. Mi a valoszintisége annak, hogy a piros golyo
8 -szor szerepeljen?

A="a goly6 piros” p = £, = b(12,8;p) = C%, (£)* (2)" = 0.2311.

27. PELDA. Egy dobodkockit 10 -szer dobunk fel. Mi a valdszintisége, hogy
legalabb 8-szor lesz paros szam?

A="paros szam” p = 1, = b(10,8; p)+b (10, 9; p)+b (10, 10; p) = C, (%)8 (%)2+
Ch (3)" (5) +Cl (5)" (3) = 0.0547.

2 2

28. DEFINICIO. Egy X vv. binomidlis eloszlast kovet ha eloszlasa

k
(1.4.2) X : B :
I

-----

29. TETEL. A (1.4.2) binomidlis eloszlast kovetd X vv. vdrhato értéke, szords-

négyzete:
M(X) = np, D*(X) = npq.

30. PELDA. Egy dobdkockit 4-szer dobunk fel. Jel. X-el a paros szamok

megjelenésének a vv. Adjuk meg az X eloszlasat. Mi a valoszintisége annak, hogy
legfeljebb 3-ast dobunk?

A ="péros szam” = P (A) = 1 = X :

Cl C?
P ("legfeljebb 3") =P (X =0)U(X =1)U(X =2)U(X =3)) =P (X =0)+
P X=1D+P(X=2)+P(X=3)=1-P(X=4) =2

1.4.1.2. Hipergeometrikus eloszlds Az eloszlas jol szemléltethets az urnas mo-
dellel: Egy urndban van N golyd amibdl Ny piros. Az urnabol kiemeliink n golyot

visszatevés nélkiil. Annak a valdszintisége, hogy a kiemelt golyokbol pontosan k

golyo lesz piros:

ChCh -y,
Cx
A fenti képletben feltételezziik, hogy a létezési feltételek teljesiilnek: n < N, stb.

(1.4.3) P(n, k)=

w

=

Sl
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31. PELDA. Egy urnédban 5 piros és 3 fehér golyd van. Visszatevés nélkiil
kiemeliink 6 golyot. Mi a valdszintisége, hogy a kiemelt golyokbol pontosan 4
piros?

P(6,4) = CCC = 0.5357.

32. DEFINICIO. Egy X vv. hipergeometrikus eloszlast kovet ha eloszlasa

k
(144) X 01}311017\3:]7\71
Cx k=0,...,n

33. TETEL. A (1.4.4) hipergeometrikus eloszldst kovetd X vv. vdrhato értéke,

szordsnegyzete:

M(X) =np, D*(X) = npq (1 - ;__D ,

aholp:%, qg=1—p.
34. PELDA. Adjuk meg az X vv. ha X a 6/49 Lottoé nyer§ szamainak a

valoszintiségi valtozoja. Mi a valdszintisége, hogy legaldbb 5-0s talalatunk legyen?

Szamitsuk ki az atlagot, illetve a szorast!

0 1 2 3 4 ) 6
Xl ggos, o ok gk 1 L)
C% Sy Sy CS 10324 54201 13983816
P("legalabb 5 talalat") = P ("pontosan 5 taladlat")+P ("pontosan 6 talalat") =
1 1 -5
54201 T Taosssie — 1892107

n =6 p = % = M(X) =6 - 4% = 0.73, atlagban 0.73 talalatunk lesz!

D*(X)=65% (1— ) =057 = D(X) = 0.76.

1.4.1.3. Poisson eloszlas

35. DEFINICIO. Egy X vv. A > (0 paraméterd Poisson eloszlast kovet ha
eloszlasa:

k
(1.4.5) X ( N ) .
Fe
: k=0,1,2,...

36. TETEL. A (1.4.5) Poisson eloszldst kévetd X wvv. vdrhato értéke, szords-

négyzete:
M(X)=\ D*(X) =\
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A Poisson eloszlas a binomiélis eloszlas hatareseteként is értelmezhets: n — oo

és A\ = pn allando, ugyanis

limb (n, k,p) = lim CFp* (1 —p)"fk — im -~ (é) (1 _ i) —

“A(no
= A—k lim L 1 - é R = )\—ke_’\
Tk | (n—k)Ink n kR

37. PELDA. A X\ = 5 paramétert Poisson eloszlasa k = 2-re P(X =2) =
2

e~3 = 0.0398 és az X eloszlasa:

(3)

2!

wl—=

' 0 1 2 3 .
"\ 0.7165 0.2388 0.0398 2le '

1.4.1.4. Geometriai eloszlds Annak a valoszintisége, hogy egy A esemény (csak)
a k-ik kisérletnél kovetkezzen be

aholp=P(A), g=1—p.

38. PELDA. Mi a valészintisége, hogy egy pénzérme feldobasanal csak az 5 -ik
dobasnal legyen fej?
p-1 (1)4 _ 1

2 \2 32°

39. DEFINIc1O. Egy X vv. geometriai eloszlast kovet ha eloszlasa:

k
(1.4.6) X : ( o ) .
pq k=1,2,...

40. PELDA. Mi a valosziniisége, hogy egy pénzérme feldobasanal csak az 5 -ik
dobasnal legyen fej?

P ()
41. TETEL. A (1.4.6) geometriai eloszlast kovetd X vv. vdrhato értéke, szo-
rasnégyzete:
1 1-—
M(X) =, D*(X) = —~.
p p

1.4.2. Folytonos eloszlasok Egy X valoszintiségi valtozo folytonos ha az
eloszlasfiiggvénye folytonos.
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1.4.2.1. Egyenletes eloszlds

42. DEFINICIO. Egy X vv. egyenletes eloszlast kovet ha stirtségfiiggvénye:

=z € [a,b
g)={ Ca =L
/(@) { 0 kilonben

1.4.2.2. Normdlis eloszlds Az Euler-féle gamma fggv.

43. DEFINICIO. Euler-féle gamma fggv. nevezziik az alabbi fggv-t:

'(p) = /xplemd:c, p> 0.
0

p = 1,2 a gamma fiiggvény értéke

o0

ra = /e_zdx =—e " =1

o

0
I'?2) = /xe‘xdx = —/x (e_z)/dx =—z ()P + /e_zdx =1,
0 0 0

illetve tovabbi p pozitiv egészekre:

'p+1) = /xpemdx = — /acp (e*:”)/da: = —2" (e7*) I§° —i—p/a:ple”da; = pIl' (p)
0 0 0

vagyis

(1.4.7) I'(p+1)=pI(p).

A (1.4.7)-bdl kovetkezik, hogy
I'(p+1)=pp-1)...T'(Q),
és
(1.4.8) F'(p+1) =07,
vagyis a I' fliggvény altalanositasa a faktorialis fliggvénynek.
44. TETEL. Fuler-féle tiikrozési képlet.

(1.4.9) ()T (1—a)=—

sinx
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Az el6bbi tételbdl x = %—re kovetkezik, hogy

r(l) _Jr

(1.4.10) :

45. DEFINICIO. Gauss-féle integrél

> 2
/ e Tdx.
0

A Gauss integral kifejezhets a gamma fggv. segitségével:

N [
r (5) = /x2exdx =/,
0

ahonnan x = t? valtozocserével kovetkezik dx = 2t - dt és

o0

/(tQ) "3t dt = /1

vagyis

46. DEFINICIO. Egy X vv. m,o (m eR,0€e ]R*Jr) paraméterd normalis elosz-

last kovet ha striiségfiiggvénye:

1.4.2.3. t-eloszlds
47. DEFINICIO. Egy X vv. t (Student) v-szabadsafoku eloszlast kovet ha st-

riiségfiiggvénye: ( +1)
r==) 1 1
—, ¢ € R.

R ANz

Ha v — oo az eloszlas kozeliti a standard normélis eloszlast.

1.4.2.4. x* (khi-négyzet) eloszlds
48. DEFINICIO. Egy X vv. v-szabadsafokii x? eloszlast kovet ha siirtiségfiige-

vénye:
v—2




2. FEJEZET

Bevezetés a statisztikaba

2.1. Statisztikai minta, gyakorisag

Alapsokasdg—a statisztikai megfigyelés targyat képezé egyedek Osszessége, hal-
maza.
Statisztikai minta=az alapsokasagbol kivalasztott egyedekhez tartozd adatok. A
minta kivalasztasdnal figyelni kell, hogy a minta reprezentativ legyen, vagyis az
adott sokasagot jellemezze. Egy X, ..., X,, minta elemei is valészintiségi valtozok
mert értékiik (jel. zq, ..., z,) a mintazasi technikatol vagyis a véletlentdl fiigg. Eze-
ket a valtozokat fiiggetlennek és azonos eloszlastnak tekintjiik. A beldliik képzett
valoszintségi valtozok statisztikai fligguényeknek vagy egyszerten statisztikdknak
nevezziik. Mivel ezeket tapasztalati iton szerezziik empirikus vagy tapasztatlati

statisztikdknak nevezziik.

16
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2.2. A minta szamszerd jellemzasi

Jeloljiik X, X, ...X,, egy minta elemeit.
Mintadtlagnak (mintakozép, empirikus vdarhato érték) nevezziik az alabbi meé-

ré6szamot

2.2.1) p PSRRI ML

n n

Ha X -el toljuk el az X mintat akkor ennek a varhato értéke zérd

n

S (- X) =o.

i=1

Az atlathatosag érdekében gyakran csoportositjuk az adatokat (példaul névekvs

sorrendbe), vagy osztélyokba rendezziik.

49. PELDA. Az
X: 6,2,7,2,5.3,7,3,4,6,4,5,4,8,4.5.6,7.5,9,
92,3,5,6,6,7,6,7,5,7,3,8,2,8,5,6,8,3,6,5
minta atlaga X = (6 +2 + ... + 2)/40 = 5.325. A minta atldthatobb ha névekvs

sorrendbe rendezziik

X*: 2,2,2.3,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5,5,5,
5,6,6,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7,7,7,8,8,8,8,9

illetve csoportositjuk

X;[2[3[4[5[6][7
i 13(5(4(9[8]6]41

oo
Ne

1. tablazat. Csoportositott adatok

ahol f; az X, gyakorisiga. Az adatok eloszlasat téglalapokkal szemléltetjiik
amelyeknek a magassagat abszolut vagy relativ értékben adjuk meg. Ez utobbi
esetében a teriilet 1.
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2.2.1. abra. Hisztogram (abszolut/relativ skala)

Az adatokat - az atlathatosag érdekében- gyakran osztalyokra bontjuk:

osztaly | oszt. kozép X; | gyakorisag f; | rel. gyak. g; | kumulalt rel. gyak. > . g;
2—-4 3 12 12/40 12/40

5—6 5.5 17 17/40 29/40

7—9 8 11 11/40 1

2. tablazat. Adatok osztalyozasa

Az osztéalyok szama altalaban=,/n-hez kozeli érték, de sziikség szerint valtoz-

tathato az osztélyok szama/hossza.

Csoportositott adatok esetén az atlag:

- NhXi+..+ Xy S X
(22.2) X = fi+..+f n o

50. PELDA. Az el6bbi mintat véve alapul a mintaatlag

7_3-2+5-3+4-4+9-5+8-6+6-7+4.8+1-9_5325
N 3+54+4+9+8+6+4+1 ST

vagy az osztaly csoportositast véve alapul
— 124551 <11
X:3 +5540 [ = 5.4375.

Habéar az utols6 eredmény nem egyezik meg pontosan az el6bbivel, az osztalyokra

vald csoportositds hasznos mert megkonnyiti az adatok feldolgozasat féleg nagy

szamu minta esetén.
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A mintara egy masik jellemz6 adat a mddusz, vagyis a leggyakrabban el6forduld
adat. Az el6bbi példaban Mod = 5 mivel ennek a legnagyobb a gyakorisaga= 9.

Egy masik szam amivel jellemezhet§ a minta a medidn, illetve altalanositasa a
kvartilisek, kvantilisek. A median a minta kézepét jeldli, vagyis ha X7 < ... < X}
a rendezett minta, akkor

han=2m+1

m—+1

X*
(2.2.3) Me:{;mgﬁ
2

ha n =2m
Az els6, méasodik és harmadik kvartilis a minta negyedét, felét, haromnegyedét
jeloli. A mésodik kvartilis megegyezik a mediannal. A p-kvantilisek a kvartilisek

altalanositasai.

51. PELDA. Az adott minta medidnja Me = 5, és az els6, mésodik, harmadik

kvartilise egyenl§ rendre 4, 5, 7-el.

Bizonyos statisztikak esetén a median hitelesebben tiikrozi a valosdgot, mivel
,Kisziiri” a nagy kilengéseket. Példaul az atlaghér esetében a median ,kisztiri” a na-
gyon magas fizetések és a rengeteg minimalbéres altal okozott torzitast. (Romani-
aban 2018-ban brutto atlaghér =4512 lej (980 eurd), viszont 92% a lakossagnak ez
alatt van a bére.) https://www.maszol.ro/index.php/hatter/121087-unios-szint-
minimalber-fulel-uzemmodban-van-az-europai-bizottsag

A mintaterjedelem a minta legnagyobb és legkisebb érték kozotti kiilonbség
(2.2.4) R=X 5 —Xj.

Az emlitett mérészamokon kiviil szorodasi mutatokat is szamitunk.
A tapasztalati szordsnégyzet s%, a mintaelemek mintakozéptdl valo eltérései négy-
zetének atlaga, azaz

(2.2.5) &2 — (Xi—X) + ..+ (X, - X) _ > (X = X) .

n n

Kis mintak esetében a korrigdlt tapasztalati szordsnégyzetet s** hasznéljuk:

(2.2.6) 2 — (Xl - 7)2 + ...+ (Xn — 7)2 _ Z?:l (Xi _ 7)2.

n—1 n—1

A tapasztalati s, illetve korrigdlt szords s*

(2.2.7) s:¢?:¢2?d?_yk
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2
(2.2.8) §* = Vs* \/Z’ L X .
n—1
A (2.2.7),(2.2.8)-bdl kévetkezik, hogy
C n
s \Vn-—-1

vagyis nagy n értékre a két szorés megegyezik.
Csoportositott adatok esetén a szorasokat a

(2.2.9) s — \/Zf1 Ji (XZ - 7)2
(2.2.10) \/ZZ 1f; ifl X)’

képletekkel szamitjuk ki ahol k£ a csoportositas utéan létrejott osztalyok szamat
jeloli.

Az Excelben a kdvetkezd fliggvényekkel szamitjuk ki az ismertetett paraméte-
reket: ATLAG(), MODUSZ(), MEDIAN(), SZORASP(), SZORAS().
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2.3. Statisztikai becslések

A mintavételezés elsGdleges célja, hogy informaciokat szolgéltasson az alapso-

kaséag jellemzGire, példaul a varhato értékre, szorasra.

2.3.1. Pontbecslés Egy becslés akkor tekinthet§ jonak ha eleget tesz leg-
alabb az egyiknek az aldbbi kdvetelményeknek: torzitatlan, hatasos, konzisztens,

elégséges.

52. TETEL. A mintadtlag torzitatlan becslést ad az X alapsokasdg vdrhato ér-

tékére, vagyis
(2.3.1) M (X)=M(X).

B1zONYITAS. A varhato érték additivitasat és homogenitasat felhasznalva ko-

vetkezik, hogy
_ X1+ ..+ X, 1 1
M(X) - M (%) = EM(Xl + ... —i—Xn) = E<M(X1> + ... —i—M(Xn)) =

(M (X) 4.+ M (X)) = %nM (X) = M (X).

SRS

g

53. TETEL. Az empirikus korrigdlt szordsnégyzet torzitatlan becslést ad az X

alapsokasdg D? (X)) szdrdsnégyzetére, vagyis

M (s?) = D*(X).

BI1ZONYITAS.
Sz_zyl(Xz’—y)z_li<X?+72—2X7>—liX-zﬂLli_Q_EiX'_
B n —nz‘:1 ' l _nz‘:1 l " (L .

1” 1”_2 27_171 . . 1n .
:E;Xf—'—EZ;X _WHX:E;X?—}_X —2X :ﬁ;XZQ_X

Figyelembe véve, hogy M (X) = M (X), M (X;) = M (X) kovetkezik

M(st) = M (i > X —72> =3 (3 - M) - (i (X7) - v (X))
= =3 DF(X) = D (X) = 10D? (X) = 5P (X) = " DF (X),
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tehat a s? torzitott becslést ad, viszont a

n
2.3.2 2 — 2
( ) § n— 1°

értelmezett korrigalt empirikus szoras becslése torzitatlan
M (5*2) = D?*(X).
O

54. TETEL. Az empirikus korrigdlt szordsnégyzet konzisztens becslést ad az X
alapsokasdg D? (X)) szordsnégyzetére, vagyis

lim D? (3*2) = 0.

n—oo

2.3.2. Intervallumbecslés Az el6bbi fejezettdl eltéréen ebben a fejezetben
egy (szimmetrikus) konfidencia (megbizhatosdgi) intervallumot dllapitunk meg amely
nagy valoszintiséggel tartalmazza az alapsokasag jellemzGjét. Az emlitett nagy va-
loszintiséget (1 — p) -vel jeloljik, konfidencia (megbizhatdsdgi) szintnek nevezzik
és a leggyakrabban 0.99, 0.95 vagy 0.90 értékeket veszi fel. A megfelel§ p értéket
(0.01, 0.05, 0.1) tévedési vagy szignifikanciaszintnek nevezzik.

Egy X valoszintiségi valtozo m,o paramétert, normdlis eloszldstinak nevezziik
(jele X € N (m,0)) ha stirtségfiiggvénye:

1 (2—m)?

T) = e 22 zel
f@)=—7=

0.8

07t
06f
05}
0.4f
03t
N(0,1)

0.2-

0.1

2.3.1. 4bra. Normalis eloszlés
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Az X valtozot standard normadlis eloszldsinak nevezzik ha X € N (0,1).
Annak a valoszintiségét, hogy az X kisebb legyen egy adott = értéknél az F' elosz-
lasfiiggvénnyel fejezziik ki:

1 z _(tfnL)2
P(X<x)=F(z)= / e 22 dit

oV 21

P(X<3)=besatirozott terulet=0.9772
T

2.3.2. abra. F' (x)

Geometriailag F (z) egyenls a besatirozott teriilettel —oo-t6l z-ig.
2.3.2.1. A vdarhato érték becslése

55. TETEL. Ha Xy,..., X, € N (m,o) normdlis eloszldsi valtozdk akkor

Xy 4.4 X
X:QGN(WL).
n N4D

B1zONYITAS.

ahonnan
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56. KOVETKEZMENY. Az

<_
(2.3.3) M

=

vdltozo standard normadlis eloszldsi u € N (0,1).

Ajanlott a standard eloszlas el6nyeit (szimmetria, egyszertibb képlet, tabla-
zatban megadott értékek) kihasznalni ezért a (2.3.3) standardizalassal barmely
N (m, o) normalis eloszlas visszavezethetiink a N (0,1) standard normalis elosz-
lasra.

Mivel u € N (0, 1) a konfidencia-intervallumot a 0-ra szimmetrikusan [—u,, u,]

fogjuk meghatarozni

X_
(2.3.4) P (—up <=2 "< u,,> —1-p.
NG

Kovetkezik, hogy
B (uy) — P (—uy) = L—p

tehat

20 (uy) —1=1—p
ahonnan
(2.3.5) O (uy) =1— g
ahol ® a standard eloszlas eloszlasfiiggvénye. Az (2.3.5) képletbdl kiszamithato w,
értéke
(2.3.6) — (1 . g)
aminek segitségével megszerkesztjiik a konfidencia-intervallumot

X —m
—up < < Up.
n

A miiveletek elvégzése utan kapjuk az m varhato értékre igaz a alabbi egyenlGt-

lenség
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Tehéat az m konfidencia-intervallumaként hasznaljuk a

— g — o
(X — UP%7X —I— up%

ami azt jelenti hogy a alapsokasag m varhato értéke 1 —p valoszintiséggel esik ebbe

(2.3.7)

az intervallumba.
Az Excelben a ¢ normalis stirtiség eloszlast, illetve ® eloszlasfiiggvényt a NORM.ELOSZL()
fliggvénnyel szamitjuk ki. Az eloszlasfiiggvény inverzét a INVERZ.NORM() fiigg-

vénnyel szamitjuk ki.

57. PELDA. Az el6bbi példa adataira hatarozzuk meg a konfidencia-intervallumot

95%-0s megbizhatosagi szinten ha az alapsokasig szorasa ismert o = 1.83. Az
0.05
Up = (I)il <1 — T) = 196,

tehat a konfidencia-intervallum

1.83 1.83
(5.325 —1.96——, 5.325 + 1.96—] = (4.7579,5.8921] ,
V40 V40

vagyis 95%-os valoszintiséggel az alapsokasag varhato értéke ebben az intervallum-
ban talalhato.

Nagyobb valészintiség esetén az intervallum béviil. Példaul 99%-os megbizha-
tosagi szinten u, = 2.5758 és az intervallum (4.5797,6.0703] .

Ha az alapsokasag szorasa ismeretlen akkor o helyett az s* minta korrigélt
szorast helyettesitve az u (2.3.3) kifejezésbe a
X-m

s*

Vn

valoszintiségi valtozot kapjuk, amely egy n — 1 szabadséagfoku ¢ (Student) eloszlasu

(2.3.8) t

valoszintiségi valtozo. A (2.3.4) hasonloan, a t-eloszlas tablazatabol kikeressiik azt

a t, értéket amelyre

<_
P(—tpg S*mgtp> —P(t|<t,)=1-p,
v

vagyis annak a valoszintsége, hogy t értéke a [—t,,t,] intervallumba essen egyenls
1 — p-vel, ami ekvivalens azzal, hogy annak a val6szintisége, hogy az alapsokasag

m varhato értéke a
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(2.3.9) X - tp%,Ythp%}
konfidencia intervallumba essen egyenls 1 — p-vel.

Ha az el6bbi példaban a szoras ismeretlen akkor helyette hasznaljuk a korrigalt
szorést s* = 1.8312, a t-eloszlas tablazatabol 1 — p = 0.95 és df = 39 szabadsag-

foknak megfelel a ¢, = 2.0227 érték, tehat a konfidencia-intervallum

1.8312 1.8312
9.325 — 2.0227—=—,5.325 + 2.0227 ] =[4.7394,5.9106] .
V40 V40

A t-eloszlasfiiggvényt az Excelben a T.ELOSZLAS() fiiggvénnyel, az inverzét
INVERZ.T()-vel szamitjuk ki.
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2.4. Statisztikai hipotézisek vizsgalata

A statisztikai vizsgalatok soran hipotéziseket (feltételezéseket) tesziink az alap-
sokasag bizonyos jellemzgire (varhato érték, szoras, eloszlas, fiiggetlenség, stb.).

A vizsgélat egy alap- vagy nullhipotézis (jel. Hy) és egy ellenhipotézis (jel.
H) felallitasabol all majd ezek helyességének ellendrzésébdl. Példaul, ha egy X
alapsokasagra szeretnénk leellendrizni, hogy a varhato értéke M (X) = m egyenls-

e egy myg értékkel akkor a nullhipotézis

A vele szembe felallitandé ellenhipotézis kétféle lehet: kétoldali vagy egyoldali. A
kétoldali ellenhipotézis

(2.4.2) H: M(X)#mg
mig az egyoldali
(2.4.3) H: M(X)<mgyvagy H: M (X) > my.

Alapszabalyként, ha elfogadjuk a nullhipotézist elvetjiik az ellenhipotézist és for-
ditva, ha elvetjiik a nullhipotézist elfogadjuk az ellenhipotézist.

Az eljarast amellyel a nullhipotézist elfogadjuk vagy elvetjiik statisztikai pro-
banak nevezziik. A dontést statisztikai fiiggvények segitségével hozzuk meg amit
a mintabol szamitunk ki bizonyos 1 — p meghizhatésag szint mellett. Ennek elle-
nére, a dontés eredménye, mivel valoszintiségi értékek alapjan hozzuk, lehet hibés
is. Plsdfaju hibat kovetiink el ha elvetjiik az igaz Hy hipotézist. Mdsodfaji hibat
kovetiink el ha elfogadjuk a hibas Hy hipotézist. A hibas dontés valoszintisége az

els6- és masodfaju hiba valészintiségeinek Gsszegébdl adodik
P (hiba) = P (els6faju hiba) + P (méasodfaja hiba) .

Az alabbi tablazat a helyes és hibas dontéseket szemlélteti

Hy igaz Hy hamis

Hy elfogadésa | helyes dontés | mésodfaja hiba |

Hy elvetése els6fajia hiba | helyes dontés
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2.4.1. Egymintas u-préoba Feltételezziik, hogy adott egy X € N (m, o) nor-
malis eloszlasi valoszintiségi valtozo amelynek m varhato értékét nem, de o szora-
sat ismerjiik. Vizsgalni szeretnénk, hogy a varhato érték M (X) = m megegyezik-
e egy myg értékkel. Ennek érdekében egy X, X, ..., X,, n elemd mintat vesziink

amelynek X atlaga csak kozeliteni fogja m értékét. Ha a nullhipotézis
Hy: M (X)=mqg

igaz a kétoldali ellenhipotézissel szemben
H: M(X)#mg

akkor a

(2.4.4) U= —

probafiiggvény standard normaélis eloszlasa u* € N (0,1), és 1 — p valoszintséggel
esik a [—uy, u,] konfidencia-intervallumba, ahol u, a tablazatbol kiolvasott, 1 — p
szintnek megfelels érték. Tehat a Hy nullhipotézist elfogadjuk ha

(2.4.5) '] < up,

vagyis az u* benne van az elfogaddsi tartomdnyban. Ebben az esetben azt mond-
juk, hogy az alapsokasag varhato értéke és az my feltételezett érték kilonbsége nem
szignifikdns.

A nullhipotézist elvetjiik (az ellenhipotézist elfogadjuk) ha
(2.4.6) |u*| > u,,

vagyis ha az u* a kritikus tartomdnyban van. Ebben az esetben az alapsokaséig

varhato értéke és az mg feltételezett érték kozott szignifikans eltérés van.

58. PELDA. Egy gépet 5.5 cm palcikdk vagéasara allitottak be. A beallitas el-
lendérzésére egy 40 elemid mintat vesznek:
6,2,7,2,5,3,7,3,4,6,4,5,4,8,4,5,6,7,5,9,5,3,5,6,6,7,6,7,5,7,3,8,2,8,5,6,8, 3,6, 5.
p = 5%-os tévedési szinten, kell-e allitani a gépen ha a pélcikak hosszanak szorasa

ismert o = 1.
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A palcikidk hossza normaélis eloszlast kdvet aminek szorasa ismert. A varhato ér-

tékre a hipotézisek
Hy : M(X)=55
H : M(X)#55.

A minta atlaga X = 5.325, tehat a (2.4.4) képletbsl u* = 232555 — 11068,
Vio

és a tablazatbol uy—g 05 = 1.96. Mivel |u*| < u, a nullhipotézist elfogadjuk, vagyis

0.95 valoszintiséggel az alapsokasagban a palcikdk hossza nem tér el szignifikinsan

az 5.5 értéktsl, a gép jol mikodik.

2.4.2. Egymintas t-proba A legtobbszor a normalis eloszlasi alapsokasiag

szorésat nem ismerjiik. Ebben az esetben a Student-féle eloszlést hasznaljuk. A
Hy: M (X)=myg

nullhipotézis ellenérzésére a

(2.4.7) =2

probastatisztikat hasznaljuk, ahol n a mintaszam, X a mintaatlag és s* a minta
korrigalt szorasa. Az u probahoz hasonléan a nullhipotézist p szignifikancia szinten

fogadjuk el ha
(2.4.8) it"] <t,

ahol ¢, értékét a Student-féle tablazatbol hatarozzuk meg n — 1 szabadsagfok és p

szignifikancianak megfelelGen.

59. PELDA. Ha az el6bbi példaban a pélcikak szorasa ismeretlen akkor

5.325 — 5.5

V40
és a p = 0.05 szignifikancia szintnek, illetve df = 39 szabadsagfoknak megfelel a
t, = 2.0227 érték. Mivel |t*| < t, kovetkezik, hogy 0.95 megbizhatosagi szinten a
nullhipotézist elfogadjuk. Az alabbi abran latszik, hogy a t* szamitott érték benne

*

van a meghizhatésagi tartomanyban.
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Megbizhatosagi tartomany

2.4.1. abra. Megbizhatosagi tartomany

Az Excelben lasd Z.PROBA(), T.PROBA().

2.4.3. x2-proba szérasvizsgalatra A hipotézis vizsgalatot szorasra is elvé-
gezhetjiik. Feltételezziik, hogy X € N (m, o) egy normalis eloszlast valoszintiségi
véltozo és vizsgalni szeretnénk, hogy a szoras értéke D? (X) = o megegyezik-e egy
oo értékkel, vagyis szarmazhat-e egy adott minta oy szorésu alapsokasaghol? A
null-illetve ellenhipotézisek

Hy : o=o0

H : o0 # o0y kétoldali ellenhipotézis

H : o0 <ogvagy o > oj egyoldali ellenhipotézis.
A kivalasztott n elem mintdban kiszamitjuk az s*? korrigalt szorasnégyzetet és a
x*? probastatisztikat

(n—1)s*

2.4.9 2 —
(2.4.9) X p

Y

majd dsszehasonlitjuk a tablazatbeli x? (khi-négyzet) értékkel. Ha x*? benne van

a meghizhatosagi tartomanyban
(2.4.10) X2 < x?

akkor a nullhipotézist elfogadjuk.
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60. PELDA. Az adott minta szarmazhat-e egy alapsokasaghdl amelynek szorasa
kisebb mint 1.57 A minta nagysiga = 40, és a korrigilt szorés s* = 1.83, tehat

X2 = 2L8E — 58 048, mig a tablazatbeli érték x? = 54.57, tehat a (2.4.10) nem

teljesiil, a nullhipotézist elvetjik 95%-0s megbizhatosag mellett.

2.4.4. Kétmintas u-proba Legyen X € N (mx,0x) és Y € N (my,oy)
két fliggetlen, normalis eloszlast valoszintiségi valtozo, amelyeknek ismerjiik a ox,
illetve oy szorasait. Legyen Xi, X,,... és Y7,Ys, ...a valtozok egy ny, illetve ny

elemd minta. Vizsgalni kell, hogy a két sokasag varhato értéke megegyezik-e. Ha
(2.4.11) Hy: M(X)=M(Y)

nullhipotézis teljesiil a

(2.4.12) H @ M((X)#M(Y)

(2.4.13) H : M(X)<M(Y) vagy M (X) > M (Y)

ellenhipotézissel szemben, akkor az

X-Y
(2.4.14) ut =

% L 9%

nx + ny

probastatisztika NV (0, 1) eloszlast, ahol X, Y az adott minték atlagai. Az egymin-
tas probahoz hasonloan, a szamitott u* valtozé 1—p valoszintiséggel esik a [—u,, u,]
konfidencia-intervallumba, ahol u, a tablazatbol kiolvasott, 1—p szintnek megfelels
érték. Tehat a Hy nullhipotézist elfogadjuk ha

(2.4.15) Ju*| < u,

és ebben az esetben azt allitjuk, hogy a két minta varhaté értékei kozott nincs

szignifikdns eltérés.

2.4.5. Kétmintas t-proba Az elgbbi alponthoz hasonléan az X € N (mx,ox)
és Y € N (my,oy) mintak varhato értékének a vizsgalatat végezziik ha a mintak
szorasai ismeretlenek de feltehetGen azonosak. Ebben az esetben a (2.4.11) null-

hipotézis helyességét a
X-Y

/1 1
o nx+ny

(2.4.16) =
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nx +ny — 2 szabadsigfoku Student-eloszlasu probastatisztikaval végezziik, ahol S
a két minta alapjan becsiilt k6zos szoras
nx — 1) s+ (ny — 1) s3?

2.4.17 S? = (
( ) nx+ny—2

)

és s, sy a két minta korrigalt szoéréasa.
A Hy (2.4.12) nullhipotézist elfogadjuk ha t* a [—t,,t,] megbizhatosagi inter-
vallumba esik, vagyis
1t < t,.

A kétmintas t-proba csak azonos szordsi mintara alkalmazzuk, ennek ellenérzésére
viszont az F-probat (Fisher) hasznaljuk.

2.4.6. F-proba Az F-probaval két X € N (mx,ox) ¢ésY € N (my,oy) fiig-
getlen valtozo szorasainak D (X) = oy, illetve D (Y) = oy Osszehasonlitasat vé-

gezzilk. A nullhipotézis
(2.4.18) Hy: ox =0y

és a megfelels egyoldali, illetve kétoldali hipotézisek

(2.4.19) H : ox #oy

(2.4.20) H : ox <oy vagy ox > oy.

Jeloljiik S?, illetve s%-el a két alapsokasaghol kivalasztott minta korrigalt szo-

rasnégyzeteinek maximumat, illetve minimumat

(2.4.21) S? = max (s, sy7) , s* = min (s¥, s77)

és jeloljik DF, illetve df -el a megfelel§ mintak szabadsagfokat. Képezziik a
(2.4.22) Fr = f—j

statisztikat amely (DF — 1,df — 1) szabadsagfoka F-eloszlast kévet. A Fisher
tablazatbol kikeressiik a F}, p-szignifikancia szintnek megfelels értéket és ha

(2.4.23) F* < F,

akkor a Hy hipotézist p—szignifikancia szinten elfogadjuk, vagyis a szoérasok kozotti

eltérés a véletlennek tulajdonithato.
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A kétmintas probanak az alkalmazéasahoz sziikséges a szorasok egyenlGsége
amit az F-probaval vizsgdlunk). Ha ez nem teljesiil akkor a Welch probat al-
it F-probéaval vizsgalunk). H teljesiil akk Welch probat al

kalmazzuk.

61. PELDA. Két teriilet pH értékét mérve az alabbi mintakat kaptéak
X;16.3]6.2[6.0/6.3[6.7]6.4|6.7|6.6

Y; 162]6.1|62(6.0[64]64|63|6.7]/6.0|6.2
Allithato-e, hogy a két teriilet talaj pH varhato értéke megegyezik 95% megbizha-

tosagi szinten?

BIZONYITAS. A két minta atlagai X = 6.4, Y = 6.25 és korrigalt szérasai
s% = 0.2507, sj = 0.2121. Az alapsokasag varhato értékére a null-hipotézisek

Hy: M(X)=M(Y)
és kétoldali ellenhipotézis
H: M(X)#M(Y).

Mivel az alapsokasig szorésait nem ismerjiik a kétmintas t-probat hasznéljuk, de

ehhez a szordsok egyenlGségét kell leellendrizni F-probaval.
Hy : D(X)=D(Y)
H : DX)#D(Y)

A (2.4.21) képletbsl S? = 0.2507% = 0.062 85, s? = 0.2121% = 0.04986, ¢s DF =

nx —1=7,df =ny —1=09, majd (2.4.22)-b6l F* = 3098 — 1.2605. A (7,9)

szabadsagfok és p = 0.05 -nek megfelel§ kétoldali Fisher tablazatbeli érték F, =
4.197. Mivel F'* < F,, a szorasok egyenlGségére vonatkozo6 nullhipotézist elfogadjuk

(cx = oy). A tovabbiakban a t-probat hasznalva vizsgaljuk, hogy a két varhato
érték egyenlS-e. A (2.4.17) képletbol

,  (8—=1)0.25072 + (10 — 1) 0.2121?
= — 0.052
5 8+10—2 0.0528,
majd (2.4.16)-bol
4—6.2
po0AZ0B gy

V0.05284/% + 55
A t-eloszlas tablazatban 8+ 10 — 2 szabadsagfok és p = 0.05 szignifikancia szintnek
t, = 2.12 érték felel meg ahonnan t* < ¢, tehat a nullhipotézist megtartjuk, vagyis
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a két talaj pH varhato értéke egyenlének tekinthets az adott szignifikancia szinten

(a kiilonbség a véletlennek tulajdonithato). O
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2.5. Korrelacio és regresszidanalizis

A korreldcio-analizis két valtozo X és Y kapcsolatanak szorossdgat vizsgalja.
A regresszicanalizis a valtozok kozotti Osszefiiggést probalja fiiggvényszert leirni.
A leir6 fiiggvényt regresszids fligguénynek nevezziik.

A valtozok kozotti szorossagot a korrelacios egyiitthatoval mérjiik
M((X =M (X)) Y -MY)) M(XY)-M(X)M(Y)

VDX DY) D{X)D(Y)

amely —1 és 1 kozotti értékeket vesz fel

-1<p<L

Ha X és Y fiiggetlenek akkor p = 0 forditva viszont nem igaz. Ha p = 0 akkor
azt mondjuk, hogy X és Y korreldlatlanok. Az X és 'Y kozott annal szorosabb a
kapcsolat minél kozelebb van p abszolut értéke 1-hez. X és Y kozott Y =aX +b
linearis kapcsolat van < |p| = 1.

Legyen X1, X5, ..., X, és Y1,Y5, ..., Y, két n elemd minta a két alapsokasagbol.

Az r tapasztalati korreldcids egyiitthato
_ >y (i = X) (v —Y)
VEL (= %) S (- 7))

n DTy Yi
Zi:l Tl — Zai=1T1 24i=1 Y1

n

\/ (Sryar - ) (5, 2 - ) |

Statisztikai probaval kell eldonteni, hogy az alapsokasidgok amelybdl az X és

(2.5.1) r

Y mintak szarmaznak korrelaltak-e vagy sem. Jeldljiik p-val az alapsokasagok

korrelacios egyiitthatojat. Ekkor a null, illetve ellenhipotézis:

Hy:p=0
Hi:p#0
a proba statisztika pedig
(2.5.2) t, = 1:2




2.5. KORRELACIO ES REGRESSZIOANALIZIS 36

amely df = n—2 szabadsagfok t eloszlast kovet. Ha egy adott 1—p megbizhatosagi
szintnek a t, benne van az elfogadési tartoméanyban (—t,, t,), akkor a nullhipotézist
elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.

Ha a korrelacios egytitthato 0 és X, Y normalis eloszlastuak, akkor fiiggetlenek
is, kiilonben csak korrelalatlanok.

Ha X as Y kozott linearis kapcsolat van akkor
Y=aX+0

és a mintakat felhasznalva becslést kell adni az a és b paraméterekre. Az egyik
modszer az Ggy nevezett legkisebb négyzetek modszere. A modszer abban all, hogy
az Yy = ax + b egyenes és a mintaban szereplé pontok kozotti fiiggsleges tavolsagok

négyzeteinek 6sszege minimalis legyen.

Legkisebb negyzetek modszere: Z‘ hiba‘2~> min

2.5.1. abra. Regresszios egyenes

Matematikailag az

n

(2.5.3) F(a,b) = (y;: — (az; + b))* — min

i=1

kétvaltozos fiiggvény meghatarozasat jelenti. A stacionarius pontok

OF
5% =0
oF
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aminek megoldasa a kovetkez§ linearis egyenletrendszerhez vezet
Yoy 2(y; —ax; —b) (—z;) =0
> 2(yi —ax; —b) (1) =0
amely atrendezve az alabbi normdlegyenletrendszert eredményezi
b T =Sy
(254) n+a22x ) Z’Ly
bYoiwi+ay @ =)%Y

aminek megoldasa

n DT Vi
(2.5.5) po i T T EEEEEE ok
Do T — Eimim)

62. PELDA. Hat paciensnél az alabbi vércukorszintet mérték

X, péciens kora | 43 | 21 | 25|42 | 57 | 59
Y; vércukorszint [ 99 | 65| 79 | 75 | 87 | 81

Szamitsuk ki a mintédk korrelacios egyiitthatdjat, majd tanulmanyozzuk, hogy
létezik-e Osszefiiggés a kor és a vércukorszint kozott.

X = % = 41.1667; Y = 81; D*(X) = 206.8056; D?(Y") = 109.333;

r = 0.5298:

Egy 0.95 = 1 —p megbizhatosagi szinten a kor és a vércukorszint kapcsolatanak

a feltarasahoz felallitjuk a null, illetve ellenhipotézist:

Hy:p=0

Hi:p#0
majd a (2.5.2) képlettel kiszamitjuk a ¢, probastatisztikat: t, = 1.2494. Mivel
1 —p=0.95 szinten t, = 2.7764 (dff =6 —2=4) at, € (—t,;t,) (t, benne van az
elfogadasi tartoméanyban), tehéat a nullhipotézist nincs okunk elvetni, vagyis a kor

és a vércukorszint korreldlatlan valtozok.
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