7.2. A divergencia

1. Bevezetés

Vektortér. Vektortéren egy olyan teret értiink, melynek minden pontjahoz
hozzarendelhetdé egy vektoridlis mennyis€ég, melyet jellemez irany, iranyitds és
nagysag. A tér pontjaiban értelmezett vektorok lehetnek idében allandok, de

valtozok is. Jelolés: A(x,y,z).
2. A divergencia.

A Voperatorral mas miiveleteket is végezhetliink. Ahhoz, hogy ne mas
operatokat kapjunk eredményképpen (mint azt a matematikabol tudjuk, ha balrél
szorozunk egy operatort, eredményképpen szintén operatort lapunk) az operator
mindig balrol jobbra hat az illeté mennyiségre. Attdl fiiggden, hogy milyen mdédon
hat a szorzand6 mennyiségre mas-mas eredményt kapunk. Ha skalarisan
alkalmazzuk a nabla operatort egy vektorialis mennyiségre, eredményképpen
skalaris mennyiséget (skalarteret) kapunk. Tekintsiink egy }i(x, v,z) vektorteret,
amely folytonos és differencialhato.

04, | 04, 04

y+ z

VA=

ox Oy Oz
Ez az 0sszeg invarians a koordinata transzformaciokkal szemben, tehat
. 0A, , -
0A, Lo 0A., _vi
ox' o o7
amibdl az kovetkezik, hogy a VA skalartér valamilyen fizikai mennyiséget jelent.
Ezt a fizikaban rendkiviil fontos mennyiséget divergencidnak nevezziik. Jel6lés:

V'A=

VA = divA
A divergencia egy vektortérben a tekintett vektornak egy adott zart feliiletre
vonatkoztatott fluxusaval kapcsolatos mennyiség. Legyen

;l(x, y,2)= A + Ay]‘ + Azlg vektortér. Mint tudjuk a vektorteret jellemezhetjiik a

tér erdvonalaival is. Az erévonalak olyan képzeletbeli vonalak, amelynek minden
pontjdba huzott vektorok érintdi az erOvonalaknak. Definicié szerint az a vektor
fluxusa nem mas, mint az egységnyi feliileten athaladé er6vonalak szama.
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7.4 abra

Tekintslik a 1.a abran lathat6 dS feliiletelemet. Definicio szerint ezen a
feliiletelemen 4thaladé elemi fluxust d®-vel jeloljiik és az aldbbiak szerint
szamithatjuk ki:

d® = AdS = AdScosa = A, dS = AdS,

A teljes S feliiletre szamitott fluxust az el6z6 Osszefliggés integralasaval

szémithatjuk ki:
®=[A4dS =[Aiids
N N

A tovéabbiakban tekintsiink egy zart S feliiletet és szamitsuk ki az A
fluxusat erre a zart feliiletre (7.5 abra).

7.5 abra
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Az A fluxusat az S zart feliileten az alabbi modon szamithatjuk ki:
® = §AdS = § AiidS
S N

Az integralds elvégzésekor, mint mar lattuk, minden egyes feliiletelemet
iranyitottnak kell tekintsiik. Ehhez azt a megallapodast kell betartsuk, hogy zart
feliilet esetében mindig a feliileti merdleges a zart feliiletbdl kifele mutat, ugy
ahogy az az 2. abrén is lathatd. A szamitasok elvégzése érdekében elmetssziik a
zart feliiletet egy Q sikkal igy nyerve két zart feliiletti idomot, amelyek ugyanazt a
V' térfogatot keritik el a térbdl. Felosztjuk a zart feliileteket elemi részekre. A két
zart felillet az S, = S,'+S), ésaz §, =8§,'+S,,. A két zart feliilethez tartoz6 fluxust
az alabbiak szerint irhatjuk fel:

®, = §AiidS = [AiidS+ [ A, dS
S NE

S12
¢s
®, = §AiidS = [AiidS + [ Aii, dS
52 $2! S12
Mivel n, =—-n,, természetesen az S,, feliileten az S, zart feliilet esetében

kimend, az S, zart feliilet esetében bemend fluxust jelentenek az alabbi
mennyiségek egymadssal egyenldk de ellentétes eldjeliiek.
[ 4ii, ds = [ 4ii, dS
S12 S12
Ebbdl kovetkezik, hogy az S zart feliileten a&tmend fluxust a felosztasbol
szarmaz6 zart feliileteken atmend fluxusok 0sszegeként szamithatjuk ki.
®©={4dS = [AiidS+ [ dS+ [AiidS+ [Adi,dS = [4iidS+ [ AiidS
S St S12 52 S12 St 52
Az elébbi kijelentés altalanosithatd arra az esetre is amikor az S zart
feliiletet tetszOleges szamu zart feliiletre bontjuk fel. Bontsuk fel az § feliilet altal
hatarolt V' térfogatot két, egymasra merdleges, de egymas kozt parhuzamos
siksereggel. EbbOl a felbontasbol szarmazik egy AV térfogatelem, amely ha
végtelenlil sok sikot haszndlunk a felbontaskor, lehet egy paralelepipedon.
Valasszunk egy koordindtarendszert, amelynek tengelyei parhuzamosak a
felbontasbol szarmazod térfogatelem oldalaival. Ha a felbontds nagyon finom,

feltételezhetjiik, hogy a térfogatelemen beliil az A 4llandonak tekinthetd (7.6 ébra).

Ezen kivill feltételezziik, hogy az egyes térfogatelemek kozott az A linedrisan
valtozik.
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7.6 abra

A térfogatelemen athaladd fluxus megegyezik a paralelepipedon oldalain
athalado fluxusok Osszegével. A feliileti merdlegesekre oldalanként ugyanaz a
megallapitas érvényes, mint az elébbiekben, tehat minden esetben a zart feliiletbdl
kifele mutatnak.

- az x tengelyre merdleges sikokon athalado fluxus:

A
AD =-45. +(Ax + aa x ijsx, ahol S, = AyAz
X

- az y tengelyre merdleges sikokon athalado fluxus:

04
_ y —
AD, =-4S§, +[Ay + & ijSy, ahol S, =AxAz
- a z tengelyre merdleges sikokon athalado fluxus:

AD, =-4S. +[AZ + 8;2 jSZ’ ahol S, =AxAy
z

A AV térfogatelemen athalo fluxus:

04, 04, o4,
+ +

AD =AD +AD +AD =
’ ox oy oz

]AxAyAz
Az Osszefliggés jobb oldalan megjelend szorzat zardjelben 1évod tagja nem

mas, mint az ,,4 divergencigja” (div;l ), amelyet targyaldsunk elején mar
bevezettiink, igy a fluxus irhatd, mint:
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A®D = divAAV , ahol AV = AxAyAz a térfogatelem térfogata.

Az eredeti S zart feliileten atmend fluxust kiszdmithatjuk, ha 6sszegezziik
az elemi térfogatelemeken dathaladé fluxusokat. Amennyiben AV —0 az
Osszegzést felvalthatjuk integralassal és a fluxus irhat6, mint:

dD = divAdV és ® = j divAdV
V

irhatjuk, mint:
® = [Ands = [divAdV
N Vv

Ez wutobbi 0Osszefliggés egy integralegyenlet, melynek neve Gauss-
Osztrogradszkij-tétel. Ezen egyenlet segitségével egy zart feliileten végezendd
integralt atalakithatunk a zart feliilet altal elkeritett térfogaton végzett integralla,
vagy forditva.

Az Osszefliggés értelmezése: ha a zart feliileten kiszamitott fluxus nulla,
akkor a feliiletbe annyi er6vonal 1ép be, mint amennyi erdvonal azt elhagyja, ami
arra utal, hogy nincs a feliilet altal bezart térfogatban nincs olyan objektum amely
elnyelne vagy kibocsatana erdvonalakat, vagy olyan objektum van, amely tigy nyel
el vagy és bocsat ki, hogy ezen erévonalak ereddje nulla legyen. Ha viszont a
fluxus nullatél kiillonbozo, akkor a térfogatban van olyan objektum, amely elnyeld
vagy kibocsatd jelleggel rendelkezik, nevezziik ezt az objektumot ,,forras”-nak.

Mivel az Osszefiiggés jobb oldalan divA szerepel, logikus, hogy a ,,forrassal” ez a
mennyiség hozhat6é kapcsolatba. Tehat ezek szerint a egy vektor divergencidja a
vektortér forrasbdségére utalé mennyiség.

Az 4 divergenciajat e tér egy adott pontjdban kiszamithatjuk, ha a zart
feliilet altal elhatarolt térfogatot hatarértékben nullara csokkentjiik, kiszamitjuk a
zart feliileten athalado fluxust és osztjuk a térfogattal (7.7 abra).

7.7 dbra

3621;7615
S

(v4), = (aiva), = lim .
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7.3. A rotdcio

1. Bevezetés

Vektortér. Vektortéren egy olyan teret értiink, melynek minden pontjahoz
hozzarendelhetdé egy vektoridlis mennyis€ég, melyet jellemez irany, iranyitds és
nagysag. A tér pontjaiban értelmezett vektorok lehetnek idében allandok, de

valtozok is. Jelolés: A(x,y,z).
2. A rotdcio.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy ha a V operatort skaldrisan alkalmazzuk
egy vektoridlis mennyiségre, eredményképpen skalaris mennyiséget kapunk és a
miiveletet divergencidnak nevezziik. Meg van egy lehetdség amit nem vettlink
figyelembe eddig, mégpedig az az eset amikor a V operatort vektoridlisan
alkalmazzuk egy vektorialis mennyiségre. Ezt a miiveletet rotacionak nevezziik és

eredménye ugyancsak egy vektor. Tekintsiink egy Zl(x, v,z) vektorteret, amely
folytonos és differencialhatd. Definici6 szerint ennek a vektortérnek a rotacidja:

i Jj k
o LA ) =;(%_6ij+j(a,4x _aAzj+E(aAy _anj
ox Oy Oz oy oz 0z  Ox ox Oy
Ay A
A tovabbiakban megadjuk a roticio fizikai jelentését. A rotacid a vizsgalt
vektornak egy zart gorbe menti integraljaval kapcsolatos mennyiség, melyet
cirkuldcionak neveziink. A 1. abran lathatd vektortérben vegyik fel a I' zart

gorbét, melyet felosztunk dl = dxi +dyf + dzk elemi szakaszokra és kiszamitjuk

az A cirkulacigjat:
L=fddl
r
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7.8 4bra

Bontsuk fel ezt a zart gorbét két jabb zart gorbére (I,(MANM) ¢és
I',(NBMN) ) és mindkettore szamitsuk ki az A cirkulaciojat:
L= §ddi = | Adl+ [Adl
MANM MAN NM
L= §Adl = [ Adi+ [Adl
NBMN NBM MN

rrrrrr

ellentétes, ezeknek értéke csak eldjelben kiillonbozhet:
[Adl =—[4dl
NM MN

Ennek megfelelden az eredeti I" gbérbe mentén szédmitandd cirkulaciot
kiszdmithatjuk a felosztasbol szarmazé két zart gérbe mentén szdmitott cirkulaciok
Osszegeként.

L=L+L,= j Adl + jlzldf+ j?ldf + j;ldi = j?ldf + I;idi = §2df
MAN NM NBM MN

Altalanosithatjuk ezt az eredményt gy, hogy a T’ gorbét felosztjuk nagyon

sok egymassal szomszédos zart gorbére a 7.9 dbranak megfeleléen. Fontos, hogy

......

MAN NBM r

iranyaval. A szamitasok egyszerlisége kedvéért tekintsiink egy olyan felosztast,
melynek esetében a gorbét levetitve az xy, xz és yz sikokra a vetiiletek mindig
téglalapot hatarolnak. Tekintsiik ezt példaul a 7.9 abran lathatd felosztasbol
szarmazd g, gorbére.
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7.9 abra

Tekintsik az zy sikra vett vetiiletet. A korbejarasi iranyt olyannak
valasztjuk, hogy a bezart feliilet normdlisanak iranya egyezzen meg az x tengely
pozitiv iranyitasaval (7.10 abra). A felosztast ugy végezzik el, hogy az elemi

cellakon beliil az 4 komponensei legyenck allandok, de a szomszédos cellak
sz¢lein linedrisan valtozzanak. A zy sikra vonatkozdan a 7.10 abran fel vannak
tiintetve e valtozasok a megfeleld tengelyekre vonatkozdan.

z A

7.10 abra

Az A cirkulacidja az ABCO gorbére vonatkozdan:
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- 0A 04,
AL, = §Adi = AAy+| A, +—=Ay |Az—| A, +—LAz |Ay— A, Az =
04BCO 0y 0z

Hasonléan jarunk el az xz és xy sikokra vett vetiiletekkel is (7.11 illetve
7.12 &brak)

7.11 é4bra
- A A
AL, = §Adl=AZAz+(Ax+a x ij—(AZ+a : jAz—AxAx=
OABCO 0z Ox
= 0A, _% AxAz
0z ox
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7.12 abra

= $4di = “, o
AL, = §Adl = AAx+ A, +— = Ax Ay - AﬁEAy Ax— A Ay =

04BCO x
04
= _Y_ai AxAy
ox Oy

Az i-ik feliiletelemet koriilvevd zart gorbe esetére az A cirkulécidja:

A4, 04 4. 04
AL, =AL, +AL, +AL,_ = oA %% AyAz + o4, o4 AxAz +
* Y : oy Oz 0z  Ox
0A
N e AxAy
ox Oy

Ebben az Osszefiiggésben felfedezhetjiik a rotacié operator definicidjanal
bevezetett komponenseket. Mindegyik komponense meg van szorozva egy feliilet
dimenzidju mennyiséggel. A tovabbiakban ezeknek kell megadjuk az altaldnos
alakjat. Az i-ik feliiletelem teriilete legyen AS,, melyet iranyitottnak kell

tekinteniink (7.13.a abra):
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7.13 abra

AS, = iiAS,
A normalis vektorat felirhatjuk, mint 7 = cosai +cos S j +cos ¥ k , tehat a
vektoridlis feliiletelemet a kdvetkezd alakban adjuk meg:
Agi =AS, cosai +AS,cos B ] +AS, cosyl;
amely az 4ltalunk tekintett felosztas esetén:
AS. = AyAzi + AxAz ] + AxAyk
Figyelembe véve az utdbbi eredményeket észrevessziikk, hogy az i-ik

crer

adhat6 meg:

04 A
ALi:ALi +ALi +ALi = aAZ__y AyAZ+ aX_aAz AxAz +
i g : oy Oz 0z  Ox
0A4 A -\ -
+ Gy Ay AxAy=(V><A)ASi
ox oy

s

felosztasbol szarmazod rész-cirkulacidkat. Tekintsiik, hogy AS, — 0, tehat egy
feliileti integralt kell kiszamitsunk:
L=§Adi =[(vVxA)s
T N
Ez utobbi Osszefliggést Stokes-féle integralegyenletnek nevezziik, mely
lehetové teszi, hogy egy gorbe vonalll integralt kiszamitsunk a gorbe altal
kifeszitett feliileten végzett feliileti integrallal, ész forditva.

crer
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ki. Kiszémitjuk az Aazart T gorbére vonatkoztatva, majd osztjuk a I' gorbe altal
elkeritett feliilettel és a feliiletet hatarértékben nullahoz tartatjuk (7.14 abra).

7.14 abra

Andl
(V X ZI)P = (rotZ)P = limf

S—0 S
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