R
2L JLC

Ebben az esetben, az aramkdrben folyd aram két exponencidlis fliggvény
Osszegeként allithat6 eld.

igy A4 és A valds, negativ gyokok.

i()y=A-e M + B.e~h! (6.25)

d) A gyengén- és az erdsen csillapitott rezgés kozotti atmenetet aperiodikus
hataresetnek nevezziik. Ebben az esetben:

i—;: R —2\/z
2L JIC e

ahol, R, a hatarellenallas.

6.2. A Laplace-transzformdcio modszere

6.2.1. A Laplace-transzformdcio

Legyen adott egy valds valtozd, melyet jeloljiink z-vel és egy f(¢)

tetszésszerinti fliggvény. Matematikai szempontbol ¢ tulajdonképpen barmilyen
valtozo lehet, esetiinkben viszont mar a jelolés is sugallja, hogy tranziens
jelenségek leirasanal ez a valtozo az 1d6. Az f(¢) figgvény lehet valos, de

komplex is, altalaban értéke a ¢ <0 iddpillanatban nulla (de nem feltétleniil). Ez
példaul elektrotechnikai alkalmazasoknal megfelelhet annak az esetnek amikor az
f(¢t) fuggvénnyel leirt fesziiltséget ¢ =0 pillanatban bekapcsolunk be egy

aramkorbe. Az igy definidlt fliggvény Laplace-transzformaltjan a kovetkezd
integralt értjiik:

LfO)=F(p)=[f@)-e "at (6.26)
0

ahol, p egy komplex szam, az integralast ¢ szerint végezziik, igy az eredmény
csak ennek a komplex valtozonak a fiiggvénye. A komplex szamok definicidja
szerint p = o + jo alakban irhat6 fel, ahol o a komplex szam valdés @ pedig az
imaginarius része.

Az F(p) fluggvény létezési feltételeinek altalanos targyaldsa tGlmutat

ennek a konyvnek a keretein, ezért itt csak néhany fontosabb kovetelményt,
tulajdonsagot mutatunk be. Ha a p komplex szdm valos része pozitiv, belathato,

hogy e P! a végtelenben exponencialisan tiinik el. Az allitas csak pozitiv valos

részre igaz. Novekvé exponencialissal az integral divergens! Az e ”' fiiggvény
csokkenése gyorsabb, mint barmilyen n-ed foku polinom ndvekedése, vagy amikor
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az f(t) fiiggvény exponencialis, e alaku, ahol & < o .
Az eddigiek szerint allithatjuk, hogy ha a (6.26) integral abszolut
integralhatd egy p, érték mellett, akkor a komplex sikon a o = o egyenlettel

meghatarozott egyenestdl jobbra abszolut integralhatd, igy az F(p) fiiggvény

létezik.
Im{p} A i
I
|
i e
: F(p) létezik
¢
0 %, Re{p}
| //
|
|
| /
|

6.10 abra

Ez azt jelenti, hogy az F(p) fiiggvény értelmezési tartomanya egy a
képzetes tengellyel parhuzamos egyenestdl jobbra esd végtelen félsik (6.10 abra).

6.2.2. A Laplace-transzformdcio elemi tulajdonsagai

A Laplace-transzformacio elemi tulajdonsagait a 7. Fiiggelékben részletesen
targyaljuk.

6.2.3. A Laplace-transzformdcio alkalmazdsa egyszerii daramkorok esetében.
Operdtoros impedanciak

A tranziens folyamatok leirdsandl a feladat fizikai természetli részének
megoldasa utan komoly gondot okozhat a kapott differencidlegyenlet, vagy
differencial-egyenletrendszer megoldasa. Ennek a matematikai problémanak a
megoldasanal nydjt komoly segitséget a Laplace-transzformacio alkalmazasa.

A valés aramkorokben a tekercsek ¢és kondenzatorok jelenléte okozza a
tranziens jelenségek létrejottét, igy ezek viselkedését kell megvizsgalnunk olyan
esetekben amikor az aramkoroket ki/be- kapcsoljuk, illetve megvaltoztatunk
valamilyen dramkdri paramétert.
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Tekintslink egy idealis, L induktivitast tekercset és feltételezziik, hogy i
pillanatnyi erdsségli aram folyik at rajta. Ebben az esetben u; fesziiltséget
mérhetlink a tekercs sarkain, melyet a (6.27) képlettel adhatunk meg

di(t)

ug()=1= "= (6.27)

Alkalmazzuk a (6.1) Osszefiiggésre a Laplace-transzformaciot (7.
Fiiggeklék (3)):

Ur(p)=L[pl(p)~i(0-)]= pLI(p) - Li(0-) (628)
ahol, a i(0—) nem mas, mint az d&ram, amely a kezdeti permanens allapotban folyik
at a tekercsen. Mértékegységét tekintve az Li(0—) nem mads, mint magneses fluxus,

amit Weber-ben mériink (Wb), igy a (6.28) Osszefliggés jobboldaldnak mésodik
tagja a tekercs magneses fluxusa a kapcsoléds (paramétervaltoztatas) pillanata elott.
Amennyiben a kapcsoléds pillanata el6tt nem folyik aram a tekercsen keresztiil
Li(0-) =0, vagyis a tekercs nem raktdroz energiat a magneses tér formajaban

ekkor:

U (p) = pLI(p) (6.29)
IR 2002
pL

i
uL LH uL

¢

6.11 abra

A ¢=Li(0-) fluxus, a (6.28) Osszefliggés szerit, fesziiltségforrasként
viselkedik.

Fontos: a fesziiltségforras elektromotoros fesziiltségének iranyitasa lehet az
6.11 abranak megfeleld, de forditott is, amennyiben ¢ =—Li(0—) jelolést
hasznalunk.

Tekintsiink a tovabbiakban egy idedlis, C kapacitasi kondenzatort és
feltételezziik, hogy a kondenzator korében i pillanatnyi erdsségli aram folyik és a
kondenzatoron a kapcsolas pillanatdban U (0-) a fesziiltség. Ebben az esetben a
kondenzator fegyverzetein megjelend fesziiltség pillanatnyi értékét megadhatjuk,
mint

t
ue(t) = % j idt + U (0-). (6.30)
0
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Alkalmazzuk a (6.30) 6sszefiiggésre a Laplace-transzformaciot:
1 Uc(0-)
Uc(p)=——1(p)+—C
pC

Amennyiben a kondenzator tdltetlen a kapcsolds pillanataban
(Uc(0-)=0), a kondenzator nem raktaroz energiat elektromos tér formajaban, a

(6.31)

pillanatnyi fesziiltséget és a transzformalt fesziiltséget pedig a kdvetkezdképpen
adhatjuk meg:

t
uc (f) =% g idt , illetve U (p) :p%l( ») (6.32)
A1 1
T pC
uc — (- uC P

6.12 abra

Az U (0-)/p mennyiség, a (6.31) osszefliggés szerit, fesziiltségforrasként
viselkedik.

Fontos: a fesziiltségforras elektromotoros fesziiltségének iranyitdsa lehet a
6.12 abranak megfelel, de forditott is, amennyiben —Uc(0-)/p jeldlést

hasznalunk.

Megjegyzés: altaldban a tranziens folyamatok targyaldsanal a (0—) jelolés a
kapcsolasok, vagy paramétervaltoztatasok pillanatdit megel6z6 permanens
allapotban 1év6 paramétereket jelolik.

A (6.29) ¢és (6.32) 0Osszefiiggéseket megfigyelve észrevehetjiik, hogy
hasonlésdgot mutatnak az egyenaramua dramkoroknél megismert Ohm-térvénnyel
(U=RI).

, Ur(p)= pLI(p) Uc(p)=i1(p)
- operatoros pC
Ohm-torvények .
UL =ZL(I(p) | U =Zcp)ip) | )
-operatoros 1
impedanciak Zp(p)=pL Zc(p)= W

Az operatoros impedancidk ugyanolyan tulajdonsagokkal rendelkeznek, és
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ugyanolyan szabalyok érvényesek rajuk, mint az ohmos ellenallasokra (vagy akar a
komplex impedancidkra), vagyis ugyanugy szamolhatunk ered6 operatoros
impedanciat soros, parhuzamos illetve vegyes kapcsolasok esetén.

Tisztan operatoros impedancidkkal csak abban az esetben dolgozhatunk, ha
a tekercseknek nincs magneses tere, illetve a kondenzatoroknak nincs elektromos
tere a kapcsolasok pillanatdban (nincsenek jelen mezdenergidk). Abban az esetben
ha vannak, a (6.29) illetve (6.32) Osszefiiggések szerint kell dket figyelembe
vegyuk, vagy felijuk a megfeleld differencidlegyenletet (differencial-
egyenletrendszert) majd transzformaljuk.

6.2.4. A Feladatmegolddsok menete

Foglaljuk 6ssze a feladatmegoldéassal kapcsolatos eddigi informacidkat.
Mivel minden esetben a tranziens folyamat gy jatszodik le, hogy az dramkor egy
permanens allapotbol (kezdeti) egy masik (végsd) permanens allapotba jut, fontos
az, hogy megfeleléen azonositsuk ezeket az allapotokat, allapitsuk meg az aramkori
elemek szerepét, illetve azonositsuk, hogy hol és milyen tipusi mezdenergidk
vannak jelen.

Fliggetleniil attél, hogy mezdenergidk jelen vannak vagy sem,
tulajdonképpen két uton jarhatunk.

1. Felirjuk a hurok- és csomoponttorvényeket differencialis alakban, majd
transzformaljuk azokat.

2. Atrajzoljuk az aramkoért operatoros impedancidk és operatoros
fesziiltségforrasok bevezetésével és felirjuk a hurok- és csomoponttorvényeket
operatoros forméban.

Mindkét modszerrel ugyanazt az operatoros egyenletrendszert kapjuk,
melyet, mint algebrai egyenletrendszert oldunk meg. Ennek eredményeként
megkapjuk a keresett mennyiségek operatoros alakjait, melyeket vissza kell
transzformalnunk, = hogy  megkaphassuk a  keresett iddfiiggvényeket.
Tulajdonképpen ez a 1épés a legnehezebb. Ennek a problémanak a megoldasara is
két ut 1étezik. Az egyik a kovetkezd pontban altalunk is targyalt elemi t, amely
sok 1idofliggvény Laplace-transzformaltjdnak ismeretét feltételezi és racionalis
tortfliggvények torzstényezdre bontdsdnak modszerével hatdrozza meg a keresett
1dofliggvényeket. Ez a modszer azonban nem vezet eredményre minden esetben. A
masik moédszer teljesen altalanos, a komplex fliggvénytanra alapulé modszer, mely
a Fourier-transzformacio6 ¢és a reziduum-tétel ismeretét tételezi fel. Ezt a modszert
ebben a jegyzetben nem targyaljuk.

6.2.5. A Laplace-transzformdcio megforditisa elemi uton. Heaviside-képletek

A Heaviside-képletek segitségével raciondlis tortfliggvényeknek az 1d6
térbe valo visszatranszformaldsara van lehetdség. Attol fiiggden, hogy a racionalis
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tort nevezdjének milyen tipusa gyokei vannak, harom Heaviside-képletet
kiilonboztetiink meg, melyeket részletesen az alabbiakban targyalunk.

1. Heaviside-képlet

Legyen a p térben a raciondlis tortfiiggvény a (6.34) Osszefliggés altal
adott:

(6.34)

ahol, a G(p) polinom fokszama kisebb, vagy legfeljebb egyenlé a H(p) polinom
fokszamaval és a H(p) polinomnak »n darab egyszeres gyoke van, tehat

H'(p) #0,de p =0 nem gyoke.
Ahhoz, hogy visszatranszformaljunk az id6 térbe, az F(p) polinomot
torzstényezokre kell bontsuk a kdvetkezdképpen:

F( ):G(p)— 9, C G, G

H(p) p-pi p-p2  P-Pi  P—Pn
ahol az 1/p—p; torteknek megfelelé id6fiiggvényeket mar ismerjik, igy a C;

(6.35)

allandok meghatarozasa a feladatunk. Megszorozzuk a (6.35) dsszefliggést p— p; -
vel:

_ ~~M=A- _p )+ PP 6.36
(p—pi) 1) (p—pi)+ s (6.36)

A (6.36) 0sszefiiggésbdl meghatarozhatjuk C;-t, ha az Gsszefliggésbe p; -t

helyettesitlink, azonban ebben az esetben a bal oldalon "0/0" hatarozatlansagi eset
van, a jobb oldal elsd tagja nulla lesz (az A alland6 tartalmaz minden olyan tagot a
(6.35) Osszefiiggésbdl, amelynek nevezOjében nem talalhatdé meg p-—p;), a

masodik pedig szintén "0/0" hatarozatlansagi eset. A hatarozatlansagi eseteket
I’Hopital szaballyal oldjuk fel, igy:

d
T, BT R R
AL A, i)
p P=pi
Ismerjiik, hogy:

igy az F(p) fluggvénynek megfeleld f(r) i1dofiiggvényt a kovetkezOképpen
hatarozhatjuk meg:
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el (6.39)

2. Heaviside-képlet

Az eléz6 ponthoz képest az a kiilonbség, hogy az F(p) fliggvény
nevezdjének py =0 is egyszeres gydke és a (6.40) Osszefliggésnek megfeleld
alaku. Minden mas feltétel az el6bbi pontnak megfeleld.

G
Flp)=-22)
pN(p)

A visszatranszformalasi képlet meghatirozasdhoz elegendé a (6.39)
Osszefliggésbol kiindulni, ahol

' d 1 1
H(p))=——[pN(»)] = p Np)+pN (p)
dp _
P=D;
A fenti Gsszefliggésbe be kell helyettesitsiink minden gyokot, beleértve a
po = 0-tis. Mikor p, = 0 -t helyettesitiink, az sszefliggés jobboldalanak masodik

(6.40)

pP=p;

tagja, mikor pedig a tobbi gyokot helyettesitjiik az Osszefiiggés jobboldalanak elso
tagja valik nullavd. Ennek megfelelden a (6.39) 0sszefiiggés a kovetkezdképpen
alakul:
G0) & G(py)
f=c'(F(p)= ) el (6.41)
0 lz‘i piN (pl)

3. Heaviside-képlet

Legyen a p térben a racionalis tortfliggvény a (6.34) Osszefiiggés altal
adott:

F(p)=—74 (6.42)

ahol, a G(p) polinom fokszdma kisebb, vagy legfeljebb egyenlé a H(p) polinom
fokszdmaval és a H(p) polinomnak n darab gyoke van, melynek mindegyike m,, -
szeres, de p =0 nem gydke. Torzstényezdkre bontjuk az F(p) polinomot a
H(p) polinom kiilonb6zé gyokeinek kiilonbozd fokszdmai szerint. Az alabbi
Osszefliggésben csak az i -ik gyoknek megfeleld tagokat irtuk ki:
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G(p) Ci Ci» Cjj

F(p)= =t + +ot ..
H(p) p=pri (p-p; ) (p-p;)
| (6.43)
(p—p;)" i=lj=l(p_pi)J

ahol az 1/ ( P —Di )j torteknek megfelel6 idofliggvényeket mar ismerjik, igy a Cj
allandok meghatidrozasa a feladatunk. Megszorozzuk a (6.43) Osszefiiggést

( pP—Di )m" -vel és a jobboldalon elvégezziik az egyszertsitéseket:

G(p)

(p—pi )™ Hp) (p=pi)" "+ Cop(p—pi )" %+
P (6.44)
ct Clp=pi )" A Cpy
Behelyettesitjiik p = p;-t, melynek eredményeként (6.43) jobb oldalan
minden tag nullavd valik és megmarad Cimi, a baloldalon pedig ismét "0/0"
hatarozatlansagi eset van, melyet 1’Hopital szaballyal oldunk fel.
o _d" (p-p"Glp)  _ | Glp)

Yo )| ) o

A Cj allandok meghatarozasahoz a (6.44) Gsszefliggest m; — j-szer

derivaljuk majd behelyettesitiink p = p;-t.

. d" | (p-p:)" Glp)]
— C. =
(m; = NCy; | H(p) 1., (6.46)
tehat,
1 d™ 7 | (p-p)"Gp)
C.. = : I
Domptapmi o Hp) | (047)
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