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") = 2
1. Oldjuk meg a kovetkezé differencidlegyenletet: { ??j ((43;)___?/ ?’)
2. Adott az
Ax +5

V@) = e o P

egyenlet. Hatarozzuk meg a A valos paraméter értékét igy, hogy a megoldas egy racionalis tortfliggvény
legyen.

3. Vizben feloldunk 100 g cukrot. Az oldédas sebessége a még fel nem oldédott cukor mennyiségével
aranyos. Mennyi cukor lesz az oldatban ¢ méasodperc mulva?

, R U
4 y'(x) - tg(y(z)) = e mmy

5.y (x) = y(x)(e” + Iny(x));

6. o' (z) + zsin(2y(z)) = 2ze ™ cos® y(z);

Ty —yt+y’ =e"
8. (1 —a)y —ay = zy%

r__(4y)? |
Y = v

10. o' =2y —y =0;
11. y® —10y" 4+ y = 0:

12. y© + 3y + 3y" + y = 0;

13. y” + y= cosl(x);

14. Tekintsiik a kovetkezo differencidlegyenletet:

{ y' (@) = Ay(x)
y(0) = y(a) =

A X milyen értékére van a fenti egyenletnek nem-trividlis megoldasa a [0, a] intervallumon.

=0,
0.

15. Legyenek az 41, 4o, ..., Yn az y'™ (z) — Z a;(x)y" " (x) = f(x) egyenlethez rendelt homogén egyenlet
j=1

fliggetlen megoldasai. Tovabbd legyen W (z) = W (y1, Y2, .-y Yn, T) 82 Y1, Yo, ---, Yy, figgvények Wronski
féle determinansa. Bizonyitsuk be, hogy

W (x) = W(zo) exp ( / f(5>d5) |

16. Egy kenuverseny végén a gyoztes a beérkezés pillanataban abbahagyja az evezést. A partrdl valaki
megfigyeli, hogy t; id6 alatt a kenu d; és 2ty alatt dy tavolsadgot tesz meg. A beérkezési vonaltol
milyen tavol fog a kenu megéllni, ha a viz ellendllasa egyenesen aranyos a kenu sebességével és t,
ismeretlen?

Megjegyzés: Minden feladat 10 pontot ér.
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MEGOLDASOK

A tovabbiakban ismertetjiik a feladatok megoldésat.
1. A feladatot atirva a kovetkezo alakot kapjuk:

2
y(2)y'(z) =z, azaz i éx) = % +c.
Ekkor felhasznélva, hogy y(4) = —3,
9 16 N
..
2 2 ’

ekkor ¢ = —%. Ekkor visszahelyettesitéssel

y(r) =£tvVa? -7,z >4,

v
2. A jobboldali tortet elemi tortekre bontva
Ax 45 _ BA+15 | 2A45 +5)\+15+3)\+10+ A+5
(r—2)2 - (x—1)3  2-2 (x —2)? r—1 (x—1)2  (x—1)%
Ezt integrélva a kovetkezé megoldéast irhatjuk fel:
2\ +5 3N+ A+5
=—-b5A+3)In(z —2) — S5(A+3)In(x —1) — - C.

Ekkor vilagos, hogy a megoldas akkor lesz racionalis tortfliggvény ha a In tagok nem szerepelnek a
kifejezésben. Azaz A + 3 = 0, tehat A = —3. Ekkor a megoldés
1 1 1

S0 ey Sl pra s

v

3. Legyen t id6 alatt feloldédott cukor mennyisége x(t)gr. A fel nem oldédott cukor mennyisége ekkor
100 — «(t). Tehat, mivel az old6das sebessége x'(t), és ez ardnyos a még fel nem oldédott cukor
mennyiségével, igy

2'(£) = k(100 — 2(t)).

Vilagos, hogy ez az egyenlet egy szétvalaszthatd valtozéju differencidl egyenlet. Tehat

/%%:k/mu

—In(100 — z(t)) = kt — ¢,

azaz

vagy
z(t) = 100 — ce ¥,

4. A feladatban szerepd egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg cos y(z)-el, ekkor

cosy(x) - y'(x) — sin(y(z)) = e”.

Bevezetve, a siny(z) = u(x) jelolést, vildgos, hogy v/ (x) = cosy(z) - ¢/ (x), ami pontosan azt jelenti,
hogy az egyenletiink a kovetkezo alakot olti:

u'(z) —u(x) = €.
A fenti egyenlet, megoldasat 14sd lentebb. Tehét u(x) = ce® + ze®, azaz
siny(x) = ce® 4 ze®.

Vigyazat, a tovabbi kifejtéshez trigonometriai egyenlet megoldasat kell hasznalni. v
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5. A feladatot atrendezve, a kovetkez6t kapjuk:

y'(x)
¢ 4 Iny(a),
y(x)
azaz bevezetve, az u = Iny(x) helyettesitést, vildgos, hogy u'(z) = Z((;)), tehét a kovetkezd egyenlet-
hez jutunk:
u'(z) =" + u(x),
vagy

u'(z) — u(z) = €.
Ekkor, kikeriilve a linedris egyenlet altalanos megoldasi ”algoritmusat”, beszorozzuk az egyenletet,
e "-el, tehat

/

e " (z) + (e ") u(x) =1, azaz (e "u(z)) = 1.

fgy vildgos, hogy
e u(r) =z +ec,

ami pontosan azt jelenti, hogy Iny(z) = u(x) = ce® + ze®. Tehdt y(x) = e o, v

6. Az v/ (z) + zsin(2y(z)) = 2ze " cos® y(z) egyenletet mindkét oldaldt elosztva cos? y(z)-al, a kovet-
kezot kapjuk:
y'(z)

cos? y(x)

+ ztgy(z) = 2we™™
Megjegyezendd, hogy felhasznaltuk, hogy sin2y(x) = 2siny(x) - cosy(x). Ekkor vezessiik be a
tgy(x) = u jeldlést. Vildgos, hogy ekkor u/(z) = v(@ _tehdt

cos? y(z)’

W () 4+ zu(z) = 2we™™ .

A fenti egyenlet, egy elsérendii linedris egyenlet, amelynek megoldasat kétféleképpen is eléallithatjuk
(Lasd el6adés). A fenti egyenlet mindkét oldalat szorozzuk be, most 2e”’ fliggvénnyel, igy

!/
26$2U'($> + 2mex2u(x) = 4z, azaz <2€$2u(l‘)> = 4x.

Mindkét oldalt integréalva,
2
2¢" u(z) = 22° +c,

v tehat
tgy(z) = u(z) = 22 4 ce.
v
7. Vilagos, hogy a feladat a kovetkezd altalanos kornyezetbe lehet behelyezni:
Y (z) = c(2) + b(x)y () + a(2)y*(z). (0.1)

Ez pontosan azt jelenti, hogy az egyenletiink egy Riccati-féle differencidlegyenlet. Altaldban a Ric-
cati differencidlegyenletre nincs megoldasi médszeriink, azonban ha ismeriink egy y; (x) megoldasat
az (0.1) egyenletnek, akkor abbdl el6élléthatjuk az dsszes tobbi megoldast. Amennyiben (0.1) egyen-

letben az y(z) = ﬁ +y1(z) helyettesitést végezziik akkor egy elsérendii linedris egyenlethez jutunk.

Vildgos, hogy az egyenletiink egy megoldésa az y;(z) = e*. Tehét, végezziik el a kovetkezd valtozo

cserét:
1

y(x) = M + e’
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Ekkor vildgos, hogy ¢/'(x) = — u;(x) +e*, és y(z) = u21($) +24

/ 1 1 xX
_M_Fem___em_i_ +2€ +€21262m’
u?(z) u(x) wz) u(x)
azZaZ , 1 1 v
_ulo) 1 +2-5 =0
wz)  u(z)  w(z) u(z)

A fenti egyenlet mindkét oldalat megszorozva u2-el:
—u'(x) —u(z) + 1+ 2¢"u(x) = 0,

vagy
u'(z) —u(z) (26* — 1) = 1.

Ebben az esetben a megszokott eljarassal fogjuk megoldani az egyenletet. Azaz elGszor tekintjik a
homogén egyenletet:

u'(z) —u(z) (26" — 1) = 0 azaz Z/((xm)) =2¢" — 1.

Az utébbi egyenletet integréalva
Inu(x) =2e* —x +c,

azaz

2e* —x+-c

T __
up = e = ce?¢ 77,

Ekkor alkalmazva a konstans varialasanak modszerét, az eredeti linedaris egyenlet sajatos megoldasat

a kovetkezo alakban keressiik:
2e®—x

u, = c(x)e
Ekkor u), = ¢ (x)e*" ™" + ¢(x)e** " (2e” — 1), tehét
un (1) — uy(2)(26” — 1) = d(2)e* " + c(x)e* (26" — 1) — c(x)e* ~*(2e” — 1),

tehat

azaz

Vildgos, hogy ki kell szamitanunk / e - e 2" dx integralt. Ennek érdekében végezziik el a v = e*

valtozo cserét. Ekkor dv = e*dx, tehat a fenti integral kiszamitasdhoz elégséges a kovetkezo integralt

kiszamitani:
-1 6—26”
62vdU: _6—21):_ ’
2 2
—2e%
azaz c(r) = —%5—. Ekkor
—2e® —x
T _ e T _ T _ e
u(z) = up +u, = ce® T — —— T = e T
2 2
tehat i
xr
y(z) =e
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8.

10.

A feladatban szerepld egyenlet egy Bernoulli-egyenlet. Az egyenlet mindkét oldalat y2-al elosztva:

Yy’ x 1
= — - =ux.
v l-uay
Ekkor az %/ = u jelolést haszndlva a kovetkezét kapjuk v = —%, azaz
, x
—u’ — u=ux.
11—z

Az igy kapott egyenlet mar egy elsérendii linearis egyenlet. A szokdsos mddszerrel fogunk ebben az
esetben is eljarni. Tehat, képezziik a homogén egyenletet:

u +

=0
l—xu ’

vagy
v I 1
u x—1 r—1

Ekkor integrélas utan a kovetkezot kapjuk:
Inu(z) =z +Injz — 1| +c,

up = c(x — 1)e".

Tehat ismét alkalmazva a konstans varidlasanak maddszerét vilagos, hogy a linearis egyenlet sajatos
megoldéasa a kovetkezo alakban keresheto:

up(z) = c(z)(z — 1)e”.

Tehdt u;, = ¢ (z)(x — 1)e” + c(w)[e” + (x — 1)e”]. Visszahelyettesitve az egyenletbe:

+ Lup =d(z)(x — 1)e" + c(z)[e” + (x — 1)e"] +

u,, T - xc(x)(a: —1)e”
=d(z)(x — 1)e*
= —1I.
Tehat ( 0
N @ . e x—1)—e"
@)=~y (z— 1)
Azaz,
e*ﬁ?
(x) = r—1
Vilagos, hogy ebbdl felirhato a végsé megoldas. v

A feladat a véltozék megcserélése utdn (ugy tekintsiik, hogy = = x(y)) egy Bernoulli egyenletté
alakul. v

Felirjuk az egyenlethez rendelt karakterisztikus egyenletet:
r?—2r —1=0,
ennek az egyenletnek a gydkei 1 = 1 — /2, 7y = 1 + /2, tehat

y(x) = ce1VD? 4 peiHV2)e,
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11. Hasonl6éan jarunk el ebben az esetben is 7* — 10r? + 1 = 0. Ennek az egyenletnek a gyokei r; =

V3—=V2, = —V3+ V2,13 =V3+ V2, 1y = -3 — V2. Tehit

y(x) = cle(‘/g_ﬁ)x + 026(_\@”@“” + 036(\/3+\/§)x + 046(_\/5_‘/5)1’.
v
12. Ebben az esetben az egyenlethez rendelt karakterisztikus fiiggvény:
3+ 3r +1=0.
Vildgos, hogy
(r*+1)° =1,
tehat ry = 1,19 = —i,r3 = 19,14y = —i,15 = i,rg = —i. Vilagos, hogy ezek haromszoros gyokok. Tehat
a reprezentacios tétel alapjan a megoldas:
y(x) = (12”4 cox + ¢3) cos(x) + (ca2® + sz + c6) sin().

v

13. A feladatot a konstans varidlasdnak maédszerével fogjuk megoldani. Eloszor felirjuk az egyenlethez
rendelet homogén egyenletet, azaz
y'+y=0.
Vil4dgos, hogy ennek a homogén egyenletnek a megoldasa
yn(x) = 1 cos(x) + cosin(z).
Ekkor a sajatos megoldast a kovetkezo alakban keresstik:
yp(z) = c1(z) cos(x) + co(x) sin(x).
Vilagos, hogy
yp(x) = [ (x) cos(z) + dy(x) sin(z)] + [—c1(x) sin(z) + ca(x) cos(z)].
Tehat a konstans varidlasnak elsé egyenlete:
¢y (z) cos(z) + ¢5(x) sin(z) = 0,
azaz
yp(x) = —c1(z) sin(x) + co(x) cos(x).
Ekkor
yg(:v)jtyp(a:) = [} (z) sin(x)+cy(x) cos(x)]+[—c1(x) cos(x)—co () sin(z)]+[e1 (x) cos(z)+ca(z) sin(z)] = —

igy a masodik egyenletiink:

1
’ . / o
¢ (x)sin(x) + c5(x) cos(z) = cos(@)’
Tehét a kovetkezi egyenletrendszeriink van:
i (x) cos(x) + dy(x) sin(x) =0
—ci(z) sin(x) 4 dy(x) cos(z) = Cosl(x).
A fenti egyenletrendszerben az ismeretlenek a cj(x) és ch(x). Tehdt, dy(x) = 1, dj(x) = —ig;((z))
Tehat vilagos, hogy
y(x) = ¢y cos(x) + cosin(x) + In | cos(z)| cos(z) + x sin(z).
v
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14. A karakterisztikus egyenlet r> — A\ = 0. Mivel a differencidlegynlet megolddsainak alakja a karakte-
risztikus egynlet gyokeinek természetétol fligg, targyalasra van sziikség:

(a) Ha A > 0, akkor a karakterisztikus egyenletnek két kiilonb6z6 megolddsa van: ry = VA, =
—V/X. Tehét a megoldds

Az Vaz

y(x) = 1V + coe”

Felhasznalva a kezdeti feltételeket a kovetkezd rendszert kapjuk:

C1+Ccy = 0
cleﬁ“ + 026*‘5“ =0

)

tehdt ¢; = ¢ = 0. (Ennek igazoldsara tobb mddszer is adhaté: 1. Kifejezéssel megoldjuk a
rendszert; 2.a rendszer determinansa éppen az alapmegoldasok Wronski-determindnsa az r = a-
ban és mivel ez nem 0, a homogén egyenletrendszernek csak a trividlis megolddsa létezik.)

(b) Ha A = 0, akkor a megoldas
y(r) = 1o + co,
szintén figyelembe véve a kezdeti feltételeket csak a trividlis megoldast kapjuk.
(¢) Ha A < 0, akkor a karakterisztikus egyenletnek két komplex gycke van: 1 = i/ —\ 1y =
—iyv/—\, tehat a megoldas
y(z) = ¢1 cos(vV—=Ax) + cosin(v/=Az).

Felhaszndlva a feltételeket, vildgos, hogy y(0) = 0 feltétel alapjan ¢; = 0, mig az y(a) = 0
feltétel alapjan

¢y sin(vV—>Aa) =0,
tehdt nem trividlis megoldasok létezésének sziikséges és elégséges feltétele: sin(v/—Aa) = 0. fgy
a A\, = — ('%’T)2 értékeket kapjuk, és ezekhez az

, <kxw)
yr(x) = cpsin | —
a

megoldasok tartoznak.
v

15. A megoldés otlete az, hogy levezetiink egy differencidlegyenletet a W fiiggvényre. Ehhez ki fogjuk
szamitani a W'-et. A determindns derivalasi szabaly alapjan W' n darab determindns Osszege,
amelyeket gy, kapunk W-bol, hogy egyszerre egy sorat derivaljuk. Ez alapjan

Y1 Y2 .. Un
vy Y --- Yn
W'(z)=| . . .
T T

mert a tobbi determinans mindegyike tartalmaz két azonos sort, tehat azok mind 0-val egyenlok. Ha
ebben a determinansabn az utolsé sor elemeit a differencidlegyenlet alapjan behelyettesitjiik, és az
els6 (n—1) sor segitségével eltiintetjiik az (n — 1)-nél kisebb rend(i derivéltakat (az yj(»z) sort —a,,_;-vel
szorozzuk és hozzdadjuk az utolséhoz), akkor a

Y1 Y2 e Yn
Y Yoo oo Un
W' (x) = :1 :2 : = a1 (x)W(x)
ay" Y a L at Y
egyenloséget kapjuk. FEz egy szétvalaszthatd differencidlegyenlet, amelynek megoldésa pontosan
ugyanaz amit a feladatban latunk. v
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16. Az id6t is és a tavolsdagot is a beérkezés pillanatatdl kezdve mérjiik. Ha v(t)-vel jelljiik a sebességet
a t idépillanatban, akkor a pillanatnyi gyorsulds a v/(t) és a t idOpillanatban megtett 1t pedig

/ v(s)ds. A feltételek alapjan F' az ellendlldsi er6 —kuv(t), tehdt a dinamika méasodik torvénye
0
alapjan felirhatjuk a mozgasegyenletet:

mv'(t) = ma(t) = F = —kv(t),

igy a
k
"t) = ——w(t
V() = ()

differencidlegyenlethez jutunk. Ennek a megolddsa (szétvalaszthaté differencidlegyenlet):

és a t idopillanatig megtett 1t

0 (1t

A megallasig megtett 1t tehat 11m d(t) = d A d(tg) = dy és d(2tg) = do feltételek alapjdn igaz,

hogy )
dz = dl (1 + 675t0> y
tehat )
d - dy _ dy dy
T 1wt 1—%4—1 dy — dy’



