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Legyen A C C és zy az A halmaznak egy torlodadsi pontja. Azf : A— C
fliggvénynek a zy pontban van hatdrértéke és a hatarértéke | € C, ha barmely
€ > 0 esetén létezik 6 > 0 ugy, hogy

zeA 0<|z—2z|<d=|f(z)-I <e.

Az elobbi értelmezés kiterjesztheté azokra az esetekre, ha zy € oo vagy | = co.

o Az f fiiggvénynek a zy pontban a hatdrértéke /, jeldlésére a lim f(z) =/
Z— 2

egyenldséget hasznaljuk.
o Nyilvanvald, hogy a lim f(z) = | egyenl3ség akkor és csak akkor teljesiil, ha
zZ—2Z2y

lim Ref(z) =Rel és lim Imf(z) =Im/

zZ—2y Z—2Zy



Folytonossag

Az f : A — C fiiggvény két esetben folytonos a zy € A pontban,

@ ha zy izoldlt pontja A-nak,
@ ha zy torléddsi pontja A-nak és Ii_)m f(z) = f(z).
Z—2p

Az f fiiggvény folytonos A-n, ha folytonos A-nak minden pontjdban.

@ Nyilvanvald, hogy az f : A — C fiiggvény akkor és csak akkor folytonos a zg
pontban, ha az u,v : A — R fliggvények folytonosak zp-ban, ahol u = Ref
ésv=Imf.

e Ha f,g: A— C folytonosak zy-ban, akkor f + g, f - g is folytonos zg-ban és
ha g(z) # 0, akkor é is folytonos zg-ban.

e Ha f : A — B folytonos a zy € A pontban és g : B — C folytonos f(z)-ban,
akkor g o f folytonos zg-ban.



Derivalhatésag

A komplex fliggvény derivaltjat a valds esettel analég médon értelmezziik.

A komplex esetben a derivilhatdsig egy tartomanyon, sokkal ”erosebb” feltétel,
mint a valds esetben, ugyanis egy ilyen fliggény akarhanyszor derivalhaté lesz,
amint a tovabbiakban latni fogjuk.

Ertelmezés

@ Legyen D egy nyilt részhalmaza C-nek, zg € D és f : D — C egy adott
fliggvény. Az f fliggvény derivalhato a zy pontban, ha

i @)= f(z)
z—279 zZ— 2
hatarérték létezik C-ben.

@ Ezt a hatdrértéket f derivadltjianak nevezziik zg-ban és f'(zy)-val jeldljiik.

© Ha f derivdlhaté a D halmaz minden pontjdban, akkor azt mondjuk, hogy f
holomorf D-n.




Derivalasi szabalyok |

Ha az f : D — C fiiggvény derivdlhaté a zy € D pontban, akkor f folytonos a zy
pontban.

@ Ha f,g: D — C derivilhatd fliggvények zp-ban, akkor f + g, f - g és ha
g(z) #0, é is derivalhaté a zg pontban és

(f+8)(20) = f'(20) + &'(2)
(f-g)(20) = f'(20)g(20) + (20)&"(20)

\ f'(20)g(20) — f(20)g'(20)
(5) = ¢2(z0)

@ Ha D, D; € C két nyilt halmaz, az f : D — D, fiiggvény derivalhaté a zy € D
pontban és a g : D; — C fiiggvény derivalhaté a f(z) pontban, akkor a
g o f fliggvény is derivalhaté a zp pontban és

(g0 f)(20) =g'(f(2)) - f'(20)



Derivaldsi szabalyok Il

© Legyen D; C C egy nyilt halmaz, az f : D — D; bijektiv fliggvény és
g : Dy — D az f inverze.
Ha f derivdlhatd a zy pontban, f/(z) # 0 és g folytonos az f(z) pontban,
akkor g is derivalhatd a zy pontban és

1
f'(20)

g'(f(20)) =



Cauchy-Riemann feltételek

Ha f : D — C egy fiiggvény, akkor a tovabbiakban az u,v: D Cc R? = R
flggvények az f fliggvény valds, illetve komplex részét jeldlik: u(x,y) = Ref(z),

v(x,y) = Imf(2).

A kovetkezd tétel kapcsolatot teremt az f fliggvény derivalhatésiga és az u és v

fuggvények tulajdonsagai kozott.

Tétel

Legyen zo € D. Ha az f : D — C fiiggvény derivdlhaté a zy pontban, akkor az u, v
fliggvényeknek léteznek az elsérendii parcialis derivaltjai és fenndllnak a

Cauchy-Riemann osszefiiggések

(x0, ¥0)

15) 15)
6—i(Xo,)/o) = a—;(xo,yo)
o v

ay X0,Y0) = 8X

ou Ov
f'(z0) = a(xo,)/o) + 'E(Xomo)




Bizonyitas |

@ a az f fuggvény derivalhaté a zg = xg + iyp pontban, akkor

f(z) — f(2)

f'/
z— 2 - (20)7

barmilyen iranybdl is tartson z a zy ponthoz.

o Targyaljuk elGszor azt az esetet, amikor z a valds tengellyel parhuzamos irany
mentén tart zp-hoz.

@ Ebben az esetben z = x + iyy és x — Xp.

f'(z0) = lim 7’((2) — f(=) =
7=z zZ— 29
— im u(x, y0) — ulx0, ¥0) + i(v(x, 0) = v(x0.¥0) _
X—>X0 X — Xo
ou Ov
= a(xodfo) + la(Xo,}/o)- (1)




Bizonyitas Il

@ Ha z az imaginarius tengellyel parhuzamos irdny mentén tart zy-hoz, akkor
z=xo+iy,y = w0

zZ—2Zp Z— 2
= lim u(xo, y) — u(xo, y0) + i(v(x0,¥) — v(x0, yo) =
o i(y = o)
.0 0
_ —187;()(07}/0) + 87;()(07}/0)' (2)

o Az (1) és (2) egyenldségeket Gsszevetve, kapjuk, hogy

ou ov Ju ov

8X(Xo-,yo) = @(Xodfo) és 8y(X0’y0) = —g(xodfo)-



Megjegyzések

o

(2]

Az f fliggvény derividlhatésdgabdl tehat nem csak az kovetkezik, hogy
u=Ref, v=1Imf fuggvényeknek |éteznek az elsdrendii parcidlis deriviltjai,
hanem az is, hogy ezek teljesitik a Cauchy-Riemann féle osszefiiggéseket.

A Cauchy-Riemann-egyenletek teljesitésébdl egy adott (xo, yo) pontban még
nem kovetkezik, hogy az adott pontban az f fiiggvény derivalhaté.

Példa erre az f(x) = +/|xy| fuggvény. Itt u(x,y) = +/Ix-y|, v(x,y) = 0.

Egyszer( belatni, hogy

Ju ov

5 (0:0) = @(070) =0
ou ov

5,00 = ~70.0=0

Tehat a Cauchy-Riemann-egyenletek teljestinek a zp = 0 pontban.
De a zg = 0 pontban f nem differencidlhaté, mert ha z = (o + iB)r és ha

r — 0, akkor
f(z)  apr? . Vap
z  (a+if)r " a+ip’
vagyis a hatarérték fligg a o + i3 iranytdl.




Elégséges tétel

Ha az u és v figgvényekrodl feltételezziik, hogy egy D tartomany minden
pontjaban léteznek a parcidlis derivaltjaik és ezek folytonosak, akkor a
Cauchy-Riemann-differencidlegyenletek teljesiilése sziikséges és elégséges feltétele
lesz az f fliggvény derivalhatésaganak D-ben.




Megjegyzés

@ A Cauchy-Riemann-differencidlegyenletekbdl tovabbi derivéldssal az
kovetkezik, hogy:
Pu v v Pu
x2 ~ dydx  oxdy  0y?’
2 2 2 2
tehat Au = %Jrg—yg:Oés ugyam’gyAv:%ng—y‘;:O.
@ A D tartomanyon holomorf fliggvény valds és képzetes részei a
Laplace-differencidlegyenletet kielégitik, tehat harmonikus fliggvények.

@ Haegy u: D — R fiiggvényhez létezik egy v : D — R fiiggvény lgy, hogy az
f:D—C, f(z)=u(xy)+v(x,y)

fuggvény holomorf D-ben, akkor v-t az u harmonikus pérjanak nevezziik.
@ Az elGbbiek alapjan lattuk, hogy ha u-nak van harmonikus parja, akkor u
kielégiti a Laplace-egyenletet.
@ Természetes a kérdés, hogy ha egy u: D — R fliggvény kielégiti a

Laplace-egyenletet, akkor kovetkezik-e, hogy van harmonikus parja. A
kovetkezo tétel azt mondja ki, hogy a kérdésre a vélasz igenld.



Harmonikus parok tétele |

Ha D C C, D egy tartomdny és az u: D — R fiiggvény harmonikus, akkor létezik
egy v: D — R fiiggvény ugy, hogy az f : D — C, f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
fliggvény holomorf lesz D-n.

Bizonyitas:
@ Tudjuk, hogy % + giy‘z’ =0.

o Tekintsiik az 5 5
u u
=——d —dy = Pd d
W=, Y x + Qdy (3)
differencialformat.

o Mivel 22 = — 24 — 24 — 9Q K5vetkezik, hogy az w = Pdx + Qdy egzakt

differencialforma.

o Tehat létezik egy v : D — R fluggvény lgy, hogy

ov ov
w-de—!—Qdy—dV—gdx—F@dy. (4)



Harmonikus parok tétele |l

@ Az (3) és (4) Osszefiiggésbdl adddik, hogy
ou Ov , Ou _@

ox ay O 9y ox

@ A Cauchy-Riemann tétel alapjan kovetkezik, hogy az f : D — C,
f(z) = u(x,y) + iv(x, y) fliggvény holomorf a D tartomanyon. O

Ha D egy tartomanya C-nek és f holomorf fiiggvény D-n, akkor f akkor és csak
akkor dllandd, ha f'(z) = 0, barmely z € D esetén.




Bizonyitas |

o Azt kell igazolnunk, hogy ha f'(z) =0, (V) z € D, akkor f llandd, hiszen a
forditott allitas nyilvanvald.

o Legyen zp € D és f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Mivel D nyilt halmaz,
kovetkezik, hogy van olyan r > 0, hogy U(z,r) C D.

e Barmely z; € U(zy, r) esetén f'(z1) = 0-bdl kdvetkezik, hogy

ou ou ov ov
g(zl) = 87(21) = 87(21) = 87(21) =0.

o A kozépérték tételbdl:

0
u(x0, yo) — u(x1, y0) = %(Xo +0(x1 — x0), ¥0) - (X0 —x1) =0

ahonnan azt kapjuk, hogy u(xo, yo) = u(x1, o). Analédg médon igazolhatd,
hogy

U(X1’)’o) = U(X17Y1)7 U(Xo’}’o) = U(Xh}/o), U(X17YO) = U(X17)/1)~

Az eldbbi egyenldségek alapjan f(z1) = f(z), barmely z € U(zo, r).



Bizonyitas Il

o Legyen Ay ={z € D:f(z) =1f(z)}. Az el6zd eredmények szerint, ha
71 € Ay, akkor létezik r; > 0 dgy, hogy U(z1, ) C A;.

@ Tehat Ay, nyilt halmaz D-ben.

e Ha z € Al, akkor létezik (z,),>1 C A; sorozat lgy, hogy lim z, = z.
- n—oo

e Mivel f folytonos kdvetkezik, hogy f(z) = ILm f(z,), tehdt z € Ay, vagyis
n—oo
A1 zart halmaz D-ben.

o Mivel A; # () és A; zart is és nyilt is ugyanakkor, kdvetkezik, hogy A; = D,
vagyis f(z) = f(zo), barmely z € D.



Elemi fliggvények |

Ertelmezés

Azf:C—C, f(z) = e* =€eX(cosy + isiny), z= x + iy fiiggvényt komplex
exponencialis fiiggvénynek nevezziik.

| A

Tétel

Az e* fiiggvény holomorf C-ben és (e*)' = €.

| A

Tétel

Erve’nyesek a kovetkezo egyenloségek:
Q ot =e?. 7, (V) z,Z€eC
Q |ef| =€X, x=Rez.

Q 7t =% (V) zeC.




Elemi fliggvények Il

Legyen So ={z€ C: —w <Imz < 7}.
Az f: Sy — C\ {0}, f(z) = e* fiiggvény bijektiv.

Ha az f(z) = e” flggvényt az Sy = {z € C | 2km — 7w < Imz < (2k 4 1)7 sdvra
szlikitjuk le akkor az igy értelemzett f : S — C* fiiggvény szintén bijektiv lesz.



A logaritmus fliggvény

Ertelmezés

A logaritmus fiiggvényt az exponencialis fliggvény inverzeként értelemzziik, akkor
az igy értelmezett fliggvény tobb értékii lesz:

f(z)=logz, f:C*— P(C)
logz = {In|z| + i(arg z + 2km) | k € Z}

Minden rogzitett k érték esetén a logaritmus fiiggvény egy-egy agat kapjuk.
A k = 0 agat a logaritmus féaganak nevezziik.

| A

Tétel

Q Ha a D tartomdnyon f a logaritmus fiiggvény egy dga, akkor f'(z) = %,

barmely z € D.
@ Ha f és g a logarimtus fiiggvény két aga a D tartomanyon, akkor Iétezik
k € Z dgy, hogy f(z) — g(z) = 2kri, barmely z € D.




Tovabbi fliggvények |

Legyen o € C és z € C*.
A z% hatvdnyt a kdvetkezd egyenléséggel értelmezziik z& = e®'%8 7,

Ha o = k € Z, akkor az igy értelmezett fiiggvény egyértékii lesz, a tobbi esetben
tobbértéki.

A sin, cos : C — C fiiggvényeket a

Sinz . eIZ _ e—lZ eIZ + e—lZ

egyenloségekkel értelmezziik.

Egyszerll belatni, hogy az el6z6ekben értelemett fuggvényekre érvényesek a valds
esetben bizonyitott képletek és derivalasi szabalyok.



Tovabbi fliggvények Il

Az igy értelmezett sin és cos fiiggvények nem bijektivek, de meg lehet adni olyan
lesziikitésiiket, amelyek bijektivek lesznek (amint a kdvetkezd tétel is mutatja).

Legyen D=C\{z€C|Imz=0, |Rez| > 1} ésD; ={z€ C|Rez € (0,7)}.
A cos : D; — D fiiggvény bijektiv és ha az inverzét arccos : D — D; jeloli, akkor

1
arccos z = ~ log (z +iv1— 22> :
j

Ertelmezés
Az f:C\{—2} = C, f(z) = &L5, fiiggvényt ahol, a, b, c,d € C, ad — bc # 0,
linedris tortfiiggvénynek vagy homografikus leképzésnek nevezziik.

Ha az f(z) = 22£b Jinedris tortfiiggvényt a Co kibdvitett komplex szamsikon
cz+d 14 W

értelmeziink f : Cog — Coo, akkor f (—2) = oo és f(c0) = 2. Egyszeril belstni,

hogy f : Coo — Cwo, f(2) = ijis, ad — bc # 0 linedris tortfiiggvények halmaza a

fliggvények Osszetevésére nézve csoportot képez.




Tovabbi fliggvények Il

Ertelmezés

1. Polinomfiiggvénynek nevezziik a P: C — C, P(z) = co+ c1z+ -+ + ¢, 2"
alakd figgvényt, ahol ¢y, c1, . .., c, adott komplex szamok (egyiitthatdk), ¢, # 0.
Azt mondjuk, hogy n a P polinom foka és igy jeloljiik deg(P) = n.

A C komplex szdmok halmazan értelmezett polinomok halmazat C[z] jeloli.

2. A raciondlis tértfiiggvényt az R : C\ {by,...,b,} = C, R(z) = gé) képlettel
értelmezziik, ahol P, Q € Clz] és by, ..., b, a Q(z) = 0 egyenlet gydkeit jeloli.
(Feltételeztiik, hogy Q nem a zéré polinom).




Komplex integral

Ertelmezés

Legyen a,b € R, a < b és G egy nyilt halmaz C-ben.

A~ : [a, b] = G folytonos leképzést gérbének nevezziik. vy(a) a vy gorbe
kezdépontja, vy(b) pedig a végpont.

Ha ~v(a) = v(b), akkor v egy zdrt gorbe.

Sajdtos esetben a «y gérbe dllhat egyetlen pontbdl is, ha v(t) = v(a) barmely
t € [a,b].

Ertelmezés

A ~ gorbét rektifikdlhaténak nevezziik, ha az [a, b] intervallum tetszdleges
A,={a=th<t<tp<---<t,=b}

n
felosztdsa esetén a Sa,(v) = > |v(tk) — V(tk—1)| Osszeg egy beosztdstol
k=1

fliggetlen korldt alatt marad. ngélje F az [a, b] intervallum ésszes feolsztdsainak a
halmazat.




Komplex integral

Egy ~ rektifikdlhaté gorbe esetén a sup{Sa,(7) | An € F} = L(7) pozitiv valds
szamot a y gorbe hosszdnak nevezziik.

Ertelmezés

Legyen vy : [a,b] = G, v2 : [c,d] — G két gbrbe tgy, hogy v1 végpontja egyezzen

meg v kezddpontjdval. (y1(b) = 12(c)). A7 :[0,2] — G gbrbét, amit a

5(6) = 1(a+ t(b— a)), te[0,1]
Ye(c+(t=1)(d—c)), te(1,2]

gorbék egyesitésének nevezziik és 4 = 1 U yp-vel jeloljiik.

egyenloség értelmez a 1 és v,

Ertelmezés

Legyen D egy nyilt halmaz és v1, > : [a, b] — D két gbrbe ebben a halmazban.
Azt mondjuk, hogy a ~1 gorbe folytonosan deformalhaté a v, gorbébe, ha létezik
egy ¢ : [a, b] x [a, b] — D folytonos fiiggvény dgy, hogy ¢(a, t) = 71(t) és

©(b, t) = 7o(t), barmely t € [a, b]. Sajdtos esetben, ha a v, gorbe csak egy
pontbdl dll (y2(t) az dllands leképezés), akkor azt mondjuk, hogy v, egy ponttd
deformdlhato D-ben. Egy egyszeresen Osszefiiggd tartomanyban minden zart
gorbe egy pontta deformalhato.




Komplex integra

A tovébbiakban egy v gorbén mindig egy rektifikalhaté gorbét fogunk érteni.

A komplex integrdlt a valds esettel analég médon értelmezziik.

Legyen v : [a, b] — G egy gorbe a G nyilt halmazban és f : G — C egy fliggvény,
amely folytonos ~([a, b])-n. Az [a, b] intervallum egy

Ap={a=ty<t; <tp<--<t,= b} felosztdsa esetén

1AL = Jmax |tke1 — tx| szdmot a A, felosztds normdjanak nevezziik. Legyenek

tovdbbd Ty € [tx_1, tk] k = 1, n adott szdmok. Az f fliggvényhez, A, felosztdshoz
és (Tk)i<k<n kozbeesd értékekhez hozzdrendeljilk az

Sa,(F,7) =D F((m))((te) = Y(te-1))

oOsszeget.



Komplex integra

Ertelmezés

Ha létezik egy L € C komplex szam gy, hogy barmely € > 0 pozitiv valés szam
esetén létezik egy & > 0 pozitiv valds szam gy, hogy ha | A,|| < 6, akkor

|L — Sa,(f,7)| < e tetszbleges Tx € [tk_1,tk], k = 1, n kozbeesé értékek esetén,
akkor az L szamot az f fliggvény ~y gorbe menti integraljanak nevezziik és igy
jeléljik [ f(z)dz.

Tétel

Ha ~y egy gorbe a G nyilt halmazban és f : G — C egy olyan fiiggvény, amely

folytonos a v gérbén, akkor létezik és véges a IIA“TIn 0SAn(f ,T) hatarérték, tehat
nl|—

| \

létezik az [ f(z)dz komplex integral.
v




Tulajdonsagok

Tulajdonsag

Az integral értelmezésébol azonnal kovetekzik, hogy:

a) Ha a v, végpontja megegyezik a vy, kezdSpontjdval, akkor

/vluw f(z)dz = L fl2)dz+ L )z

b) Ha v~ jeloli a v gérbe forditott irdnyd bejdrdsat, akkor:

/7_ f(z)dz = —/7 f(z)dz.

) [A(2)dz =X [ f(z)dz, [(f(z) + g(2))dz = [ f(2)dz + [, g(z)dz

Y Y Y

d) Ha |f(z)| < M, barmely z € ~([a, b]), akkor

[ f(z)dz

Y

<M-L(y) (L(v) a

gorbe hosszat jeldli).




Visszavezetés a valds valtozds integralra

Ha v € C*([a, b]), 7([a, b]) C G (nyilt halmaz) és f : G — C folytonos a ~([a, b])
pontjaiban, akkor

b
[ @tz = [ e @et




Q Legyen Y(t) =z + t(z2 — z1), t € [0,1] (a v gorbe a z; és z, pontokat
Osszekotd szakasz),

L adz = /0 ) A (e = (22— ) /0 o1+ tlzs — )

. _ 22+21_222—zf
= (@-a) 5=

Q Szamitsuk ki az f(z) = % figgvény integréljat az origd kozépponti egység
sugarud koron.
Ebben az esetben y(t) = cost + isint = e, t € [0, 27].

1 27 1 3 27
/fdz:/ —.~ie’tdt:i/ dt = 27i.
. z 0 elt 0



Példak Il

@ f(z) = c (4llandd)
Egy tetszdleges v : [a, b] — C gorbe esetén

Sa,(f,€) = ZC —Y(ti=1)) = c(¥(ta) — (1)) = c(v(b) —(a)).
Tehdt [ cdz = o IT OSA (f,€) = c(v(b) — v(a)).
Ha a ~ gorbe zart, akkor [ cdz = 0.

@ Legyen f : C — C, f(z) = z. Ujbdl 7 : [a, b] — C legyen egy tetszdleges
gorbe a komplex szdmsikban. A

€)= > F(3(€))(v(t) — (te-1))



Példak Il

integralosszeg esetén a & = tx, majd & = tx_1, k = 1, n. Mind a két esetben

lim A( fk lim Z’y ty (’}/(tk (tk—l)) = /ZdZ

18]-0 18—
lim SA , b— 1 lim ty— tk—1 I/ZdZ
ARy " la, ||aozpy ) b)) 7

és
1
Sn, (s te) + Sa,(f, t—1) = 5(72(/3) —%(a)

kdvetkezik, hogy [ zdz = 3(+2(b) —v*(a)). Ha v egy zart gorbe, akkor
¥

[ zdz =0.

5



Cauchy tételei

A T tartomanyt egyszeresen osszefliggdnek nevezziik, ha barmely zart, onmagat

nem metszG gorbe esetén, a gorbével egyiitt, a gorbe altal hatdrolt korlatos
tartomany is T-hez tartozik.

Ha T egyszeresen osszefliggd tartomany és f : T — C egy holomorf fiiggvény,
akkor barmely T-ben levé v haromszogvonal esetén

h = / f(z)dz = 0.

Ha T egy egyszeresen oOsszefiiggd tartomany, f . T — C egy holomorf fiiggvény és
v egy tetszoleges zart gorbe T-ben, akkor

/aawzo




gyzések |

1) A tétel nyilvdn érvényes marad akkor is, ha a T tartomdny nem egyszeresen
Osszefliggd, de a v gorbe T-nek egy egyszeresen Osszefliggd résztartomanydban

van.
2) Ha a T tartomdny egyszeresen Osszefliggd, f : T — C holomorf fliggvény és 1
és v, két kozos kezddponti és kozos végponti gorbe, akkor:

L fl2)dz = L f(2)oz

3) Legyen ~; és 7, két egyszerli (6nmagat nem metszd) zart gorbe, v, fogja kordil
Yo-t és 1,72 az altaluk kozrezart gylirliszerli tartomannyal egyiitt tartozzon az f
fuggvény T holomorfitdsi tartomdnydhoz. Ebben az esetben

L 1 f(z)dz = [y 2 f(2)dz,

ha mindkét gorbén ugyanolyan forgdsiranyba integralunk.



Megjegyzések Il

4) Ha az f fiiggvény valds és komplex részérdl feltételezziik, hogy léteznek az elsd
rend{i parcidlis derivaltjai és azok folytonosak, akkor a Cauchy-féle integréltétel
sokkal egyszeriibben bizonyithaté a kovetkezd mddon:

/f(z)dz = /udx—vdy+i/vdx+udy:
¥ v v

v Jdu . ou Ov
= Lo g e ] (G- 5 ) oo
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Primitiv fliggvények

A fentiek szerint, ha a T tartomdany egyszeresen Osszefliggd ésaz f : T — C
fuggvény holomorf, akkor f-nek barmely gorbe menti integralja csak a gorbe

végpontjaitdl fligg.

Ha a kezddpontjat a gorbének rogzitjik és a végpontot véltoztatjuk, akkor az
integral csak a végpont fliggvénye, igy egy F fliggvényt értelmezhetiink:

F(z):/zf(t)dt, F:ToC

Legyen T egyszeresen Osszefiiggd tartomany. Ha f . T — C egy holomorf
fiiggvény, akkor az F : T — C, F(z) = f: f(t)dt fiiggvény is holomorf és
F'(z) = f(z), bdrmely z € T esetén.




Tulajdonsagok

Ertelmezés

Ha a T tartomadnyon értelmezett f holomorf fiiggvényhez taldlhaté olyan
F : T — C holomorf fiiggvény, hogy

F'(z) = f(z), bdrmelyze T,

akkor a F-et az f fiiggvény primitiv fiiggvényének nevezziik.
Az elozb tétel szerint, ha a T egyszeresen Osszefiiggd tartomdny, akkor barmely
f . T — C holomorf fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.

Tétel

| A

Ha Fi,F,: T — C azf: T — C figgvény két kilonbozé primitiv fliggvénye,
akkor F1(z) és Fy(z) csak egy additiv konstansban kiilénbéznek.




Tulajdonsag

Tétel

Ha a T tartomdnyon holomorf f(z) fiiggvénynek van egy F(z) primitiv fliggvénye,
akkor

/1 F(t)dt = F(2) — F(z),

barmely a T tartomdnyban haladé gérbe mentén vessziik is az integralt z;-t6/
zy-ig. Specidlisan, ha y zért gorbe, akkor [ f(z)dz = 0.
vy




Cauchy-féle integralképletek

Tétel

Legyen v : [a, b] — C egy zdrt gérbe, K = y([a, b]), G C C egy nyilt halmaz. Ha
a g: G x K — C fiiggvény folytonos, akkor h(z) = [ g(z,t)dt, h: G — C
7

fiiggvény is folytonos, és ha %(z, t) létezik és folytonos a G x K halmazon, akkor

h holomorf G-n és 9
Wiz)= [ & .
()= [ Gt 0e

Tétel (Cauchy képletei korlap esetén)

Legyen f : U(zo, r) — C egy holomorf fiiggvény U(zy, r)-n és folytonos
U(zo, r)-en. Akkor f akdrhanyszor derivalhaté az U(zy, r) kérlapon pontjaiban és
fennallnak a kovetkezd egyenloségek:

k! f(t)
(7)) =
f (Z) o2mi \/E)U(zo’r) (t_ Z)k+1 dt, k € N.




Topoldgikus index |

Ertelmezés

(A topolégikus index)
Adott a v : [a, b] — C zdrt gérbe. Ha zy € C\ +([a, b]), akkor az

n( z)—i/ et
TR oni |t =2

szamot a y gorbe zy pontra vonatkozo indexének nevezziik.

Amint a kovetkezo tétel mutatja, a topoldgikus index egy egész szdm és durvan
fogalmazva azt mutatja meg, hogy egy adott gorbe hanyszor és milyen iranyba
kerll meg egy rajta kiviil esé pontot.



Topoldgikus index Il

Ha v : [a, b] — C egy zdrt gérbe és zg € C\ «([a, b]), akkor fenndllnak a
kovetkezo dllitdsok:

("] n(’7_720) = _n(’7720)

Q n(v,2) €EZ

@ Az n(v, z) mint z-nek a fiiggvénye, a C\ +([a, b]) halmaz dsszefiiggs
komponensein allandé.

Q Ha~y=0U(z,r) ész € U(z,r), akkor n(v,z) € {—1,1}.
@ A C\ ~([a, b]) halmaznak egy nemkorldtos dsszefliggs dsszetevdje van, ha z
eleme ennek az Gsszetevének, akkor n(vy, z) = 0.




Topoldgikus index Il

Ha T egy egyszeresen Osszefiiggo tartomany C-ben, f : T — C egy holomorf
fiiggvény és ~y : [a, b] — T egy T-ben lévé zdrt gérbe, akkor:

27i

20 = 5% [ oL

barmely z € T \ y([a, b]) és bdrmely k € N esetén.

Tétel (Liouville)

Ha f : C — C egy holomorf, korlatos fiiggvény, akkor f allandc.




Topoldgikus index IV

Bizonyitas.

Bebizonyitjuk, hogy f'(zp) = 0 barmely zy € C esetén. A feltevés szerint létezik
M > 0 dgy, hogy |f(z)] < M bérmely z € C esetén. A Cauchy képlet alapjan:

@)l = | Lol [0 M0l
27 | Jou(z,,r) (t — 20) 27 Jou(z,r) It — 20l
M M
S W o L(8U(zo,r)) = T,

ahol r egy tetszdleges pozitiv szam (a masodik integrdlban ds a gorbe ivelemét
jelsli). De lim ¥ =0 ahonnan kévetkezik, hogy f’(z) = 0.
r—o0

O
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Holomorf fliggvények sorozatai és sorai |

Ertelmezés

Legyen D € C egy nyilt halmaz és (f,)n,>1 egy olyan fiiggvénysorozat, amelynek
tagjai a D halmazon vannak értelmezve.

Azt mondjuk, hogy az (f,)n>1 fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal kompakt
halmazokon az f fiiggvényhez, ha barmely K C D kompakt részhalmazhoz és
barmely € > 0-hoz taldlhato olyan n(e, K) természetes szam, hogy ha n > n(e, K)
akkor |f,(z) — f(z)| < € minden z € K esetén.




Holomorf fliggvények sorozatai és sorai |l

Megjegyzés

@ A Cauchy kritérium szerint az (f,)n>1 fiiggvénysor akkor és csak akkor
konvergdl kompakt halmazokon az f fliggvényhez, ha barmely kompakt
K C D részhalmaz és barmely € > 0 valds szamhoz létezik egy n(e, K)
temészetes szam ugy, hogy ha n,m > n(e, K), akkor |f,(z) — fm(2)] < €
minden z € K esetén.

@ Mivel D-nek barmely kompakt részhalmaza lefedhet6 véges sok olyan U
kérlappal, amelyre teljesiil, hogy U C D, kivetkezik, hogy egy fiiggvénysor
akkor konvergal egyenletesen kompakt halmazokon, ha egyenletesen
konvergens minden D-ben Iévé kompakt korlapon.

Sajatos esetben, ha D egy korlap, akkor a D-n értelmezett f,, fiiggvényekbdl
allo fliggvénysorozat akkor egyenletesen konvergens kompakt halmazokon, ha
az (fa)n>1 fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens minden D-vel
koncentrikus, D-ben lévo zart korlapon.




Holomorf fliggvények sorozatai és sorai Ill

Tétel

Legyen D egy nyilt halmaz. Ha az f, : D — C fiiggvények folytonosak minden
n € N* esetén és az (f,)n,>1 fliggvénysor egyenletesen konvergens kompakt
halmazokon az f : D — C fiiggvényhez, akkor f is folytonos.

Tétel

Legyenek az f, : U(zo, R) — C, n € N* fiiggvények holomorfak az U(zy, R)
kérlapon és folytonosak az U(zy, R) zdrt kérlapon. Ha az (f,)n>1 fiiggvénysorozat
egyenletesen konvergens az OU(zy, R) kérén, akkor:

@ az (fy)n>1 fliggvénysorozat egyenletesen konvergens kompakt halmazokon
U(zo, R)-ben egy f : U(zo, R) — C fiiggvényhez.
@ az f fiiggvény holomorf az U(zy, R) kérlapon.

© minden k € N esetén az (f,,(k)),,zl fliggvénysorozat egyenletesen konvergal
kompakt halmazokon az U(zy, R) kérlapon az f(¥) fiiggvényhez.

A\




Holomorf fliggvények sorozatai és sorai IV

Tétel (Weierstrass)

Legyen D egy nyilt halmaz. Ha az (f,),>1 fiiggvénysorozat f, : D — C fiiggvényei
holomorfak D-n és az (f,)n>1 fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a D
halmaz minden kompakt részhalmazan az f : D — C fiiggvényhez, akkor az f
fiiggvény holomorf a D halmazon és az (f,,(k)),,zl fiiggvénysorozat egyenletesen
konvergens a D minden kompakt részhalmazén az f\¥) fiiggvényhez tetszéleges

k € N esetén.




Hatvanysorok |

Ertelmezés

Legyen (f,)n>0 @ T tartomdnyon értelmezett komplex fiiggvényekbdl dllé sorozat.

o0
Az (fp)n>0 fiiggvénysorozathoz hozzdrendeljiik az >, f, Osszeget, amit végtelen
n=0

(o]
fiiggvénysornak neveziink, az f, fiiggvények a sor tagjai. A > f, végtelen

n=0
n
fiiggvénysor konvergens, ha az (S,)n>0 sorozat konvergens, ahol S, = > f.
k=0
A lim S, hatdrérték a fiiggvénysor 6sszege. Ha az (Sp)n>o sorozat nem

n— o0
konvergens, akkor a fiiggvénysor divergens.

A fiiggvénysor jelolésére, és ha konvergens, akkor az Osszegének a jelolésére is a
(oo}

> £, szimbdlumot hasznaljuk.
n=0

Adottak az f,: T — C, n € N fiiggvények. A Z fa(2) fliggvénysor egyenletesen

konvergens a T tartomdnyon, ha a megfelelé (5 ( z))n>1 fliggvénysorozat
egyenletesen konvergens a T tartomdnyon.




Hatvanysorok |

Analég médon értelmezziik a Z fo(z) sor egyenletes konvergencidjit a T
=0
tartomany kompakt reszhalmazam

Ertelmezés

N
8
N
N

A Y f, fliggvénysor egyenletesen konvergdl az F fiiggvényhez a T tartomdny
n=0
kompakt részhalmazain, ha barmely K C T kompakt részhalmaz és barmely € > 0

esetén, létezik egy n(e, K) természetes szam dgy, hogy n > n(e, K)-bdl kévetkezik

|Sn(z) — F(2)| < € barmely z € K.

Azt mondjuk, hogy a > f, fiiggvénysor abszolit konvergens a z pontban, ha a
n=0

o0
> |fa(2)| sor konvergens.
n=0

A sorozatok konvergencidjira vonatkozé Cauchy kritériumot ha kombindljuk az
egyenletes konvergencia fogalmdval, akkor a kovetkezd tétel adddik.



Hatvanysorok Il

Tétel

Legyen T egy tartomdny. Adottak az f,: T — C, n € N komplex fiiggvények. A

> f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens a T tartomdny kompakt
n=0
részhalmazain, ha barmely K C T kompakt részhalmazhoz és barmely € > 0

szamhoz taldlunk egy olyan n(e, K) természetes szamot, hogy ha n > n(e, K),
akkor
|fa(2) + fag1(2) + - + foip(2)| < &

barmely z € K és barmely p € N.

Az el6z0 tételbdl egyszeriien kovetkezik a kovetkezd allitas.



Hatvanysorok Il

Tétel (Weierstrass)

Ha azf,: T — C, n € N fliggvényekhez léteznek olyan u, pozitiv szamok, hogy

|fa(2)| < up, barmely n € N és barmely z € T esetén és a . u, szamsor
n=0

o0

konvergens, akkor a Y f,(z) fliggvénysor egyenletesen konvergens a T
n=0

tartomanyon.

Tétel
Legyen T egy tartomdny. Ha az f, : T — C, n € N holomorf fiiggvényekbdl allo

> f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens a T tartomdny minden kompakt
n=0

részhalmazan, akkor az S = > f, bsszegfiiggvény is holomorf lesz a T
n=0

)

tartomdnyon és a »_ fy
n=0

minden kompakt részhalmazan az S fiiggvényhez.

fliggvénysor szintén egyenletesen konvergens lesz a T




Egy specialis eset |

A hatvanysorok a fliggvénysoroknak egyik legfontosabb sajatos esete, itt az
fn: C — C fiiggvényeket az f,(z) = ap(z — z0)" képlettel értelmezziik minden
n € N természetes szamra.

o0

A hatvénysort a > a,(z — z)" szimbSlummal jeldljik. Azt mondjuk, hogy a
=0

oo n

> an(z — z9)™ hatvanyor a zy pont koriil van értelmezve, ennek a jelentésére a

n=0

konvergencia kor fog rdvildgitani.



Egy specialis eset |l

Tétel (A konvergenciasugar tétele, (Cauchy-Hadamard))

0 —_—

Adott az f(z) = 3 ay(z — z0)" hatvdnysor. Legyen & = lim {/|a,|. Igazak a
n= n—oo

kovetkezo dllitdsok:

Q Az U(z0, R) kérlap minden kompakt részhalmazan egyenletesen konvergens a
hatvanysor.

@ A C\ U(zo, R) halmaz minden pontjaban divergens a hatvanysor.

o0
@ Az f(z) = > an(z — z0)" holomorf az U(zy, R) kérlapon. Az R szdmot a
n=0
hatvdanysor konvergencia sugaranak nevezziik.
e}
Q f'(z) = Y na,(z — z)"" ! és a derivalt sor konvergencia sugara szintén R.
n=1




Egy specialis eset Ill

Tétel

Ha az f fiiggvény holomorf az U(zy, r) nyilt kérlapon, akkor létezik egy

> an(z — z0)" hatvdnysor, amelynek az R konvergenciasugara teljesiti a

n=0
0

kévetkezé egyenléséget: R > r és az f(z) = > an(z — 29)" egyenléség minden
n=0

z € U(z, r) pontban fenndll.

A hatvanysor egytitthatdi az

£(n) 1 f
dn = (ZO) — _/ Ldt) ne N7
n! 2700 Jou(z,p) (£ — 20)"FT

0 < p < r képletekkel szamithatdk ki.




Laurent sorok |

Legyen R >r>0és U(z,r,R)={z€eC: R> |z—z| > r}. Az U(z,r,R)
halmazt zy kozéppontd r belsd és R kiilsG sugard korgyiirlinek nevezziik. Azt a
sajdtos esetet is elfogadjuk, amikor az U(zo, r, R) korgyiir(i belsd sugara zérd,
ebben az eseten U(z,r,R) = U(z, R) \ {z0}. Az U(z0, R) \ {20} halmazt
kozéppontjaban kipontozott kornek is nevezik, jele U(zo, R). Ebben a szakaszban
olyan fliggvényeket vizsgdlunk, amelyek az U(z, r, R) korgy(riin holomorfak.

Az ilyen fliggvények két irdnyba végtelen hatvanysorok Osszegfiiggvényeként
allithatdk eld.



Laurent sorok Il

Ertelmezés

S a(z—z)"=... +(z oy T + —l—ao—l—al(z 20)+- - -+an(z—2z0)"+..
alakd hatvanysort a zy pont koriili Laurent-sornak nevezziik.

(e}

A Laurent-sor negativ kitevds tagjaibdl alkotott Gsszeget > a_p(z — z9) ™"
n=1

Laurent-sor f6részének nevezziik, a sor tobbi tagjaibdl alkotott osszeg

(o]

> an(z — z0)" a Laurent-sor Taylor része.

n=0




Laurent sorok Il

(o) —
n _ — T n 5
Adott a n=§_ an(z — z0)" Laurent-sor. Legyen r = nllm /la_p és

L — Tim ¢/]a,. Ha r < R, akkor
R n—o00 |n ’

Q Az U(zo, r, R) kérgyiirin a a Laurent-sor egyenletesen konvergens kompakt
halmazokon.

@ A Laurent-sor divergens a C\ U(zy, r, R) halmazon.
@ Az bsszegfiiggvény f(z) = > an(z — z0)" holomorf az U(zy, r, R)

kérgyiirin és f'(z) = > nay(z — z)".

o0
Lattuk, hogy &ltaldban egy > a,(z — z)" Laurent-sorhoz taldlhaté olyan

n=—o0o
U(zo, r, R) korgylirli (ha r < R), amelyben a Laurent-sor egyenletesen konvergens
kompakt halmazokon és az osszegfuiggvény egy holomorf fliggvény lesz az



Laurent sorok IV

U(zp, r, R) korgylirlin. A kdvetkezd tétel azt mondja ki, hogy a forditott allitas is
igaz.

Tétel

(Laurent tétele)
Legyen 0 < r < R. Ha az f : U(zy, r, R) — C fiiggvény holomorf, akkor

[ee]
f(z)= Y alz—2)",
barmely z € U(z, r, R), ahol
an:i. L"Hdt,r<p<R
270 Jau(z.p) (t = 20)

minden n € Z. A sor egyenletesen konvergens lesz minden kompakt részhalmazan
az U(zp, r, R) kérgyiirinek.




Példak
ze C\ {0} f(2) = e*: fiiggvény Laurent-sora segitségével igazoljuk, hogy

2T
1 2 cos x

[ee]
g . e COS nX IJZ n—|—J)|J|

Laurent tétele szerint az f fiiggvény sorbafejthetd a C\ {0} tartomdnyon.

flz) = %zzan ,

n=—oo

1 t+ : 1 2 ( ix+ —f‘x) ;
= = e”“+e —lnxd
o 2mi /U(O 1) t"“ T 2n /0 © © o
1
o / €<% (cos nx — i sin nx)dx. (5)



Példa Il

2m
Az [ e*<°s*sin(nx)dx integrilba y = 27 — x vdltozécsere utdn azt kapjuk, hogy
0

27 2n
/ eQCOSXSin(nX)dX: _/ chosysin(ny)dy7
0 0
27
tehat f eZcosxsin(nX) =0 és
0

1

a, = —
" on

2T
/ €%<°5* cos(nx)dx.
0

Az a, egyutthatdkat lgy is megkaphatjuk, hogy az

1 > z" > 1
flz)= et = (Z .) (Z .)

n=0 n=0




Példa Il

kifejtésben z" egyiitthatdjat meghatdrozzuk, innen az egyértelmiiség alapjan:

1 [?7 > 1

2 cos x
= dx=S ——
or Jy & cos(ma)dk kz::()(n+k)!k!



Szinguldris pontok |

Legyen D C C egy nyilt halmaz és f : D — C egy holomorf fiiggvény. A
79 € C\ D pontot izoldlt szinguldris pontnak nevezziik, ha létezik egy olyan r > 0
valds szam, hogy U(zy,r) \ {z0} C D.

Nyilvanvald, hogy ha zy izolalt szingularis pont, akkor zy a D értelmezési
tartomdany hatarpontja és D U {z} szintén nyilt halmaz.

Ha D c C egy nyilt halmaz, az f : D — C holomorf fiiggvény és zy egy izolalt
szinguldris pont, akkor zy-t megsziintetheté szinguldris pontnak nevezziik, ha
létezik egy olyan f : DU {z} — C holomorf fiiggvény, amelynek lesziikitése D-re
éppen f-el egyenld.




Szinguldris pontok Il

A zy pont az f : D — C holomorf fiiggvénynek akkor és csak akkor
megsziintetheté szinguldris pontja, ha létezik és véges a lim f(z) hatdrérték.
zZ—2y




Szinguldris pontok Il

Példak

Q@ Az f:C\ {0}, f(z) = #22 holomorf fiiggvénynek a zo = 0 pont
megsziintethetd szingularis pontja, mert
lim f(z) = lim 222 = 1.
z—0 z—0 2z
Q@ Az f:C\{0} = C, f(z) = L holomorf fiiggvénynek a zo = 0 pont nem
megsziintethetd szinguldris pontja, mert

1
lim f(z) = lim = = co.
z—0 z—0 Zz

Q@ Az f:C\ {0} = C, f(z) = ez holomorf fiiggvénynek zy = 0 nem
megsziintetheté szinguldris pontja, ugyanis a Iim0 f(z) hatdrérték nem létezik.
zZ—

v




Szinguldris pontok IV

Ha zy az f : D — C holomorf fiiggvénynek egy olyan nem megsziintethetd
szinguldris pontja, amelyre igaz, hogy lim f(z) = oo, akkor zo-t pdlusnak
Z—2Z)

nevezziik. Ha a zy nem megsziintetheto szinguldris pontban az f fiiggvénynek
nincs hatarértéke, akkor zy-t lényeges szinguldris pontnak nevezziik.

A pélusok a kovetkezo tétellel jellemezhetdk.



Szinguldris pontok V

Legyen D C C egy nyilt halmaz. Ha zy az f : D — C holomorf fiiggvénynek egy
nem megsziintetheto szingularis pontja, akkor a kovetkezé allitasok ekvivalensek:
@ 2z pdlusa f-nek

Q 2z zérushelye a h(z) = % fiiggvénynek
© Létezik egy n € N* természetes szam ugy, hogy

a_p ant1 a—1
f —_ e — oo
(Z) Z—z)  (z- 20)"_1 P + ag + 81(2 Zo) a4

barmely z € D.

Q Létezik egy n € N* és egy g : DU {z} — C holomorf fiiggvény gy, hogy
g(z0) #0 és f(z) = (z — z)" - g(z) barmely z € D.




A reziduum-tétel |

Ertelmezés

Adott az f : D — C holomorf fliggvény és legyen zy egy nem megsziintetheto
izoldlt szinguldris pontja f-nek.

A feltétel szerint létezik egy r > 0 szam ugy, hogy az f fliggvény az U(zo, r)
kipontozott korlapon Laurent-sorba fejthet6. Legyen ez a Laurent-sor

Az a_; egyiitthatdt az f fiiggvény zy szinguldris pontban szamolt reziduumanak
nevezziik és Rez (f, z9)-val jeldljiik.




A reziduum-tétel I

Tétel (Cauchy reziduum-tétele)

Legyen f : D — C egy holomorf fiiggvény és B = {by, by, ..., by} az f fiiggvény
izoldlt szinguldris pontjainak egy halmaza. Ha -y egy zart gorbe D-ben ugy, hogy
benne van D = D U B-nek egy egyszeresen Osszefiiggd részhalmazaban, akkor az

> n(v,z)Rez (f, z) bsszeg véges sok zérotdl kiilonb6zé taggal rendelkezik és
zeD

/ f(z)dz = 2mi Z n(vy, z)Rez (f, z)

zeb

Ha az f : D — C holomorf fiiggvénynek zy k-ad rendii pdlusa, akkor

e .20 = gy =7




A reziduum-tétel Il

Szédmitsuk ki a kovetkezd integralt:

/ / z42 d
= ————dz
au(0,3) Z(2% +4)?

A reziduum-tétel alapjan

| = 2ri[Rez (f,0) + Rez (f, 2i) + Rez (£, —2i)].



Alkalmazasok |

A reziduum-tétel segitségével a komplex integralok mellett valds integralokat is
kiszdmithatunk.

Nincs egy altaldnos mdédszer, amivel minden valds integrdl kiszamithatd lenne,
ezért néhany tipus kiszdmitdsara adunk eljarast.



Alkalmazasok Il

Legyen (u, v) — R(u, v) egy raciondlis valds tértfiiggvény, amelynek nevezéje nem
7éré, ha u> + v =1 és W =21 Y Rez(g, z), ahol
|z|<1

g(z)zR(% <z+;>,%<z—%>)z’"_l, m € N.

Fennallnak a kovetkezo egyenloségek:

21
/ R(cos x, sin x) cos(mx)dx = Re W
0
2m

R(cos x, sin x) sin(mx)dx = Im W.
0




Alkalmazasok IlI

Szamitsuk ki az

[ /2” (1+cosx)"cosnxdx
0 a+ bcosx

integrdlt, ha a,b € R, a > |b|.

Az [-vel egyutt az

o /2” (14 cosx)"sin nx .
0 a+ bcos x

integralt is ki fogjuk szamitani.

21 n 4inx
Il — / (14 cosx)"e dx —
0 a+ bcosx

Ny L
o 2n—1,‘ BU(O,].) bZ2 + 232 + b



Alkalmazasok IV

Az integral alatti figgvénynek két pdlusa van

—a++va%— b2 —a—+va®—b?

zZ] = b Zy = b

és a z; pélus van az U(0, 1) kdrlapban.

(Z—|— 1)2n (Zl 4 1)2n

Rez (f = i —n)f(z)=1i = d
ez( 721) ZI—>n;1(Z Zl) (Z) ZI—>n;1 b(Z — 22) b(21 - 22) e
. 1 . ™ (21 + 1)2n
I[+il" = —/—=2 f = =
+i Sn1; wiRez (f,z1) 277 b(z1 — 23)

2n
x b—at VE-R
212 2 b '

Tehat

2n
T b—a++va?—p s =0
T oon-1,/32 _ 2 b -



Alkalmazasok V

Ertelmezés

Az fo f(x)dx integrdl konvergens, ha létezik és véges a I|m fo x)dx
hatdrérték. Analog mddon értelmezziik az f_oo f(x)dx konvergenc:ajat, vagyis az
adott integral akkor lesz konvergens, ha létezik és véges a |im for f(x)dx

r——oo

hatarérték.
Az [~ OOOO f(x)dx integrdlt akkor nevezziik konvergensnek ha egyszerre mindkét

Jim fo x)dx és lim f f(x)dx hatdrérték létezik és véges.




Alkalmazasok VI

Legyen 61 < 05 és S,(61,602) ={z € C| 01 < arg(z — zp) < 6}. Ha
f : So(01,02) — C folytonos és v, : [01,02] — C, ~,(t) = re’t, akkor

Q lim,_, zf(z) = 0 egyenlséghbdl kévetkezik, hogy Ii)m f% f(z)dz = 0;
QA ZITO zf(z) = 0 egyenléségbdl kovetkezik, hogy rILrH) fvr f(z)dz = 0;
Q Hath =0,0,="76és lim z!=Pf(z) =0, akkor
2 z—00
lim / f(z)e® dz =0

r—o0
r

@ Ha f holomorf az So(01,02) \ {0} halmazon és z = 0 egyszeres pdlus, akkor

r—0

i / F(z)dz = (62 — 61)Rex (F, 0).




Alkalmazasok VII

Legyen R(z) = (3 egy olyan raciondalis tortfiiggvény, amely nevezéjének
nincsenek valds gyokei. Ha gr(P) < gr(Q) — 2, akkor

/ R(x)dx = 2mi Z Rez (R, z).

Im z>0

Szamitsuk ki az [~

o 1+X4 dx integralt.

A fentiek szerint

00 1 )
[W mdx = 27 (Rez (f, 21) + Rez(f7z2)) )



Alkalmazasok VIII

ahol f(z) =
Rez(f,z) =

HZA, 2= 242 7= -2 L2 Mivel Rex(f,21) = 7,

= 3, kovetke2|k hogy:

oo V2 /2 2 :4/2
/ BN (- S 3 T N it 2 A
oo I+ x4 —4 —4 2

Ha R(z) egy olyan raciondlis tortfiiggvény, amelynek nincs pdlusa a valds

tengelyen és ‘ Ilim R(z) = 0, akkor az ffooo R(x)e*dx integral konvergens és
Z|— 00

/00 R(x)e™dx = 2ri Z Rez (R(2)e”, z).

e Im z>0




Alkalmazasok IX

Szamitsuk ki az [0 X dx integralt.

0o 1+x2

Az 0.71 tétel szerint

00 eix ) y . eiz _
J T X Renles) = 2mifim(e =) = 3

Egyenlové tessziik a valds részt valds résszel, a komplex részt a kompakt résszel és
X cosx _m o0 sinx _ R4 H

az [~ T dx =12, [ $f%dx=0 egyenloseghez_Jutunlf. .

A masodik egyenlGséget mas mddszerrel egyszeriibb igazolni, az elsé bizonyitasa

viszont komplikaltabb.




Alkalmazasok X

Legyen n € N, n > 2.
e 1
/ cosx"dx = =T (—) cos -
0 n 2n

Igazoljuk, hogy
1
n
o0
/ sin x"dx = ll’ (1> sin .
0 n \n 2n

ahol T(x) = [ e™t- " tdt.

Az f:C — C, f(z) = e egész fiiggvényt integraljuk
C(n,r)={zeC:0<argz< £, |z| < r} korcikk hatérdn. Cauchy tételébdl

kovetkezik, hogy faC(n , f(z)dz =0.
Ha 7, : [0£] — C, 4, = re', akkor az el6z5 egyenldség a kovetkezd alakba irhatd

r r .
=n - n s N T s
/ e dx+/ e dz—/ e™®72 . e'mdx =0.
0 0

v



Alkalmazasok Xl

Az 0.68 tétel 3. pontjabdl kovetkezik, hogy lim f7 e?"dz =0és har— oo
r—oo v

hatarértéket szamitunk az el6zo egyenloségben, kovetkezik, hogy

Rl w [ n 1 .« 1
/ e™dx = e’ﬂ/ e X dx=—¢e'2l <) .
0 0 n n

Ha R egy olyan raciondlis tortfiiggvény, amelynek nincs pozitiv valés polusa és
Iim zR(z) =0, akkor az [, R(x)dx integral konvergens és

fo R(x)dx = =3, cc« Rez(g,z), ahol a g fiiggvényt a g(z) = R(z) log z
egyenloséggel értelmezziik.




Alkalmazasok Xl

Tétel

Ha R egy raciondlis tortfiiggvény, amelynek nincs pdlusa a [0, +00)
intervallumban,  lim R(z) =0 és o € (0,1), akkor az [;° = RO dx integral
z [ee]

konvergens és
e o] R(X) OLTK‘I
—= Rez (
/0 X " sinarm Z #(8,2),

zeC+




