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]. FEJEZET

Bevezetés

you need not fear the results of a hundred battles.

1.1. Differencidlegyenletek és azok megoldasai

Ertelmezés.

Differenciadlegyenlet alatt olyan fliggvényegyenleteket értiink, melyekben fliggetlen
valtozok, fliiggvények és azok derivéltjai szerepelnek.

Egy differencidlegyenletet k6zonséges differencidlegyenlet neveziink, ha a benne levé
ismeretlen fiiggvény egy valds vagy komplex véltoz6tol fiigg (azaz az y fliggvény értelmezési
tartomanya R vagy C). A differencidlegyenletet parcidlis differencidlegyenletnek ne-
vezzik, ha az ismeretlen fiiggvény tobb valtozétdl fligg (ebben az esetben az értelmezési
tartomany lehet RV, N a tér dimenziéja).

1.1.1. példa

e A kovetkez6 egyenletek kozonséges differencidlegyenletek:

d?y dy dr dy
y(z) +by(x) =¢€", x 2 % +17y =0, 7 + i

o A kovetkez6 egyenletek parcidlis differencidlegyenletek:

d%u @ ?u 0% ou

Au=a5te2 =% a2~ Yo

A differencidlegyenlet els6 elsorendii, ha az tartalmazza az ismeretlen fliggvény derivaltjat,
de nem tartalmazza annak egyetlen magasabb rendi derivaltjat sem.

Egy differencidlegyenlet masodrendii ha tartalmazza az ismeretlen fiiggvény méasodrendii
derivéltjat (tartalmazhatja az els6 derivéltjat is) de nem tartalmazza annak magasabb rendi
derivaltjait.

Egy n-ed rendii egyenletet a kévetkezo alakban irhatunk fel:

F (a:,y,y/,y", ...,y(")) =0, (1.1.1)

ahol F valamely Q C R"*? tartomanyon értelmezett valés vagy komplex fiiggvény.
Az (1.1.1) egyenlet megoldasain valamely Z C R intervallumon, olyan y : Z — R(C)
fliggvényeket értiink amelyekre:

(i) y € C™(Z) (az y figgvény n-szer folytonosan differencidlhaté);

(it) (z,y(2),'(x),y"(2), ..y (2)) € Q, Yz €T;



Bevezetés

A linearitast y-ban
vizsgaljuk.
Megjegyezendd, hogy
egy f figgvény linearis
ha f(ax + By) =

af(z) + B (y) minden
T,y és a, 5 esetén

Megjegyezendd, hogy a
derivalds esetén

(af + Bg)™ =

af®™ 4 Bg)

Az y — y™ fliggvény
nem-linearis ha n > 1.

(iil) F(x,y(z),y (x),y"(x),....y"(x)) =0, Yz € T.

1.1.2. példa

Legyen F(z,y,z) = x + yz egy haromvaltozds fiiggvény. Ekkor az (1.1.1) differen-
cidlegyenlet a kovetkezo alakot 6lti:

r+y-y =0,

azaz
’ T
y =—-
Y

Egyszert helyettesitéssel belathatjuk, hogy

y #0.

y1=—VR2—12% yp = VR? — 22

alaku fiiggvények megolddsai a megadott differencidlegyenletnek a (—R, R) intervallu-
mon. v

Az (1.1.1) egyenlet megoldasainak tanulméanyozdsa szempontjabdl nagy elény ha az n-ed
rendfi derivaltat ki tudjuk fejezni az egyenletbél, az x, y, v/, ...,y ") segitségével, azaz (1.1.1)
egyenlet helyett a kdvetkezd gy nevezett normal alaka egyenletet tekintjiik:

y(n) = f <f13,y, ylvy//7"'7y(n_1)) ) Vr e 1. (112)

A fenti egyenlet megoldasat hasonléan értelmezhetjiik, mint az altalanos esetben.

Az (1.1.1) egyenletet lineéris egyenletnek mondjuk ha F' linedris az y, y/, ..., y™-ben. Ez azt
jelenti, hogy egy n-ed rendii kézonséges differencidlegyenlet linedris ha felirhaté a kovetkezd
alakban:

an(2)y ™ (2) + an_1(2)y™ V(@) + ... + a1 (2)y (2) + ao(2)y(z) = g(z) (1.1.3)

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenletben az a;(z), j = 0, n egylitthaté fiiggvények nem fliggnek
az y ismeretlen fliggvénytél. Azok az egyenletek amelyek nem irhatdak fel az (1.1.3) alakba
nem-linearis egyenleteknek nevezziik.

1.1.3. példa

o A kovetkez6 egyenletek linedris egyenletek:

y//_5y/+6y20, .T2y”+.fcyl+y:6x.

e Az alabbi egyenletek nem-linearis egyenletek:

fligg y-tdl fligg y-tdl a rend > 2

(1-y)) v +10y =sin(z), ¥ = [In(z +y) |, y" + =0.

Ertelmezés.

Egy kozonséges differencidlegyenlet megoldasanak a grafikus képét megoldas
gorbének nevezziik.




1.1 Differencialegyenletek és azok megoldasai

Mivel egy differencidlegyenlet y megoldasa differencidlhato fiiggvény az Z értelmezési tar-
tomanyon ez’ert, sok esetben kiillénbség van egy y fiiggvény grafikus képe és egy y megoldas
fliggvény grafikusképe kozott. Ennek az illusztralasara tekintsiik a kovetkezo példat:

1.1.4. példa Figgvény és megoldas

1
Tekintsiik az y(z) = — fiiggvényt. Ennek a fliggvénynek a grafikus képe az aldbbi dbran
T

lathaté. Vilagos, hogy az y fiiggvény nem differencidlhaté az 0 pontban.
Tekintstik most az
xy +y=0

1
differencidlegyenletet. Ellendrizhet6, hogy ennek az egyenletnek az y = — megoldésa. Fz

alatt pontosan azt értjiik, hogy az y megoldasa az egyenletnek egy olyan Z intervallumon
ami nem tartalmazza a 0-t.

1.1. dbra. Az = — % fiiggény dbrazoldsa, illetve az y = %, x > 0 megoldas gorbe

abrazolésa.

Térjiink vissza az (1.1.1) vagy (1.1.2) egyenletekhez. Ezen egyenleteknek két tipusi meg-
oldast kiilonboztetiink meg: explicit megoldas ill. implicit megoldas.

— Ertelmezés. N

1. Azon megolddsokat amelyek kifejezhetéek csak a fliggetlen véltozo(k)
segitségével, azokat explicit megoldasoknak nevezziik.

2. Az (1.1.1) egyenlet esetén a G(z,y) = 0 reldciét implicit megoldasnak
nevezzik az 7 intervallumon.

-

Az 22 + y? = 36 implicit
megoldéas

ahY

1.1.5. példa
Az 22 + y? = 36 relécié implicit megolddsa az

, T
Yy =--
Y

egyenletnek az 7 = (—6,6) intervallumon. Valéban derivélva a megadott reldciot

A d, d
dzx dxy - dx

Vildgos, hogy az utébbi Osszefiiggés pontosan az adott differencidlegyenletet szolgaltatja.

36 vagy 2z + 2yy’ = 0.

\ 6

(a)
y1(x) = V36 — 22 explicit

megoldéas.
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L
W Eszrevehetd ugyanakkor az is, hogy a reldcié alapjan y12(x) = £v36 — 22, © € I. Ezen

(b) fiiggvények explicit megolddsai az adott egyenletnek.
y2(z) = —v/36 — 22 explicit
megoldéas.

Egy differencidlegyenlet megoldasa sordn a megoldasunk tartalmazhat egy c tetszéleges
allandot, ilyen esetben a G(z,y,c) = 0 egy paramétertdl fiiggé megolddsnak nevezziik. Egy
n-ed rendi egyenlet esetén n paramétertol fliggd megoldast kapunk:

G(z,y,c1,¢2,...,¢cn) = 0.

Ez azt jelenti, hogy egy differencidlegyenletnek végtelen sok megoldasa lehet. Azon meg-
oldasokat amelyek nem fiiggnek a paramétertol sajatos megoldasnak nevezziik.

1.1.6. példa Sajatos megoldasok

1. Tekintsiik a kovetkezé ¢ paramétertél fliggd fiiggvénycsalddot: y(x) = cx—x cosz, ¢ €
R. Konnyen ellencérizhetjiik, hogy a fenti fliggvény egy explicit megoldasa az

xy —y= 22 sin

linedris differencidlegyenletnek. A fenti példaban latszik, hogy az y = —xcosx
fliggvény a differencidlegyenlet egy sajatos megoldasa.

2. Tekintsiik az y(z) = ¢ sin x4 cg cos x két paramétertdl fiiggs fiiggvényt. Belathato,
hogy az y megoldasa az

c>0

y'+y=0
Az y=cx —xcosx

fiigevény grafikus képe masodrendii differencidlegyenletnek. Az y(x) = sinx és az y(z) = cosz az eredeti

egyenlet egy-egy sajatos megoldasai.

1.1.1. Megjegyzés. Tekintsiik azy = cx? fiigguénycsalddot. Eszrevehetd, hogy ez a fligguénycsa
\ megolddsa az

xy — 4y =0
differencidlegyenletnek az R-n. Ugyanakkor vildgos, hogy az
(2) —zt <0
€Tr) =
Az Y 1:4 x> 0
Yy =c1sinx + cacosT

fliggvény grafikus képe. ~ megolddsa a differencidlegyenletnek. Tehdt egy differencidlegyenletnek tobbképletiel megadott
fligguény is lehet megolddsa.

1.2. Kezdetiérték feladatok

A differencidlegyenletek megoldédsa soran szamos esetben kezdeti feltételeket is figyelembe kell
venniink. Példaul id6tdl fiiggd jelenségek esetén figyelembe vessziik az kezdeti pillanatban
ismert informéciét (kezdeti homérséklet stb.) Ilyen esetekben nem célunk az egyenletiink
Osszes megolddsat meghatarozni.

— Ertelmezés. \

Legyen ©Q C R™"*! egy Osszefiiggd halmaz, f : Q — R egy adott folytonos fiiggvény.

Ekkor az
(n) — / (n—1)
y" = f(r,9,9,.y
{ ) (n—1) (2)

)
Z/(QUO) = Yo, ?/,(330) = y(l)v ""7y(n_1) (1:0) =Y )

ahol (yg,yf),...,y(()n_l)) € Q, feladatot kezdetiérték feladatnak vagy Cauchy

feladatnak nevezziik.




1.2 Kezdetiérték feladatok \ 5/
A fenti értelmezés elsérendii egyenletek esetén a kovetkezét jelenti: adott az Q C R? 6sszefiiggd j\
halmaz és az f : Q@ — R folytonos fiiggvény. Adott az (xp,y0) € € pont és keressiik azon (xo,Y0)
fliggvényeket amelyek megoldjak az

r_
y = f(z,y) A kezdetiérték feladat
differencidlegyenletet és kielégitik az y(zg) = yo feltételt (Mésképp fogalmazva azon meg- ~ geometriai jelentése.
oldasokat keressiik, melyekre a megoldés gorbe dthalad az (zg,yo) ponton, lasd az dbrét).

1.2.1. Megjegyzés. Itt természetesen meqg kell hatdrozni eqy olyan T C R intervallumot,
mely tartalmazza xo-t és y € CH(T) fiigguényt, melyre

y'(x) = f(z,y(x)), Vo € T és y(xo) = yo-
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1.3. Kituzott feladatok

1. * Dontsiik el az aldbbi egyenletek linedrisak vagy sem?
a) (1—z)y" —4xy + 5y = cos x;

d*u n du . (r+u)

— + — +u = cos(r + u);

iz dt ’

c) (sinf)y” — (cos @)y’ = 2;

" 'CC/2 /
d) =" — 1—? ' +xz=0.

2. * Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi differencidlegyenleteknek a kijelolt figgvény egy exp-
licit megoldasa:

a) 2y +y=0; ylz)=e

b)

(SIE]

6 _
— Ze 20z

) 5
o) (y—a)y =y—x+8 ylx)=z+4/r +2
d) 2y/:y3COS$; Y = (1—511’1;5)7%

dP cet
—=P1-P); P=——
) dt ( ) 1+ cet

b) ¢ + 20y = 24; y(x) =

[S18 e

)

T

£) o +20y=1; y=e* /e_tht +ce ™

0
3,.m 2,1 / 2 1 2
g) z°y" +2x%y" —xy +y=122% y(x) = c1— + cex + czxlnz + 4x
x
\ . 3. ** Bizonyitsuk be, hogy a Descartes-féle levél, amelynek egyenlete 2 + y3 — 3cay = 0
. / /,,5 egy implicit megoldasa az
~ [ J - y(y® — 22°)
(2% — a%)
\\\ differencidlegyenletnek.
N\

Descartes-féle levél 4. Bizonyitsuk be, hogy ha y megoldasa az

1
'(z) = ,x>1, y() =1
V@) = gy T > L)
egyenletnek, akkor
< —
Ay 1+

5. ** Mutassuk meg, hogy az y'(z) = 2 + y?(x), y(0) = 0 kezdetiérték-probléma meg-
oldasanak egyetlen infelxids pontja van: az origé.
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Elsorendu egyenletek

If you know the enemy and you
know yourself you need not fear
the results of a hundred battles.

(Sun Tzu)

2.1. Direkt integralassal megoldhato egyenletek

A tovabbiakban célunk, hogy adjunk, néhdny egyszeriibb tipusra megoldasi médszert. Ennek
megfeleléen a legegyszeriibb differencidlegyenletek az

/

y = f(z), z €[a,b], —00 <a<b<< o0 (2.1.1)

alaku egyenletek, ahol f adott folytonos fliggvény. Ezen egyenleteket direkt integrdlhato
egyenleteknek nevezziik. A kérdést ebben az esetben, gy is megfogalmazhatjuk, hogy melyik
az az y figgvény amelyet ha derivalunk, a derivalas eredménye az f fliggvény lesz.

Ekkor az (2.1.1) alapjan vildgos, hogy

y(x) = F(z) +¢, c€R,
ahol F' a f fliggvény egy primitiv fliggvénye.

~ Megoldott Feladat. \

Oldjuk meg a kovetkezo differencidlegyenleteket:

L. y/(z) = sin(z); 3. y'(z) = ctg();
2. y'(z) =lnz, z>0; 4. o/ (x) = zvV1+ 22

\ J

Megoldas. Ezen feladatok megolddsa nem jelent mas mint kiszamitani a jobb oldalon levé
fliggvények egy primitiv fliggvényét.
1. Vildgos, hogy ki kell szdmitanunk [ sin(z)dz integralt. Tehét:

y(x) = /sin(m)dm = —cos(z) +c.
2. Hasonléan mint a fenti esetben:
1
y(z) = /lnmd:c = /11nmd:13 =zlnz — /:de =zlnz—x+ec.
x

Megjegyezendo, hogy itt felhasznaltuk a parcialis integralas képletét:

[ / f @)@z = f(z)g(z) - / f(x)g’(m)dx}

(2.1.2)
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3. Ebben az esetben

y(z) = / ctg(z)da = / cos(x) .

4. Vilagos, hogy

Ekkor, elvégezziik az

valtozé cserét, ekkor

sin(x)

y(z) = /x\/md:c

t:1+:z2,

dt = 2zdz,

igy visszahelyettesitve a fenti integralba:

y(:c):/xmdx:;/\/%dt:

Tekintsiik a kovetkezé fontos példést:

Mm:nsinx c
/ sin(x) d In |sin(z)| +c.

Ennek a feladatnak a megolddsa soran felhasznaltuk, hogy

ul(x) = 1n |ul(xr C
Uu(x)dx_1 fu(z)| + }

(2.1.3)
3
1 (14222
=5 3 + c.
2 2
U

2.1.7. példa A megtett Gt idGszerinti derivaltja

Egy auté folytonosan halad egy egyenesvonald tton. A megtett tat az id6 fliggvényében

képzeljiik el.

o

d(t) = az Gt mint az id§ fuggvénye

ido: At

w
Il
=)

to
d(to)

d(ty + At)

d(ty + At) — d(to)

to+ At

2.1. dbra. Sebesség mint az Ut id6szerinti derivéltja

Feladatunk, hogy nyerjiink informaciét a g id6 pillanatban az auté sebességérol. Ha
az utat ugy képzeljiik el mint az id6 fiiggvénye, akkor a fenti dbrardl is vildgosan latszik,
hogy a T pontig az auté d(ty) tavolsdgot tesz meg (a kiinduldsi ponttdl). Mivel egyéb
informéciéval nem rendelkezlink csak azzal, hogy mekkora utat tesz meg egy adott ideig,
ezért a stratégia amivel dolgozunk, hogy ”kicsi” ido elteltével ujra megmérjiik a megtett
ut hosszat. Ez azt jelenti, hogy d(to + At) utat tettiink meg az U pontig (ahol At kicsi).
Ekkor a TU szakaszon megtett Uit hossza

d(to + At)

o d(t())’

mig az eltelt idé At, ezért a sebesség (atlag sebesség) a TU szakaszon a kovetkez6 képlettel
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fejezheto ki:
d(to + At) — d(to)
At ’
Ez a szdm akkor kozeliti meg a legjobban a ty idépillanatban a pillanatnyi sebességet, ha
a At nagyon kicsi (azaz At — 0), ezért, felhasznédlva a derivalas értelmezését:

. d(to + At) — d(to
oo = im, TG = o)

v

Lathajuk, hogy a fenti példaban, ha a sebességet megadjuk az ido fliggvényében és kivancsiak
vagyunk az megtett ttra, akkor pontosan az (2.1.1) feladathoz jutottunk vissza.

2.2. Szétvalaszthaté valtozoéju differencidlegyenletek

A kovetkezo tipusu differencidlegyenlet, amelyet tanulmanyozni fogunk az a szétvaszthato
valtozoéju differencidlegyenletek, azaz a kovetkezé tipusu differencidlegyenletek:

— Ertelmezés. )

Azokat a differencidlegyenleteket amelyek

dy

y'(@) = —— = g(@)h(y) (2.2.1)
x

alakban irhatok fel, szétvalaszthatd differencidlegyenletnek nevezziik, vagy

szétvalaszthatd valtozdju differencidlegyenletnek nevezziik.

\. J

Megolddsi mddszer. A tovabbiakban vizsgédljuk, meg hogy tudunk-e egy altalanos modszert
adni a szétvalaszthatd véltozdju differencidlegyenletek megoldasara. Tekintsiik mégegyszer
az eredeti egyenletet:

y' = g(@)h(y).
Ekkor osszuk el az egynlet mindkét oldaldt h(y)-nal:

fW)y'(z) = g(x),

alakot kapjuk, ahol f(y) figgvénnyel az ﬁ fiiggvényt jeloltiik. Ekkor ha integraljuk mindkét

oldalt, akkor a kovetkez6t figyelhetjiik meg;:
[ty @i = [ g(a)da.
Legyen ekkor y(x) =t, igy v/ (x)dx = dt, azaz

/f(t)dt:/g(ar)dx.

Legyenek most F illetve G a f illetve a g primitiv fliggvényei. Ekkor a kovetkezét kapjuk:
F(t) = G(z) + ¢,

azaz figyelembe véve a t = y(z) helyettesitést:
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2.2.8. példa

Tekintsiik a kovetkez6 differencidlegyenleteket:
Y (z) = v (2) 2> illetve o/ (z) = y + In(z),

akkor konnyen lathaté, hogy az elsé egyenlet szétvalaszthatd differencidlegyenlet, mig a
masodik egyenlet nem szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet. Ugyanis

9(x) h(y)
| .

Y (z) = y?(2)wed Y = [(me&r)] ] [(y264y)]

Mig a masik egyenlet esetén nem tudjuk felirni az y + In(x) Osszeget olyan szorzat
alakjdban amelyben a tényez6k x és y fiiggvényei, azaz g(x) - h(y) alakban. v

A tovabbiakban nézziink néhany alkalmazést az eddig ismertetett egyenletekre:

2.2.1. Feladat. Oldjuk meg a kévetkezd differencidlegyenleteket:

1 y’(m) = (1 +2)y; 6 y/(x) = *175(3;)2}

2 {1075, 7.y (@) = 3221+ y(@)?);

3.y (x) = y* — 4; 8. /(@) = S5t v € [-2,00)
(€2Y — y) cos 2y (z) = ¥ sin(2z), y'(z) = 2y°z,

4 { y(0) :%. ’ g { y(0) =1
y/(ZE) = 1‘\/37, y’(x) = \/57 T € [0,00)

> { y(0) = 0. 10 { 4(0) = 0.

A tovabbiakban megmutatjuk néhany feladat megoldasét.
Megoldds. Ezen feladatokat a fenti mddszer segitségével fogjuk megoldani.
1. Vildgos, hogy az egyenlet a kovetkez6 alakba irhato:

y'(x)
y(z)

amelyet integraldssal a kovetkez6 alakra hozhatjuk:

/ Z/((j)) dz = /(1 + z)dz.

Felhaszndlva az (2.1.3) sszefliggést:

=14z,

2

12
Infy(2)| = = + 5+ o, foy yla) = £ee" 7,

2. Hasonldan jarva el, mint az el6z6 feladat esetén:

9_16
2= 2 'O
ekkor ¢ = —%. Ekkor visszahelyettesitéssel

y(x) =tvVa? —=T,x >4,
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3. Ebben az esetben is gy jarunk el mint az el6zéekben:

y'(r)
v x) —4 b

azaz, alkalmazva az elemi tortekre valé felbontast

1 1 1
- ) yw =1,
4\y—2 y+2
ekkor integralva mindkét oldalt
D=2 Iy 2=a vt
2y 1 nly =1 +c1,
atrendezve a kovetkezé Gsszefliggéshez jutunk:

y— 2
In|=——| = 42 + co,
‘y+2' ’

ahol co = 4c; jelOlést vettiik figyelembe. Az utolsé Osszefliggést tovabb alakitva:

y_2 ::l:e4.r+02
y+2

)

ekkor ismét bevezetve a ¢ = £e® jelolést a kovetkezd megoldashoz jutunk:

1+ ce**

y(z) = gl

Megjegyezendd, hogy ebben az esetben elvesztettiink két darab megoldast. Ugyanis, ha az
eredeti egyenletben szerepld jobb oldali kifejezést tényezok szorzatara irjuk fel, akkor

y' () = (y(z) — 2)(y(z) +2),

azaz ha y(x) = £2 éllandé fuggvényeket tekintjiik, akkor ezen fiiggvények kielégitik az eredeti
egyenletet.
]






3 FEJEZET

Szétvalaszthato egyenletekre
visszavezetheto egyenletek

A tovébbiakban egy olyan egyenlet tipust szeretnénk bemutatni, amelyeket visszavezet-
hetiink szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenletekre.

— Ertelmezés. N

Tekintsiik a kdvetkez6 egyenletet:

Y (2) = f(az + by(z) + ¢),

a, b, c valos szamok, valamint f egy adott folytonos fiiggvény.

\ J

Ebben az esetben, elvégezziik

u=azx+by(x)+c,
valtozécserét. Ebben az esetben, hogy u/(z) = a + by/(z), azaz ¢/ (z) = %, ekkor az
egyenlet a kovetkezéképpen alakul

u'(z) —a

; = f(u), vagy u'(z) = a + bf(u).

Eszrevehet(')', hogy az utébbi egyenlet mér szétvalaszthatd valtozdju egyenlet. Ekkor
W/ (x) = a+ bf(u),

egyenlet esetén

()
a+bf(u)
Tehat, ha F(z) az - +blf(a:) fiiggvény egy primitivje, akkor
F(u) =z +c.
3.1. Homogén egyenletek
— Ertelmezés. )

Egy f fiiggvényt homogénnek nevezziik, ha
f(tz, ty) =P f(z,y), (3.1.1)
valamilyen  valés szam esetén. Egy
M(z,y) + N(z,y)y'(x) =0,

differencidlegyenletet homogén differencidlegyenletnek nevezziikk, ha M, N
fiiggvények homogén fliggvények (rendelkeznek (3.1.1) tulajdonsdggal).




14

Szétvalaszthaté egyenletekre visszavezethets egyenletek

Megolddsi mddszer. Tekintsiik a kovetkez6 homogén differencialegyenletet:
M(z,y) + N(z,y)y'(z) = 0.

Ekkor vildgos, hogy (3.1.1) alapjén

M(z,y) =2’ M (1,g> :
X
Azaz,
2P M (1, 3) +2°N (1, 3) Y (z) = 0.
X X
fgy

M (1L2)+N (1Y) y(@) =0,
x x
ami atirhato a kovetkez6 egyenlet
/ . Y
y(z)=g (*) :

X

Ekkor legyen, u = ¥, azaz y = u - z,

y' =u-+ xu',
tehat
u+ zu = g(u).

Eszrevehet('ﬁ, hogy a fenti egyenlet egy szétvalaszthatd valtozdju egyenlet:

ami integralassal megoldhato.
O

3.1.1. Feladat. Hatdrozzuk meg azoknak a tikroknek az alakjat amelyek azzal a tulajdonsdggal
rendelkeznek, hogy az O origébdl induld fénysugrakat az Ox tengellyel pdrhuzamosan verik
V1SS,

~—

Megoldds. Tekintsiik az aldbbi abrdt. A keresett tiikorot tgy keressik mint z — y(x
figgvény. A gorbe egy adott A(z,y(x)) pontjdba érintét hizunk (kék egyenes). A fény
visszaverddés és a parhuzamossag miatt vilagos, hogy

m(BAO) = m(OBA).
A fenti, Osszefiiggés azt szolgaltatja szamunkra, hogy az O ABa haromszog egyenlészari, azaz
OA=0B.

A tovabbiakban meghatarozzuk a B pont koordinatait. Vilagos, hogy a B pont mint geomet-
riai objektum gy jon létre mint két egyenes metszéspontja, pontosabban a gorbéhez hizott
érint6 és az Ox tengely metszéspontja. Az érinté egyenletét dgy irjuk fel mint adott ponton
atmené adott irdnytényez6jli egyenes egyenlete:

(Y — Yp) = m(X — Xo), (3.1.2)

ahol (Xo, Yp) az adott pontot jeldli, mig m az irdnytényez6t. Felhasznédlva a derivélt mértani
jelentését, a (3.1.2) osszefiiggés a kovetkez&képpen alakul:

6:Y — y(a) = (2)(X — 2).
Ekkor, mivel {B} = éN Oz, a kovetkez egyenletrendszert kell megoldanunk:

{ Y —y(z) =y (2)(X — x)
Y =0



3.1 Homogén egyenletek

15

Tehat

_ y(x)
TB =T = yi()
yp = 0.

Felhasznélva két pont tavolsaganak képletét a kovetkezo egyenlethez jutunk:

04 = /@) = [ - L)

y'(z)

- OB,

xr —

azaz, atrendezve

A F el6jelek kozil egyet valasztva:
R C) B S
x —/x? +y?(x) 1 /14_(@)2

t valtozocserét, a kovetkezo differencidlegyenletet kapjuk:

Elvégezve az @ =

(1-vV1+t?) 1 t'(1—-V1+1t?) 1
, azaz dr = ;dac,

_— — —_—ar =
tvV1+ t? tvV1+t2
vagy
(1—vV1+1t?) / 1
————“dt =Inx + ¢, azaz ———dt=In(t-z)+c
/ tvV1+ t? tvV1+t2 (t-2)
. . s 1 . ’
Tehat ki kell szdmitanunk az [ Wdt integralt.
I = / ! dt
tv1 4 t2
1 1
= - | ———du valt. csere t? = u
2 / uv14u ( )
1
= / 5 ldv (valt. csere V1 +u =v)
/l} —_—
1. v—1

n .
2 ov+1
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fgy
L V1i+t2 -1
- nN— =
2 Vi+t2+1

azaz kihozva a logaritmusbdl a - elgjelt, valamint gyoktelenitve:

—In(1+v1+¢?) =1In(z) +c,

In(tx) + ¢,

tehat )
1+V1I+82 =5, Vagyt2+1—<f—1> ,
x x
, & 2 9 9
t°=— ——, azaz y“(z) = ¢” — 2cx
x x

32. Azy = f (Z;ifg—;zig> alaku differencialegyenletek

Tekintsiik a kovetkez6 differencidlegyenletet

;T +by+
as® + boy + o’

ahol a;, b;, c; € R. Az egyenletet két esetben fogjuk megoldani:

I. eset Tegyiik fel, hogy
ar , b

ag © by’

Ekkor végezziik el a kévetkezd valtozocserét
Tr=1u-+ o
y=v+yYo

ahol az zgés yo értékeket tigy valasszuk meg, hogy

a1xo + biyo +c1 =0
azxo + bayo +c2 =0

Ekkor a transzformacié elvégzése utan egyenletiink a kovetkezdképpen alakul:

dv o) = f <a1(u+f€0) + b1(v + o) +C1>
du az(u + wo) + b2(v + yo) + c2
0

|

a1t + byv + (a1 + biyo + c1

astt + byv +(aszo + bayo + 2

]
g a1u + bv
- asu +bov )

0

a1+bl

V=f| —=
a2+52

ami egy Euler értelemben homogén egyenlet (lasd eléz6 el6adés) .
I1. eset Tegyiik fel, hogy

Tehat

(11_[)1_1

ag_bQ_Oé.
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Ekkor az egyenletiink a kévetkezéképpen alakul

o (i) ver

t = a1 + bly’,

y =
tehat jeldljiik ¢ = ajz + by, tehat

azaz ,
; t — aq
y - 9
by

t'—a1  t4a
b1 _O[t‘i‘CQ.

A fenti egyenlet mér egy szétvélaszthaté véaltozdju differencidlegyenlet.

ekkor







4 FEJEZET

Elsorendu linearis egyenletek

4.1. Bevezetés

A kovetkez6 részben az Un. elsorendi linearis egyenletekkel fogunk foglalkozni.

— Ertelmezés. N
Azokat az elsérendili egyenleteket, amelyek a kovetkez6képpen vannak megadva
a1(2)y (z) + ao(2)y(z) = g(z) (4.1.1)

elsé rendii linedris egyenletnek nevezziik az y valtozéban. (Az egyiitthaté
fiiggvények adott fliggvények). Amennyiben a g(x) = 0, akkor azt mondjuk, hogy
az egyenlet homogén, kiilonben inhomogén egyenletnek nevezziik.

\ J

Lathatjuk, hogy az ilyen tipusi egyenletek egy tjabb kaput nyitnak meg szamunkra az diffe-
rencidl egyenletek tanulmanyozdsdnak elméletében. Tekintsiik, az eredeti egyenletet:

(a1 (@)y (@) + ao(@)y(@) = g(2), |

ekkor az egyenlet mindkét oldalat végigosztva a (z)-el, akkor a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

P

(@) f()
(2) + y(w) - (4.12)

Jeloljiikk Zy-al a fenti egyenlet baloldalat, azaz

Ly =y + P(z)y.
Lathaté, hogy . egy linedris operdtor a C'!(I) térbdl C(I)-be, mert
Ly + cy2) = a (1) + 2L (y2),

minden c1, ca € R esetén, és y1,y2 € C1(I) esetén.

4.2. Megoldasi médszer: konstans varidldsanak médszere

A fenti egyenlethez rendelet homogén egyenlet a kovetkezd, Ly = 0, azaz
y'(z) + P(x)y(x) = 0. (4.2.1)

1. Lépés Eloszor is vegylik észre, hogy az (4.1.2) egyenlethez rendelt, homogén egyenlet
egy szétvalaszthaté valtozéju differencidlegyenlet, azaz y, meghatarozdsa az eddig ismertett
médszerrel konnyen meghatérozhat6. Legyen A(x) a P(x) fliggvény egy primitiv figgvénye,
ekkor

y1(z)
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2. Lépés Az (4.1.2) megolddsat az in. konstans varidlasdnak médszerével fogjuk
megoldani. Az alapétlet az, hogy keressiik az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat a
kovetkezo alakban:

yp(z) = u(z) - y1 ().

Ekkor
szorzat derivaltja
Yp () =) u'(x)y1 (x) + u(2)y; (2),
azaz

u'(2)ys (@) + u(@)yy (z) + Pl@)u(@)y (z) = f(x),

atrendezve az egyenletet a kovetkezot tudjuk megfigyelni:

Tehat

azZazZ

Tehat a végs6 megoldas:

v
Tehat felmeriilhet a kovetkez6 kérdés: A fenti mddszerrel meghatdroztuk az egyenletiink
Osszes megoldasat? Kérdésiinkre a valaszt a kovetkezo tétel adja meg:

o Tétel- N

A (4.1.2) megoldasahalmaza
S = Sh + yp,

vagyis a
Ce_A(x) + e—A(;c) . /f(:n)eA(w)dea ceR

fliggvények Osszesége, amikor c leirja az R-t.

\. J

BizoNyiTAs. Nyilvdnvals, hogy minden y = cyj + y, megolddsa az Ly = f egyenletnek,
mert

Leyi +yp) =Ly + Ly, = .

Forditva, ha u € CY(I) egy tetszSleges fiiggvény amely megolddsa .y = f-nek, akkor a
v = u — ¥y, megolddsa a homogén egyenletnek, mert

Lv=ZLu—vyy) =Luv—-Ly,=f—-f=0.

fgyveShés
u=v+y, €S =5+ yp
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4.3. Bernoulli és Riccati differencialegyenletek

— Ertelmezés. )

Tekintsiik az a,b adott folytonos fliggvényeket. Ekkor az
y'(z) + a(@)y(z) = b(z)y(x), ahol a # 0,1, (4.3.1)

differencidlegyenletet Bernoulli féle differencidlegyenletnek nevezziik.

Megolddsi mddszer. A tovédbbiakban egy megolddsi médszert adunk az (4.3.1) differen-
cidlegyenletnek. Az egyenlet mindkét oldaldt elosztjuk y(x), ekkor a kévetkezd egyenlethez

jutunk: @ @
Y (z y(z) _ o
po@ ey =

Y (@)y~(x) + a(z)y'*(z) = b(z).

Ekkor vezessiik be, az u(z) = y'~%(x) jelélést. Az egyenletet atirjuk a u fiiggvényre. Ennek
érdekében ki kell szdmitanunk az u'(x)-t:

W)= (1-a)y' ™y (2) = (1 - a)y Y (z).

A fenti azonossaghdl % =y *(z) - y/(z). Visszahelyettesitve

D | af@yu(z) = bla),
vagy
w(x) +| (1 - a)a(z) u(z) =| (1 — a)b(z)
T T
P(z) f(x)

A fenti egyenlet egy elsérendii linearis egyenlet, azaz alapkja pontosan elsérendd linedris
egyenletehez hasonlithatd, tehat a tovabbi megoldas is annak az egyenletnek a megoldasaval
folytathato. *

4.3.9. példa
Oldjuk meg a kovetkezo differencidlegyenletet:

2
Y — 2y _ e
T

A fenti médszernek megfeleléen osszuk el mindkét oldalt y2-tel ekkor:

_ 2 _
Yyt = Syl = 2
T
Ekkor legyen u = % valtozéesere. Ekkor v/ = ;—g/ Visszahelyettesitve az egyenletbe a

kovetkezo egyenlethez jutunk:
2
w4+ Zu= xz,
x
ami egy elsOrendli linearis differencidlegyenlet. A megolddsi moédszernek megfelelGen,
hozzarendeljiik a homogén egyenletet:



22

ElsO6rendi linearis egyenletek

Ekkor szétvélasztva a valtozokat és integralva:

Inu=—-2Inx+c,

c(z)

azaz up = 3. Ekkor a sajdtos megoldds u, = ==,

d(z)x? — 2xc(w)
5 :

/
U =
p T

Ekkor visszahelyettesitve u, fliggvényt az eredeti egyenletbe, azaz

2
u +—up:$2,
P

d(x)x? — 2zc(x) N 2 ¢(x) 22

x4 x 12 ’
tehat , 5
cé;: x*, vagy c(x) = %
Ekkor a 4.2 Tétel alapjan
c 14
u(z) = up(w) +up(r) = — + 2.
x 5)
Tehat figyelembe véve, hogy u = %, kapjuk, hogy
1
y(@) = —53
S
v
— Ertelmezés. )
Legyenek a, b, c adott folytonos fliggvények. Ekkor az
Y (z) = c(@) + b(x)y(z) + a(z)y? (), (4.3.2)
differencialegyenletet Riccati féle differencidlegyeneltnek nevezziik.

Megolddsi modszer. Altaldban a Riccati differencidlegyenletre nincs megoldasi médszerink,
azonban ha ismeriink egy y; () megoldasat az (4.3.2) egyenletnek, akkor abbdl el6alléthatjuk
az Osszes tobbi megolddst. Valéban, ebben az esetben legyen u fliggvény gy, hogy

y(z) = u(z) + yi(z).
Ekkor y-t visszahelyettesitve (4.3.2) egyenletbe a kovetkezot kapjuk:
u'(2) +yi(x) = c(@) + b(@)y1(x) + b(@)u(@) + a(2)yi(z) + al@)2y1(@)u(@) + a(z)u®(z).
Mivel y; megoldésa az egyenletnek, azaz

yi(z) = c(@) + b(2)yi(z) + a(2)yi (),
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vagy

Lathatd, hogy a fenti egyenlet egy Bernoulli féle differencidlegyenlet. Tehat a Riccati féle
differencidlegyenletet visszavezettiik egy Bernoulli féle differencidlegyenletre ismerve az ere-
deti egyenletnek egy megoldasat. A fenti egyenlet megoldasait ugyanigy allitjuk el6 mint az
(4.3.1) egyenletnek. *

4.3.1. Megjegyzés. Amennyiben (4.3.2) egyenletben az y(z) = u(x) + y1(x) helyettesitést
végezzik akkor nem Bernoulli egyenlethez jutunk, hanem eqy elsérendi; linedris egyenlethez.
Valéban, visszahelyettesitve az y(x) = ( ) + y1(x) fiigguényt az (4.3.2) egyenletben:

L / 1 1 1
T () +u1(z) = c(x) +b($)m +b(z)y1(z) +c(x) () (@)1 (SC)@ +e(x)yi(@).
Ekkor
2+ (1) = [co) + o () + alaafl@)) ) 5 le) s+ 2elhnla)
—M =b(x ! c(x ! c(x
() ( )u(x) + ¢ )u2< j+2 (@)y1 (2 )u(
—u'(z) = b(z)u(z) + c(x) + 2c(z)y1(2)u(2),
—u/(z) = ((b(z) + 2¢(2)p1(2)) |- u(w) + ().
T
f(x)
Vildgos, hogy az eldbbi egyenlet mdr egy elsérendi linedris egyenlet. *
4.3.10. példa
Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:
Y (z) = y* () - v@ 1.

x x2’

, 1
Megoldds. FEszrevehetd, hogy yi(x) = — megolddsa az egyenletnek. Val6ban, mivel
x

1
x) a2

Elvégezve a szamitasokat:

1o, 1 1 1
—Wu(x)— rzu(z)  w?(x) " zu(z)’
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1 ! 1
Hozzarendelve a homogén egyenletet: u'(x) = ——u(x), azaz u(z) = ——. Ekkor in-
tegralva mindkét oldalt, akkor a homogén egyenlet megolddsa up(z) = €. Ekkor a
x
sajatos megoldds u,(x) = @, amit visszahelyettesitve
x
_:L'c’(l') 2— c(x) 14 C(f;‘)7
x x
/ 2
z) _ —1, azaz c(x) = .
x
Ekkor felirva a megoldast
u(z) = i
, 1 1
ley y(z) = — — —. v
c_ L g
T 2

4.3.1. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenleteket:
Ly —y+y’=e"
2. (1—2)y —zy = zy%;

— _(+y)? .
%Y = sury)—e
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Képletek elso rész

Derivalhatésag

— Ertelmezés.

Legyen f : A — R fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény derivdlhaténak (differen-
cidlhatonak) nevezziik, ha létezik és véges a
f(@o 4+ h) = f(z0)

Tz T — X "~ h—0 xo-s—heA h

hatdrérték. Ekkor az f fiiggvény derivaltjat f'(zo)-val jeloljiik, melynek értéke:

Fog) — 1 ) = I

T—TQ Tr — X0

Hasonléan értelmezhet6 a jobb és baloldali derivélt fogalma is:

fiteo) =, i D= T0)
és
f;(iﬁo) = w_,ggr,gxo W

. Ekkor vildgos, hogy f'(xo) létezik ha fi(zo) = fi(x0), és f'(x0) = fi(zo) = fi(x0).

Tovabbiakban néhany kézépiskolai tanulmanyokbdl ismert képletet szeretnénk feleleveniteni.

— Tétel (Derivalasi szabalyok).

Legyenek f,g : A C R — R derivalhaté fliggvények az x € A pontban. Ekkor
érvényesek az alabbi dervialasi szabalyok:

o (f+9)(x)=f(x)+ ¢ (x) (Csszeg derivaltja);
(cf)(x) = cf'(x), minden ¢ € R esetén;
(f-9)(z) = f'(z) - g(x) + g'(x) - f(x) (szorzat derivéltja);

ha g(x) # 0, (f—g) (z) = fl(x)g(”;)zzg)/(x)f(x) (hdnyados derivaltja);

ha f: 1 — J,g:J — R, f derivilhaté az x¢9 € I-ben és g derivalhato
yo = f(@o), akkor (g o f)'(z0) = ¢'(yo) [ (x0);

ha f : I — J folytonos, bijektiv, derivalhaté xq, igy, hogy f'(z¢) # 0, akkor

L1

derivalhat6 az yo pontban, yo = f(xg) és

—1y/ _
U)ol = 7y

A tovéabbiakban vizsgdljuk meg az alapfiiggvényeink derivaltjait.
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Elemi fiiggvények derivaltjai
1. f(z) = c akkor f'(z) = 0;
2. f(x) = 2", n € N akkor f'(z) = na"!;
3. f(x)=2",r € R,z > 0 akkor f'(z) = ra" Y
()

x) = /x,x > 0 akkor f'(z) = ﬁ;

5. f(z) =In(z),z > 0 akkor f'(z) = 2;
6. f(z) =a*,a#1,a> 0,z > 0 akkor f'(z) = a”In(a);
7. f(z) = e* akkor f'(z) =e
8. f(z) = sin(z) akkor f'(z) = cos();
9. f(x) = cos(z) akkor f'(x) = —sin(x);
10. f(z) = tan(z),z # (2k + 1)§,k € Z akkor f'(2) = apys
11. f(x) = cot(x),x # km, k € Z akkor f'(x) = sin_zb);
12. f(x) = arcsin(z),z € [0, 1] akkor f'(z) = ﬂl?;
13. f(x) = arccos(z),z € [0,1] akkor f'(z) = ——;

14. f(z) = arctan(z) akkor f'(x) = ﬁ

Osszetett fliggvény derivaltja

Ebben a részben, olyan Osszetett fliggvények derivaltjait soroljuk fel, amelyeket nagy hasz-
nossdggal tudjuk felhasznalni a differencidlegyenletek tanulmanyozasa soran. Legyen u egy
fliggvény. Ekkor érvényesek:

1. f(u) = cesetén f'(u) = 0;

(u)

2. f(u) = u",n € N esetén f(u) = nu"" - u;
()
(w)

3. f(u) =u",r € Ryu >0 esetén f'(u) = ru" " - u/;

4. f(u) = u,u > 0 akkor f'( ):ﬁ-u',

5. f(u) = In(u),u > 0 akkor f'(u) = L. u/;

6. f(u) =a" a#1,a>0,u>0 akkor f'(u) =a*In(a) - u';
7. flu) = e esetén f'(u) = ¥ - u/;

8. f(u) = sin(u) akkor f'(u) = cos(u) - u';

9. f(u) = cos(u) esetén f'(u) = — sin(u) - u/;

10. f(u) = tan(u), cos(u) # 0, akkor f'(u) = ses - u';
1L f(u) = cot(u), sin(u) # 0 akkor f'(u) = gt - o;
12. f(u) = arcsin(u),u € [0,1] akkor f'(u) = = - u/;
13. f(u) = arccos(u),u € [0,1] akkor f'(u) = = - u/;

14. f(u) = arctan(u) akkor f'(u) = ﬁ s
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