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Térképszinezés

- “fessuk ki a térkepet harom szinnel, Ggy, hogy két
szomszédos tartomany ne legyen azonos szin(”

- valtozok: {WA, NT, SA, Q, NSW, V, T}

- doméniumok: {red, green, blue}

- binaris kényszerek: {WA # NT, WA # SA,NT # SA, ...}

- kényszer-graf (constraint graph)



BetUaritmetika
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- “adjunk egymastol kiilonbozo, egyszamjegyl értékeket a
valtozoknak, Ggy, hogy az 0sszeadas helyes legyen”
- valtozok: F,T,U,W,R,0
- doménium, minden valtozora: {o, 1, ... 9}
- n-aris kényszerek:
1. AllDifferent(F, T, U, W, R, O)
O+0=R+10-G
G+W+W=U+10-G
G4+T+T=0+10-GC
. GG=F
- kényszer-hipergraf 3
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Kényszerkielégitési feladatok (constraint satisfaction problems)

£ €SP = ({X}, {0}, {Cx)

- X; valtozo

- Dj domeénium: diszkrét/folytonos, véges/végtelen

- Cp kényszer: logikai/linearis/nemlinearis,
unaris/binaris/n-aris

- hozzarendelés (= allapot): konzisztens, teljes

- megoldas = konzisztens és teljes hozzarendelés

- opcionalis: célfuggvény — min, preferencialis kenyszerek

- feladat: megtalalni egy vagy az 0sszes megoldast

- példak: n kiralyné, sudoku, orarend, litemezés, logisztika

job-shop



Backtracking (1)

- olyan mélységi keresés, amely

- egyszerre egy valtozonak valaszt értéket és

- visszalép abban az esetben, ha nincs a kényszerek miatt
hozzarendelhet6 értéke a valtozonak

WA=blue

WA=red WA=red
NT=green NT=blue
WA=red WA=red
NT=green '=green
Q=red Q=blue
T T

- keresési fa, stack, komplexitas?



Backtracking (2)

function BACKTRACKING-SEARCH(csp) returns a solution, or failure
return RECURSIVE-BACKTRACKING({ }, csp)

function RECURSIVE-BACKTRACKING(assignment, csp) returns a solution, or failure

if assignment is complete then return assignment

var «<— SELECT-UNASSIGNED- VARIABLE(VARIABLES|[csp], assignment, csp)

for each value in ORDER-DOMAIN-VALUES(var, assignment, csp) do

if value is consistent with assignment according to CONSTRAINTS[csp] then

add {var = value} to assignment
result < RECURSIVE-BACKTRACKING(assignment, csp)
if result # failure then return result
remove {var = value} from assignment

return failure



Valtozok és értékek kivalasztasanak sorrendje

- milyen sorrendben vegyuk a

- valtozokat
- avaltozok értékeit?

- ... Ugy, hogy:
1. >=< minél gyorsabban azonositsuk, ha az aktualis részfa
nem tartalmaz megoldast
2. 3% a legigéretesebb részfaba minél elébb menjink bele



Valtozok kivalasztasanak sorrendje (1)

< Minimum remaining values (fail-first, MVR)

- azt a valtozot valasztjuk, amelynek a legkevesebb legalis
értéke van

0 példa Dy = {V17V2, V3}, Dy = {V1}, D=9



Valtozok kivalasztasanak sorrendje (2)

< A legelso valtozo kivalasztasa

- azonos méret( doménium esetén a legerésebben
kényszeritett valtozot valasztjuk (degree heuristics)



Az értékek kivalasztasanak sorrendje

Milyen sorrendben menjlink végig a valtozo értékein?

- 1. WA=red, 2. NT=green, 3. Q = blue 4. SA=7

NT
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- ¥ legkevésbeé kényszeritett valtozo heurisztika (least
constraining value): azt értéket kezeli preferencialisan,
amely a szomszédos valtozok értékei kozil a
legkevesebbet szoritja ki

- NB: a sorrend kozombds, ha minden megoldast ki kell

eneralni
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A kényszer kiterjesztése



A kényszer kiterjesztése (constraint propagation)

- SA = blue
- a (WA, NT,Q, NSW, V) keresési terének mérete
- egyszerl kereséssel: 3° = 243
- a kényszer kiterjesztésével: 2° = 32
- ha egy valtozd doméniumabaol ertéket torlink le, akkor az
befolyasolja a vele egy kényszerben levd dsszes valtozo
domeniumat ...
- ... tehat ezeket a doméniumokat is meg lehet nyesni, ami
tovabbi doméniumokat egyszerlsitését teszi lehetdvé
- ha valamelyik valtozo doméniuma kitiriil, akkor az illetd
részfa biztos nem tartalmaz megoldast
- a kényszer kiterjesztését hasznalhatjuk elofeldolgozokent,
vagy keresés kozben
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Eléretekintd ellendrzés (forward checking)

- ha egy X valtozo x értéket kap, az eléretekinto ellenorzés
megnézi az 0sszes olyan Y valtozot, amellyel X egy
kényszer altal 0ssze van kotve és kitorli Y doméniumabol
azokat, amelyek nem konzisztensek az x-szel

- fontos: ne felejtsiik el visszaépiteni a doméniumokat a
rekurziobol valo visszalépéskor

- fontos: a doméniumbol valo torlés / doméniumba valo
visszaszuras gyors kell legyen

o o @] Y
RGB|RGB|RGB|RGB

WA NT 0
Initial domains |[R GB|RG B|RG B @ @
After WA=red |® GB|[RGB|RGB|RGB| GB|RGSB ‘
After Q=green |® Bl © |[R B|RGSB B|RG B
After V=blue |® Bl © [R RG B

0
@
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Eloretekintd ellendrzés (2)

- az eloretekinto ellendrzés csak egy lépést at eldre,
példaul:

1. WA = red
2. fwcheck(WA) "
3. Q= green @e@

4. fwcheck(Q) °
- mi marad az NT és az SA doméniumaban? @

13



El-konzisztencia (arc consistency)

- egy X — Yiranyitott él konzisztens, ha X barmely
lehetseges x értékere létezik egy y erték az Y
domeniumabol, amely konzisztens x-el

- példa: legyen Dsy ={red}, Dysw={red, blue}, akkor

- az SA — NSW él konzisztens
- az NSW — SA él inkonzisztens

- egy CSP elkonzisztens, ha a kényszer-graf minden X — Y
éle konzisztens

- az élkonzisztenciat biztosito algoritmust (AC-3)
hasznalhatjuk elofeldolgozokent, vagy keresés kozben

1%



AC-3 algoritmus

Arc Consistency 3 (AC-3)

- ha egy X — Y él nem konzisztens, akkor toruljuk le az X
domeéniumabol azokat az elemeket, amelyeknek nincs
konzisztens parjuk az Y doméniumaban

- végezzik el az elobbi mlveletet minden élre a
kenyszer-grafban
- a torléssel Ujabb él-inkonzisztenciak johetnek létre

- ismételjuk a fenti léepéseket mindaddig, amig a
kényszer-graf él-konzisztenssé valik
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AC-3 algoritmus (2)

function AC-3( csp) returns the CSP, possibly with reduced domains
inputs: csp, a binary CSP with variables { X1, Xo, ..., X,,}
local variables: queue, a queue of arcs, initially all the arcs in csp

while gueue is not empty do
(Xi, X;) —REMOVE-FIRST(queue)
if REMOVE-INCONSISTENT-VALUES(X;, X)) then
for each X, in NEIGHBORS[X;] do
add (Xg, X;) to queue

function REMOVE-INCONSISTENT-VALUES(X;, X;) returns true iff we remove a value
removed «— false
for each z in DOMAIN[X;] do
if no value y in DOMAIN[X ;] allows (z,y) to satisfy the constraint between X; and X;
then delete  from DOMAIN[.X;]; removed < true
return removed



N-aris kényszerek



N-aris kényszerek binarissa alakitasa

1.

Dual graf atalakitas:

legyen A a C; kényszernek megfelel6 valtozo:
Da =

({12 5k (1 25 6 (1 2 Bl (15 0 ) (25 8 51 (2,3, @) (24 ) (245 @)
CN

legyen B a G, kényszernek megfelel6 valtozo:
Ds = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)} C N’

O®nyessiik meg Da-t Gy és G, alapjan: Da = {(1,4,5),(2,3,5),(2,4,6)}
O®nyessiik meg Dg-t C; és G, alapjan: Dg = {(1,3),(1,4),(2,3), (2,4)}

vezessunk be egy Uj kényszert: Ky: A[1] = B[1]

vezessunk be egy Uj kényszert: Ky: A[2] = B[2] \



N-aris kényszerek binarissa alakitasa (2)

Egyedi esetekben atirhatjuk a CSP-t gy, hogy minden valtozo
domeéniuma tovabbra is egydimenzios maradjon:

c G :iX+Y=2ZC:X<Y,Dx={1,2}, Dy = {3,4}, D; = {5,6}
- legyenQ=X+YeésW=X-Y

- Ki:Q=2 \
c Ky W<O0 ©
- K3: (Q+W)mod2=0

- Dg ={4,5,6},Dy = {-3,—-2,—1},D; = {5, 6}



Osszefoglald

- CSP = ({X}, {0}, {Ck})
- backtrack: mélységi kereses, exponencialis komplexitas

- valtozok sorrendje: < minimum remaining values, degree
heuristics

- értékadas sorrendje: $8 least constraining value
- kényszer kiterjesztése: o< forward checking, AC-3

- dual graf atalakitas
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Tovabbi technikak CSP-hez

- visszaugras (backjumping)

- 0j kényszerek tanulasa (constraint learning)
- lokalis keresés (local search)

- AllDifferent() kényszer

- a kényszer-graf struktirajanak kihasznalasa:

- nem 0sszefliggd komponensek a kényszer-grafban
- ciklus nélkali kényszer-grafok
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1. rész



Specialis kényszerek: AllDifferent

+ AllDifferent ({Xi}ico) = /\ (Xj # X¢)
j,kReO
£k
- példa: sudoku
- legyen Dx, = {a, b}, Dx, = {c},Dx, = {a,c},Dx, = {b,c}
- kielégitheto az AllDifferent(Xy, X2, X3, X4)?
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AllDifferent (2)

Formalisan:

- ha m valtozonak 6sszesen n kilonbozé értéke van, és
m > n, akkor az AllDifferent() kényszert nem lehet
kielegiteni

Algoritmus preludium:
+ Dy, = {1,2},Dx, = {3, 4}, Dx, = {4}, Dx, = {1,3}

Mi az AllDifferent(Xs, X2, X3, X,) megoldasa?
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AllDifferent (3)

< AllDifferent algoritmus:

1.

torlljink ki a kényszerbdél egy olyan Y valtozot, amelynek
egyelem( doméniuma van, Dy = {y}
toruljuk ki a tobbi valtozo doméniumabol y-t
ismételjuk az 1-2 lépést egész addig, amig
- nincs mar olyan valtozo, aminek csak egyelemd
doméniuma van, vagy...

- valamelyik valtozé doméniuma kitiril, vagy...
- tobb valtozo maradt, mint érték
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AllDifferent (4)

LR VS

WA = red
fwcheck(WA)
NSW = red
fwcheck(NSW)
AllDifferent(SA, NT, Q) o<

o @

- a valtozok melyik részhalmazara hivjuk meg az

AllDifferent()-et?

- a klikkek feltarasa NP-teljes, lasd Clique problem

24


https://en.wikipedia.org/wiki/Clique_problem

Intelligens visszalépés (backjumping)

(g
o
- valtozok sorrendje: (Q, NSW,V, T,SA, WA, NT) @‘

NSW
- legyen: {Q = red,NSW = green,V = blue, T = red} ‘\
+ SA =7 o
- hova ugrik vissza a backtracking?
- hova kellene visszaugrani?
- X valtozo konfliktushalmaza (conflict set): a korabban
értéket kapott valtozok egy halmaza, amelyekhez X
kényszerekkel van kotve
- conf(SA) = {Q = red,NSW = green,V = blue}
- a backjumping a konfliktushalmazbeli legutolso
valtozohoz lép vissza
- milyen ismert technika tudna eldéallitani a

konfliktushalmazt? -



Backjumping (2)

@‘@"

S
(7]

- azokat az agakat, amelyeket a backjumping levagna a
forward checking (vagy AC-3) mar korabban levagta

- az elv tovabbra is jo: lépjlnk vissza a hiba helyére
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Backjumping (3)

[
Egy részfa korabban levagasra lehet itélve, < ‘@‘ :

NSW
semmint hogy egy valtozo domeéniuma kitrulne: o~

O,
- legyen: S = {WA = red, NSW = red, T = red} O
- adjunk ertéket (NT,Q, V,SA)-nak!

- kibontjuk a részfat... majd Ures kézzel visszaerink NT-be
- mi a Dyr? Dyt kompatibilis S-el?
- mi a conf(NT)? Megmagyarazza hogy NT miért bukott el?

- NT és az utana kovetkezo valtozok, i.e. (NT,Q, V,SA)
egyiitt buktak el a {WA = red, NSW = red, T=red} miatt
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Backjumping (z)

- kezdeti értekek: {WA = red, NSW = red, T = red} (V)
- valtozok sorrendje: (NT, Q, V, SA) O

- Ujradefinialjuk a konfliktushalmaz fogalmat:

- NT konfliktushalmaza az NT-et megel6z0 valtozok azon
halmaza, amely felelds NT és az 6sszes NT-t koveto
valtozo kudarcaert

- conf(NT) = {WA = red, NSW = red}
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Conflict-based backjumping

Conflict-based backjumping: ha az aktualis X, valtozo minden
értéke meghiusul, akkor

1. ugorjunk vissza a conf(Xj)-beli legutolso X; valtozohoz, es
2. frissitsuk X; konfliktushalmazat
conf(X;) < conf(X;) U conf(X) — {X;}

Példa. Legyen

- conf(X)) = {X1, X2, X3}
- conf(Xg) = {X3, X4, X5, X}

Frissités utan:
= conf(X;) = {X1, X2, X3, X4, X5}
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Conflict-based backjumping (2)

Qo
stack: (WA=r,NSW=r,T=b,NT=b,Q=9,5A=...) — "‘

backjumping jel6lés: ~», dead-end jelolés: Q(-)! @"“w
1. conf(SA) = {WA = r, NSW = r,NT = b, Q = g}

2. Q(SA)! ~ Q o
3. conf(Q) = conf(Q) U conf(SA) — {Q}

= {NSW =r,NT=b} U{WA =r,NSW=r,NT=b,Q =g} — {Q}
= {WA = r,NSW = r,NT = b}

4. Q(Q)! ~ NT

5. conf(NT) = conf(NT) U conf(Q) — {NT}
={WA=r}U{WA=r,NSW=r,NT=b}—{NT}
= {WA =r,NSW = r}

6. NT = g, kibontjuk a fat ... Q(SA)!, Q(Q)!

7. Q(NT)! ~ NSW

8. NSW = g, kibontjuk a fat ... S



A kényszergraf struktirajanak
kihasznalasa



Osszefiiggd komponensek

O—@
o
oS
- a kenyszergraf mindenik komponense egy CSP; O
réeszproblémanak felel meg ®

- ha az S; hozzarendelés megoldasa CSP;-nek,
akkor _J S; megoldasa |_J CSP-nek
i i

- példa: legyen egy 80 logikai valtozot tartalmazo CSP, amit
4 egyenlo részre bontunk; mennyi a szamitasi ido
felbontassal illetve anélkil?
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Fa alak(d kényszergraf

1. hogyan tehetd élkonzisztenssé a kovetkezd kényszergraf?

2. hogyan oldhato meg miutan élkonzisztenssé tettik?

32



Fa alakd kényszergraf (2)

Minden fa alakd kényszergraf megoldhato

linearis idoben.

1. valasszunk ki egy tetszoleges gyokércsomopontot (X;) és
rendezzlk topologikusan a grafot; rendezés utan legyen a
valtozok sorrendje X1, X5, ..., X,

2. mindenj = (n,n—1,...,2)-re tegyuk (P(X;) — X;)-t
elkonzisztenssé, ahol P(X)) X; sziilgje

3. minden j =1,2,...,n-re adjunk X;-nek egy tetszoleges
ertéket X; doméniumabol
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Fa alakd kényszergraf (3)

function TREE-CSP-SOLVER( csp) returns a solution, or failure
inputs: csp, a CSP with components X, D, C

n < number of variables in X
assignment < an empty assignment
root «— any variable in X
X «— TOPOLOGICALSORT(X, root)
for j = n down to 2 do
MAKE-ARC-CONSISTENT(PARENT(X ), X ;)
if it cannot be made consistent then return failure
fori=1tondo
assignment[ X;] < any consistent value from D;
if there is no consistent value then return failure
return assignment
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A kényszergraf redukalasa torléssel

)
®
1. SA = blue

2. fwcheck(SA)
3. tree-csp-solver(WA, NT,Q, NSW, V)
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A kényszergraf redukalasa torléssel (2)

- altalanosan:

1. valasszuk ki a valtozok egy S részhalmazat, Ggy, hogy a
kényszergraf S eltavolitasa utan fa legyen
S egy cycle cutset - ciklikussag vagohalmaz

2. az S minden bels6 konzisztens hozzarendelésére oldjuk
meg a maradék fat

- a minimalis méret( vagohalmaz megtalalasa NP-teljes
probléma
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Osszefoglald

- AllDifferent

- Backjumping / Conflict-based bacjkumping
- 0sszefliggd komponensek a kényszergrafban
- fa alakd kenyszergraf

- a kényszergraf redukalasa torléssel
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Konyveészet, abrak

- Russel & Norvig: Artificial Intelligence, a Modern Approach
(2. és 3. kiadas)

- Rina Dechter: Constraint Processing
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