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1. A KOZVETLEN MEGFOGALMAZAS
1.1. A miiszaki feladatok megoldhatosaga

A miiszaki feladatok megoldasakor tobb probléma is felvetddik, melyek a fellépd jelenségek
leirasahoz és a szamitasok elvégzéséhez kapcsolodnak. A végbemend folyamatok mindségi és
mennyiségi leirasa egy fizikai-matematikai modell segitségével lehetséges: a felallitott modell a
tanulmanyozand6 rendszerben lejatszodo jelenségeket azonositja, paraméterei kozott mennyiségi
Osszefiiggéseket allapit meg. A mérnoki gyakorlatban e modell tobbnyire egyszertsitett, nem koveti
hiien a valdsagot, de a segitségével meghatarozott és a valosagban mérheté6 mennyiségek kozotti
kiilonbségek a megengedhetd hibahatarokon beliil kell legyenek.

Egy nagyon egyszerli feladat megoldasa esetén is egyszerlisitd hipotézisek és idealizalasok
sokasagaval ¢éliink. A feladat sokszor visszavezethetd egy analitikusan kielemezheté modell
tanulmanyozasara, bonyolultabb feladatok esetében ez viszont nem mindig teheté meg. Példaul az
1.1. abran lathat6 tartdelem esetében a fiigg6leges terhelés varhatéan a vékony elemekbdl allo labak
kihajlasat okozza, melyet a klasszikus szamitasi modszerek nem tudnak visszaadni.

1.1. abra. Klasszikus modszerekkel nem elemezhetd struktira

Az alkatrész egy rugalmas tamasztoelem, melynek hdvezeto-képességét anyaganak
elvékonyitasaval csokkentették.

Az ehhez hasonld szilardsagtani feladatok megoldasanak legéltalanosabb eszkdze a
végeselem-modszer: a strukturat, mely fizikai jellegét tekintve egy mechanikai kontinuum (test)
véges, adott geometriaju darabokra, végeselemekre (az 1.2. abran példaul tetraéderekre) osztjuk fel.
Ezt a felosztast diszkretizalasnak nevezik, mivel eredményeként a kontinuumot diszkrét
tartomanyok halmazaval helyettesitjiik; a diszkretizalas eredménye pedig a végeselem-halo.

A halot a csomodpontok koordinatai és az egyes végeselemeket rogzité csomopontok
felsorolasa egyértelmilen meghatarozzak. Kiegészitd informacioként meg kell adni a végeselemek
belsejét kitoltd anyag paramétereit (példaul: sirtiség, Young-modulusz és Poisson-egyiitthato).

A végeselemek csomopontokban, példaul az abrazolt tetraéderek cstcspontjaikban
kapcsolodnak egymashoz. A szomszédos végeselemek csak a kozds csomopontjaikban hatnak



egymasra, a csomoépontok elmozduldsa az ott 6sszekapcsolodd végeselemek mindenikére nézve
azonos.

A kiilsé er6k szintén csak a csomopontokban hatnak, a struktura kényszerkapcsolatait
(példaul az alatamasztasat) pedig az egyes csomoépontok elmozdulasanak eldirasaval vagy
meggatolasaval modellezziik. Ezek a csomopontok, amelyekben a kiils6 er6k hatnak és amelyek az
alatamasztast biztositjak rendszerint a diszkretizalt kontinuum hatéarfeliiletén vannak. A kiilsé erék
¢és az alatamasztasok rendszerét peremfeltételeknek nevezik.

1.2. dbra. Az el6bbi abran lathato alkatrész végeselemes modellje

A végeselemes halo megrajzolasa, az anyagparaméterek megadasa ¢€s a peremfeltételek leirasa
a feladat elokészitésének, preprocesszalasanak részei. Az adatok elokészitését kézzel is el lehet
végezni, de leggyakrabban erre specializalt programokat vagy programrészeket, preprocesszorokat
alkalmaznak. Az adatelokészités eredménye egy lista, mely felsorolja a csomopontokat, a
végeselemeket, a struktirat alkoté anyagok tulajdonsagait és a peremfeltételeket. A preprocesszorok
egy része a diszkretizalas eredményeképpen kapott halot a felrajzolt peremfeltételekkel egyiitt meg
tudja jeleniteni, s ez a bemeneti adatok helyességének végso, vizualis ellendrzését teszi lehetove.

A végeselem viselkedését leird torvényszeriiségek a csomopontok elmozduldasa és a
csomopontokban haté erdk kézotti kapcsolatot adjak. Mivel felépitésiiket (geometriajukat) tekintve
a végeselemek azonosak, konkrét méretei és az anyag tulajdonsagai ezekben a
torvényszerliségekben mint paraméterek szerepelnek.

Az Osszekapesolodo végeselemek egylittes viselkedését végiil is egy egyenletrendszer fogja
leirni, melynek a peremfeltételek bevezetése utani megoldasa a rdgzitetlen csomopontok
elmozduléasat és a tAmaszokban fellépd reakciderdket adja. A csomopontok egymashoz viszonyitott
relativ elmozduldsa a végeselemek torzulasdhoz vezet, a fellépd fesziiltségek az emlitett
torvényszeriiségek segitségével szamithatok ki.

A szamitasokat egy analizatornak is nevezett program végzi el, eredménye pedig a
csomopontokban megadott adatok (példaul elmozduléasok, fesziiltségek) listaja.

A szamitasokat a kapott eredmények kiértékelése koveti. A kimeneti adatok listajanak
kozvetlen elemzése nehézkes lenne, ezért a kiértékelést és az adatfeldolgozast altalaban egy
posztprocesszornak nevezett program segiti. A posztprocesszor az eredményeket grafikusan



megjelenitvén lehetdvé teszi a kritikus zondk azonositasat és altalaban a szamitasok eredményének
értelmezését. A vizualizalds soran a deformalt struktira is megjelenithetd, a tanulmanyozando
mennyiséget pedig legtobbszor egy szinkod segitségével tiintetik fel (1.3. dbra). Ilyen mddon a
szamitasi eredményekbodl sokkal konnyebben ¢és gyorsabban kovetkeztethetiink a kielemzett
szerkezet varhato viselkedésére mint az analizator kimeneti listdjanak kézi feldolgozasaval.

1.3. abra. A szamitasok eredményeinek megjelenitése

1.2. Az elmozdulas-mddszer

1.2.1. Torténelmi visszatekintés

A végeselem-modszer megjelenésének torténete a rudakbol allo struktirak szamitasaval
kezdodott. A XIX. szazad végére az ilyen struktirak sztatikaja mar jelentés eredményeket mutatott
fel. Viszonylagos egyszerliségiilk megkonnyitette a helyettesité fizikai-matematikai modellek
felallitasat, az analitikus megoldast viszont az elvégzendd miiveletek nagy szdma gatolhatta meg.
Az egyéb, lemezekbdl, héjjakbol és haromdimenzids testekbodl allo strukturak szamitasa csak
néhany egyszerli, egyedi esetre korlatozodott. Emiatt 1906 koriil felvetodott a két- vagy
haromdimenziéos modellekkel megmintdzhatd struktardknak egy rudakbol allo haldval torténd
helyettesitése, ugyanis a helyettesitd racsos szerkezet szamitasa akkorra mar elméletileg megoldott
volt. A helyettesitd racs elemeit ugy valasztottdk meg, hogy az altaluk alkotott struktira az eredeti
szerkezettel lehetdleg azonos modon viselkedjék. A helyettesitd struktira megvalasztasa némileg
tetszéleges volt, a pontossag viszont egy aranylag siiri racs bevezetését kovetelte. A nagyszamu
elem nagyszamu ismeretlent vitt be, a szamitogépek hianydban a numerikus szamitdsok helyett
bevezetett grafikus modszerek alkalmazasa is kényelmetlennek bizonyult. A racs-analogia
hamarosan feledésbe mertilt.

Egy 1943-ban publikalt munkajaban egy amerikai mérnok, R. Courant a Saint-Vénant-féle
torzios-feladat megoldéasara a haromszogekre osztott keresztmetszet feletti polinomialis interpolalas
¢és a variacios elv (a potencidlis energia minimumanak elvének) alkalmazasat javasolta, mely a ma
ismert végeselem-modszer egyik megfogalmazasanak tekinthetd. Javaslata nem talalt kiillonosebb
visszhangra. Bar modszere pontosabbnak igérkezett, mint a racs-analogia, a megoldas ugyanolyan
szamitasi nehézségekbe iitkdzott, javaslata igy hamar feledésbe mertilt.

A szamitoégépek megjelenésével az 1950-es évekre a rudszeri elemekbdl allo strukturak
szamitasaban Ujabb, ,,matrixos” moddszereket vezettek be, ilyen volt az e/mozdulds-modszer (mas



néven a merevségi matrix modszere) is, mely a gyakorlatban megvalositott végeselem-modszer
alapjat, kiindul6 pontjat alkotta. A végeselem-modszer mai allapotdhoz viszonyitva a rudakbol allo
szerkezetekre alkalmazott elmozdulds-mddszer meglehetdsen primitiv, de segitségével sokkal
konnyebb megismerkedni a végeselem-moddszer alapelveivel, mint a matematikai elmélet
boncolgatasaval.

1.2.2. Vonatkozasi rendszerek

A matrixos modszerek alapjat a radelem viselkedésének leirasa alkotja. Legyen egy ilyen, a
struktarabol kiemelt, térben elhelyezkedd 5—7 radelem (1.4. abra). Tanulmanyozasa sokkal
egyszertibbé valik, ha nem a strukturdhoz (példaul a talajhoz) kotott globalis, nagy betiikkel jelolt
vonatkoztatasi rendszerben elemezziik, hanem a radhoz rendelt lokdlis (helyi), kis betiikkel jelolt
rendszerben keressiik az elmozdulasok és a fellépd erdk kozotti kapesolatot.

1.4. abra. A struktura globdlis és a rudelem lokalis vonatkoztatasi rendszere

1.2.3. Szabadsagfokok

A kiragadott radelemet tanulmanyozva észrevehetjiik, hogy végei a lokalis
koordinatarendszerben egyenként harom, egymastol fiiggetlen irdnyban mozdulhatnak el és harom
egymastol fliggetlen iranyban fordulhatnak el. A rudvégek egymastol fliggetlen lehetséges
elmozdulésait ¢és elfordulasait a radelem szabadsdgfokainak nevezik (egy fizikai rendszer
szabadsagi fokainak szamat az adott rendszer allapotat egyértelmiien leird, egymastol fiiggetlen
adatok szdmaként definialjak). A radelem szabadsagfokainak szama tehat 6sszesen tizenkettd (1.5.
abra), melyeket a kdnnyebb azonositas céljabol szamjelzéssel latjuk el.

Az abran kijelolt pozitiv irdnyok a végeselem modszerben hasznalt egyezménynek felelnek
meg (a vektorok a tengelyek pozitiv irdnyaba mutatnak). Megjegyzendd, hogy ez az egyezmény
kiilonbozik a Szilardsagtanban hasznalttol.

Egyszeriisité  hipotézisként eldirjak, hogy a radelemek csak a csomodpontokban
csatlakozhatnak egymashoz és a struktira alapjahoz, a kiils6 er6k pedig szintén csak a
csomopontokban hatnak a struktarara. Eppen ezért a szabadsagfokok iranyaban fellépé erékkel és
elmozdulasokkal a radelemek és igy a teljes struktura igénybevétele leirhato.



Az elemek 6sszekapcsolddasi modja bizonyos relativ elmozdulasokat megengedhet, masokat
pedig nem. Példaul ha a rad vége gdombcesuklos illesztéssel csatlakozik a talajhoz vagy egyéb
elemekhez (1.6.3. &bra), akkor az Osszekapcsolt rudak egymashoz viszonyitva szabadon
elfordulhatnak, a megfeleld szabadsagfokok (hdrom elfordulds) szabadok, a tobbi harom, az
elmozdulasnak megfeleld szabadsagfok pedig kotott. Ha a rid vége befogott vagy egy masik radhoz
mereven csatlakozik, akkor e végpont hat szabadsagfoka mind kotott.

Természetesen a hat szabadsagfok lekotésének barmely kombinacidja lehetséges, néhanyat
ezek koziil az 1.6. dbra mutat be.
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1.5. dbra. A rudelem tizenkét lehetséges szabadsdgfoka
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1.6. dbra. A rudelem néhany lehetséges illesztése és a le nem kotott szabadsagfokok



A szabadsagfokok irdnyaban hatdé erdk és nyomatékok szdmozasa a szabadsagfokok
(elmozdulasok) szamozasat koveti. A Szilardsagtan fogalomtara szerint az elem tengelyének
iranydban az N normalis erd hat, mig a T nyirderék az elem tengelyére merdlegesek. Az elem
tengelye koriilli M, csavaronyomaték az elem torzidjat okozza, a masik két tengely koriil az M

hajlitonyomatékok hatnak (1.7. abra).

y
fs fi=N; 57:Nj
f2:Tyi S8:ij
f_;s:Tri 59:Tx’
f4 = Mri S10 = ij
fSZMyi Sllevj
fo= M, S12 :Mgf

1.7. dbra. A szabadsdagfokok iranyaban hato erdk és nyomatékok

A csomopontokban fellépd erdket €s nyomatékokat tanulmanyozva megallapithatd, hogy
reakciderdk csak a rogzitett szabadsagfokok iranydban jelenhetnek meg, egy rudelem a hozza
kapcsolodd szomszédos rudelemnek csak a rogzitett szabadsagfokok irdnyaban hatd erdket és
nyomatékokat tudja atadni.

A gyakorlatban a végpontok d, elmozdulésait és elforduldsait altalanositva csomodponti
(nodalis) elmozdulasoknak, a fellépd f, eréket és nyomatékokat pedig csomoponti ercknek

nevezik. Ugy a csoméponti elmozdulasok, mint a csoméponti erdk egy-egy tizenkét elemii vektorba
rendezhetdk:

{di=[d d, .. d,], (1.1)
=0 5o Sl (12)

A két vektor kozotti linearisnak feltételezett kapcsolatot az
{f}=1k]-1d} (1.3)

egyenlet adja, ahol [k] a radelem merevségi matrixa, melynek elemei alland6 paraméterek.
A merevségi matrix k; eleme definicio szerinta j szabadsagfok iranydban torténd egységnyi
d; elmozdulas altal az i szabadsagfok iranyaban eldidézett f; erbvel azonos. Mivel az erdk és az

elmozdulasok vektora egyarant tizenkét elemet tartalmaz, a merevségi matrix egy 12x12 méretii
négyzetes matrix kell legyen:



i csomopont, x iranyban hato axialis erd | f
i csomoépont, y irdnyban hat6 nyirderd | f,

i csomopont, z iranyban hato nyiréerd | f,

i csomopont, x koriili csavaronyomaték | f,
i csomoépont, y koril hajlitonyomaték | f5

i csomopont, z kortil hajlitonyomaték | f;

J csomopont, x iranyban hat6 axiadliserd | f;
Jj csomopont, y irdanyban hat6 nyiréerd | f;
J csomopont, z iranyban hat6 nyiréerd | f,
Jj csomopont, x koriil csavaronyomaték | f,

J csomopont, y koriil hajlitbnyomaték | £,

J csomopont, z koriil hajlitobnyomaték | 1,

ki, ki, ki, d, | icsomodpont, x irdnyu elmozdulés
kyy ky, kyy, | | dy | icsomoépont, yiranyl elmozdulas
ky, ks, ki, | | dy| icsomopont, z iranyu elmozdulas
kg, ki, ki | |d, | icsomdpont, x koriili elfordulas
ks, ks, ks, | | ds| icsomopont, y koriili elfordulas
ke, kg, ke, | | dg| icsombpont, z koriili elfordulas
- ki, ks, ks, . d, | jcsomopont, x iranyu elmozdulas (1.4)
kg, kg, kg s dy | j csomoépont, y iranyl elmozdulas '
ko, ko, kg, | | dy| jcsomopont, z iranyu elmozdulas
ki, ks ki, | |d,,| Jcsomopont, x koriili elfordulas
kg ki, ki | |d,| Jcsomopont, y korili elfordulas
ki, ki, ki | \dy)  Jcsomopont, z korili elfordulds.
Az 1.3. egyenlet forditottja a
@) =[n- {1} (1.5)
Osszefiliggés, ahol [h] a rudelem hajlékonysagi matrixa, a merevségi matrix inverze:
[h]=[k]". (1.6)

A hajlékonysagi matrix h, eleme az egységnyi f; er6 dltal eldidézett d; elmozdulast adja.

Mivel a rugalmas strukturak merevségi matrixa és hajlékonysdgi matrixa egyarant fizikailag
értelmezett, a koztiikk fennalld 1.6. kapcsolat szerint egyik sem lehet szingularis. Mas a helyzet ha a
radelem valamelyik irdnyban idedlisan merev (merevsége végtelen) vagy ellenallas nélkiil
deformalodik (merevsége z€rd): ezekben az esetekben a merevségi matrix szingularis lesz.

1.2.4. Az elemi merevségi matrix
A merevségi matrix tagjai a rudelem geometridjanak és anyagi mindségének, valamint a
csomopontok szabadsagfokainak allapotatol fiiggenek és a Szilardsagtan és a Sztatika modszereivel

crer

kombinécidinak szdma 2'° (ami 4096-tal egyenld), mely szdm a merevségi matrix lehetséges

10



formainak szamaval azonos. Nem minden eset bir gyakorlati jelentéséggel, rendszerint csak néhany
gyakrabban eléfordulo esetet szoktak megemliteni, példaul a mindkét végén befogott (1), a mindkét
végén csuklos (3) és az egyik végén befogott, masik végén csuklds (2) radelemeket (1.8. abra).

——— 1 A=

1.8. abra. Gyakoribb ridelem-tipusok

Tekintsiik el6szor a tengelyiranyu huzo-nyomo igénybevétel esetét. Mindharom elemtipusnal
a tengelyiranyu elmozdulas gatolt, tehat a tengelyirdnya f, erd egy u(x) alakvaltozast idéz eld. A
deformalt elemet leird differencidlegyenlet az alakvaltozas és a tengelyiranyt eré kozotti
Osszefliggést fejezi ki a rad esetlegesen valtozd6 A keresztmetszetének és anyaga E Young-
moduluszénak (rugalmassagi tényezdjének) fliggvényében (ez tulajdonképpen az egyenletes
keresztmetszetli rudakra felirt Hooke-torvény altalanositasaval nyert differencialis forma lenne;
feltételezziik, hogy az anyag mindsége x -tol fliggetlen):

du - S , (1.7)
dx E - A(x)
ahonnan az elem / hossza menti integralassal a két végpont relativ elmozdulasa
/
u=—j h geic, (1.8)

E-A(x)

0

A merevségi matrix k,, elemét a fenti osszefliggésbdl hatarozhatjuk meg ugy, hogy elbirjuk a

szabadsagfokok iranyaban tortend elmozdulasokat. A &, tag definiciojabol eredend8en tehat most
d =1, (1.9)

az Osszes tobbi d, elmozdulas pedig zérus értékkel kell rendelkezzen. Ekkor x =0-ra a fenti
integral értéke egységnyi (u(0)=1), x=/-re pedig nulla (u(/)=0) kell legyen. Az igy
meghatérozott f, eré a merevségi matrix k, tagjaval lesz azonos, mig az ellenkezé végpontban
fellépd ellenkezo eldjelii reakciderd a merevségi matrix &, tagjat fogja adni. Az egyenletrendszer

megoldasaval az integralasi konstans C =1,

1
kl,l :j.T’ (110)
o E-A(x)
és
-1
k7,1 :_kl,l T g (1.11)
o E - A(x)

11



Ugyancsak az 1.8. egyenletbdl a

d, =1 (1.12)
elmozdulast eléirva, mikozben a tobbi szabadsagfok iranyaban a radvégeket lekdtjiik,
1
ky, =k, :T, (1.13)
[
és
ki, =k ,=-k,=7" -1 (1.14)
J dx
VE- A(x)

Mivel a tengelyiranyi elmozdulds nem vezet nyirderdk, csavaro- és hajlitonyomatékok
megjelenéséhez a merevségi matrix els6 és hetedik sorainak tovabbi k,,, k,,, valamint
oszlopainak k,, és k,, tagjai mind nullak lesznek.

Hasonlé6 moddon kell eljarni a tobbi szabadsagfok esetében is. A radelem torzidjanak
differencialegyenlete az 1.7. egyenlethez alakilag hasonlo:

® ___ S (1.15)
dx G-1,(x)

(G a nyirasi modulusz, /, pedig a keresztmetszet jellemz6 konvencionalis tehetetlenségi
nyomatek), ahonnan a k,,, k4, k,,, € k,,, tagok azonos médon szamithatok ki. Mivel a

csavaras sem vezet egyéb er0k megjelenéséhez, a negyedik és a tizedik oszlop, illetve sor egyéb
tagjai szintén nullak lesznek.

Bonyolultabb a helyzet a tobbi szabadsagfok esetén, mivel altalaban egy sztatikusan nem
determinalt struktaran kell dolgozni. A mindkét végén befogott radelem esetében a csomopontok y
tengely irany( v elmozdulasat két erd is okozhatja: a T, nyirderd és az M hajlitonyomaték. E
kijelentésnek a forditottja is igaz: a v elmozdulas egy 7, nyirder8 és egy M. nyomaték

megjelenését vonja maga utan. A v elmozdulas a két erd altal okozott komponensek Osszegeként
foghato fel:

v=vl +yM. (1.16)

Az elmozdulas-komponensek és a megfeleld erdk kapcsolatat leird differencialegyenletek a
kovetkezok:

dv’ :_ky(x)‘fz ’ (1.17)
dx G- A(x)

WY de. _ f,-x-f,
d*  dx  E-L(x)’

(1.18)

ahol k, a keresztmetszet alaki tényezdje, I, pedig a keresztmetszet z tengelyre vonatkoztatott

tehetetlenségi nyomatéka. A 0, sz0g a keresztmetszet elforduldsa és nem azonos a
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nyirofesziiltségek altal okozott alakvaltozas szogével. Az 1.18. egyenletbdl, annak 0 és x kozotti
integralasaval az x koordinataju pontban az elforduldst

_ L S/
ez(x)_ez(0)+£E.[Z(t) dt !E'Iz(t) dt (1.19)

formaban kapjuk. Itt 6_(0) mint integralasi konstans jelenik meg, mely a peremfeltételeket

figyelembe véve a csomopont elfordulasanak felel meg. Ugyanebbél az egyenletbdl a v
elmozdulés is meghatarozhat6. Mivel

e s L .
!dx!dx...}[dxf(x):m-!(x—t) - f(o)de, (1.20)

n —Szer

az 1.16. - 1.18. egyenletekbdl

JIOME t+jf2'(x_’)" ) gt (1.21)

v(x)=v(0)+6_(0)- x+J. G- AQ) E-1.(d) J E- I()

ahol a v(0) szintén mint integralasi konstans jelenik meg, mely a peremfeltételeket figyelembe véve

a csomopont tengelyre merdleges elmozdulasanak felel meg.
A fenti mennyiségek és a szabadsagfokok irdnyaban torténd elmozdulasok kozotti kapcsolatot
a kovetkez6 relaciok adjak:

W0)=d,, 0.(0)=d,, v()=dy, 0.()=d,. (1.22)

A merevségi matrix tagjait ezuttal is az elmozdulasok eldirasaval kapott dsszefiiggésekbdl
szamitjuk. Példaul a &, , tagokat ahol j érteke 2, 6, 8 €s 12, a

d, =1 (1.23)

feltételnek az 1.19. és 1.21. egyenletekbe valo behelyettesitésével kapjuk:

ot 1
O_fZ'JO.E'IZ(t) t—f, - jE X0 dr, (1.24)
~ HON DRy (-0
=1/ JG A(t) fZJ.E I(z) e JE z(z)dt' (125)

Ebbdl az egyenletrendszerbdl f, =k,, és f, =k,, meghatdrozhato, a ridelem masik
végpontjaban fellépd reakciok pedig a kg, =—f, =—k,,, k,,=f, =k, Osszefliggésekhez

vezetnek. A merevségi matrixnak e szabadsagfokokhoz tartozo sorai €s oszlopai tehat négy-négy
z€rotol kiillonbozo elemet fognak tartalmazni.

Nagymértékben egyszertisodnek a merevségi matrix tagjainak kifejezései, ha a rad
keresztmetszete allandd. A levezetett képletekben szerepld integral-kifejezések kiszamitasaval a
mindkét végén befogott rad merevségi matrixat a kdvetkezoképpen kapjuk:
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0 0 0 0 0 _E-4
!
12-E-1, 0 o o 6-E-1.
P(+g¢.) I?-(1+9.)
. 12-E-1, . 6-E-1, .
P-(+9,) ?-(+9,)
0 0 G 1L 0 0
; 0
6-E-1, 4+¢,)E-I,
0 -— 0 AL L 0 0
?-(+g¢,) I-(1+0,)
6-E-1, 0 0 0 4+9,) E-I
(+e¢.) I-(1+9,)

0 0 0 0 0 E-4
12-E-1, 0 0 6-E-1I.
P+ I*-(+9.)

o 12-E-1, 6-E-1, o

_ . 0
P(+g,) I’-(1+9,)
G-I,
0 0 - 0 0 0
o 6-E-1, 2-9¢,)E-I, . .
?-(+9,) [-(+9,)
6-E-1I, 0 0 0 2-9,)-E-1,
?-(1+9.) L-(1+9.)

14

0
6-E-1,
I-(1+g,)
0

1-(1+0,)
0

y

4+o,)-E-I

6-E-1.
-(+e.)

2-9.)-E-1,

-(+e.)

6-E-1,
I-(+9,)

0

“4+9.)-E-I,

I-(I+9.)

, (1.26)



ahol

o - 12:k,-E-1. (127)
g I’-G-4
és
0 :12-kZ-E-Iy (128)
: I*-G-4

a nyiroer0k hatasat figyelembevevd egyiitthatok. Ez utobbiak értéke a gyakorlati esetek
tobbségében zérd fele kozelit (a nyirderdk hatasa a radelem alakvaltozasaban elhanyagolhatd), ami
tovabbi egyszerlisitéseket tesz lehetdvé.

Eszrevehetjiik, hogy az elemi merevségi matrix szimmetrikus, nincs ,tele” (tobb tagja z¢éro),
¢és hogy a f6atlojan minden egyes tag zéronal nagyobb szam.

Hasonldéan kapjuk a radelem merevség matrixat a szabadsagfokok Osszes tobbi lehetséges
kombinéciojanak esetében is.

1.2.5. A vonatkoztatasi rendszerek kozotti kapcsolatot add transzformacio

A fentiek szerint kiszamitott elemi [k] merevségi matrix a radelemhez rendelt helyi (lokalis)
koordinatarendszerben volt értelmezve, a struktura egészét, a peremfeltételeit is beleértve, egy
megfelelden megvalasztott altalanos (globalis) rendszerben meghataroztuk meg. A csomoponti
eroket és elmozdulasokat a globalis rendszerben kivanjuk kiszamitani, tehat meg kell kapnunk az
1.3. egyenletek globalis koordinatarendszerben felirt formajat is.

A csomopontok szabadsagfokainak iranyaban felvett elmozdulasok és erék egy-egy térbeli
vektormennyiség (elmozdulés és elfordulas, illetve erd és nyomaték) komponensei, igy példaul az i
csomopontban hat6 f,, f, és f, komponensek egy térbeli F, er6nek a radelem lokalis

koordinatarendszerében meghatarozott vetiileteiként foghatok fel. Ugyanennek az F, erének a
globalis koordinatarendszerben felvett F, , F, , F,

oo by, F,. vetiileteit is meghatarozhatjuk. Ha ismerjik a
lokalis és a globalis koordinatarendszer egymashoz viszonyitott helyzetét, akkor e vetiiletek kozott
fennall6 kapcsolat is konnyen leirhato.

A globalis és a lokalis vonatkoztatdsi rendszerek kozotti kapcsolatot egy geometriai
transzformacid adja, amely tobbféleképpen is elvégezhetd. Talan a legkozismertebb lehetdség az
iranytényezOok (vagy irdnykoszinuszok) hasznalata. Az 1.9. abra a lokalis x tengely helyzetének
meghatarozasat illusztralja: iranytényez6i a globalis tengelyekkel bezart szogek koszinuszaval,
avagy a tengelyek egységvektorainak skalaris szorzataval egyenlok.

Hasonlé moédon hatarozhatok meg a masik két lokalis tengely, y és z iranytényezdi is, a

harom tengelyre Osszesen kilenc tényezot kapunk, melyeket egy matrixba rendezhetiink:

a Ay d;3
[A]= Ay Qyp Qs |- (1.29)

A koordinatatengelyek egymasra merdlegesek, tehat mind a kilenc tényezé nem lehet
egymastol filiggetlen, tetszOleges. Bebizonyithatd, hogy a fenti transzformacios (vagy rotacios,
mivel egy elforgatast ad meg) matrix a kovetkez6 fontos tulajdonsaggal rendelkezik:

[A]" =[4]", (1.30)

(a rotacios matrix transzponaltja egyuttal annak inverze is), tehat
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[A]-[A]" =[1], (1.31)

ahol [I] a 3x3-as egységmatrix:

00
1 0l (1.32)
0 1

_ s
a, =coso, =i"i

— — g7
a,, =cosa, =i"j

— 1
a,;=cosa; =i"k

1.9. dbra. A lokalis koordindtarendszer x tengelyének iranytényezoi

A globalis koordinatarendszerben kiszamitandd Osszetevoket a lokalis tengelyek iranyaban
megadott komponensek megfeleld vetiileteinek Osszege adja (ez forditva is igaz), mely
transzformaciok az el6bbi modon felirt rotacios matrix segitségével a kovetkezok lesznek:

T

F,, a Ay, a3 A v a4, 43 F,
Fi,y =1y Gon Gy3 | ot fop, illetve §f, = ay; dyp dys|* Fi,y . (1.33)
F,. ) 43, djs /5 S ;) 43, dz; F,.

Hasonloképpen kapjuk a csomoponti nyomatékok, elmozduldsok és elforduldsok
transzformaltjait is.

Gyakorlati szempontbol érdemes megjegyezni, hogy a radelem két végpontjanak koordinatai
nem rogzitik egyértelmiien a végeselem térbeli helyzetét, csak a lokalis rendszerének x tengelyét
adjak (ez rendszerint az alacsonyabb szamu csomoponttél a magasabb szamu csomopont fele

crer

y vagy z tengely helyzetét is. Ezt gyakran egy harmadik, nem az x tengelyen fekvd pont
(kontroll-pont) felvételével torténik, mely egyezményesen a lokalis y vagy z koordinata-
tengelyen, esetleg az xy vagy xz koordinata-sikban kell legyen.

1.2.6. A struktura merevségi matrixa

A struktarat a csomopontokban Osszekapcsolt radelemek alkotjak, a terhelés pedig a
csomopontokba koncentralt, a globalis tengelyek iranyaban felvett vetiiletekkel megadott er6kbdl és
nyomatékokbol all. Egy-egy csomdpontban két vagy tobb elem is kapcsolodhat egymashoz, melyek
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az adott pontban hato erdket egyiittesen veszik at az elemek relativ merevségének ardnyaban: a
merevebb elem jobban terhelédik, a hajlékonyabb pedig kevésbé.

A szamitasok elvégzéséhez az elemi merevségi matrixokat a globalis koordinatarendszerben
kell kifejezni. A globalis rendszerben megadott { f'} erévektort az 1.33. transzformacidval analog

=111 -f} (1.34)

mivelettel kapjuk, ahol [T] egy alkalmasan megvalasztott transzforméciés matrix. Ugyanakkor
ismerjlik a lokalis rendszerben megadott erdk és elmozdulasok kozotti 1.3. kifejezést, mellyel

{f}=ITT" -[k]-{d}. (1.35)

Az igy kapott egyenletrendszer bal oldalan a globalis rendszerben megadott erdk, a jobb
oldalan pedig a lokdlis rendszerben megadott elmozdulasok vannak. Az elmozduldsok

crer

{d'} =[T]" - {d}, (1.36)
ahonnan:
{d}y=[T]-{d'}. (1.37)
Ez utdbbi kifejezést az 1.35. egyenletbe behelyettesitve
(fy=[T1" [k]-[T]-{d'} =[k']-{d'}. (1.38)

Az elmozdulasok és az er6k 12 elemt vektorai (1.4. képlet) egyarant négy-négy térbeli
vektoridlis mennyiség vetiileteit tartalmazzak, tehat a [T] transzformacids matrixot a kdvetkezd
alkalmas formaban lehet felirni (ennek egy-egy ,,sora” a 12 elemii vektorban foglalt vetiiletek koziil
csak egy-egy vektoridlis mennyiséghez tartoz6 elemeket fogja érinteni):

(4] [0] [0] f[0O]

(T]= [0] [4] [0] [0] ’ (139)
[0] [0] [A] [0]
[0] [0] [0] [A]

ahol [ A] az eddigiekben ismertetett rotacios matrix. A fenti forma csak a {d} és {f} vektoroknak
az ebben a fejezetben leirt modon torténd felépitésének esetében érvényes.
A 12x12 méretli elemi merevségi matrixot 16 darab 3 x 3 -as matrixra tudjuk felosztani:

kil kil ksl k]
(ki) kil [kl [k,
k1= ' ’ ' S 40
T ) ) e K, (A0
[krt,ji] [krr,ji ] [krt,j/' ] [krr,j/' ]

ahol az i és j indexek a csomopontokra, a ¢ és r indexek pedig a szabadsagfokokra (transzlacio,

illetve rotacid) vonatkoznak. Az igy felosztott merevségi matrix tagjai kozott altalaban kiilonbozo
Osszefliggéseket allapithatunk meg, melyeket a végeselemes megoldoprogram megalkotdsakor
hasznalhatunk fel. A mindkét végén befogott radelem esetében példaul a szimmetria miatt [k, ;] €s

[k, ] egymas transzponaltjai, [k, ;] és [k, ;] csak eldjeliikben kiilonboznek egymastol é€s igy
tovabb.
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A felosztasbol szarmaz6 matrixok elemei fizikailag azonos értelemmel birnak: a [k, ;] matrix

kilenc tagja az i csomodpontban az i csomdpont egységnyi transzlaciéi miatt megjelend erdk
komponenseit, [k, ;] pedig az i csomopont egységnyi transzlacioi miatt megjelené nyomatekok

komponenseit fogja adni és igy tovabb.

A [T] transzformacidos matrix segitségével a rudelem globalis koordinatarendszerben
kifejezett merevségi matrixat a kovetkezéképpen kapjuk:
[k']=[T]" -[k]-[T]=
[A]" [k, 1-[A] [A] [k, ]-[4] [A]" [k, ]-[A] [A]'-[k,;]-[4]
_ [A]" [k, 1-[A] [A]" [k, ]-[A] [A]' -[k,;][A] [A]T'[krr,;,-]'[A]. (1.41)
[A]" [k, ; 1-[A] [A]" [k, ;]-[4] [A]"-[k,;]-[A] [A]"-[k,,]-[A]
[A]" [k, ;1. [A] [A]" [k, ]-[A] [AD"-[k,,;)-[A] [A]" [k, ,]-[A]

A kiilonbozé rudelemek igy kiszamitott elemi merevségi matrixai mind ugyanahhoz a
viszonyitasi rendszerhez igazodnak, tehdt a csomoOpontokban taldlkozé elemek merevségi
matrixainak megfeleld tagjai egyszertien 0sszegezhetok. Az dsszegek a csomopontoknak a globalis
vonatkozasi rendszerben kifejezett teljes merevségét adjak (melyet az ott egymashoz csatlakozo
elemek egyiittesen idéznek el6) és a struktira merevségi matrixaba rendezhetok.

A strukturalis merevségi matrix Osszedllitasat egy egyszerii példaval lehet szemléltetni. Az
1.10. &bran lathato sik szerkezet 13 rudelembdl all, melyek 8 csomodpontban kapcsolédnak
egymashoz.

Az egyszeriség kedvéért csomopontonként csak két szabadsagfokot definialunk, tehat a
struktira 0sszesen 16 szabadsagfokkal rendelkezik, melybol négy az 1. és 8. csomopontok rdgzitése
miatt kotott. A struktira globalis merevségi matrixanak mérete kovetkezésképpen 16 x16 lesz:

_K K le,Zx K le,Sx K

Lx,1x Lx,ly 1x,2y 1x,8y
Kly,lx Kly,ly Kly,Zx le,2y le,Sx le,8y
KZx,lx KZx,ly K2x,2x KZx,Zy K2x,8x K2x,8y
[K] = sz,lx sz,ly sz,zx sz,zy K2x,8x sz,Sy (1-42)
KSx,lx K8x,1y K8x,2x KSx,Zy K8x,8x K8x,8y
_KSy,lx K8y,ly K8y,2x KSx,Zy K8x,8x K8y,8y i

1.10. abra. Csuklos rudakbol allo sikszerkezet

Az indexek a csomopontok szamat, illetve a szabadsagfokok iranyat adjak. A globalis
merevségi matrix a kezdetben iires, feltoltése az elemek megfeleld indexii tagjainak hozzdadasaval
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torténik. Példaul a szerkezet 3. csomopontjaban harom ridelem kapcsolddik egymashoz: az 1-3,
2 -3 ¢és 3—4 elemek, melyek elemi merevségi matrixai

1,3 k1,3 1,3 1,3
1x,1x Ix,ly 1x,3x 1x,3y
1,3 1,3 1,3 1,3
[k1,3] _ kly,lx kly,ly kly,Sx kly,3y
- 1,3 1,3 1,3 1,3 ’
3x,1x 3x,1y 3x,3x 3x,3y
1,3 1,3 1,3 L3
k3y,1x k3y,1y k3y,3x k3y,3y
72,3 2,3 2,3 2,3
k2x,2x k2x,2y k2x,3x k2x,3y
2,3 2,3 2,3 2,3
2,37 _ 2y,2x 2y,2y 2y,3x 2y,3y
[k ]_ kz,s kz,s kz,z kz,s ’ (1-43)
3x,2x 3x,2y 3x,3x 3x,3y
2.3 2,3 2,3 2,3
L 3y.2x 3.2y 3y,3x 37,3y
73,4 3.4 3.4 3,4
k3x,3x k3x,3y k3x,4x k3x,4y
3,4 3,4 3,4 3,4
[k3,4] _ 3y,3x 3y3y 3y,4x 3y,4y
| 134 3,4 3,4 3,4
k4x,3x k4x,3y k4x,4x k4X,4,V
3,4 3,4 3,4 3,4
L 4y,3x 4y3y 4y.4x 4y,4y |

A fenti harom elemi merevségi matrix tagjainak a globalis matrixban megfelel6 helyét az also
indexek azonositjak, melyet a kdvetkezo abra szemléltet.

(k7] =]

'] —]

[#]

1.11. dbra. Az elemi merevségi matrixok tagjainak helye a
globalis merevségi matrixban

Mint ahogy az abrabol is kitlinik, a kozos harmadik csomopontnak megfeleld &, ., k
k €s ky,s,

csomopont globalis merevségéhez):

3x,3y°

3y tagok egymasra tevodnek és ezeket Osszegezziik (egylittesen jarulnak hozza a
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13 2,3 3.4
K3x,3y - k3x,3y + k3x,3y + k3x,3y (1 44)
_ 113 2,3 3,4 : :
K3y,3x - k3y,3x + k3y,3x + k3y,3x
713 23 3,4
K3y,3y - k3y,3y + k3y,3y + k3y,3y

Az 0Osszes tobbi elem merevségi matrixanak tagjait a globalis matrix megfeleld tagjaihoz
hozzaadva végiil megkapjuk a struktira [ K] merevségi matrixat.

Megjegyzendd, hogy a struktura [H] hajlékonysagi matrixat, mely a [ K| merevségi matrix
inverze, nem lehet az elemi hajlékonysagi matrix tagjainak fent bemutatott Osszegzésével
kiszamitani. E kijelentés aldtdmasztasara tekintsiik a kovetkezd példat: feltételezziik, hogy az ered6
merevséget két tag Osszegzésével kapjuk (k =k, +k,). A megfeleld hajlékonysagok a tagok
inverzei, tehat

—_

1 ¢i+i:hl+h2. (1.45)
k k+k, k k

Az elemi és az eredd hajlékonysagok kozott fennalldo Osszefiiggés megallapithato, a fenti
relaciobol:

11 149
h h  h,

viszont a strukturalis hajlékonysagi matrix 0Osszedllitdsa mar nem oldhatdo meg egyszerii
Osszegzéssel.

1.2.7. A struktira egyensulyat kifejez6 egyenletrendszer

A rudelem egyensulyat a lokalis rendszerben felirt 1.3. egyenletrendszer fejezi ki, ahol az
{f} vektor a ridelem terhelését, a {d} vektor pedig végpontjainak elmozdulasat jelenti. Az
elébbiekben a radelem merevségi matrixat a globalis rendszerre vetitettilk le, mivel a strukttra
terhelését a globalis rendszerben adjuk meg és az elmozdulasokat szintén ugyanebben a rendszerben
szeretnénk kiszamitani.

Az elemi {f} vektorok tagjai ismeretlenek, mivel nem tudjuk, hogy a csomodponti terhelésbol
az ott csatlakoz6 radelemek egyenként mennyit vesznek at, viszont a globalis rendszerre levetitett
{f} vektorok megfeleld tagjait 0sszegezvén pontosan a csomoponti terhelés {F} vektorat kell
kapjuk. Mas szavakkal: a globalis terhelésvektor a globalis merevségi matrixhoz hasonléan az elemi
terhelésvektorokbol allithatdé 6ssze. Ez a miivelet azonban inkabb csak elméleti fontossaggal bir,
mivel az {F} terhelésvektor szamos tagja peremfeltételként mar eleve ismert, ismeretlen tagjait (a
reakciderdket) pedig szintén a globalis rendszerben szeretnénk kiszamitani.

Az elemi {d} elmozdulasvektor tagjai kozoOtt szintén vannak ismert és ismeretlen
mennyiségek. A csomopont az ott dsszekapcsolodd ridelemek kozds pontja, elmozduldsanak
Osszetevii a globalis rendszerben mindegyik ott csatlakozd elemre nézve azonosak, azonban az
elemek lokalis koordinatarendszerében mas-mas vetiiletekkel rendelkezik. Példaul a 3. csomoépont
globalis Y tengely iranyaban torténé elmozdulasa a 2 -3 elem esetén tengelyiranyd, az 1-3 és
3 -4 elemek esetén pedig arra merdleges komponenst jelent. Felfoghato gy is, hogy a globalis
elmozdulasvektort az elemi vektorok levetitésével kapjuk (a tagok Osszegzése nélkiil), viszont a
gyakorlatban erre a miiveletre sem keriil sor: a peremfeltételként eldirt elmozdulasokat a globalis
rendszerben adjuk meg és az ismeretlen elmozdulasokat szintén ott szamitjuk ki.

Végsd soron az elemi matrixok és vektorok egy globalis
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{F} =[K]-{D} (1.47)
linedris egyenletrendszerhez vezetnek, melynek megoldasat az
{D}=[K]"-{F}=[H]-{F} (1.48)

Osszefliggés adja.

A tekintett példaban a szerkezet alatdmasztasat jelentd peremfeltételeket, a megfeleld D, =0
alaka egyenléségeket is be kell vezetnlink: az 1. ¢és a 8. csomopontok lekotése miatt
D,,=D,, =Dy, =D;, =0. Ezeknek a peremfeltételeknek a bevezetése a megfeleld sorok és
oszlopok torlésével egyenértékil.

Az éltalanositott feladat peremfeltételei a csomoponti er6k mellett az elmozdulasok eldirt
z€rotol kiillonbozo értékeire is vonatkoznak. Ekkor az eldbbiektdl eltérden az egyenletrendszerbdl a
megfeleld sorokat és oszlopokat nem tordlhetjiik. Az eldirt elmozduldsokkal a strukturalis
egyensulyt kifejezd egyenletrendszer a kovetkezé modon oszthaté fel:

Kl,l K1,2 . Dn — Fe (1 49)
K2,l K2,2 De Fn ’ ‘

ahol az n a nem ismert, e pedig az eldirt értékekre vonatkozik. Az elmozdulédsok eldirt értéke lehet
z¢érd (rogzitett szabadsagfok) vagy attol kiilonbozé. Az erdvektor {F,} tagjait az ismert terhelés

1,x

alkotja (beleértve a nulla terhelést jelentd tagokat is), az {F, } tagok pedig az alatdmasztasi

pontokban fellépd ismeretlen reakciderdket jelentik.
A megoldas érdekében az 1.49. egyenletrendszert két részre osztjuk:

[K,,]-{D,} +[K,,]-{D,} ={F,},

(1.50)
[KZ,I] ' {Dn} +[K2,2] ' {De} = {Fn}
Ekkor az eldirt elmozdulasokkal az els6 egyenlet a
[K,,1-{D,} ={F,} —[K,,]-{D } = {F,*} (1.51)

formara hozhatd, melynek megoldasa az ismeretlen elmozdulasok {D,} vektorat adja. Az {F }
reakcider6k a masodik egyenletb6l szamithatok, az eldzetesen meghatdrozott {D, } vektor

behelyettesitésével.

Az egyenletrendszerek megoldasanak létfeltétele a strukturalis merevségi matrix
megfordithatosdga. [K] nem lehet szinguldris, mely feltétel, hacsak az elemzett szerkezet nem
mechanizmus, valddi struktirak esetén mindig teljestil.

A lineédris egyenletrendszer klasszikus megoldasi modja a Gauss-féle eliminacio.
Algoritmikusan néhany egymast kovetd 1épés, a normalizalas, redukalas és visszahelyettesités
segitségével irhato le.

Matrixos megfogalmazasban a miiveleteket a szerkezet kiterjesztett merevségi matrixan
végezzilk el, ahol a kiterjesztett matrix utolsd6 oszlopa az erdvektor elemeibdl all. Egy n
szabadsagfoku rendszer kiterjesztett matrixanak n sora és n+1 oszlopa van:

Kl,l K1,2 Kl,n Fvl
K, K,, .. K,, F, (152)
Kn,l Kn,Z Kn,n Fn
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Az els6 muvelet az elsd sor normalizalasa: az elsd sort végigosztjuk az elsd elemével, mialtal
az elsd elem, K|, értéke egységnyi lesz. Az osztds lehetséges, mivel a merevségi matrix diagonalis
elemei zéronal nagyobb szamok.

Az igy beosztott sort a tobbi sor elsé elemével beszorozva és abbol kivonva az elsé oszlop
tobbi elemének helyén zérokat alakitunk ki, ez a redukalas. Az els6 normalizalas és redukalas utan a
kiterjesztett matrix a kovetkezoképpen néz ki:

1 (K,,/K,)) (K., K,) (F/K)
0 (Kz,z _KZ,I 'Kl,z /K1,1) (Kz,n _KZ,I ’Kl,n /K1,1) (F, _KZ,I - /K1,1) (1.53)
0 (Kn,Z _Kn,l 'Kl,z /Kl,l) (Kn,n _Kn,l 'Kl,n /Kl,l) (Fn _Kn,l F; /Kl,l)

Legyen példaul a

12-D,+3-D,+2-D; =25
5-D;+2-D,+6-D, =23
2-D+D,+3-D; =11

egyenletrendszer
12 3 2 25
5 2 6 23
2 1 3 11

kiterjesztett matrixa. Az els6 normalizalas ¢s redukalas utan ez a kdvetkezoképpen fog kinézni:

12/12) (3/12) (2/12) (25/12)
(5-5-12/12) (2-5-3/12) (6-5-2/12) (23-5-25/12)|=
(2-2-12/12) (1-2-3/12) (3-2-2/12) (11-2-25/12)

1 025 0.16667 2.08333
=10 0.75 5.16667 12.58333]|.
0 05 266667 6.83333

A normalizalast és a redukalast a kdvetkezd sorokkal folytatjuk mindaddig, mig a f6atlon
minden elem egységnyi lesz:

1 a, .. a, b
0 1 .. a, b

o (1.54)
0 0 1 b

A fenti példankat igy folytatvan a kovetkez6 alakhoz jutunk:

1 025 0.16667 2.08333
0 I 6.88889 16.77777 |.
0 0 1 2
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Ezutan alulrél felfele haladva soronként visszahelyettesitiink. E16szor az utols6 sort a felette
levé sorok utolsoeldtti elemeivel beszorozva azokbol levonjuk, igy az utolséeldtti oszlop
nemdiagonalis tagjai zérok lesznek:

1l a, .. 0 b-b,-a,

0 1 .. 0 b—b,-a,, (1.55)

0 O 1 b

A szemléltetd példa tehat igy folytatodik:

(1-0-1.66667) (0.25-0-0.16667) (0.16667—-1-0.16667) (2.08333—-2-0.16667)
(0—0-6.88889)  (1—0-6.88889)  (6.88889—1-6.88889) (16.77777—2-6.88889) |=

0 0 1 2
1 025 0 1.75
=0 1 0 3
0o o0 1 2

A miiveletet felfele haladva addig ismételjiik, mig a kiterjesztett matrix bal oldalan az nxn -
es egységmatrix jelenik meg. Ekkor az utolsé oszlop a keresett megoldast, a csomoponti
elmozdulasokat tartalmazza:

1 0 0 D
0 1 0 D,
(1.56)
0 0 1 D,
Példankban:

1 0 0 1

01 0 3

0 01 2

1.2.8. Els6- és masodrendt ismeretlenek

A struktira egyensulyat kifejez0 linearis egyenletrendszer megoldasa az elsérendii
ismeretleneket: a csomopontok elmozdulasat és a reakciderdket adja. A szerkezet szilardsagtani
leirdsanak szempontjabol ezek a mennyiségek kevésbé hasznosak, mivel onmagukban nem
nyujtanak informaciot a szerkezet elemeiben fellép6 fesziiltségallapotrol.

A csomoépontok relativ elmozdulasabol az elemek alakvaltozasat add elemi {d}
elmozdulasvektorok az 1.37. formaju inverz transzformaciéval a {D} vektor megfeleld elemeibdl
meghatarozhatok. Ezekkel az elmozdulasokkal az adott elem anyagi és geometriai jellemzdinek
figyelembe vételével, alatamasztasanak megfeleléen a maximalis fesziiltségek (o) és fajlagos
alakvaltozasok (e&) a Szilardsagtan modszereivel kiszamithatok, melyek a struktira allapotat
jellemzo mdsodlagos ismeretlenek.
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1.2.9. Az elmozdulas-mdédszer, mint a végeselem-modszer alapja

A ridelemekbdl allo struktarakra emigy felirt elmozdulas-modszer a végeselemes analizis
minden jellemzd elemét tartalmazza. Végsoé kovetkeztetésként elmondhatd, hogy az elmozdulés-
modszer matrixos leirdsa a végeselem-moddszer legegyszeribb forméaja, ugynevezett kozvetlen
megfogalmazasa. A ,kozvetlen” jelzd a strukturdlis egyensulyt kifejez6 egyenletrendszer
felallitasara, tehat a merevségi matrix meghatarozéasara vonatkozik, amely — az elemek viselkedését
kozvetleniil ismervén — egyszerii megfontolasok és torvényszeriségek alapjan torténik.

Az elmozdulas-mddszer rendkiviil hatékonynak bizonyult, hiszen segitségével, legalabbis
elvileg, barmilyen bonyolultsagi rudakbol allo szerkezetet konnyedén lehetett modellezni, mint
példaul az 1.12. abran lathatd tavvezeték-tartdoszlopot
is.

Felvet6dott tehat a modszer kiterjesztésének
kutatasa, a tobb dimenzids elemekbdl felépitett
szerkezetekre torténd alkalmazasanak és a mas jellegii
(nem szilardsagtani) feladatok megoldasanak céljabol.

Az egydimenzids elemekbdl allo struktirakhoz
hasonloéan az 1950-es évek els6 felében megprobaltak
tobbdimenzids elemekbdl allo struktarakat is hasonlo
modon, végeselemek segitségével elemezni (maga a
»végeselem” megnevezés csak késébb, 1960-ban
keletkezett). Az elsd probalkozasok intuitiv mérnoki
meglatas szerint torténtek, az els6 fontosabb
eredményeket 1953-ban tették kozzé.

A modszer hatékonysaga tovabb ndvekedett,
hiszen az idokozben elterjedt szamitogépek egyre
nagyobb egyenletrendszerek megoldasat tette lehetove.

1963-ban sziiletett meg az a felfedezés, hogy a
végeselem-modszer tulajdonképpen a variacids feladat
Ritz-Galerkin megoldasa egy tarsitott funkcional
minimalizalasaval, tehat a Courant altal 1943-ban
publikalt eljards megvalositdsa. A modszer elméleti
alapjainak kidolgozasa a végeselem-modszer egyéb
fizikai feladatokra vald kiterjesztését is lehetévé tette,
1965-ben mar hdovezetéssel és folyadékok szivargasaval i o
kapesolatos feladatokat oldottak meg vele. Hamarosana ~ 1-12- dbra. Az e”lm’ozdulas-modszer rel
dinamikus és a nemlinearis feladatok megoldasa is elemezhetd racsos szerkezet
megvalosult.
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1.2.10. A koézvetlen megfogalmazas egyéb alkalmazasai

A végeselem-modszer kdzvetlen megfogalmazasat a rangosabb szakkonyvek a fizika néhany
egyéb teriiletén is bevezetik. {gy példaul Klaus-Jiirgen Bathe ,,Finite Element Procedures” cimii
mivében a kdzvetlen megfogalmazas elvét kiillonbozé halozatokra is kiterjeszti, igy az egyenarami
korokre is. A tovabbiakban ezt a példat mutatjuk be, néhany modositassal.

Az elektromos halézatokat leird egyenleteket (Kirchhoff tdrvényeit) eredetileg tapasztalati
uton allitottak fel, de Maxwell egyenleteibdl is levezethetok. Egyenaramu kordkben az elsé vagy
csomoponti Kirchhoff-tdrvény (Kirchhoff aramtorvénye) szerint a haldzat barmely csomépontjaban
a be- ¢s kifolyé aramok algebrai 6sszege zEro:

>1,=0, (1.57)

k
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ahol a k index az elagazasi pontban csatlakoz6 agakra vonatkozik (a befoly6 aramokat rendszerint
pozitiv, a kifolyokat pedig negativ eldjellel veszik).

A masodik vagy huroktérvény szerint a barmely hurok mentén a bekapcsolt fesziiltségek
Osszege egyenld a fesziiltségesések Osszegével:

YU, =>1,R,, (1.58)

......

vessziik fel.
A halézatok tanulméanyozéasanal altalaban a beiktatott U, fesziltsegek €s az R ellenallasok

ismertek, a feladat pedig az /, dgaramok meghatdrozasa. Az ismeretlenek szdma egyenl6 az agak

szamaval. Grafelméleti eszmefuttatasok alapjan megallapithato, hogy ha a halézat n csomopontot
és m agat tartalmaz (barmely agat annak két végpontja egyértelmiien meghatarozza), akkor az
egymastol fiiggetlen hurkok szama, melyek legalabb egy uj agat tartalmaznak,

h=m-n+1l. (1.59)

Az utols6 csomodpontra felirt egyenlet az el6z6 n—1 kovetkezménye, azok linearis
kombinaciojaként allithatd eld. Innen kovetkezik, hogy a felirhaté fiiggetlen Kirchhoff-egyenletek
szama az agak szdmaval egyenld (az tehat 7+ n—1, az elobbi egyenletbdl kovetkezéen pedig az
éppen m -mel azonos).

Példanak tekintsiik az 1.13. abran lathato egyenaramu halozatot. A halozat harom hurkara és
ugyanannyi csomopontjara dsszesen hat egyenletet irhatunk fel:

I —UIZ—R3'14—R4'15_R1'16

IL.: U,=R;- I, +R, -1,

1L : U3—U2=R4-15+R5'13—R2'11’ (1.60)
I+1,—1,=0
I—1,~1,=0

3.: I, -1,-1;=0

mely egy linearis egyenletrendszer, ahol a hat 4garam ismeretlen. Az egyenletrendszert tomdrebb,
matrixos formaban is felirhatjuk:

0 0 0 -R -R, -R]| (I -U,

R, 0 0 R, 0 0 1, U,
-R, 0 R, O R, 0 I _ U,-U, ’ (1.61)

0O 1 0 -1 0 1 I, 0

-1 0 O -1 0 I
L0 0 -1 0 1 -1 ] 0
ami szimbolikusan:

[R]-{I}={U}. (1.62)

Az egyenletrendszer formailag hasonl6 a szilardsagtani feladatban felirt egyenlethez, azonban
egy lényeges kiilonbséget is észrevehetiink: az [ R] matrix nem rendelkezik a [ K] merevségi matrix
jellegzetes tulajdonsagaival (azaz nem szimmetrikus és a féatldjan zérusok €s negativ mennyiségek
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is vannak). Az egyenletrendszer megoldasakor tehat nem alkalmazhatjuk azokat az eljarasokat,
amelyek e tulajdonsagok meglétére alapoznak.
A Kirchhoff-egyenletek kozvetlen alkalmazasanak hatranya az [R] matrix altalanos

formajabol ered, mely a megoldas algoritmizalasanak bonyodalmaihoz vezet. Egy egyszer(ibb
megoldast a fiktiv J, hurokdramok felhasznélasa kinal (1.14. abra).

A J, hurokaramot gy tekintjiikk, mint az adott i hurokban koérbefolyd aramot. Két (vagy

tobb) hurok kézos agan az effektiv aramot az egymasra tevodo hurokaramok dsszege adja, ahol az
Osszegzésnél figyelembe vessziik a hurokaramok kijeldlt iranyat is.

R
|I r—lw
|I

| I
@

2 I
ny @
@2

4

1.13. abra. Egyendaramu halozat (példa)
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3 L
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L% mo 5
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1.14. abra. A hurokaramok

Az el6bbi aramkor harom hurkara a kdvetkezd egyenletrendszert irhatjuk fel:

L:  —U =R -J +R,-(J,=J)+R,-(J, = J,)
I.: U,=R,-(J,—J,)+Ry-(J, - J,) : (1.63)
ML: U,-U, =R, -J,+R,-(J,—J,)+R,-(J, - J,)

ahol az ismeretlen ezittal a harom hurokaram. Tomorebb formaban:
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R +R,+R, —R, -R, J, -U,
- R, R, + R, - R, <Jyr=y U, ¢, (1.64)
J

amit most is
[R]-{J} ={U} (1.65)

formaban altalanosithatunk. Az egyenletrendszer egyiitthatéinak [R] matrixa, az ellendllas-matrix
most szimmetrikus és féatlojan mindig pozitiv értékek helyezkednek el, tehat a linearis struktarak
sztatikajanak végeselemes elemzésében hasznalatos modszerekkel oldhatdo meg. Ha az
egyenletrendszert az [R] matrix inverzének kiszdmitasaval oldjuk meg, akkor ellenallas-matrix
kapott inverze az [S] vezetoképesség-matrix lesz.

A hurokaramokkal az dgaramok a kijelolt iranyoknak megfelelden osszegezve

I =J,-J, I,=J,
L=J, I,=J,-J,. (1.66)
I=J,-J, I, =-J,

A hurokdramok modszerének mint a végeselem-modszer kdzvetlen megfogalmazasanak
alkalmazasa tehat a kovetkez6 1épésekkel irhato le:

a). Kijeloljiik az dgaramok és a hurokdramok mérdiranyat. Az egyszertiség kedvéért mutasson
az agaram az alacsonyabb sorszamcsomoépont fel6l a magasabb sorszdmu csomoépont fele, a
hurokaramok pedig azonos korbejarasi iranyba (példaul 6ramutat6 jarasaval megegyezo iranyba).
b). Osszeallitjuk az [R] ,,merevségi” matrixot. Ennek elemei:
— R, az i hurok mentén taldlhato ellenallasok 6sszege, barmely i -re;
— R, =R, az i ésa j hurok kozos agai mentén talalhato ellenallasok 6sszege barmely

i # j-re, ahol, ha az aramok egymassal ellentétes iranyban folynak a megfeleld tagokat negativ
el6jellel vessziik.

c). Az {U} ,terhelés-” vektor Osszeéllitasa. Ennek U, eleme az i hurok mentén talalhatod
beiktatott fesziiltségek Osszege, ahol, ha a fesziiltség az aram kijelolt iranyaval ellentétes polaritasu,
akkor azt negativ eldjellel vessziik.

d). Az egyenletrendszer megoldasa a végeselem-modszerben alkalmazott eljarasokkal.

e). Az agaramok kiszamitasa a hurokaramok algebrai 0sszegzésével.

Ez az eljaras a Bathe-konyvben bemutatottal szemben a végeselem-moddszer kdzvetlen
megfogalmazasaval azonos, amikor a merevségi matrixot (jelen esetben az ellenallasok matrixat)
kozvetleniil, a szerkezet (aramkor) sémaja alapjan allitjuk fel. Megjegyzendd, hogy e szamitasi
eljarasnak a végeselem-modszerrel torténd azonositasa egy kissé erdltetett, mivel az [R] matrix

felépitésének modja alapvetden kiillonbozik a [ K] matrixétol.
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2. A VARIACIOS MEGFOGALMAZAS
2.1. A megoldando feladat

Altalanossagként elmondhatjuk, hogy a végeselem-modszer tulajdonképpen egy O
tartomanyon felirt

{A(0)} = {4,(9)} = {0} 2.1)
differencialegyenlet-rendszer megoldasa bizonyos, a tartomany I peremén el6irt
{B(9)} =1{B(9)} = {0} (2.2)

feltételek mellett (2.1. abra).

{B(p)} = {0}

— T

2.1. dbra. A tanulmanyozott feladat

Ahhoz, hogy a végeselem-modszer elvét konnyebben megeértsiik, két konkrét alkalmazassal
fogjuk illusztralni az altalanossagokat. Az els6 példa a szilardsagtani feladat megoldasa lesz, a
masodik pedig az elektrosztatikai feladaté.

A szilardsagtani feladat

A kontinuum mechanikajanak alapvetd probléméja a testre hatd erdk hatasara kialakuld
fesziiltségallapot és deformacios allapot kiszamitasa, a megadott peremfeltételek mellett. E feladatot
harom szempont szerint megallapitott egyenletek irjak le.

g, =ouldx, y, =y, =0u/dy+dv/ox,
g,=0v/0y, y,,=Y.,=0v/0z+dw/0y, 2.3)
g, =0w/0z, vy,=7,=0w/0x+0ul/oz,

ahol u, v és w atérbeli d elmozdulas x, y és z tengelyre esd vetiiletei. Ezeket az egyenleteket
egy megfelelden felépitett [0] operator-matrixszal a rovidebb

{e} =[0]-{d} (2:4)

formara hozhatjuk.

Egy rugalmas test esetén a térfogati f,, f, €s f, er6k (a térbeli f° erd vetiiletei) s a fellépd
normalfesziiltségek egyensulyat adé Navier egyenletek, valamint a nyirofesziiltségek dualitasat
kifejez6 azonossagok a feladat sztatikai aspektusat irjak le:
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L+ —+ = — - Ty =T
ox 0y 0z /. T
do, Ot, Ort, P 2.5)

+ —+ — =7, T =T, .
0y O0x 0z ’ ]
ot

802+8rzx+ 2 __f, =1,
0z Ox 0y 7 !

Az el6bbi operatorral ezeket az egyenleteket

{fi=-101" -{o} (2.6)

formara hozhatjuk.
A fizikai aspektust, a fesziltségek és a deformaciok kozotti Osszefliggéseket Hooke
altalanositott térvénye adja, izotrop, linearisan rugalmas anyag esetében:

€ —l'[c -v-(c,+0,)] _lo
X E x y z/d» ’Y)Cy G ’
€ —l'[c -v-(c,+0)] _lx (2.7)
y E ¥y z X s sz G s .
1 T
g =—-|l0.—V-(O_+0 N - = 2 5
z E [ V4 ( X y)] y G

ahol az anyag szilardsagtani tulajdonsagait leird6 £ Young-modulusz, v Poisson-egyiitthat6 és a G
nyirasi modulusz ko6zott fennall a
E

relacio. Ezeket az egyenleteket is felirhatjuk matrixos formaban:
{o} =[E]-{&} . (2.9)

A harom aspektus egyenleteit (2.4, 2.6 ¢és 29) kombindlva egy Ujabb
differencialegyenletekb6l allé rendszerhez jutunk, mely az erdk és az elmozdulasok kozotti
kapcsolatot adja:

{f}=-01" -[E]-[0] d} . (2.10)

Az elektrosztatikai feladat
A Maxwell-egyenletek az elektromagneses tér jelenségeit leird, a tapasztalaton alapulo
Osszefiiggések. Bar tobbféle formaban irhatok fel, legtobbszor az aldbbiakban ismertetett
megfogalmazasukkal talalkozhatunk:
oD

rot H=J+— (2.11)
ot

(Ampere torvénye: a mozgo6 toltések és a valtozo elektromos tér magneses teret hoz 1étre);

rotE:—a—B (2.12)

ot

(Faraday torvénye: a valtozo magneses tér elektromos teret hoz 1étre);
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divB=0 (2.13)
(a fluxusmegmaradas térvénye: nem léteznek magneses toltések, egypolusok);
divD=p (2.14)

(Gauss torvénye: az elektromos teret az elektromos t6ltés hozza 1étre).

Felsorolasukat a kozegek hatasat leird egyenletekkel és az energiamérleg egyenletével
szoktak kiegésziteni.

Tekintsiik azt a stacionarius esetet, amikor minden mennyiség idében alland6. igy a 6/01¢
operator szimbolikusan zéroval helyettesitheté és a J aramsiriiség is el fog tinni. Ekkor a
Maxwell-egyenletek két fiiggetlen csoportra oszthatok fel: egyrészt az elektrosztatika egyenleteire,
masrészt a magnetosztatika egyenleteire.

Amennyiben feltételezziik, hogy a kozeg (a dielektrikum) nem polarizalodik, akkor a
kovetkezd egyenletek fogjak leirni az elektrosztatikai feladatot:

rot E=0
divD=p, (2.15)
D=¢-FE

ahol a harmadik egyenlet a kdzeg hatasat veszi figyelembe.

Konnyebb azonban ezeket az egyenleteket 6sszevont formajukban hasznalni. E stacionarius
esetben, mivel az E térer0sség-vektor orvénymentes (rotaciovektora nulla), azt egy skalaris U
(elektromos) potencialbdl szarmaztathatjuk:

E =-grad U (2.16)

(ez az Osszefliggés a 2.15. rendszer elso egyenletét helyettesiti).

A tekintett esetben D fluxussiiriséget az E térerdsséggel az € permittivitas koti 0ssze (az
egyenletrendszer harmadik tagja). D divergenciaja, az egyenletrendszer masodik tagjabol, az
elébbiek alapjan

—div(e-gradU) =p, 2.17)

mely egyenlet a 2. 15. egyenletrendszer dsszevont formajanak tekinthetd.

Mindkét példaban tehat a tanulmanyozott jelenségeket differenciadlegyenletek irjak le. Az
A(p)-vel szimbolizalt egyenletek az elsd példaban a harom aspektus egyenletei (koztiikk vannak
algebrai egyenletek is), melyeket a 2.10. forméaban is dssze lehet vonni, a masodik esetben pedig
vagy a vektorialis 2.15. egyenletek, vagy pedig az azokbdl szarmaztathat6 a skalaris 2.17. kifejezés.
A keresett megoldas-fiiggvény az elsO esetben a vektorialis d elmozdulas, a masodik esetben pedig
a skalaris U potencial lesz. E fiiggvényekbdl az egyenletekben szerepld egyéb mennyiségek (igy a
fesziiltségek ¢és a fajlagos deformaciok, illetve a térerdsség €s az eltolas) mar konnyen szamithatok.

A differencialegyenletek megoldasahoz sziikséges 2.2 peremfeltételek kozott altalaban harom
tipust kiilonboztetnek meg:

1. a Dirichlet-féle ,,esszencialis” peremfeltételeket, melyek a keresett megoldasfiiggvény
értekét irjak el a tanulmanyozott tartomany bizonyos részein:

(P|r]:aa Iel, (2.18)

ahol az a mennyiség az adott I', részen definidlt fiiggvény is lehet (ezek a részek nem kell
sziikségszeriien a tartomany geometriai peremén legyenek).
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2.a Neumann-tipusi ,természetes” peremfeltételeket, melyek a megoldasfiiggvény
valtozasanak mértékét (valamely derivaltjat vagy példaul a gradiensét) irjak eld. Ezt a valtozast
rendszerint a peremre merdleges iranyban adjak meg:

o0Q

| =b TieT. (2.19)

r,

A fizikai jelenségeket leir6d differencialegyenletek esetében e mennyiségeknek jol meghatarozott
jelentésiik van.

3. a Cauchy-féle peremfeltételeket, melyek egyszerre irjak eld a fiiggvény értékét és a
fliggvény valtozasanak mértékét is:

o9

c1~(p+c2‘a— =c, I,el. (2.20)

I
Ezt a tipust szoktak még ,,vegyes”-nek is nevezni.

Ahhoz, hogy a feladat megolddsa matematikai szempontbdl determinalt legyen, e feltételeket
a perem teljes egészén meg kell adnunk.

Mint lathato, a Dirichlet-féle peremfeltételek algebrai egyenletek, azonban a Neumann- és
Cauchy-peremfeltételek differencidlegyenletekhez vezethetnek.

A tovabbiakban lassuk a tanulmanyozott két feladat peremfeltételeit.

A szilardsagtani feladat

A Dirichlet tipusu peremfeltétel a d elmozdulast irja eld: a szerkezet bizonyos pontjainak
adott iranyt elmozduldsat meggatolhatjuk (az eldirt elmozdulds zérus), vagy pedig annak
valamilyen értéket adunk (példaul a tamasz megereszkedésekor).

A Neumann-féle peremfeltételek a szerkezetre hatdé p kiils6 nyomast vagy feliileti er6t irjak
eld; a peremeken a fesziiltség e nyomassal vagy erdvel kell egyensulyban legyen.

Mindkét feltétel vektorialis egyenletekhez vezet.

Cauchy-féle vegyes peremfeltétel ez esetben a megadott formaban nem irhato fel, ugyanis a
két egyszert feltétel altal eldirt mennyiségek (a kiilsé erdk és az elmozduldsok) egymastol nem
fiiggetlenek. Van azonban a szilardsagtani feladatnak egy harmadik tipusu peremfeltétele, amikor
bizonyos pontokban a kiilsé reakciderd az elmozdulas kozotti kapcsolatot hatarozzuk meg: ez a
rugalmas alatamasztasok esete.

/ Flel":d\n:dl

erl":c;j~nj|r2:p,~2\ F:Flul"z

2.2. d@bra. A szilardsagtani feladat peremfeltételei

Az a kitétel, mely szerint az egyértelmii megoldas érdekében a perem teljes egészén meg kell
adnunk valamilyen tipusu feltételt, nem mond ellen az eldbbi fejezetben megallapitottakkal. Ott
ugyanis a peremfeltételeket adott erd vagy adott elmozdulds formajaban értelmeztiik €s igy voltak
olyan peremrészek is, ahol explicit médon nem irtunk el6 semmit (példaul nem rogzitettiik és nem
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irtunk el6 ottan hato kiils6 er6t sem). Ezzel azonban mégiscsak eléirtunk valamit: a perem ,,szabad”
részein, ahol sem az er6t, sem az elmozduldst nem irtuk eld, tulajdonképpen nulla nagysagu kiilsé
erdk hatnak és ott tehat Neumann-tipusu peremfeltételek érvényesek.

Az elektrosztatikai feladat

A Dirichlet-peremfeltételek az U potencial értékét irjak eld: a tanulmanyozott tartomany
peremének bizonyos részein a potencial értékét ismertnek tekintjiik.

A Neumann-peremfeltételek a perem bizonyos részein levo o tdltéseloszlast hatarozzak meg.
E feliileti toltés a potencial irany szerinti derivaltjaval hozhato kapcsolatba.

Mindkét feltétel skalaris egyenletekhez vezet.

Cauchy-féle vegyes peremfeltétel ez esetben sem irhatd eld, viszont most is 1étezik egy
specialis peremfeltétel: a perem egy bizonyos részén eldirjuk a potencial allandosagat, anélkiil,
hogy magat a potencial értékét is eldirnank. Ez az eset az elektrosztatikus térbe helyezett elszigetelt
vezetd targyakra vonatkozik, melyek feliiletén a potencial allando lesz.

/ F] el: U|r1:U1

Iyel:eoUlnm=0, —_ r=r,ur,

2.3. abra. Az elektrosztatikai feladat peremfeltételei

Akércsak a szilardsagtani feladat esetében, a feltételeknek a teljes peremre vald eldirasanak
sziikségessége most sincs ellentmondasban a gyakorlattal: ott, ahol a potencidlnak nincs eldirt
érteke ¢és elektromos toltésiink sincs, ott tulajdonképpen zérus nagysagu feliileti t6ltésrol
beszélhetiink (tehat Neumann-tipusu feltételiink van).

2.2. A feladat megolddsanak lehetdségei

A 2.1.-2.2. egyenletrendszerek altal leirt feladat analitikus megoldasa (a ¢, fliggvények

kiszamitasa) csak néhany igen egyszerli esetben lehetséges, ezért altalaban valamilyen kozelitd
modszert kell alkalmaznunk.

Az egyik ilyen lehetdség a végeselem-modszer a varidcios eljardsa, mely a fenti
egyenletrendszer megoldasat ado ¢, fiiggvényeket ugy hatdrozza meg, hogy azok egy tarsitott (a

feladattal asszocialt) £ skalaris funkcional minimumahoz vezessenek:
OF =0. (2.21)

Ennek az eljarasnak az alapelvét bizonyos fizikai észrevételek alkotjak: az emlitett
differencialegyenletek kozvetlen megoldasa helyett egy masfajta egyenletet oldunk meg, amely
ugyanazt a fizikai jelenséget irja le, de mas szemszogbol. Az egyik feladatnak a masikkal torténd
kivaltasa, a tarsitott £ funkcional mibenlétének megallapitasa tehat nem egy matematikai levezetés
eredménye, hanem a tanulmanyozott jelenség fizikai térvényeire alapoz.

Ezen eljaras alapotlete a szilardsagtani feladat megoldasara tett kisérletek soran meriilt fel. A
tanulmanyozott testet ugyan a harom felsorolt aspektus egyenleteivel is leirhatjuk, de ugyanakkor
azt is tudjuk, hogy nyugalmi egyensulyi helyzetében e test potencialis energidjanak minimuma van.
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E potencialis energia felirdsaban az ismeretlen elmozduldsokat ado fiiggvény is megjelenik, melyet
a 2.21. minimumfeltételbdl hatarozunk meg.

Az E funkciondl mibenléte tehat az elemzett feladat jellegétol fligg. Fizikai jelentését
tekintve lehet példaul valamilyen potencidl vagy potencidlis energia, attdl fiiggéen, hogy milyen
mennyis€g stacionarius értéke fejezi ki az egyensulyi allapotot.

Az E funkciondl altalanos alakja az

oQ o¢
E=|F(p,—,.)dQ+|G(p,—,...) dI 2.22
i (9.5 ) j (9.5 ) (2.22)

integral-kifejezéssel adhaté meg, ahol az F és G operatorok argumentumai az ismeretlen @
fliggvény és annak kiilonboz0 derivaltjai. Az 0sszeg két tagja a tanulmanyozott tartomanyon, illetve
annak peremén van értelmezve. Konkrétabban mindezt tovabbra is a szilardsagtani és az
elektrosztatikai példan keresztiil fogjuk tanulmanyozni, mivel mindkét fajta feladat lehetévé teszi a
variacios eljaras alkalmazasat.

A szilardsagtani feladat
Ez esetben az egyenstlyi allapot a potencidlis energia minimumahoz kothetd, a feladathoz
tarsitott funkcional tehat a struktura potencidlis energidja lesz:

E, =%-j{s}T {odV + [{e}" (o, dV - [} - {f}dV - [} - (p}d S -
V v v s (2.23)
~[idy" tqydi-3d, - F,.

E kifejezésben az elso integral a deformacids energiaval, a masodik integral a szerkezetben
esetleg jelen levé o, kezdeti fesziiltségekhez kothetd deformécios energidval, a harmadik és a
negyedik tag pedig a térfogati, illetve a feliileti er6k mechanikai munkéjaval egyenld. Térfogati erd
példaul a gravitacios erd (a szerkezet sajat sulya), mig a feliileti erdket a struktarara hato kiilsé erdk
alkotjak. Ha vonal mentén eloszld ¢ erdket is tekintlink (ez egy idealizalt terhelési forma), akkor
természetesen a mechanikai munkajukat add tagot is szamitasba kell venniink. Amennyiben
idealizalt F koncentralt er6kkel is dolgozunk, akkor e képletet ki kell egésziteniink ezen erdk
deformacios elmozduldsokbol szarmazo munkajanak 6sszegével is.

Az elektrosztatikai feladat
A variacios eljaras extremalis elve kiterjeszthetd az elektrosztatikus terek tanulmanyozéasara
is, ekkor a tanulmanyozott funkcional

E:%-Ja-(gradU)z dV—jp-U dV—jc-U dS—jq-U d->0,-U, (2.24)
v v N / i

lesz, amely a kdvetkezd energia-jellegli tagokat foglalja magaba: az els6 tag az elektromos tér
energidja, a tovabbi tagok az elektrosztatikus térben elhelyezett p térfogati, o feliileti, illetve ¢
vonalmenti toltéssiiriségek (az azt el6idézd toltésmennyiségek) potencidlis energiaja, végiil az
utols6 tag a O pontszeri toltések potencialis energiaja.

Bebizonyithato. hogy ha E a 2.1. egyenletrendszerrel leirt problémahoz tarsitott funkcional,
akkor a 2.2. peremfeltételek figyelembevételével a stacionaritast adé 2.21. egyenlet a keresett

------
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SE = [ (50} - 14(9)} dQ+ [ {80} - {B(9)} dT =0. (2.25)

Ezen matematikai megfogalmazas gyakorlatba {iltetése, a OF variaci6 analitikus Gton torténd
kiszamitasa azonban nehézségekbe litkozik.

Legyen egy skalaris valtozoju f(x) fiiggvény. Ha e fliggvény széls6értékeit (kozottik a
minimumat) keressiik, akkor azokat az f'(x) =0 egyenlet megoldasaval kapjuk meg. A fliggvény
derivaltja egy adott x, koordinatdju pontban értelmezés szerint a kovetkezd hatarértékkel egyenld:

Fi(x,) = lim L= f ) e SO+ AY) = Fxg)

X=X, B xo Ax—0 Ax

(2.26)

Legyen egy f(¢) funkcional, melynek ¢ argumentuma 4altalanos esetben valamilyen
figgvény is lehet. Ekkor a funkciondl szélséértékeihez, igy a minimumahoz vezeté ¢ fiiggvény

------

2.26 derivalttal azonos mddon értelmezik:

Sf((Po) = lim M = lim f((Po +8(P) _f((Po) ) (2_27)
N 9= 200 ¢

A derivalt és a variacio definicidi kdzotti hasonlosag azonban megtévesztd, ugyanis amig egy
skalaris x mennyiség zérohoz tartdé Ax valtozasat konnyen magunk elé tudjuk képzelni, ugyanezt

A stacionaritast kifejez6 egyenletet teljesité ¢ fiiggvénynek analitikus kiszamitasa
legtobbszor lehetetlen feladat, éppen ezért kozelitd eljarasokat kellett keresni. Igy felmeriilt az az
otlet, hogy az egzakt, analitikus megoldast ad6 ¢ fliggvény helyett egy kozelito,

o= ¢=N,(x,y,z)-a,+N,(x,y,z)-a, +...+ N, (x,y,2)-a, (2.28)

formaju megoldasfiiggvényt kell keresni, ahol az N, fiiggvények egymastol fliggetlen, ismert
matematikai kifejezésli bazisfiiggvények, az a, mennyiségek pedig fliggetlen paraméterek, valos

srcr

kiszamitasa pedig a 2.26. formaju derivaltak kiszamitasara vezetodik vissza.
Szemléltessiik mindezt egy ismert példat tekintve. Fourier tétele alapjan barmely [0,77]

intervallumon értelmezett g(¢) fiiggvény tetszoleges pontossaggal megkozelithetd a

g(t):%"+2(an-cosn-oo-t+bn-sinn-oo-t) (2.29)

n=1

Fourier-sorral (a tételben tulajdonképpen egy T periddusu fiiggvény megkozelitésérdl van szd). A
szinusz €s koszinusz fiiggvények egymasba atalakithatok, igy a 2.29. Osszefiiggés felirhatd csak
szinusz (igy a 2.4. abran) vagy csak koszinusz fiiggvények segitségével is.

Bar a tétel végtelen sok harmonikus &sszetevot iranyoz eld, a Fourier-sorok alkalmazasanal
megelégsziink az els6 néhany tag szamitasba vételével. A pontossadg a tagok novekvo szamaval
egyiitt emelkedik, kivéve azokat a pontokat, ahol a fliggvény nem sima (ahol az elsérendt derivalt
ugrasszerlien valtozik) — ez az észrevétel a Gibbs-féle jelenség néven ismeretes.

A gyakorlatban egyszertiségiik miatt altalanosan elterjedt az interpolaciés polinomok
hasznalata, ekkor az N, bazisfiiggvények az x, y és z koordinatdk kiilonb6z6é hatvanyainak

szorzatai.
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2(h) a kozelités nagyszamu tag szamitasbavételével

ya 1\ a kozelités harom szinuszos taggal

2.4. abra. Négyszog-hullam kézelitése Fourier sorral

Az E funkciondl a kozelité fliggvények hasznalata esetében tehat csak az a; paraméterektdl
(altalanositott koordinataktol) fiigg, a stacionaritas feltétele pedig a

8E:a—E-6al+a—E-8a2+...+a—E-8an=0 (2.30)
a, da, oa

n

.....

fenti egyenléség csak akkor 4all fenn, ha

oF
oa,
0E
0E
Rl = {0}, 2.31
{8(1} oa, {0} (2.31)
OE
oa,

ugyanis a da, varidciok ugyan kicsik, de zérotol kiilonboznek. Ebbdl az egyenletrendszerbdl az a,

altalanositott koordinatak, tehat végsd soron a feladat kozelité megoldasat ado fiiggvény
meghatarozhatd. Ez a megoldasi mod Rayleigh-Ritz modszer néven ismeretes.

Bebizonyithatd, hogy ha az E funkcional kifejezésben szerepld F ¢és G operatorok
argumentumait egy polinomidlis ¢ fiiggvény és annak maximum masodrendii derivaltjai alkotjak

(E ,kvadratikus”), akkor az eldbbi egyenletrendszer linearis lesz:

{Z—E} = (K] {a} ~ (R} = {0}, 232)
a

ahol az analdgia az el6bbi fejezetben felirt 1.47. egyenletrendszerrel teljesen nyilvanvalo.
A Rayleigh-Ritz moédszer N, bazisfiiggvényei a teljes Q tartomanyon értelmezettek és
folytonosak. Emiatt a kihangstlyozottabban valtozo ismeretlen ¢ fiiggvények megkozelitésére

alkalmas bazisfiiggvények megvalasztasa egy igen kényes feladatta valhat. Egy tal alacsony foku
polinom ,kisimitja” az eredményt, egy til magas foku polinom pedig a két fiiggvény (¢ ¢és a
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kozelitd ¢ ) egyezésének megfeleld pontok kdzott nagy eltérésekhez, ingadozasokhoz vezethet (ez
Loverfitting”, tlzott egyeztetés néven ismeretes). Ezt a két esetet a 2.5. abra szemlélteti.

X
—

V-

2.5. abra. A rosszul megvdlasztott kozelito fiiggvény hatdsa

A Rayleigh-Ritz modszer ezen hatranyanak kikiiszobolésére a teljes € tartomanyt olyan kis
o, résztartomanyokra osztjuk fel, amelyeken a ¢ fliggvény valtozdsa nem erdteljes (2.6. abra).

Ekkor a ¢ megoldasfiiggvényt az o, résztartomanyon definialt ¢, fliggvényekkel, darabonként

kozelitink meg. Rendszerint minden egyes résztartomany felett ugyanolyan felépitésii kozelitd
figgvényt haszndlnak, s ezzel a megalkotand¢ algoritmus sokat egyszertisodik.

Vi

. (B} = {0}

— T

2.6. abra. A tanulmanyozott tartomadny résztartomanyokra osztasa

A kozelito fiiggvényeket ado bazisfiiggvények megvalasztasaban bizonyos kritériumokat kell
szem el6tt tartani. A szamitasok elvégzésének megkonnyebbitéséhez a kozelito fiiggvény felépitése
minél egyszertibb kell legyen — legtobbszor a linedris kozelitéssel is megelégsziink.

Ugyanakkor, a konkrét feladattol fiiggéen, a résztartomanyok k6zos hataran bizonyos
folytonossagi feltételeket is el6 kell irni (2.7. abra). E folytonossagi feltételek rendszerint a kozelitd
fliggvényre ¢€s ritkabban esetleg annak elsd derivaltjara vonatkoznak: eléirjuk, hogy az egymassal
szomszédos résztartomanyok felett értelmezett kozelitd fiiggvények és derivaltjaik értékei a kozos
peremen azonos nagysaguak legyenek.

Az o, tartomanyok kiterjedésének meghatarozasanal a kozelités kivant pontossagat kell szem

elott tartani. Konnyen belathato, hogy minél kisebb résztartomanyokra osztjuk fel Q -t, annal jobb
lesz a keresett ¢ fiiggvény megkdzelitése is (2.8. abra).
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2.7. abra. Az ismeretlen fiiggvény interpoldlasa:

a.) a kozelité fiiggvény értéke a hatarfeliileten folytonos
b.) a kozelité fiiggvény és elsé derivaltianak értéke a hatarfeliileten folytonos

y

Y

a valadi fiiggvény

linearis kozelit6 fiiggvények

2.8. dabra. A kézelités pontossaga fiigg a felosztds finomsagatol

Az N, bazisfiiggvényeket tehat a résztartomanyokon definidljuk. Ekkor a 2.22. integrallal
megadott £ funkciondl a résztartomanyokon kiszamitott értékek dsszege lesz:

i=1

E:jFdQ+der=Zm:(deQ+derJ, (2.33)

o;
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ahol m a résztartomanyok szama, vy, pedig az o, résztartomany hatara, amint az a 2.6. dbran is

lathat6. E kijelentésnek megintcsak fizikai értelmezése van: a funkcional valamilyen skalaris additiv
mennyiséget jelent, mint amilyen a potencialis energia példaul.

A feladat ilyen jellegli megoldasa a Ritz-Galerkin modszer nevet viseli. A végeselem-modszer
a Ritz-Galerkin eljards azon egyedi esete, amikor a résztartomanyok (a végeselemek) feletti
interpolacioban specidlisan megvalasztott bazisfiiggvényeket alkalmazunk ¢és a folytonossagi
feltételeket csak a peremhez tartozo csomopontokban kell eldirni.

[

a). b). K ).

2.9. d@bra. Az eredeti geometria (a.), a végeselemekre osztott tartomany (b.) és
a diszkretizalas soran elkévetett hiba szemléltetése (c.)

A végeselem-modszer egy masik sajatossaga, hogy a végeselem geometridjat, pontjainak
koordinatait is, kozelité fiiggvények segitségével irjuk le. Ebbol kovetkezden a végeselem alakja
nem lehet tetszéleges, hanem a valasztott kozelitd fliggvényekhez igazodik. A diszkretizalt
tartomany valddi hatarat ilyen modon a végeselemek megfeleld oldalfeliiletei vagy élei fogjak
helyettesiteni, melynek kdvetkezményeit a diszkretizalas elvégzésekor figyelembe kell venni (2.9.
abra). Linearis interpolacio esetén a végeselemek élei egyenesek lesznek.

Azokat a végeselemeket, amelyek geometridjat ugyanazok a bazisfiiggvények adjak, melyek
az ismeretlen fiiggvényt is kozelitik, izoparametrikusnak nevezik.

Megjegyzendd, hogy az izoparametrikus végeselemeket hasznald programok algoritmusa
lényegesen egyszerlibb, de a magasabb foku interpolacid esetén a geometria izoparametrikus
megkozelitése a gyakorlati haszon szempontjabol gyakran folosleges szamitasokat visz be.

2.3. A tanulmanyozott tartomany diszkretizaldsa

Geometriai szemléletmodunk szorosan kotédik a harom koordinatatengellyel megadhato
vonatkoztatasi rendszerekhez. Ezekben a pontok mint kiterjedés nélkiili objektumok,
dimenzionélkiili elemként jelennek meg. A gorbéket egy, a feliileteket két, mig a testeket harom
méret segitségével irjuk le (még ha térbeli gorbékrol vagy feliiletekrdl is van sz6), igy egy-, két-,
illetve haromdimenzids geometriai alakzatokként fogjuk fel.

Barmely valddi szerkezet egy haromdimenzids, térbeli test. Végeselemes modellezése soran
haromdimenzios résztartomanyokra, végeselemekre osztasa elvileg mindig lehetséges, hiszen e
szerkezetek méretei soha nem infinitezimalisan kicsinyek.

Gyakran fordul el6 azonban egy olyan eset, amikor a tanulmanyozott szerkezet sajatsagos
formaval rendelkezik, példaul egyik-masik kiterjedése elhanyagolhato a tobbihez viszonyitva.

Példaul egy gépkocsi lemezekbdl Gsszeallitott karosszériaja egy haromdimenzios szerkezet,
azonban alland6 vastagsagu elemeit a kozépfeliiletiik egyértelmiien azonositja. E kozépfeliileten
barmely pont helyzetét két mérettel (dimenzidval) is le lehet irni. A harmadik méret, a vastagsag az
adott karosszériaelem minden pontjaban azonos, igy alland6 paraméternek tekinthetd.

Egy racsos szerkezet, mint amilyen egy daru karja, szintén egy térbeli szerkezet, melyet
egydimenzidsnak tekintheté elemek alkotnak. Az egyetlen dimenzidt az elem kozépvonala
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(tengelye) mentén mérjilk, a masik két dimenziéval megadott keresztmetszet mint paraméter
szerepel.

A dimenzidnélkiili végeselem példaul a merev testet helyettesitd tomegkdzéppont, mely a
mechanikéban hasznalt anyagi pont modelljének felel meg.

A modell dimenzidinak szamat csdkkenthetjiik abban az esetben is, amikor a hdromdimenzids
szerkezet vizsgalata leegyszeriisithetd valamely alkalmasan megvalasztott keresztmetszetének
tanulmanyozasara.

2.10. abra. Haromdimenzios rdcsszerkezet modellezése
egydimenzios végeselemekkel (részlet).
A végeselemek a struktiura elemeinek tengelyeihez igazodnak.

2.11. abra. Hiromdimenzios héjszerkezet modellezése
kétdimenzios végeselemekkel (vészlet).
A végeselemek a lemez kozépfeliiletéhez igazodnak.

A végeselemek alakja nem lehet tetszéleges: a gyakorlatban elterjedt formak az » -dimenzids
szimplex és az n-dimenzios hiperkubus, illetve azok elfajulo és sajatos esetei.

Az n-dimenzids szimplex az n dimenzidji legegyszeribb véges geometriai idom. A
geometriai dimenziok szamanak ndvekvd sorrendjében az egy szakasz, haromszog vagy tetraéder
lehet.
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Az n-dimenzios hiperkubus pereme a koordinatatengelyekhez igazodik, azok a dimenziok
novekvé szama szerint felsorolva a kdvetkezok: szakasz, négyszog, hexaéder.

2.12. abra. Haromdimenzios szerkezet modellezése kétdimenzios végeselemekkel.
A végeselemek a struktura egy keresztmetszetét kozelitik.

Az elemekre osztott n -dimenzids tartomany hatarfeliiletei #» —1 dimenzios tartomanyok. Ha a
végeselem egy n-dimenzids szimplex, akkor peremét n—1 dimenzidju szimplexek, ha pedig » -
dimenzids hiperkubus, akkor #» —1 dimenzi6ju hiperkubusok alkotjak. Két szomszédos végeselem a
kozos oldallapok, €lek €s csticsok mentén illeszkedik egymashoz.

A modellezés pontossaga a hald stiriségétdl (a végeselemek méreteitdl) is fiigg. A halo
stritésének az igényelt szamitogép-kapacitds és a szamitdsi id0 szab hatart, éppen ezért a
végeselemes hald egyenletes stiritése nem mindig a legmegfelelébb megoldas. A halod finomitasa
kiilonosen azokon a helyeken fontos, ahol a kozelitendd fiiggvény erdteljes valtozasa varhato
(példaul a fesziiltséggyiijtd helyeken), mig egyéb helyeken (példaul a peremektdl tavol esé belsd
tartomanyban) egy durvabb halo is kielégitd pontossagot ad. A valtozé finomsagh halo
alkalmazasaval a rendelkezésiinkre all6 szamitogép-kapacitast optimalisabban hasznalhatjuk ki.

A halo finomsagat tekintve nincsenek altalanos érvényl eldirdsok. Egy igényesebb
modellezés esetén a szerkezetet a kiszamitott eredmények alapjan twjrahalézzak (példaul a
tanulmanyozott fliggvény erdteljes valtozasanak tartomanyan a halot tovabb siritik) és a
szamitasokat megismétlik.

2.4. A variacios modszer alkalmazadsa

A kovetkezokben az elobb elmondottakat a két eddig tanulmanyozott példa-feladat
végeselemes megoldasan keresztiil kdvethet;jiik.

A szilardsagtani feladat

Ez esetben a keresett megoldasfiiggvény a struktura csomépontjainak elmozdulasat adja, az
tehat a vektorialis d(x, y,z) mennyiség lenne. A vektorialis fliggvények hasznalatat elkeriilhetjiik,
ha azok vetiileteivel dolgozunk, ekkor a keresett megoldast d -nek a tengelyekre eso vetiiletei, a
skalaris u(x,y,z), v(x,y,z) és w(x,y,z) fliggvények alkotjak.

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban csak két dimenziora, sik deformacios allapotra
szoritkozunk és négyszog alaku végeselemeket (kétdimenzids hiperkubusokat) hasznalunk. Ekkor
az x iranyu u elmozdulas-fiiggvény linearis kdzelitése a kdvetkezd format olti:

u(x,y)=a,+a, - x+ay,-y+a,-x-y. (2.34)
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2.13. dbra. Linedaris négyszogelem

Az a feltétel, amely el6irja hogy a végeselem négy csomodpontjaban az x iranyl csomoponti
elmozdulasokat kapjuk vissza, a kovetkez6 egyenletrendszerhez vezet:

u=u(x, ) =a+a, x,+a;-y,+a, Xy

wy =u(X,,y,)=a,+a, X, +a;,-y, +a,-x,-y,

(2.35)
Uy =u(xy, y;) =@ +ay X3+ a5 y;+a, X )
u, =u(x,y)=a+a, x,+a;-y,+a,-x,"y,,
ahol az x,, y, mennyiségek a végeselem i csomdpontjanak koordinatai (2.13. abra).
A 2.35. egyenletrendszer matrixos formaban a kdvetkezoképpen irhato fel:
u Loxy oy Xy a,
U | _ 1 x, yy %0, 4 , (2.36)
U L xy vy xops | |4y
U, Loxy vy x,00, a,
vagy, tomoren:
{up, =[®@], -{a},, (2.37)

ahol [®], a csomopontok koordinatai 4ltal adott konstansok matrixa (az ,,e” indexek azt mutatjak,
hogy e mennyiségek egy bizonyos végeselemre vonatkozd elemi mennyiségek). Innen a keresett

ismeretlen egyiitthatokat az
{a}, =[®@]," - {u}, (2.38)

kifejezés adja, ahol az elobbi konstansokbol 4ll6 matrix inverze és az egyelore ismeretlen
csomoponti elmozdulasok x tengelyre es6 vetiiletének vektora szerepel.

A végeselem barmely pontjanak x tengely irany elmozdulasat a 2.34. egyenlet adja, melyet
a fenti jelolésekkel tomdren az

u(p) =l x y x-y]-aj, (2.39)

formaban is felithatunk. Itt az egyetlen sorbol all6 matrix a 2.34. interpolaciés polinom
bazisfiiggvényeit tartalmazza, az a, egyiitthatok pedig az altalanositott koordinatak lennének. Az

egylitthatok vektorara kapott 2.38. egyenlettel ez
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u(x,y)=[l x y x-y][®@ {u}, (2.40)

lesz, mely kifejezésben a két matrix szorzata az interpolacios fliggvények matrixat adja:

VL =[l x y xy] @] (2:41)
(konnyen belathatjuk, hogy most ennek is csak egyetlen sora van), amellyel
u(x,y) =[N(x, )], - {uj, . (2.42)
Hasonl6 6sszefiiggést kapunk az elmozdulas y tengely iranyu v(x, y) komponensére is:
v(x, ) =[N(x, p)], - {v}.. (2.43)

E két utobbi relacioval a csomoponti elmozdulasok segitségével a végeselem tartomanyan
barmely (x,y) koordinataji pont elmozdulasat meg tudjuk hatdrozni. E két egyenletet egyetlen

kifejezésbe tomorithetjiik:
u(x,y) [N (x, )], [0] {uj,
={d}, = . =[N], -{6},, 2.44
{V(x,y)}e . { [0] [N(x,y)]j {{v}e} N1, 83, 24

d}, =[N],-185., (2.45)

tehat

ahol [N], a kozelit6 fiiggvények matrixanak egy ujabb forméaja.

A fajlagos alakvaltozast a Szilardsagtanbol ismert Gsszefliggések (a geometriai aspektus 2.4.
egyenletei) felhasznalasaval kapjuk, a végeselem tartomanyan

{e}. =[0]-{dj, (2.46)

lesz, ahol [0] egy derivalasi operatorokat tartalmaz6 matrix, melyet a 2.1. fejezetben bemutatott

e, | [a/60x 0 0
€, 0 0/0y 0 3
S il = PR R M SR 2.47)
v, | |or0y alox 0 |
7, 0 8/8z 8/8y
v.) |8/6z 0 a/ox]

esettdl eltérden a sik deformacids allapot tanulmanyozasakor csak két dimenzidban kell felirnunk
(csak az x ¢és y koordinatakra vonatkozé tagjait tartjuk meg). Itt megjegyezhetd, hogy a
kétdimenzids végeselemekkel modellezett sik fesziiltségi allapot térbeli deformacios allapottal jar (a
végeselem sikjara merdleges alakvaltozas is megjelenik).

A geometriai aspektus egyenletrendszerébe az elmozdulasokat behelyettesitvén egy olyan
Osszefiliggéshez jutunk, mely a végeselem barmely pontjaban a fajlagos alakvaltozast a csomoponti
elmozdulasok fiiggvényeként adja meg:

{e}, =[0]-[N], - 18}, =[B]. - {8}., (2.48)

ahol [B], a kozelité fliggvények derivaltjainak matrixa. A kozelito fiiggvények 2.41. kifejezését

tekintetbe véve kijelenthetjiik, hogy az [/V], matrix egy tagjanak altalanos formaja

e
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N, =c/ +c) x+c] -y+ci-x-y, (2.49)
ahol a ¢ egyiitthatok a csomodponti koordinatakkal felirt [@], matrix inverzébdl szarmaznak, illetve

zeérok. Sik deformacios allapot esetében a [ B], matrix formaja a kovetkezo lesz:

e

o/ox 0
[B].=[0]-[NL.=| 0 0/0y|[N].=
0/0y 0/0x
(2.50)
@'+ y) (e +ely) 0 0
0 0 e (P x) (G X))
(@' +c'x) (P +cx) e o (G Y) (P +t )

mely tehat a 2.49. tagok kiilonb6z6 derivaltjait tartalmazza.
A fesziiltségek és a fajlagos alakvaltozasok kozott a fizikai aspektus egyenletrendszere
(Hooke altalanositott térvénye) teremt kapcsolatot:

{o}, =[E], - {&},, (2.51)

ahol az [E], rugalmassagi matrix az adott végeselemet kitoltd anyag szilardsagtani jellemzdinek

matrixa (e kitételbdl kovetkezik az az észrevétel, hogy inhomogén testek modellezése esetén a
végeselemekre valo osztast ugy kell elvégezni, hogy egy végeselemen beliil az anyagparaméterek
valtozasa ne legyen jelentds). Egy izotrop anyag esetén, amikor a szilardsagtani jellemzok az
iranytol fiiggetlen mennyiségek, altalanos térbeli esetben a rugalmassagi matrix kifejtett formaja a
kovetkezd lesz:

I-v v 0 0 0
% 1-v 0 0 0

1-v 0 0 0

(E]. = E | 0 0 0 1=2-v 0 0 (2.52)
T 1+v)-(1-2-v) 2 2y
0 0 0 0 0
2

0O 0 0 0 =2y
L 2

A rugalmassagi matrix formaja sikfeladatok esetében a feladat jellegétol fiigg. Példaul sik
deformdcios allapot esetén a végeselem sikjara merSleges iranyu o, fesziiltség is megjelenik (1,

és 1, viszont zérd), ekkor a {o}=[c, o, © rxy]T vektornak négy eleme van, de az

lef=[e, ¢, O yxy]T vektorban a o, fesziiltségnek megfeleld €, fajlagos alakvaltozas értéke

nulla. A rugalmassagi matrix megfelelé formaja ekkor:

I-v v v 0
E v 1-v v 0
[E]:(1+V)'(1—2'v)' v v l-v 0o | (2.53)
1-2-v
0 0 0
\Y
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Ahhoz, hogy az igy megjelend negyedik tag ne okozzon gondot, mivel eddig az {e}, vektort
haromelemiinek tekintettiik, az el6bbi [E] matrix harmadik sorat és oszlopat toroljik. Az elemi
fesziiltségek {o}, vektorat is haromelemiinek tekintjiik, a negyedik tagot pedig kiilon szamitjuk ki:

_ E-v ‘
G, = Tiv-(-2-v) (e, +¢g,). (2.54)

A fajlagos deformacié vektoranak kifejezésével az elemi fesziiltségeket is a csomoOponti
elmozdulésok fiiggvényében kapjuk:

{0}, =[E], &}, =[E], -[B]. 18}, . (2.55)

A fentiek felhasznalasaval (2.23, 2.48 és 2.55 egyenletek) egy végeselemre a rugalmas
alakvaltozasbol szdrmazd potencialis energiat a csomoponti elmozduldasok vektoranak
fiiggvényeként irhatjuk fel:

Ey= ! '[f (BT (E] [B], dVJ'{S}f +{8)0- [IBL {oy}.dV -

v,

{8}, - [INI-{f3}.dV =8} - [[NT -{p}.dS - (2.56)
~{8) - [INT: {g). A1 =3 (8] - (F ). .

ahol az elsé integral a végeselem merevségi matrixa:

(k] = I[B]Z [E]. -[B].dV, (2.57)

a tovabbi tagok pedig a végeselemre hat6 terhelés vektorat adjak:

i}, ==[[BI] 4oy}, dV + [INT - {f}.dV + [[N] - {p}, d S+

‘ (2.58)
HINT gy T+ 2 (F,

A szerkezet potencialis energiaja a végeselemek potencialis energidinak Osszege, amit
szimbolikusan

E, :%-{S}T -{Z[k]ej-{S}—{S}T -{Z{r}ej (2.59)

e

formaban irhatunk fel. A X jel nyilvanvaléan a strukturdlis merevségi matrixnak az elemi
merevségi matrixokbol és a strukturalis terhelés vektoranak az elemi terhelésvektorokbol vald
Osszeallitasat szimbolizalja:

[K1=D [K], és {R}=) ir}, (2.60)

Az Osszeallitas menetét az 1. fejezet ismertette, eredményeként az elébbi jeloléseket
felhasznalva egy

E, =%-{5}T K] {8} — {8} - {R} (2.61)
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skalaris kifejezéshez jutunk, ahol {8} az ismeretlen csomdponti elmozdulasok strukturalis vektora.

A potencidlis energia minimumanak 2.31. feltétele az el6bbi egyenlet csomodponti
elmozduléasok szerinti derivalasaval a

[K]-{8} = {R} (2.62)

egyenletrendszerhez vezet, amelyet az elmozdulasokra vonatkozo peremfeltételek bevezetése utan
(az {R} vektor a kiils6 er6ket mar tartalmazza) megoldva az elmozduldsok {8} vektorat kapjuk.

Az elmozdulasok felhasznalasaval, a 2.48. egyenletekkel a végeselemek tartomanyan
meghatarozhatjuk a deforméacios allapotot, majd a 2.55. egyenletekkel a fesziiltségi allapotot is. E
mennyiségek a ,,masodlagos” ismeretlenek.

Az elektrosztatikai feladat

Az elobbi esettdl eltérden a keresett megoldasfiiggvény most egy skalaris mennyiség, az
U(x,y,z) elektromos potencial.

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban is csak két dimenziora szoritkozunk €s négyszog

alaku végeselemeket hasznalunk. Ekkor az U potencial-fliggvény linedris kozelitése a kovetkezd
polinommal torténik:

Ux,y)=a,+a, - x+a,-y+a,-x-y. (2.63)

Az U potencialt barmely végeselem tartomanyan az illetd végeselem csomodpontjaiban
érvényes U, értékekkel fejezziik ki, a mar ismertetett modon:

U =Ux,y)=a+a, x,+a,-y,+a, x -y,
U,=U(x,,y,)=a,+a, x,+ta; -y, +a, x,y, (2.64)
U, =U(x;,y;)=a,+a, x;+a, -y, +a, X, y,

U,=Ux,y)=a+a, x,+ay-y,+a,- X,y

ahol az x,, y, mennyiségek a végeselem i csomdpontjanak koordinatai (2.14. abra).

U,

| 4 (x4, y4)
3 (x35 J’3)

_—
|

X

2.14. dbra. Az elektromos potencial kozelitése linedris négyszogelem felett

Az el6bbi egyenletrendszer matrixos formaban a kdvetkezoképpen irhato fel:
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U, L x » x-y a,
U, _ L x, »v, %0, PR ’ (2.65)
U, Loxy ys x300 a,
U, I x, vy, x40, a,
vagy, tomoren:
{U}, =[®], -{a},, (2.66)

ahol [®@], a csomdpontok koordinatai 4ltal adott konstansok matrixa. Innen a keresett egytitthatokat
az elébbi egyenlet megforditasaval kapjuk:

{a}, =[®@]," - {U},, (2.67)
ahol az elébbi [@], matrix inverze és az egyeldre ismeretlen csomdponti potencidlok {U}, vektora
szerepel.

A potencialnak a végeselem feletti 2.63. kozelitését is matrixos formara hozhatjuk:
U= x y xy] @)U}, (2.68)
vagy, tomdrebben:
U(x,y)=[N(x, )], -{Uj., (2.69)
ahol akarcsak a szilardsagtani feladat esetében, [V (x, y)], a kozelitd fliggvények matrixa:
NEyL =l x »y xy]@], (2.70)

mely e forméajaban azonos a szilardsagtani feladatban megéllapitott 2.41. matrixszal.
A 2.16. relacid a térerOsség-vektort a potencial gradiensével hozza kapcsolatba. A potencial
gradiensét a végeselem tartomanyan szintén a csomoponti potencidlokkal fejezziik ki:

{grad U}, = grad ((N(x,)], - (U}, )=[B], - {U}.., 2.71)

ahol a [B], matrix a kozelitd fliggvény elsorendli derivaltjait tartalmazza. A lineéris kétdimenzids
példat folytatva a 2.71. gradiens a kovetkezdképpen alakithatd tovabb:

v, )| | S
{erad (N, U3}, =1 =5 U} (2.72)
a—([N]e UL |

y oy

A kozelitd fliggvények 2.70. kifejezését tekintetbe véve kijelenthetjiik, hogy az [N], matrix
egy i tagjanak altalanos formaja

N, =cj+cy-x+cy-y+cy-x-y. (2.73)

A szilardsagtani feladattol eltéréen a megkozelitett mennyiség most skalaris jellegi, e
matrixnak tehat csak egyetlen sora van. A gradienst alkoté derivaltak matrixa most a kdvetkezo
lesz:
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=

:{(Chczi'y) (& +ciy) - } (2.74)

(cy+c,-x) (ci+c;-x)

A fentiek felhasznalasaval egy végeselem potencidlis energidjat a csomoponti potencialok
vektoranak fiiggvényeként irhatjuk fel:

B, =5 U)] ‘(JIB]Z [e (B, dVJ'{U}e ~Jp-(V1. - wy) v -

VE

(2.75)
~[o-(N1, U}, )dS — [q- (N1, - U}, ) dI = X 40,31 - (U3,

s, I,

ahol [g] a permittivitds matrixa, mely egy ortotrop anyag esetben az a kdvetkezdképpen adhato
meg:

e, 0 O
[e]=| 0 €&, 0] (2.76)
0 0 ¢

Az egy végeselemre felirt funkcional paraméterei a csomoponti potencialok, minimumahoz
pedig egy 2.31. formdju egyenletrendszer vezet. Az energianak a csomoponti potencialok szerinti
parcialis derivaltjait (a funkciondlnak a paraméterek szerinti derivaltjait) a kdvetkezoképpen

fejthetjiik ki:
_aE T . . . —_—
{8U} _('[[B]e [a]e [B]e dVJ {U}e

v, (2.77)
—jp Tay - jo Tds - jq Tdl- ZQ,,
melyet tdmdren
OE
{ﬁ}e =[k], -{U}. —{q}. (2.78)

formaban is felirhatunk. E kifejezés tagjait a két utolsd relacid Osszehasonlitdsdval kdnnyen
azonosithatjuk.
A szilardsagtani feladattal parhuzamot vonva [k], az elemi elektrosztatikai ,,merevségi”

matrix: ezt, valamint az egyéb fizikai jellegli feladatok végeselemes megoldasakor felmeriild
hasonlé matrixokat, melyek a gerjesztd és a gerjesztett mennyiségek kozotti kapcsolatot adjak,
mindig is merevségi matrixnak nevezik. {U}, az ismeretlen csomoponti potencialok, a gerjesztett

mennyiségek elemi vektora, {q}, pedig csomoponti toltések vektora, az elemi terhelésvektor.

A tanulmanyozott tartomanyra vonatkozo funkcionalt az elemi funkciondlok Osszegzésével
kapjuk, tehat annak minimumfeltétele egy

o0E
{%} = Ze‘,([k]e Uy, —{g).)= {0} (2.79)

linearis egyenletrendszerhez vezet, amely masképpen

K]-{U; =10} . (2.80)
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A strukturalis matrixok és vektorok Osszedllitisa és az egyenletrendszer megoldasa a
szilardsagtani feladatnal ismertetett eljarassal torténik. Az eldirt potencidlokra vonatkozd

crer

A szamitasok kozvetlen eredménye az elektromos potencial csomoépontokban kiszamitott
érteke, melyek segitségével tovabbi ,,masodrendii” ismeretlenek is kiszamithatok, igy a térerdsség
E vektora (a 2.16. egyenlettel) és a D eltolasvektor is (ez utobbi a 2.15. rendszer utolso
egyenletével).

2.5. A variacioszamitas szabalyai

------

/= f[u,%,...j (2.81)
ox

alaku kifejezés, melyben egy u fliggvény és annak kiilonb6zo parcidlis derivaltjai szerepelnek. E

.....

5= 5u+- 9/ ~6(a”]+... (2.82)

ou a[auJ E
ox

mennyis€g, ahol & a varidcidészamitas operatora, ou €s S(a—J az u fluggvénynek, illetve —
X X

A varidcioszamitas a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:
S(u+v)=0u+dv=90(v+u)
S(u-v)=u-0v+v-du=38(v-u)
S(u)" =n-8 )"
d(c-u)=c-du
6(c)=0 (2.83)
d(Bu)=0

5 8_u _ 0(du)
ox) ox

5 ([udx)= [Sud,

ahol ¢ allandé.
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3. A REZIDUALIS MEGFOGALMAZAS
3.1. A sulyozott reziduumok modszere

A végeselem-modszer variacidos megfogalmazasa egy olyan skalaris funkcional létét
feltételezi, melynek minimuma (stacionaritdsa) az adott feladat megoldasahoz vezet. A
funkcionalnak konkrét fizikai jelentése van, mely a tanulmanyozott rendszer egyensulyat ado
feltételekhez szorosan kotodik. Kijelolése tehat nem matematikai, hanem fizikai feladat: ha két
kiilonbozo jelenséget formailag azonos differencidlegyenlet ir le, az nem jelenti azt, hogy mindkét
feladathoz ugyanazt a funkcionalt lehetne tarsitani. Ilyen funkcional azonban nem minden esetben
irhat6 fel. Ezen okok miatt a varidciés moddszer nem daltalanosithatd és nem is alkalmazhato
barmilyen feladat megoldasanak esetében.

A tarsithat6 funkcional hianyaban a kozelitd megoldast az adott differencialegyenlet egzakt,
»valodi” ¢ megoldasa és a javasolt kozelitd ¢ megoldas kozotti kiilonbség —a reziduum —
minimumanak feltétele adja. Ez az eljaras a rezidudlis megfogalmazas nevet viseli.

A reziduum tehat a feltételezett és a pontos megoldas kiilonbsége, szimbolikusan jeldlvén

R, (0)) = {A4(0); —1A(9); = {A(9); G.D

(az egzakt megoldasra a 2.1. egyenletrendszer szerint {A(p)} ={0}), a feladat pedig annak a
fliggvénynek a kiszamitasa, amelyre teljesiil az

R, (¢)} = {0} (3.2)
feltétel.
A ¢ kozelitd fliggvényeket a varidcidos modszer leirasanal felsorolt okok miatt a 2.28.
Osszefliggéssel megegyezd modon bazisfiiggvények segitségével irjuk fel. Ekkor a reziduum az a,

altalanositott és az () tartomanyt leiré geometriai koordinataktol fog fiiggeni, mely kapcsolatot
szimbolikusan az

{Rq (a,x)} = {0} (33)

képlettel jelolhetjiik.
A 2.2. peremfeltételeket hasonldo moédon vezethetjilk be, ekkor a kozelitd fiiggvénnyel
szamitott {B(¢p)} reziduumokra is egy

Ry (a,x)} = {0; (34)

formaju feltételt irunk elo.
A feladat megoldasa az utobbi két egyenletrendszer megoldasa. Kiszamitasara tobb eljarast is
kifejlesztettek, az alabbi felsorolas a legfontosabbakat ismerteti.

3.1.1. A kollokéacios eljaras

Lényege az, hogy az x koordinatak kiilonboz6 értékeire, tehat a tanulmanyozott tartomany »
kiilonb6zé pontjaban a reziduumokat zérdval tessziik egyenlové, mely feltételek a kovetkezo
egyenletrendszerhez vezetnek:

(R, (a,x,)} = {0}, aholi=1,2,..., j,

3.5
{R-(a,x;)} ={0},aholi=j+1,j+2,..,n (3-5)
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Az egyértelmlii megoldhatésag érdekében a felvett pontok n szamat ugy kell
megvalasztanunk, hogy a 3.5. egyenletrendszer egyenleteinek szama a kozelité fliggvény
altalanositott a, koordinatdinak szdmaval legyen azonos.

A kozelitd flggvények a teljes Q tartomany felett értelmezettek. Ennél az eljarasnal
ugyanazokkal a problémakkal taldlkozunk, mint a variacidés megfogalmazasanal emlitett Rayleigh-
Ritz moddszer esetében: a megallapitott kozelitd fliggvény a kijeldlt pontokban ugyan az egzakt
megoldast adja, de kozottiik attol jelentds mértékben eltérhet.

3.1.2. Szubdomének alkalmazésa

Ebben az eljarasban a tanulméanyozott ) tartomanyt és annak I peremét résztartomanyokra,
szubdoménekre osztjuk fel. Mindegyik résztartomany felett a reziduum integraljat zéroval tessziik
egyenldvé, amely a kovetkez6 egyenletrendszerhez vezet:

[ (R, (a, )} dQ = {0},

[(R(a,x)} dT = {0}, (3.6)

i=12,..,n

Ezt a modszert még szubdomén-kollokacionak is mondjak, mig az elébbi a pont-kollokdcio
nevet is viseli.

A kozelitd fliggvények most is a teljes 2 tartomany felett folytonosak, az a, paraméterek
szama pedig szintén a felirhatdé egyenletek szamaval kell azonos legyen. Mivel a valodi és a
kozelité fiiggvény egyeztetése nem néhany kijeldlt pontban, hanem a résztartomanyok felett
torténik, a kapott megoldasfiiggvény-készlet varhatdan az eldbbi eljarasnal jobb kozelitést fog adni.

3.1.3. Legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek modszere a matematikai statisztika és a valdszintiség-szamitas egyik
eljarasa, mellyel egy kozelitd fliggvényosztalynak egy adott szamsort legjobban megkozelit elemét
hatarozzuk meg. A kozelités mértéke az eltérések négyzetének Osszege, esetiinkben a kovetkezo
integral értéke:

U} = [{R:(a, )} dQ+ ot [ {R} (@, %)} dT (3.7)
Q Tr
ahol az o szam egy, a peremfeltételek relativ sulyat kifejezo tetszéleges egylitthatd (a nagyobb a a
peremfeltételek kiemeltebb fontossagat veszi figyelembe). A legkisebb négyzetek modszerében a

megoldast a fenti 0sszeg minimuma adja. A mi esetiinkben az [ integralok az altalanositott
koordinatak fiiggvényei, tehat e minimumfeltétel a kovetkezd egyenletrendszerhez vezet:

ol
{a_cz,} - (3.8)

i=12,...,n.

A kozelito fliggvények most is a teljes € tartomanyon értelmezettek, pontossaguk altalaban
valamivel jobb az eldbbi modszerrel megallapitott megoldasnal.

3.1.4. A Galerkin-modszer
A Galerkin-eljaras alkalmazasa soran a kozelitd megoldast a reziduumok sulyozott atlaganak
eléirasaval kapjuk:
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()} = j{W,- "Ry (a,x)} dQ = {0}, (3.9)

ahol a w, mennyiségek a sllyozo egyiitthatokat add fliggvények (sulyfiiggvények vagy
tesztfiiggvények). A 3.9. egyenlet integralja a I, sulyozott reziduumokat adja. Ez esetben is annyi
egyenletiink kell legyen, amennyi ismeretleniink van.

Ha alaposabban megnézziik az el6bbi harom eljarast, akkor azt tapasztaljuk, hogy azok is a
sulyozott reziduumok modszerének valamilyen formai. Igy a pont-kollokacios eljarasnal a
sulyfiiggvények Dirac delta-fliggvényével azonosak, szimbolikusan:

o, ha x = x,

wi=8(x—xi)={ (3.10)

0, ha x # x;,

(mivel I f(x)-0(x—x,)dx = f(x;,) barmely f(x) filiggvényre), a szubdomén-kollokacios

eljarasnal

()= 1, ha x € o, 311
W= 0, ha x ¢ o, G-

a legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasanal pedig a sulyfiiggvényeket a kozelito fiiggvény
derivaltjai adjak:

i

A Galerkin-eljarasban (melyet néha Bubnov-Galerkin-modszemek is neveznek) a
sulyfiiggvényeket a kozelito fliggvény

w=25¢ (3.13)

.....

A stlyfiiggvény ilyen megvalasztasa matematikai megfontolasokon nyugszik, melyeknek
alapja a sulyfiiggvény ¢€s a reziduum 3.9. formaban eldirt ortogonalitasa volt (ekkor a 3.9. feltétel
csak akkor teljesiilhet, ha a reziduum értéke valik zérova).

3.2. A sulyozott reziduumok modszerének végeselemes alkalmazasa

E modszer alkalmazisakor a teljes Q tartomdnyt o, résztartomanyokra végeselemekre
bontjuk. Ekkor a stlyozott reziduumot ado 3.9. integralt e résztartomanyokon szamitjuk ki és a W,
mennyiségeket kapjuk. E W, maradékok skalaris mennyiségek, melyeket dsszegezvén a teljes Q2
tartomanyon értelmezett W reziduumhoz, a

W= (0}, = [156- Ry(9)}, 42 ={0} (3.14)

megfogalmazasban, bazisfiiggvényekkel irjuk fel:
¢ =[N]-{a; = 8¢ =[N]-{daj, (3.15)

¢és bizonyos folytonossagi feltételeket is eldirunk. E megkozelitéssel:
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(W}, = 8al, - [IN1] - {Rq(a, %)}, 42 =10}, (3.16)

(‘08

ahol az integral eldtti vektor tagjai z&rotol kiillonbozoé szamok, s igy tehat egyediil az integral értéke
lehet zéro:

[INT - {Ro (e, )}, A = {0} (3.17)

O

E mennyiségek (a bazisfiiggvényekkel sulyozott reziduumok) integralasaval és a
résztartomanyok feletti 6sszegzéssel egy, a peremfeltételeket is figyelembe vevd egyenletrendszert
kapunk, melynek megoldasa a keresett kozelito fiiggvény csomodponti értékei lesznek.

A megoldas menete hasonlit a variaciés modszeréhez: a differencidlegyenlet megoldasa
helyett egy mennyiség minimumat irjuk eld6. Mig e mennyiséget a varidcidos modszerben (a tarsitott
funkcionalt) valamilyen fizikai megfontolds alapjan vezettiik be, addig a rezidudlis modszerben
mindezt pusztan a matematika eszkozeivel tettik meg. Emiatt az rezidualis megfogalmazas a
variaciostol eltéréen altaldnos, tehat konkrét fizikai jelentés nélkiili differencidlegyenletek
megoldasara is alkalmazni lehet. Lassuk mindezt a két dimenzidos Q tartomanyon felirt elliptikus
Poisson-egyenletre:

o’u 0’u
+——+c, =0, 3.18
ox* 0y’ ’ (3-18)
melyhez az
u|r ag, I'iel
Oul _p. T er (3.19)
on L
(%+a~uJ cs, Iyel
on -

peremfeltételek tartoznak (I' =T, UI', UT; az Q tartomany pereme).
A gradienst ad6é 0/0n operator vetiileteinek segitségével irhat6 fel, két dimenzio esetén:

0 0 0
=n,—+n,-

— —, 3.20
on ox 7 oy (3-20)

ahol n_ €s n, az n normalis vetiiletei, a peremre merdleges irany irdnytényezoi.
A felirt Poisson-egyenletre a reziduumok stlyozott atlagat a kovetkezo kifejezés adja:

0*u 0’u
W =1w(x,y)- +——+¢, |dQ, 3.21
i (x,7) (M o) ] (3.21)

mely zér6 kell legyen, a legalabb kétszer differencialhaté u fliggvény pedig ki kell elégitse a
megadott peremfeltételeket is.
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Az Q tartomany A parcialis integralas Osszefiiggései

1. egydimenzios (L)

. Iw'%dxz
i x - dx
X1 X2
u=u(x), w=wx) r=5=L I =—jd—w LN ( duj
dL = dx i dx dx dx

2. kétdimenzios (S)

u=u(x,y), w=wx,y)

2
n,=n-i,n, =n-j s 0x0y 50y Ox L y
dx=n,-dL,dy=n,-dL
0 0 0
—=n,—+n, -—

u=u(x,y,z),w=wx,y,z)

dV =dx-dy-dz I 02 Iau ow
V

n.=n-i,n,=n-j,n =n-k
dx-dy=n_-dS,dy-dz=n_-dS,
dz-dx=n,-dS

o 0 0 0

__nr.__i_n ._+nz._
on " ox ' 0y 0z

3.1. tablazat (a). A parcidlis integralas szabalyai
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Szorzat derivalasa:

oww) | ou 0w
o0x ox ox’

melynek integralja:

o(u- du
jMdV j adeJrj a—dV

4 a X 4
Innen

B o(u-w)
jw—dV j de P av .

A Gauss-Ostrogradsky képlet:

I 0f, 0/, 0/
ox 0y Oz

Jdv=§(fx.i+fy G k)i, e k)ds,

ahol f., f és f, egy F vektor vetilletei, S a V' tartomany pereme, n

y x°

n, és n, pedigaz S
felillet » normalisanak komponensei. A baloldali integral alatti kifejezés divF =V F —az F
vektor divergencidja, a jobb oldali integral pedig F fluxusaa V' tartomany S feliiletén keresztiil.

Ha f, =u-w, f, = f. =0, akkor a fentiek alapjan

Iw —dV——lu-Z—jdV+£u-w-nde.

3.1. tablazat (b). A parcidlis integralds szabalyainak megdllapitasahoz sziikséges képlet levezetése

A 3.1. tablazatban foglalt integralasi szabalyok alapjan a fenti egyenlet tovabb alakithato:

= ja“ Ow  Ou 0¥ _ o w dQ+§w U, (3.22)
ox 0x 0y 0y

ahonnan kovetkezik, hogy a w(x,y) sulyfliggvény legalabb egyszer derivalhato kell legyen az Q

tartomanyon.
A peremfeltételeknek a derivaltakra vonatkozd részét (a nem-esszencidlis feltételeket) a
masodik integralba vezetjiik be. A Cauchy-feltétel kifejezésébol

U e aeu, (3.23)
on
tehat e feltételek behelyettesitésével
- j u ow  Ou ow —c, +w [dQ+ fwbgdl + fw(cg — o u)dT . (3.24)
dx ox 8y 8y i r
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A fenti Osszefliggésben a perem I, =T —(I', +I;) részén szamitott feliileti integral nem
szerepel, a perem e részén az esszencialis, u értékére vonatkozo feltételek érvényesek. Ezt az
egyszerlsitést a w sulyfliggvények megfeleld megvalasztasaval érjiikk el: w értéke I’ -en zérd kell
legyen.

A | I CLO U L S dQ + §8u - by dT + §5u- (c; —a-u)dl =0.(3.25)
o\dx 0Ox Oy Oy P 7

Az Q tartomanyt elemi résztartomanyokra, végeselemekre osztjuk, tehat:

W= W=

= —ja—“-a@“)+a—”-a(8”)—5u-cy do+ (3.26)
3 o0x 0Ox 0Oy 0Oy

V2e V3e

+ §ou-bydl+ §du-(cy —a-u)dr}o,

ahol o, egy végeselem tartomanya, a y, mennyiségek pedig a végeselem peremének azon részei,
ahol az adott feltételek érvényesek.
Matrixos megfogalmazassal, a

%] o L5
ouwy=1 9% L pEmwy=1{ 0 (3.27)
e 5| 24
0y {ayj
jeldlések bevezetésével:

w=-Y| [(B@wy, - @u}, ~su,-c, )aa+

O

(3.28)
+ §8u, by dl+ §Su, - (cq —a-ue)dr}.
Vae

V3e

bazisfiiggvényekkel és a csomoponti u, értékekkel irjuk fel:

u,=[N], {u,},, du,=[N],-{0u,},

e

ou, 0
0wy, =1 0% L= OX L, <[01-IN), - tw, ), = [BI, -, (3.29)
oy oy
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o(du,)

B} = PG} = 55 | 1=I01 [N, {bu,}. ~[B]-bu,).

ay

(itt a variacidészamitas 2.83. tulajdonsagait is felhasznaltuk).
Egy végeselemre az eldbbi jelolések bevezetésével a reziduum sulyozott atlaga a kovetkezd
lesz:

W, = [8u,)! -[BI [B],-{u,}. 4+ [[N], ¢, -(u,}, dQ+

O

(3.30)
+ §[N], - {8u,}, -by AT+ §[N], - {Su,}, -(cg —a-[N], - {u,},) dT,

V3e
amely a variacidos megfogalmazasban bevezetett jelolésekkel a

W, =1{u,}! (K], {u,}, —{f}.) (3.31)

------

utolsé harom integral ala az ott szerepld mennyiségek transzponaltjat kell beirni). Innen, mivel a
W, =0 feltételnek a résztartomanyokon teljesiilniiik kell, ismét az ismert

[k], -{w,}. ={f}. (3:32)

Osszefiiggéshez jutunk. A tovabbi 1épések, a Dirichlet-féle peremfeltételek bevezetését is beleértve,
azonosak a variacios modszerben alkalmazottakkal.

A szilardsagtani feladat
A megoldand6 differencialegyenlet-rendszer a 2.10. relacid, melyet a kovetkezd formara
hozhatunk:

[01" -[E]-[0]-{d} + {f} =0. (3.33)

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa a vektorialis d(x,y,z) elmozdulas-fiiggvény
skalaris vetiileteinek meghatarozasabol all. A pontos megoldast kiszamitani nem tudjuk, éppen ezért
azt egy d(x,y,z) figgvénnyel kozelitjiik (tulajdonképpen harom mennyiséget kozelitiink, az u, v
és w vetiileteket). A reziduum, a kozelito fliggvény altal bevitt eltérés a kdvetkezo lesz:

{R,}=[0]" -[E]-[0]-{d} +{f}. (3.34)

A rezidualis modszer Galerkin-féle valtozataban a reziduum stlyozott atlagat ado teljes V'
tartomany feletti integralt V, elemi tartomanyokra lebontva a

w=>w, :ZI{BJ}Z-{RV(J)}E dr =0 (3.35)
Ve
interpolacios fliggvényekkel adja meg, a mar ismert eljarassal:
{E}e :[N]e .{6}63 {SJ}e :[N]e .{86}27 (336)

(ahol {8}, a csomoponti elmozduldsok vektora), egy elemi tartoméanyon a reziduumok sulyozott
atlaga pedig
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W, =88} - [[N1 - {R, (IN], - {8},)} 4V (3.37)

v,
lesz.

Az R, reziduum kifejezése a 3.34 képlet, mely formailag a tanulméanyozott feladatot leird
differencialegyenlettel azonos. Ezt behelyettesitvén a parcidlis integralds elvégzése utan az [V],
kozelito fliggvények [B], derivéltjaival egy

Ve Ve

W, = {88}, [ [[BI} -[E), -[B], 4V -{8}, - [IN1 -{f}, dV = §IN1] -{p}, dS|  (3.38)

formaju egyenletet kapunk. A feliileti integral a feliileti erékre vonatkozdé Neumann-feltételeket
foglalja magaba. Ezt az egyenletet, akarcsak a varidciés megfogalmazasban, a

W, =58 -((k], {8}, —{r},) (3.39)

alakra hozzuk. Innen, mivel a stlyozott reziduumra eldirt W, =0 feltételnek a résztartomanyokon
teljesiilniiik kell, az ismert

[k], -8}, = 1S5, (3.40)

Osszefiliggéshez jutunk. A tovabbi lépések azonosak a variacios modszerben alkalmazottakkal: a
szerkezeti matrixok és vektorok dsszeallitdsa egy 1.47. alaka egyenletrendszerhez vezet, amelynek
a Dirichlet-feltételek (az eldirt csomdponti elmozduldsok) bevezetése utani megoldasa a csomdponti
elmozdulasokat adja.

Az elektrosztatikai feladat
Ez esetben a megoldand6 feladatot a 2.17. differencidlegyenlet jelenti, amelyet
div(e-gradU)+p=0 (3.41)
formara hozhatunk. Bévebben kifejtve ez
0V, +€ 0V, +¢
Toxr Y ooyt 7 oz’

crer

2
A (3.42)

€

A keresett megoldas a skalaris U(x,y,z) potencial-fiiggvény, melyet az U (x,y,z)
fiiggvénnyel kozelitiink. E kozelitd fiiggvény altal bevitt hiba, a reziduum a kovetkezo:

R, =div(e-grad U) +p, (3.43)

melyet a 3.42. forma felhasznalasaval részletesebben is leirhatunk.
A rezidualis médszer végeselemes alkalmazasakor a reziduum sulyozott atlagat ado teljes V'
tartomany feletti integralt V, elemi mennyiségek Osszegeként hatdrozzuk meg:

w=>w,=> [8U,R,@),dV=0. (3.44)

Akarcsak a variacios eljarasnal, a végeselem tartomanyan a potencialt a csomoponti
értékekkel adjuk meg:
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U, =[N),-{U},. 8U,=[N], 6U},. (3.45)

e

a végeselemen szamolt atlagos reziduum pedig

W, ={8U}, ‘I[N]Z AR, ([N], - U},)}y dV (3.46)

Vt’

lesz. Ha R, kifejezését (a 3.43. egyenletet) itt behelyettesitjiik, akkor e mennyiség a parcialis
integralas elvégzése utan a kovetkez6 lesz:

W, ={8U}! [ [[B1] -[e], (B, -{U}, dV = [[N],-pdV + §[N],-0dS | (3.47)

A harmadik integral tehat itt is behozta a feliileti toltésekre vonatkozd Neumann-feltételeket.
Ez utébbi képlet a variaciés megfogalmazasnal bevezetett jelolésekkel a

W, = 8U}, - (K], U}, —g}.) (3.48)
formara hozhat6. Innen, mivel eldirtuk, hogy W, =0, ismét a
[k]. -{U}, =g}, (3.49)

egyenletrendszerhez jutunk. A tovabbi lépések, a szerkezeti matrixok és vektorok Osszeallitasa, a
potencialokra vonatkozo Dirichlet-feltételek bevezetése és az egyenletrendszer megoldasa azonosak
a variacios modszernél leirtakkal.
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4. A VEGESELEM-MODSZER EGYSZERU ELEMEI
4.1. Bevezeto

Az elébbi harom fejezetben leirtak alapjan mar meg lehetne alkotni egy miikodoképes
végeselemes programot. Ha azonban elmélyediink a program irasa és futtatdsa kozben felmeriild
problémak tanulmanyozasadban, akkor a kovetkezd f6 ,szépséghibakkal” talaljuk szemben
magunkat.

El6szor is észrevehetjiik, hogy a végeselemeken értelmezett kozelité fiiggvények [NV]

e

matrixai és annak [B], derivaltjai végeselemenként kiilonboznek egymastol, mivel azokat a

e

csomoponti koordinatakkal felépitett [®], matrixok inverzének segitségével adtuk meg. Emiatt az

elemeken értelmezett merevségi matrixokat és a terhelésvektorokat kiilon-kiilon, végeselemenként
kell kiszamitani, s ezaltal az elvégzendd miiveletek szama és a szamitasok elvégzéséhez sziikséges
1d6 jelentésen megnovekszik.

Az emlitett merevségi matrixok ¢és terhelésvektorok tagjaink kiszamitasanal egy-egy
integralast kell elvégezni. A numerikus integralds kdzismert algoritmusai, példaul a Simpson-képlet
alkalmazésa, megintcsak nagyszamu 1épésbdl allanak, mialtal a szamitasok ideje tovabb ndvekedik.

A rezidualis modszer alkalmazasanal olyan kozelito fiiggvényeket kell hasznalnunk, amelyek
értéke a peremnek a Dirichlet-feltételeket érinté részén nulla kell legyen. E fliggvények
megvalasztasa koriilményes lehet.
korlataiba iitkdzhetiink.

Végiil, a linearis egyenletrendszer megoldasanal azt fogjuk tapasztalni, hogy a Gauss-Jordan
algoritmus az egyenletek szdmanak elszaporodasakor az egymast kdvetd, sorozatos kerekitési hibak
miatt hasznalhatatlanna valik.

A kovetkezo fejezetek a felsorolt nehézségek feloldasara bevezetett eljarasokkal és
modszerekkel foglalkoznak.

A végeselem-modszer fejlesztdi rajottek, hogy az elvégzendd miiveletek szama jelentGsen
csOkkenthet, ha az elemi merevségi matrix és a terhelésvektor kiszdmitasanal nem a globalis
vonatkoztatasi  rendszert  hasznaljak, hanem a  végeselemekhez  rendelt lokalis
koordinatarendszereket. A két koordinatarendszer kozott ugyan bizonyos transzformacios
miuveleteket is el kell végezni, azonban e tobbletmunkaval egyiitt is a teljes szamitasi id6 joval
kisebb lesz, mintha az el6z0 fejezetekben bemutatott folyamatokat kovetnénk.

A hasznalt lokalis koordinatarendszer megvalasztidsa és a hasznalandd kozelité fliggvények
megallapitasa Osszhangban vannak; e témakort a jelen fejezet fogja taglalni. A megfeleléen
megvalasztott kdzelitd fliggvények jelentds egyszertsitést hoznak be a numerikus integralasnal is.

A merevségi matrix tarolasanak problémai a matrix jellemz6 tulajdonsagainak segitségével
oldhatok meg (tudjuk, hogy a matrix szimmetrikus €s sok zérus elemet tartalmaz). Errdl a
témakorrdl, valamint a numerikus integralasrol és az egyenletrendszer megoldasra hasznalhato
numerikus eljarasokrol a késébbi fejezetekben olvashatunk.

4.2. Vonatkoztatasi rendszerek

4.2.1. A végeselem-modszer gyakorlataban gyakoribb tipusok

A miiszaki feladatokat geometridjuktol fiiggden egy 1..3 dimenzidval rendelkezé modell
segitségével irjuk le. Egy pont geometriai helyzetének megadasa az alkalmasan megvalasztott
vonatkoztatasi rendszerben a koordinatak segitségével torténik.

A legkdzismertebb koordinatarendszer a haromdimenzidos Descartes-féle ortonormalt
vonatkoztatasi rendszer: kdzos O origobol kiinduld harom tengelye egymasra merdleges, a bazisat
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alkoto egységvektorok modulusza egyenld (4.1. abra). A P pont helyzetet az (x,,y,,z,)
koordinata-harmas azonositja. Két- és egydimenzids valtozatait ennek xy sikja, illetve x tengelye
alkotja, ekkor a P pont helyzetét az (x,,y,) koordinata-par, illetve az x, koordinata adja meg.

> P(xP ayP)

4.1. abra. A Descartes-féle (orto-)normalt koordindtarendszerek

A koordinatatengelyeknek azonban nem kell sziikségszerlien egymasra mer6legeseknek vagy
egyeneseknek lenniiik és a kijelolt egységek sem kell azonosak legyenek (az egységvektorok
moduluszai kiilonbozhetnek egymastol). A 4.2. abra példaul egy kétdimenzios, ferdeszogli és
gorbevonalt koordinatarendszert mutat be, ahol a két tengelyen kijeldlt egység (a tengelyek
beosztdsa) sem azonos.

4.2. abra. Ferdeszogii és gorbevonalu koordindtarendszer

A miszaki gyakorlatban a Descartes-féle koordinatarendszeren kiviil elterjedten hasznaljak a
térbeli hengeres (cilindrikus) és gombi (szférikus, 4.3. 4abra), illetve a sik polaris
koordinatarendszereket. Alkalmazasuk kiilonosen forgastestek esetében elonyds. A végeselem-
moddszerben inkabb a cilindrikus és polaris koordinatarendszerrel talalkozhatunk. A szférikus
koordinatakat csak kiilonleges esetekben alkalmazzak (ilyen eset lenne a ,rugalmas féltér”
modellezése, amelyet példaul a talajban létrejovo fesziiltségi allapot kiszamitasara hasznalnak).
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y ) P(rp, Gp, zp)

4.3. abra. Szférikus és cilindrikus koordinatarendszer

A végeselemes halo felépitésekor a felosztds egyik lehetésége a  valasztott
koordinatarendszerhez kotddik, fiiggetlentil attol, hogy az egyenes vagy gorbe vonali, ortogonalis
vagy ferdeszogii. A felosztasban a tengelyekhez igazodunk: haromdimenzios esetben hatlapu
testeket, kétdimenzios esetben négyoldalu feliileteket, mig egydimenzios esetben szakaszokat
kapunk. Osszefoglalé néven az igy keletkezett idomokat hiperkubusoknak nevezik; altalanos
esetben mindharom gorbiilt (4.4. abra).

4.4. abra. Hiperkubusok

Polaris, cilindrikus vagy szférikus koordinatarendszerek esetén tovabbi specialis
elemfelosztasi lehetoségek kinalkoznak. A forgastestek a megforgatott sikidom felosztasabol
szarmaztathat6 gylrii alaku tartomanyokra oszthatok, amint az a 4.5. abran is lathato. E gytriiket
meridiansikokkal lehet végeselemekre osztani.

A tértartomanyok végeselemekre osztasanak egy masik lehetdsége azon a felismerésen alapul,
hogy az n-dimenzids térben n+1 pont egy elemi tartomanyt, szimplexet hataroz meg, mely a
legegyszeriibb n dimenzids idom. Az n+1 pont nulla ,térfogata” szimplexet eredményez6 elfajulo
helyzetének lehetdségeit természetesen ki kell zarnunk (haromdimenzids esetben példaul a négy
pont nem lehet ugyanabban a sikban).
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4.5. abra. Cilindrikus végeselemek

Valamely n dimenzios tartomanyon tetsz6legesen elhelyezkedd & > n pont halmazahoz ezért
hozzarendelhetd legalabb egy olyan felosztas, amely legalabb k—n szimplexbdl all. A
végeselemekre valo osztas soran keletkezett n -dimenzidju szimplexet n+1 darab n—1 dimenzi6ji
szimplex hatarolja el a szomszédos szimplexektdl (végeselemektol).

A haromdimenzids szimplex a tetraéder, a kétdimenzidos a haromszog, az egydimenzios pedig
megintcsak a szakasz. E szimplexek élei, oldallapjai gorbiiltek is lehetnek (4.6. abra).

H O —

2D 1D

4.6. abra. Szimplexek

A szimplexekre vald felosztast természetesnek mondjak, mivel nem feltételezi egy n-
tengelyli vonatkoztatasi rendszer elézetes felvételét (ez a megjegyzés csak a kiragadott
végeselemekre érvényes, a globalis vonatkoztatasi rendszert igy is fel kell venniink, hiszen a
szerkezet geometriajat és peremfeltételeit csak abban tudjuk definidlni).

Altaldban azt mondjak, hogy a koordinitairanyokhoz illeszkedé felosztismod akkor
kézenfekvo, ha a vonatkoztatasi rendszer jol simul a vizsgalt alakzathoz, ellenkezd esetben pedig a
szimplexek alkalmazasa az idedlis megoldas. Kétségtelen, hogy a szimplexekre valod felosztas
sokkal egyszerilibb a hiperkubusok hasznalatanal. A haromszog- és a tetraéderhalok 1étrehozasanak
egyetemes algoritmusat mar régen kidolgoztdk (Delaunay-haromszogelés), viszont a
hiperkubusokra valé felosztasrol ugyanez korantsem mondhato el.

A felosztas egyszerliségén tulmenden azonban mas szempontokat is szem elott kell tartani.

ey
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hiperkubusok haszndlata ilyenkor célszeriibb lenne. A tapasztalat azt mutatja, hogy a hiperkubusok
pontosabb eredményhez vezetnek, mint a szimplexek.

4.2.2. Globalis és lokalis vonatkoztatasi rendszerek

A rudakbol allo szerkezetek esetében a szerkezetbdl kiragadott ridelem viselkedését egy
bizonyos helyi (lokalis) koordinatarendszerben felhasznalasaval irtuk le, annak hasznalatabol
fakado elényok miatt. A bemeneti és kimeneti adatokat viszont egy masik, példaul az emberi
szemléletmodhoz  kozelebb  allo  talajhoz  kotott  derékszogli  altalanos  (globalis)
koordinatarendszerben adtuk meg és a kiszamitott eredmények megjelenitését is abban a
rendszerben végeztiik el.

A végeselemhez rendelt lokalis koordinatarendszer hasznalata nemcsak vonalszerd, egy
dimenzités elemek esetében mutatkozik elénydsnek, annak hasznalatat a két- és haromdimenzids
elemek esetében is bevezették. Ekkor a vizsgalt tartomanyra vonatkozd kifejezéseket,
Osszefiiggéseket a lokalis rendszerben irjuk fel, ez pedig lehet6vé teszi a valamennyi elemnél
eléforduldé miiveletek Osszevonasat. A helyi koordinatarendszerben felirt formakrél a teljes
tartomanyra érvényes kifejezésekre egyszerii koordinata-transzformacioval lehet attérni.

A lokalis koordinatarendszer a végeselem-modszerben az adott végeselem geometriajahoz
igazodik.

Hiperkubusok esetén egy adott végeselem helyi koordinatarendszere tulajdonképpen egy
Descartes-féle vonatkoztatasi rendszer marad, melynek tengelyeit az adott végeselemhez igazitjuk.
Ennek origéja vagy a hiperkubus valamelyik sarokpontja (ekkor peremhez illesztett
koordinatarendszerr6l beszélink), vagy pedig a hiperkubus geometriai kozéppontjaban van (ez a
centralis koordinatarendszer). Tengelyei az elsé esetben a tengelyek a hiperkubus élei, a masodik
esetben pedig annak kozépvonalai. A lokdlis koordinatarendszer a végeselem alakjanak
megfelelden lehet egyenes vagy gorbe vonali. E rendszer normdlt, a tengelyeken a hossz-
mértékegységeket ugy valasztjuk meg, hogy a koordinatak a végeselem tartomanyan a [0, 1], illetve

a [—1,1] tartomanybol vegyenek értékeket az origd helyzetétdl fiiggden (az elébbi eset a peremhez

illesztett, az utobbi pedig a centralis rendszeré). Mivel e mértékegységekkel Kkifejezett
hosszusagokat tulajdonképpen az adott €1 hosszahoz (illetve annak feléhez) viszonyitott aranyokkal
fejezziik ki, e koordinatakat dimenzionélkiilinek (adimenziondlisnak) is nevezik. A 4.7. abra
kétdimenzids helyi vonatkoztatasi rendszereket mutat be.

y

Ly

peremhez illesztett centralis centralis, gorbe

V-

4.7. abra. Hiperkubushoz rendelt helyi vonatkoztatasi rendszer

A helyi koordinatarendszer tehat csak kivételes esetben ortogonalis és egyenesvonalu.
Hasznalata nem a végeselem-modszer 6nallo talalmanya, viszont igen jellemzo ra (altalaban a helyi
vonatkoztatasi rendszer hasznalatdit Lagrange modszernek is nevezik, mig az altalanos
koordinatarendszerét Euler modszernek).
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A hiperkubus helyi koordinatarendszerben felirt f,(&,m,c) fliggvénynek az Aaltalanos
vonatkoztatasi rendszerben egy f, (x,y,z) fliggvény felel meg, a megfeleltetés pedig az
x =x(&,1n,9), ¥ = ¥(&n,¢), z = z(&,N,0) 4.1)

koordinata-transzformacio szerint torténik. Természetesen az inverz transzformacionak is 1éteznie
kell:

EJ:E.a(x’y’z)’n:n(x’y’z)’g:g(x’y’z)' (42)

Bebizonyithatd, hogy ez utobbi kikotés a 4.1. transzformdcio fiiggvényeinek Jacobi-
determinansara vonatkozo

| J |0 (4.3)

feltétellel azonos, ahol a Jacobi-matrix egy eleme a
1y =a (44)

© 0%,

parcialis derivalt (a globalis koordinatak lokalis koordinatak szerinti derivaltjait tartalmazza).

Egyenes vonall, egymashoz viszonyitva eltolt és/vagy elforgatott vonatkoztatasi rendszerek
esetén a 4.1. transzformacid Jacobi-matrixanak elemei allandok. Ebben az esetben a 4.2. inverz
transzformacio fliggvényei is konnyen eldallithatok explicit alakban. Mas a helyzet a gérbe vonala
vonatkoztatasi rendszerek esetében: ilyenkor a 4.2. 6sszefiiggéseket nem vagy csak nehezen tudjuk
kifejezni; azonban erre gyakorlati szempontbo6l nincs is sziikség.

A végeselemeken értelmezett Osszefliggések kiszamitdsaban a helyi koordinatarendszer
hasznalata esetén a lokalis valtozokra kell attérni (beleértve az integralasi hatarértékeket is) és az
elemi integraldsi tartomanyokat is transzformalni kell, példaul kétdimenzids esetben a

d4d=dx-dy = J|-dE-dn (4.5)
Osszefiiggés szerint. A derivaltak esetében az attérés a lancszabaly alapjan torténik:
of _of ot ws)
ox 0& Ox

A szimplexekre valo felosztas esetén a lokalis koordinatarendszer merében kiilonbozik a
Descartes-félétd], azt természetesnek mondjak. Ertelmezése a kovetkezd észrevételen alapul: tudjuk,
hogy az n-dimenzids szimplex tartomanyan felvett pontot a szimplex sarokpontjaival dsszekotve
azt n+1 darab n-dimenziés bels6 szimplexre osztja, melyek Ossztérfogata az eredeti szimplex V'
térfogata lesz. A belsé szimplexek V. térfogatanak a teljes térfogathoz viszonyitott &, ardnya
dimenzionélkiili koordinataként hasznalhaté, mivel az illetd pont helyzete és a térfogataranyok
kozotti megfeleltetés egyértelmi (4.8. abra):

g =t “.7)

Az n+1 helyi természetes koordinata koziil csak n fiiggetlen, mivel Osszegiik mindig
egységnyi kell legyen:

n+l

n+l ;I/l
IZZI:E.U' = % =

=1. (4.8)

N <
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A térfogat a haromdimenzids szimplex esetén a tetraéder valodi térfogata, mig két- és
egydimenzids szimplexek esetén altalanositott fogalom: a haromszog teriilete, illetve a szakasz
hossza.

P&, &)

4.8. abra. Természetes koordinatak

A végeselem feletti fliggvények és az ezekbdl szarmaztatott kifejezések felirasakor a
természetes koordinatakat ugyanugy hasznaljuk, mint a Descartes-féle koordinatakat. Az altalanos
¢s a helyi természetes koordinatak kozotti kapcsolatot az

X = x(élﬁazﬂ"'ﬂénﬂénﬂ)’ Y= y(é]’é2""’§n’&n+l)’ z= Z(§1’§2""’§n’an+l) (4-9)

transzformacio fejezi ki, ahol az utols6 természetes koordinatat csak a teljesség kedvéért irtuk ki
(mivel az nem fiiggetlen). A forditott transzformacid képletei is hasonlé moddon irhatok fel.
Természetesen a transzformacié Jacobi-determinansa ez esetben sem lehet zErd; e determinans az
utolso lokalis koordinata (&, ) szerinti derivaltakat nem tartalmazza.

n+l
Példanak vegyiink egy kétdimenzids szimplexet (4.9. abra). A direkt transzformaciot,
bizonyithatoéan, a matrixos formaban felirt

1 1 1 1] (g
Xe=|x X, Xx;[9&, (4.10)
b0 I R CR SR 2% I LS

relaci6 fogja adni. Az inverz transzformacioé ennél mar lényegesen bonyolultabb:
& =i'(a1 +b-x+c¢, - ),
§2=i-(a2+b2-x+cz-y), (4.11)
&, :L.(% +b-x+cy-y),

2-A4
ahol
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a, =X, Y3 =X3° ¥y, b =y,=y;, ¢ =x;-x,,
a, =Xy, =X 'Yy, by=y, =y, ¢, =x—-x, (4.12)

ay =Xy, —=X,' ¥, by=y,—-y,, ¢;=x,-x,

és
| I x
A=E~1 X, (4.13)
I x,
a szimplex teriilete.
y
3 (63, p3)

1 (x1,31) 2 (x2, )

4.9. abra. 2D szimplex dltalanos és helyi koordinatai
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Ha a 4.9. dbran az i bels6 szimplex (haromszog) egyik csucsat képezd P pontot az allando
€, segédvonalak mentén mozgatjuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy az A, teriilet nagysaga nem

valtozik. A segédvonal ugyanis parhuzamos a haromszégnek az i csomoéponttal szemben fekvo
alapjaval, igy a P pont mozgatasakor a haromszog magassaga nem valtozik meg, melynek
kovetkezményeként 4, és igy &, is allandé marad. E segédvonalakkal a szimplex valamely

megfeleléen megvalasztott ¢élén egy, a &, természetes koordinita nagysagat visszaado skalat

allapithatunk meg. Hasonloképpen eljarvan mindharom koordinataval végiil is a 4.9. 4bra jobb als6
felén lathato viszonyitasi rendszerhez jutunk.

4.3. Interpolacios fiiggvények, folytonossagi osztalyok

4.3.1. Alapveto szempontok

A végeselem-modszer f6 vonasa, hogy a megoldast az egyes elemek felett definialt kozelito
(interpolalo) fiiggvények formajaban keresi. A kozelitd fiiggvényeket polinomidlisan fejezik ki —
ennek elméleti alapjan Weierstrass egy tétele all, mely szerint polinomokkal barmilyen folytonos
fliggvény tetszOleges pontossaggal megkozelithetd. E kozelités gyakorlati haszna az interpolacios
a szamitas pontossagaban all.

A haromdimenzios esetben, ha semmiféle elézetes elgondolds nem befolydsol minket az
interpolacids fiiggvények megvalasztasanak tekintetében, akkor az u megoldast kozelitd u
fiiggvényt mindharom koordinatat tekintve azonos felépitési

p(x)=D.p, X' =py+py x+p, X+,
90 =24V = 4o+ y+q, Y +..., (4.14)
r(z)zZrl.-Zi =Ty Hr,ZAE 2

polinomok szorzataként vehetjiik fel. A kozelitd u fiiggvény tehat a kdvetkez6 polinom lesz:

U(X, y,2) Rty + gy - X+ gy Y+ = ZLTW xteyl o Zb (4.15)
i,j,k

Az x' -y’ - z* szorzatok egymastol linedrisan fiiggetlenek, fliggvénybazist alkotnak, az

Uy =P q; Ty (4.16)

szorzatokbol allo egyiitthatok pedig a kozelitd fliggvény e bazisban felvett koordinatai (az
altalanositott koordinatak), a megoldéas folyamata pedig ezeknek a koordinataknak a kiszamitasat
jelenti.

A végeselem-modszerben az interpolalas véges tartomanyok felett torténik, melyek méretét
ugy valasztjuk meg, hogy az u fiiggvény az adott tartomanyon varhatéoan eléggé sima legyen
ahhoz, hogy alacsonyfoku polinomokkal kozelithessiik meg.

A szamitasi nehézségek miatt mindig a lehetd legalacsonyabb foku polinomokkal kell
dolgoznunk. A polinomok foka, a keresett fiiggvény varhato valtozasa és a végeselemek mérete
szorosan Osszefiigg. Ha egy lassan valtozd, sima megoldasfiiggvényre szamitunk, akkor megfeleld
kozelitést jelenthet egy alacsony fokszamu (példaul linearis) polinom, nagyobb elemmeéret esetén is.
Gyorsan valtozd fiiggvények esetén a végeselem méreteinek csokkentése és/vagy a polinom
fokszamanak novelése sziikséges.

Az algoritmusok a fokszam nodvelésével mind bonyolultabbak lesznek, a szamitasi id6 is
erbteljesen nd — ezért a végeselemes programok nem teszik lehetévé a polinomok fokanak
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tetszOleges novelését. A gyakorlatban harmadfokinal magasabb hatvanyu koordinatakat tartalmazo
polinomokat csak ritkan hasznalnak.

A kozelitd polinomnak nem kell sziikségszerien mindhdrom koordinatat tekintve azonos
felépitéstinek lennie. Példaul ha az u fliggvény csak egyik irdnyban mutat erdteljes valtozast, akkor
csak abban az egy iranyban sziikséges magasabb foku kozelitést hasznalnunk. Ez esetben a
végeselem helyi vonatkoztatdsi rendszerének (tehat a végeselem megfeleld élének) ehhez az
iranyhoz kell igazodnia.

Amennyiben a vizsgalt tartomany geometriai jellemzése sordn mod volt alacsonyabb
dimenzidju kozelitésre (feliilet- vagy vonalkontinuumra vald attérésre), akkor a polinomok
felépitése is megfelelden leegyszertisodik: a 4.14. polinomok koziil csak kettdt, illetve egyet
hasznalunk fel, a kozelito fliggvény pedig csak két-, illetve egyvaltozos lesz.

Ha a polinomban minden egyes ijk kitevojl tag jelen van, akkor az adott polinomot zeljesnek
nevezik. Bizonyos gyakorlati észrevételek (az algoritmus egyszertsitése, a szamitasi id6
csokkentése) a nem teljes polinomok haszndlatdhoz vezettek: megfigyelték, hogy bizonyos tagok
elhagyasa nem befolyasolja mérvadé modon a kozelités pontossagat. Példaul az

— = — — — — 2, — 2, — 2
U =Ugpg TUpgg "X+ Ug " YV Ugg " ZF Uy X FUpg Y Uy Z (4.17)
polinom, mely a teljes kétvaltozoés masodfoku

U =gy +Uygg - X+ Uy Y+ =2+ Uy XY+ -y Z U X2+ (4.18)
+L_1200-x2+b_1020-y2+b_1002-22 ‘
polinomb6l a vegyes szorzatokat jelentd tagok elhagydsaval szarmaztathatd, izotrop marad
(felépitése a valtozok ciklikus felcserélése esetén nem valtozik) és a kozelitésben sem nyujt
lényegesen rosszabb teljesitményt a teljes polinomhoz viszonyitva, viszont joval kevesebb tagot
tartalmaz.

Az egy végeselem feletti approximacio pontossaga azonban még nem minden. A darabjaibol
Osszerakott, a végeselemek felett definidlt kozelité filiggvények Osszessége altal adott
megkozelitésrdl is elvarunk bizonyos dolgokat, igy példaul azt, hogy az nemcsak a végeselemen,
hanem vizsgalt tartomany egészén folytonos kell legyen. Esetenként ezen tilmenden a derivaltak
folytonossagat is biztositani kell, ha valamilyen megfontolds miatt az elemek hatarfeliiletén nem
jelenhetnek meg ugrasok és torések Ezek a kitételek nem altalanos jellegiick, hanem az adott
feladathoz kotottek.

A kozelité fiiggvények és derivaltjainak folytonossaga szempontjabol kiilonbozo
folytonossagi osztalyokat definialhatunk:

e (, —akozelito fliggvény a teljes diszkretizalt tartomadnyon, az elsérendii derivaltja pedig csak a
végeselemek tartomanyan folytonos;

e (, —a kozelitd fiiggvény és annak elsé derivaltja a teljes diszkretizalt tartoméanyon, a
masodrendt derivaltja pedig csak a végeselemek tartoméanyan folytonos;

e (, —akozelitd fliggvény és annak els6é és masodik derivaltja a teljes diszkretizalt tartomanyon,
a harmadrendi derivaltja pedig csak a végeselemek tartomanyan folytonos;

e (, —akozelitd fliggvény és annak elsé n derivaltja a teljes diszkretizalt tartomanyon, az n+1-
ed rendii derivaltja pedig csak a végeselemek tartomanyan folytonos.
A minimalis folytonossagi osztaly altalaban a feladatot leird differencialegyenletekben

szereplO legmagasabb foku derivalt m rendjétdl fiigg: az eldirandd folytonossagi osztaly ilyenkor
C

m—-1*
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Elméletileg a C, folytonossagi osztalynal is alacsonyabb rendii approximaci6 is lehetséges

volna, amikor a kozelité fiiggvény folytonossagat csak a végeselem tartomanyan irjuk eld (a
tanulmanyozott térrész egészén az példaul egy lépcsods fiiggvényt alkothat), azonban a végeselem-
modszer gyakorlataban ez a fajta kozelités nem fordul eld.

A C, folytonossag biztositdsa konnyen megoldhato: elegendé a szomszédos végeselemek

érintkezési hatdra mentén az interpolaciés polinomok formai azonossagat és a kozos
csomopontokban a fliggvényértékek egyenldségét eldirnunk.

Egydimenzids esetben elvileg barmilyen magasrendi folytonossag konnyen biztosithato, két-
vagy haromdimenzios feladatoknal viszont méar a C, folytonossdg megolddsa is lényegesen
nehezebb feladat, a magasabb folytonossagi osztalyok a megvalositasi nehézségek miatt pedig
inkabb csak elméleti jelentdséggel birnak.

4.3.2. Vonalelemek
4.3.2.1. Helyi koordinatak

Egydimenzios, egy fiiggetlen valtozoval, kozonséges differencialegyenlettel leirhato feladatok
megoldasa soran gyakran analitikus vagy egyéb numerikus eljaras alkalmazasa is lehetséges,
azonban — f6leg nagyszamu egymashoz kapcsolddo vonalszerii résztartomanyokbol allo szerkezetek
esetén — a végeselem-modszer alkalmazasa elénydsebb lehet.

A tanulményozott tartomany diszkretizalasa soran egymadssal a végpontjaikban csatlakozo
vonalelemek halmazahoz jutunk. A vonalelem egyszerre egydimenzids hiperkubus és szimplex,
melynek peremét a végpontjaiban levé csomoépontok alkotjdk. Magasabbfoku interpolacios
polinomok megkdvetelhetik tovabbi m belsé csomopont felvételét is, melyek a vonalelemet m +1,
rendszerint egymassal egyenld hosszusagu részre osztjak (4.10. abra). A csomopontok szama a
végeselem egyik jellemzdje. Szamozasuk sorrendje elvileg tetszdleges, gyakorlatilag az alkalmazott
szoftver megirasakor felallitott egyezményhez igazodik.

1 2 X
1 3 2 x
1 3 4 2 x
1 35 nlmn 4 2 X

4.10. abra. Vonalelemek

A belsé csomopontok felvételével a kozelitett mennyiség nemlinedris valtozasat lehet
pontosabban modellezni. Az elobbi fejezetekben a kozelitd fiiggvény meghatarozasanal a
csomoponti fiiggvényértékekbdl indulunk ki. A peremen levé csomopontokban ezek az értékek
egyarant érvényesek voltak minden, az adott csomopontban érintkezd végeselemre, hiszen a
kozelito fiiggvény folytonos kellet legyen a peremeken is — ez volt az a feltétel, amely végiil is a
végeselemeket Osszekapcsolta egymassal. A bels6 csomoépontok esetében ilyen folytonossagi
feltételek nem irhatok eld, éppen ezért a linearis egyenletrendszerben tobb ismeretlen lesz, mint
egyenlet. Az ismeretlen megoldasfiiggvény megkdzelitésénél a belsd csomopontok tehat egyaltalan
nem bizonyulnak hasznosnak, hiszen a reajuk vonatkozo feltételeket legfeljebb a peremen érvényes
csomoponti értékekbdl tudnank valamilyen szabaly szerint eldallitani (ezeket a feltételeket
szintetikusnak is szoktak nevezni).
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Gyakorlati szempontbol azonban a belsé csomdpontok felvétele mégiscsak eldnyokhoz
juttathat a gorbiilt elemek geometridjanak megkozelitésénél, ugyanis a végeselem-modszerben
nemcsak a megoldasfiiggvény értékét allitjuk el a csomoponti értékek fiiggvényeként, hanem egy
adott pont koordinatait is a csomopontok koordinatainak fiiggvényében adjuk meg. A végeselem
alakjat tehat a koordinatakat interpolalo fiiggvények hatarozzak meg. A geometria mindig ismert,
igy a bels6 csomdpontok koordinatai is ismertek, éppen ezért a geometridt kozelitd fiiggvény
szintetikus feltételek nélkiil is eldallithato.

Végs6 kovetkeztetésként megjegyezhetjiik, hogy a 4.10. abran lathaté végeselemek koziil a
gyakorlatban inkdbb csak a két csomoOpontos valtozattal talalkozhatunk, a gorbiilt elemek
geometridjanak megkdozelitésére pedig az egy belsé csomoponttal rendelkezd ,,parabolikus”
végeselem alkalmas (a kozelito fiiggvény masodfoku, innen a parabolikus jelzo).

Ha a vonalelemet egydimenzios hiperkubusnak tekintjiik, akkor a helyi koordinatarendszer
origdjat példaul az elem kdzéppontjaban vehetjiik fel (4.11. abra).

1 £=0 2 X
C b
X1 ‘ X2
. L=x27x1 o
E=1
g=-1

4.11. abra. Az egydimenzios hiperkubus lokalis koordindtarendszere

Az elem L hosszat két egységnek megfeleltetve kapjuk a normalt helyi vonatkoztatasi
rendszert. A két végpont koordinatdi ekkor &=-1, illetve & =1, fiiggetleniil att6l, hogy a
vonalelem egyenes-e vagy gorbe. A globalis és lokalis koordinatak kozotti 6sszefiiggést az

X +X, X,—X
x= + . 4.19
) 5 & (4.19)
direkt és a
€= ! (2-x—x,—x,) (4.20)
X, =X

inverz transzformaciok adjak. A Jacobi-matrix elfajul, egyetlen skalar lesz:

dx _x,—x

s (4.21)

(ez a 4.19. relacio derivaltja), melynek ,,determinansa” (a derivalt értéke) mindaddig zéronal
nagyobb szam, mig a vonalelem hossza nem zér6. A d/dx differencidloperatornak a lokalis
rendszerben a lancszabaly szerint a

d_ded__ 2 4

dx dx dé_xz—x1 d_&,

(4.22)
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operator felel meg.
Ha a vonalelemet szimplexnek tekintjiik, akkor ,térfogatat” a hossza fogja jelenteni. Az
altalanos helyzetti P pont természetes koordinatait a

X, =X a X-Xx a
& = 2 =—, &= —=1-— (4.23)
X, —x, 1 X, — X, [

Osszefiiggések adjak, ahol &, + &, nyilvanvaldan egységnyi (4.12. abra).

1 2 *
C D
X1 X X2
a=XxX,—x
L=x27x1 -
&i=1
& =0
&=1
&=0

4.12. abra. Az egydimenzios szimplex lokdlis koordinatarendszere

Az inverz transzformacid ez esetben

x=8 X +8, X, =8 (% —x,) +x, =&, - (x, —x) + Xy (4.24)
Az elfajulo, kételemes Jacobi-matrix tagjai
ﬂle—x2 és Ox =X, — X (4.25)
¢, 98,

lennének, melyek a &, +&, =1 egyenletet kovetd d&, +d&, =0 Osszefliggés miatt nem

fiiggetlenek egymastol. A Jacobi-matrixba tehat elegendd csak egy tagot bevenni, igy determindnsa
is a figyelembe vett taggal lesz egyenld.
A d/dx differencidloperator ez esetben a lokalis rendszerben a kovetkezé formahoz vezet:

d _0g o 0% 0 1 (a_a]
08, 0%,)

= . . = . (4.26)
dx o0Ox 0§ 0Ox 0&, x,—x

4.3.2.2. Interpoléacios polinomok

Az interpolaciés polinomok felépitéséhez a 4.14. készletbdl elegendd csak egyetlen tagot
venni, mivel egydimenzios fiiggvény kozelitését kell megoldanunk. Ez esetben a 4.28. interpolacios
fliggvény a készlet elso tagjaval lesz azonos, mely egy x -ben n -edfokd polinom:

P (X)=a,+a, -x+a, x> +..++a, x". 4.27)

Ugyanezt matrixos formaban is felirhatjuk:
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PP =Ya x =l x x . 2] at=ix)" 4, (4.28)

ahol {x } a bazisfiiggvények, {a, } pedig az altalanositott koordinatak vektora.
A polinom a, egylitthatoinak meghatarozéasa az elem csomépontjaiban felirt fliggvényértékek,

illetve az elsé néhany derivalt eloirt értékeinek alapjan torténik a valasztott folytonossagi osztalynak
megfelelden.

4.3.2.3. A () illesztés
A C, illesztés csak a fiiggvényértékek azonossagat irja eld az egymashoz illeszkedd

végeselemek végpontjaiban.
A kétpontos C, osztalyu vonalelem esetében Osszesen két feltételt kell és lehet felirni: a

fiiggvény értékeit a két csomopontban. A két feltételbol két egyiitthatot tudunk meghatarozni (a, -t
¢és a, -et), a kozelitd fliggvény tehat egy elséfokt polinom lesz:

PP (x)=a,+a,-x. (4.29)

Az alabbi (4.13.) abran kijelolt végeselemre ezeket a feltételeket a kovetkezd
egyenletrendszerbe tomdorithetjiik:

Y (x,) 1 x a,
{p(l)(xk+1)}:|:l ka]{al}’ (430)

ahol a bal oldali vektor a csomoponti értékeket tartalmazza. Ezt az 6sszefiiggést roviden a

") =@ ] {a} (4.31)
formaban is felirhatjuk, ahonnan a keresett egyiitthatok
{a}=[®@,1" - {p"}. (4.32)
Az eddig bevezetett jeldlésekkel az interpolacids polinom
PP ={x} (@1 {pVy = INDY - () (4.33)

lesz, ahol az {N"} vektort mint a kozelité fiiggvények vektorat, a {p} vektort pedig mint a
csomoponti értékek vektorat azonosithatjuk, a bazisfiiggvények vektora pedig

{x "= x]. (4.34)

Itt megjegyezhetjiik, hogy né¢ha az {N} fiiggvényeket is bazisfiiggvényeknek nevezik, ekkor
a {p} tagjait altalanositott koordinataknak tekintik. Ez a szohasznalat azonban nem teljesen helyes,
ugyanis a bazisfliggvények egymastdl linearisan fliggetlenek kellene legyenek, s mint 1atni fogjuk,
az {N} vektor tagjai nem azok. Az {N} fiiggvényeknek egyébként van egy harmadik neviik:
alakfiiggvények, mivel az interpolacios polinom altal leirt gérbe alakjat adjak meg.

A kozelito fiiggvények vektora a kdvetkezoképpen fejtheto ki:
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X—x,

A
My _ T SINT _ N, (%) _ Xpo — X, | _ &
(N} =({x}" - [®,1) _{Nk+1(x)}_ x _{gz . (4.35)
Xir1 = X

A végeselem barmely pontjaban a két kozelité fiiggvény, N, és N, , Osszege egységnyi, tehat
szigorian véve nem nevezhetok bazisfiiggvényeknek (mert nem fiiggetlenek egymastol).

p(x)
I
Dp(xr) DP(Xk1)
X
’J A A A4 \J—>
X2 X1 Xk Xie+1 Xi+2
Ny
1
Ni1
1

4.13. abra. Cy folytonossag linearis vonalelemek folott

Az x, ésaz x,,, koordinatak a lokalis koordinatak barmelyik tipusaval kifejthet6k, azonban
hasznos észrevenniink, hogy az utobbi kifejezés jobboldali vektoranak felsd tagja éppen &, , az also
pedig &,. Innen rogton kovetkezik, hogy a két kozelitd fiiggvény értéke az indexnek megfeleld
pontban egységnyi, mig a masikban nulla.

Itt kell megjegyezni azt, hogy bar a kozelitd fiiggvényeket €s az interpolacids polinomokat
matematikailag akar a teljes diszkretizalt tartomanyon értelmezhetjiik, a végeselem-modszer az
értelmezési tartomanyt lesziikiti az adott végeselem tartomanyara. Ugyanakkor észrevehetjiik, hogy
példaul a £ csomdpont nemcsak az eddig tanulmanyozott, £ és k +1 csomdpontok altal kozrezart
vonalelem része, hanem része a szomszédos, k—1 és k£ csomopontok kozott fekvd végeselemnek
is. fgy az N . kozelité fiiggvényt a szomszédos elemen is értelmezhetjiik és annak teljes leirasa a
kovetkezd lesz:

1—M ha xe[x,,,x,],
X = Xpa
N, o=1-—"% ha xelx,x.], (4.36)
X1 — X
0 egyébként.

Az igy meghatarozott 4.35. kozelitd fliggvényekkel az interpolacios polinomot a kovetkezo
linearis kombinaci6 adja:
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p(l) (x)= p(l) (x0) - Ny () + p(l)(ka) Ny (x). (4.37)

A legegyszerilibb esetben, a C, folytonossagi kétpontos végeselem esetében tehat az

interpolacids polinom els6foktl (linedris), amint az a 4.13. &bran is lathatd. A végpontokban
nincsenek ugrasok, de a kozelit6 fliggvény ott nem sima.
A C, osztadlyG harom csomodpontos vonalelem esetében harom feltételt kell felirni (a

fliggvény értékeit a harom csomodpontban), ami harom meghatarozhato egyiitthatohoz vezet. A
kozelitd fiiggvény most egy masodfokufoka polinom:

pP(x)=a,+a,-x+a, x°, (4.38)

az emlitett feltételek pedig a kovetkezok:

p(Z) (x) 1 x ka a,
p(Z) () =1 Xy xk+12 N a (4.39)
p(Z) (X412) 1 xp, xk+22 a,

(a csomopontokat a 4.10. abran lathatdé mdédon szdmozzuk, tehat a k+2 indexti pont a belsd
csomopont), melyeket roviden

P} =[®,]{a,} (4.40)
formaban irunk fel. Az egyenletrendszert megoldva az egyiitthatok
{a,} =[®,]1" - {p”} (4.41)
lesznek, melyekkel az interpolacids polinom ezuttal
PP )= {2} [@,17 - {pP ) = (NPT {p?), (4.42)
ahol
{x,)" =[1 x x*]. (4.43)
A kozelitd fiiggvények vektora most harom elemet tartalmaz és a kovetkezOképpen fejthetd
ki:

Xt — X '[2. Xt — X _lj
Xy =% Xy — %

i) X—x X—x
N} = ({0} 10,17 =N () = ¢ -(2- . _1J =
N, (x) X1 — X X1 — X
k2 4. Xy —X ) X=X, (444)
Xt =X Xpn — Xy
&2 1)
=18,(2-&, -1y,
4- E.al ":2
ahol feltételeztiik, hogy a harmadik csomépont ez elem kdzéppontjaban van:
Xpo = % (4.45)
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Ha a harom kozelité fiiggvény értékeit a végeselem valamely adott pontjaban 6sszegezziik,
akkor megint csak azt talaljuk, hogy az Osszeg minden pontban egységnyi lesz (a kozelitd
fliggvények tehat most sem fiiggetlenek).

A kozelito fiiggvények értelmezése a szomszéd elemekre is kiterjeszthetd, azonban a
harmadik, mely az elem kozéppontjaban van, csak az adott végeselem felett rendelkezik nullatol
kiilonbozo értékekkel.

Ez esetben is az x, és az x,,, koordinatdk a lokalis koordinatdk barmelyik tipuséval

kifejthetok, a kozelitd fliggvények a lokalis koordinatadk masodfoka polinomjaiként irhatok fel
(ezért az elem parabolikus). Ha a kozelité fiiggvényeket abrazoljuk, akkor azt talaljuk, hogy ez
esetben is az indexiiknek megfeleld pontban értékiik egységnyi, mig a tobbi csomopontban nulla.

A meghatarozott kozelité fiiggvényekkel az interpolacios polinomot ez esetben a kovetkezd
linearis kombinaci6 adja:

PP @)= p?(x) N () + p P (x0) Ny (1) + 92 (%02) Ny () (4.46)

p)
p(xp) Pxr2) | pP(ear)

X
\\ 0O) 0O 0O) ) 0O f) »

Xk Xi+2 Xi+1

Ni
1
Nk+1
1
‘ Nk+2

4.14. dabra. C folytonossag parabolikus vonalelemek folott

A C, folytonossagu harompontos végeselem esetében az interpolacids polinom masodfoku, a

kozelitd fliggvény tehat gérbe, mely esetleg jobban simul a kozelitett fiiggvényhez, mintha azt
linearisan, egyenes szakaszokkal kozelitettilk volna meg. A végpontokban ezuttal sincsenek
ugrasok, de a kozelito fiiggvény ott most sem sima (4.14. abra).

Ha tovabbi belsé csomopontokat vennénk fel, akkor a C, folytonossagu illesztés egyre

magasabb foku approximaciot eredményezne. Egy n csomopontt elem (melyek koziil » —2 belsd
csomopont) esetén az approximacido foka n—1 lesz. A kozelitd fiiggvényeket kiszamitva
észrevehetjiik, hogy azokat az
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X —X;

N P
Nj (x)—E[ =

el o (4.47)
_ (x=x) (x=xy) s (x=x, ) (x=x ) e (X —x,) - (x—x,)

() =50 (6 = 63) e () =2 ) () =)o (6, = %, ) (6, = X,)

kifejezéssel altalanosithatjuk és amelyeket Lagrange polinomoknak neveznek. Konnyen észre lehet
venni, hogy az x = x, pontban a szamlalé azonos a nevezdvel, tehat a polinom értéke ott egységnyi,

az x=x, (i # j) pontok barmelyikében pedig a polinom értéke zérd. E kozelitd fiiggvényekkel a

C, folytonos n -pontos vonalelem interpolécios fliggvénye

P = () N @)+ () N (0 bt P () NI (). (448)

k+n-1

4.3.2.4. A C, illesztés
A C, osztdly a végeselemek hatardn nemcsak a fiiggvényértékek, hanem az elsérendii
derivéltak folytonossagat is eldirja. A legegyszerilibb C,-folytonos végeselem a két csomopontos

vonalelem, melynek esetében igy Osszesen négy feltételt kell felimunk. E négy feltétel egy
harmadfoku polinom négy egyiitthatojat hatarozza meg:

pP(x)=a,+a,-x+a, x> +a,-x° (4.49)
(tehat a legegyszertibb C, folytonos elem feletti interpolalas harmadfokt), amelynek derivaltja
pP'(X)=a, +2-a, -x+3-a,-x*. (4.50)

A feltételek tehat az el6bbi két polinom értékeit irjak elé az x, és az x,,, pontokban:

P (x) Loy, x x; a,
p((;))'(xk) _ 0 1 2'2xk 3o3x,f a, ’ @.51)
P | X Y Xy | %
PP [0 T 2oxy 3] e
melyeket réviden is felirhatunk:
PV} =10,] {a,}. (4.52)
Az egyenletrendszer megoldasa az egyiitthatokat adja:
{a;}=[@,1"-{p?}, (4.53)
melyekkel az interpolacids polinom
PP x) = {x}" (@1 {(pVy =NV} - (V) (4.54)
lesz, ahol
x;}=01 x x* x’]. (4.55)

A kozelitd fiiggvények vektora most négyelemi:
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N; (%)

3 Ny(x) |
(N} =({x;)" N,?H(x) (4.56)
Nli+l(x)
( X—x, jz j
1-3 | — | +2
Xpe1 =Xy xk+1
(X—xk)_z'(x_xk) + (x xk) 3};?_2&?
— Xevr =Xk (X — k)2 _ L(EAZ_EMS)
o3| e 7Y 2 Xk TX 3.85-2:¢7 |
) e = SLE3-E))
()Ck+1 X) 2. ( kel ) + (ka _
KXo =Xy ()C,Hl—)ck)2

elemei harmadfoku polinomok. L az elem hossza. A felsé index a derivalt rendjére vonatkozik.

Megallapithatd, hogy a ,,0” felsé indexti kozelité fiiggvények az als6é indexnek megfeleld
csomopontban egységnyiek, a tobbi pontban pedig értékiik zErd. A derivaltra vonatkozo, ,,1” felso
indexii kozelité fiiggvények értéke minden csomopontban nulla. A ,,0” felsé indexii fliggvények
derivaltja minden csomoépontban zérd, az ,,1” felsé indext fiiggvények derivaltja viszont az als6
indexnek megfelel6 csomopontban egységnyi, a tobbiben pedig zéro.

P(Xk+1)

Ve
O © O C

X2 Xje-1 X Xie+1 Xie+2
N
1
Nin
1
N
45°

Nt tg 45° =1
tg 45° =1 \45

4.15. dbra. C; folytonossagi osztalyu kétcsomopontos vonalelem feletti kézelités

Az interpolacids polinom részletesen kifejtett alakja ez esetben:
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p(S)(x) = p(z)(xk)'Nl?(x)-l_ p(z)('xkﬂ)'N}?ﬂ(x)-i_
+p(3)(xk)'N/1 (x)+p(3)(xk+1)-N,1+1 (x).

A legegyszeriibb C,-folytonos vonalelem feletti interpolacid tehat harmadfoku; a kozelitd

fliggvények és az interpolacios fiiggvény abrazolasa soran egyarant harmadfoku parabolakhoz
jutunk (4.15. abra). A csomopontokban nincs ugras €s a fliggvény sima. A masodfoku derivalt altal
meghatarozott gorbiilet a csomopontokban viszont ugrasszeriien valtozhat, ott akar inflexios pontok
is lehetnek, mivel a méasodrendii derivaltak folytonossagat a C, osztaly nem kell biztositsa.

(4.57)

Az approximaci6 rendjének novelése érdekében a vonalelemen belsé csomopontokat is fel
lehetne venni (ez a gyakorlatban nem honosodott meg). A folytonossagi osztalyok definiciéja nem
tartalmaz bels¢ csomopontokra vonatkozo eldirdsokat, tehat ezekben a fiiggvény derivaltjanak
értekét vagy eldirjuk, vagy nem. Az elobbi eset hat, az utobbi 6t feltételhez vezet, az approximacio
foka igy 6tod-, illetve negyedfoku lenne.

4.3.2.5. Magasabb osztalyu illesztések
Amennyiben a csomdpontokban a derivaltak folytonossagat is eldirjuk az interpolacios
polinomok a Hermite-polinomok (vagy simulo-polinomok) lesznek. Az n-ed rendi Hermite-
polinom az elsé n -ed rendii derivalt folytonossagat biztositja a kovetkezo feltételek eldirasaval:
d"H;,(x) |1 hax=x, ér=m
dx’

aholr,m=0,1,...,n,

0 hax=x, der#m,vagyx=x,,, (4.58)

vagyis a fliggvény értéke vagy derivaltjanak értéke csak egy pontban lehet egységnyi, a tobbiben
z€rd. Az Osszefliggésben r az interpolacios polinom derivaltjanak rendje. A & index a csomopont
sorszamara, m pedig a derivalt rendjére vonatkozik.

osztalyu kétpontos vonalelemre felirt 4.35. Osszefiiggésben szereplo kozelité fliggvények
(Lagrange-polinomok) a nulladrendii Hermite polinomok:

L.
{ Hy0() } | B (4.59)
H18+1,0(x) I—M ’ -
X1 — Xy

mig a C, osztalyu kétpontos végeselemre felirt 4.56. kifejezésben szerepldk pedig az elsérendii

Hermite-polinomok:
2 3
H.(ﬁ} +2.[uj
Xt — Xy Xt — Xk

Hl X _ 2 _ 3
kl,O( ) (x—xk)—Z'(x X;) + (x—x;) .
Hy (%) _ X =X (0 —x;)

H/iu,o(x) B 1_3( Xpp —xJZ +2'[ Xy — X I

1
Hia(x) Xt — Xy Xt — Xk

(4.60)

(xk 1 _x)_z' (xk+l _x)2 + (xk+l _')C)3

2
X — Xk (i — ;)
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az elébbi
mely miivelet az approximacio fokanak

A magasabb folytonossagi osztalya vonalelemek kozelité fiiggvényeit
alfejezetekben ismertetett eljarassal fejezhetjiik ki,
novelésével egyre bonyolultabba valik.

A C, osztalyu kétpontos végeselem a masodrendi derivaltak (a fliggvény gorbiiletének)
folytonossagat is biztositja a peremen, a kozelitdé fliggvényeit alkoté Hermite-polinomjai pedig
otodfokuak lesznek:

3 4 5
10- (xku_xj _15. (xkn_xj 46 [xkﬂ_'xj
X1 X1 3 X1 — X
_4. ( X1 — J [ X1 — J ( X =X js
sz,o(x) Kir1 — N Xpsl _xks
H}il(X) ll( Xt — xj _2_(xk+l x] +(xk+l_x] :l
H,iz (x) | 2\ X=X Xt — X Xjewr = X 3
Hlf+10(x) 10‘( X=X, ]3_1 ( X=X, ]4+6-( X—x, js
k+l (%) X — X X — X X — X,
Hk+1,2(x) _4( X=X ]3+ ( X—x, j4_3( X—X, ]5
X1 — X Xt — Xk X1 ~ X
5

3 4
_l. ( X=X, j _2'[ X=X, j +[ X=X, j
2 Xier — X Xp — X X — X
10-&13—15-&,f+6-§15
4T 3
JosE-2E e
108 -15-£5 +6-&] (4.61)
4-85-7-83+3-&
-0.5-(&5-2-E5+€)

Megjegyzendd, hogy ezeknek a végeselemeknek a hasznalata nem terjedt el.

4.3.3. Feliiletelemek
4.3.3.1. Helyi koordinatak

A kétfajta feliiletelem — a kétdimenzios hiperkubus ¢és a kétdimenzids szimplex — geometridja
a vonalelemektdl eltéréen mar nem azonos: mig az elsé egy négyoldalu tartomany, addig a
masodiknak csak harom oldala van. Ezért a kétfajta elemet kiilon kell targyalni.

A legegyszerlibb, a legkorabban hasznalt kétdimenzidos végeselem a haromszdgelem.
Népszertiségének oka a diszkretizalas megvaldsitasanak egyszertiségében rejlik.

A haromszogelem leggyakoribb véltozata a harom sarokpontos végeselem, de a magasabb
rendii approximaciot biztositdé élmenti, sét belsé csomdpontokkal ellatott valtozatait is hasznaljak
(4.16. abra). A csomopontok szamozasat tekintve ebben az esetben sem 1éteznek altalanos érvényii
szabalyok vagy el6irasok.

A kétdimenzids szimplexet a 4.2. fejezet végén mar bemutattuk. A koordinatak kozotti direkt
transzformaciot a 4.10. relacid, mig az inverz transzformaciot a 4.11. Osszefliggések adjak, mely
utdbbiakat matrixok felhasznalasaval tomoren a
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& 1 a b ¢ 1
E, 1= Wl a, b, c,|yx (4.62)
&; a; by ¢ y

formaban is felirhatunk, az ott alkalmazott jeldlések felhasznalasaval.
A teriiletkoordinatak ismeretében a differencialas a kovetkezOk szerint torténik:

00850 1 gy 0
ox Sox o 24457 e’ “63)
0 _¥0% 2 |

4.16. abra. Hiromszogelemek

A kétdimenzids hiperkubus — a négyszdgelem — leggyakoribb valtozatanak szintén csak a
négy sarkan vannak csomopontok, de ez esetben sem ritka az éleken vagy a belsé tartomanyban
felvett csomodpontokkal rendelkezé négyszogelem. Lokalis koordinatarendszeriik legtobbszor
centralis, amilyent a 4.7. dbran lathatunk. A koordinata-transzformaci6 ebben az esetben

X =

i'[(l—i)'(l—n)'xl +(1+8)-(1-m)-x, +(1+8)-(1+m)-x, =(1=8)-(A+m) - x,],

(4.64)
y=%'[(1—<§)'(l—n)'y1 +(1+8)-(I-m)y, +1+8)-A+m) -y, —(1-8)-(1+M)-y,],

ahol & és m a [-L1] intervallumbdl vehetnek fel értékeket.

Az inverz & =&(x,y) és n=mn(x,y) Osszefliggések analitikus kifejezése bonyolult lenne, de a
gyakorlatban ezekre nincs is sziikség.

A globalis valtozok szerinti derivaltakat a Jacobi-matrix segitségével irhatjuk fel:

0 0
Ox| _r g )08
oy on

ahol a transzformacid Jacobi-matrixa:
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ox 0y

_| 08 0&|_
[J]= % 8_y = (4.66)
on 0Jn
0 0 0 0 XY
1 afg[(l—é)-(l—n)] a*a[(ﬂi)'(l—n)] afé[(1+§)'(1+n)] a*a[(l—é)-(ﬂn)]‘)62 |
Y-y a-m) Zaee-a-ml (a+8-aeml Sfa-g-a+mi| | ¥
o on on on Xy Y,
XN
:1_{—(1—11) (1-m)  (1+mn) —(l+n)}x2 ¥
4 [-(1-8 -(1+8 (1+8 (-8 ||x y |
Xy Vs
mely képletben a jobboldali matrix a sarokpontok koordinatait tartalmazza.
A Jacobi-matrix inverze
oy _9y
71_L‘ on 0g
[J] "1 ex ex | (4.67)
on 0§
ahol a matrix determinansa
JL0x 2y _ox 2y _
0t an on og
1
=§-{(x1—x3)-(y2—y4)—(yl—y3)-(x2—x4)+ (4-68)

+[(x2 _x1)'(y3 _y4)_(y2 _y1)'(x3 —X4)]‘<§+[(X4 _x1)'(y2 _ys)_(y4 _y1)'(x2 —x3)]'11}

4.3.3.2. Interpolécios polinomok

A kétvaltozos esetben az interpolald fiiggvény felirdsakor a 4.14. polinomok koziil kettot kell
venniink.

A teljes kétvaltozos n -edfoku polinom a kovetkezoképpen adhatd meg:

pU(xy) =2 a, x"y, (4.69)
k=1

ahol

_(ntD-(n+2)

. (4.70)

I+j<n, m
(m apolinom egylitthatdinak szdma).

A teljes kétvaltozoés polinomok tagjait legegyszerlibben a Pascal-haromszoggel
illusztralhatjuk (4.17. édbra). A hdromszdg savjai az azonos kitevoju tagokat tartalmazo szorzatokat
kotik 6ssze. A teljes n-edfoka polinom az adott vonalon talalhatd és az Osszes felette levd tagot
tartalmazza, igy példaul a teljes hetedfoki polinom 36 taggal rendelkezik.
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4.3.3.3. A Cyp-folytonos feliiletelemek
A feliiletelemek C, folytonossagl illesztése olyan feladatoknal fordul eld, amelynél a

A folytonossagot nem elegendd csupan a csomoépontokban eldirnunk, hanem a végeselemek kozos
¢lein is biztositanunk kell azt. Ez akkor lehetséges, ha az egymassal érintkez6 élek mentén a két
szomszédos végeselemnek ugyanannyi csomopontja van és az interpolacié foka mindkét elem felett
azonos (ekkor az interpolacios polinom gorbéi az adott élen azonosak lesznek).

a polinom:
1 nulladfoka
X y els6fokt
x Xy s masodfoku
X Xy Xy ¥ harmadfokt
X Xy Xy Xy ' negyedfoki
x x'y Xy X'y xy’ y otodfoka
x° Xy xh? Xy ' Xy 3 hatodfoku
x x°y Xy xy’ Xy Xy x° y hetedfok

4.17. abra. A Pascal-haromszog

Az approximacié mindsége a csomopontok szamanak, azaz a polinom fokdnak novelésével
javithaté. A finomitds lehetdségei elvileg korlatlanok, gyakorlatilag azonban a pontossag
novekedése nem all egyenes aranyban a szamitasok elvégzéséhez befektetendd teljesitménnyel. A
gyakorlat azt mutatja, hogy a C, folytonossag esetén harmadfokinal magasabb polinomokat nem
érdemes hasznalni.

A kétdimenzidés C, folytonossag szimplexek csaladjat a legszemléletesebben a Pascal-
haromszog segitségével tudjuk bemutatni (4.18. abra).

A (nulladfoku) 1 A
X y els6fokt &
& masodfoku X Xy Y
X Xy Xy Y harmadfokt &

negyedfok x Xy Xy Xy '
5 4 32 23 4 of

5 x'y Xy Xy xy y 6todfoka

4.18. abra. Cy folytonos 2D szimplexek

Az abrabol kitiinik, hogy a csomodpontok szdma a polinom tagjainak szamaval azonos, a
tagoknak a Pascal-haromszogon beliil elfoglalt helyzete pedig a csomopontok helyzetét mutatja.

A nulladfoku elem egyetlen belsd csomoéponttal rendelkezik, az interpolacios fiiggvény is
egyetlen konstansbol all. A fiiggvény értéke az elem felett allando, a peremeken a fiiggvényértékek
folytonossaga nincs biztositva, a nulladfoku elem tehat nem tartozik a C, folytonossagi osztalyhoz.
Ezt a tipust a gyakorlatban nem alkalmazzak.
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A legegyszertibb C, osztalyl kétdimenzids szimplex tehat az elséfoku (linedris) kozelitést

biztositd haromcsomopontos haromszogelem. Kétvaltozos elséfokt interpolacidos polinoma a
kovetkezo:

p(])(xay):ao+a1'x+a2'y:{x1}T'{a1}~ (4-71)

A fliggvényértékek folytonossaganak feltételei a harom csomopontra vonatkoznak:

P (x00) I x Yk a
p(l) (xk+1 b yk+1) = 1 xk+1 yk+1 ’ al 2 (472)
PV (s i) I X Vi @,
melyeket tomoren
" =@ ] {a} (4.73)
formaban is felirhatunk és ahonnan a harom ismeretlen egyiitthato
{a}=[®@,1" - {p"}. (4.74)
fgy az interpolacios polinom
PPy ={x}" @1 - {pP =N {pT) (4.75)
lesz, ahol
x =0 x y]. (4.76)

Ez esetben a kozelito fiiggvények vektorat a kvetkezoképpen kapjuk:

N (x.) &
(N =({x )" -[@,17)" =4 N, (xy)  =4&, 4.77)
N, (xy) &;

(a természetes koordinatdkat a harom csomépont x,, y,, X,,1, Viu»> Xia» Vie, Koordinataival

kifejezve meglehetdsen bonyolult felépitésii sszefiiggéseket kapunk).
A kozelito fiiggvények felhasznalasaval az interpolacids polinom:

p(l)(x’y) = p(l)(xk’yk)'Nk(x’y)+p(1)(xk+layk+l)'Nk+1(xay)+

0 (4.78)
P (X5 Via) N (3, 0),

melynek geometriai értelmezése a kovetkezo (4.19.) abran lathato.

Az els6fokil approximacié soran az interpolacios polinom altal leirt feliillet egyméashoz
illeszkedd haromszogekbdl all.

A vonalelemeknél emlitettiik, hogy a kozelitd fiiggvényeket szigoruan véve csak az adott
végeselem felett értelmezziik, de mivel a peremen levé csomopontok a szomszédos elemekkel
kozosek, az illetd csomoponthoz tartozd kozelité fliggvényt kiterjeszthetjiik a szomszédos
végeselemekre is. A linearis vonalelemeknél ez a kiterjesztés haromszog-alaki feliileteket leird
kozelité fiiggvényeket eredményezett (4.13. abra). A linearis haromszogelemeknél a kozelitd

fiiggvények értelmezési tartomanyanak kiterjesztésével nyert N . (x,») kozelitd fiiggvények egy-
egy gula palastjat adjak meg. Ezt példazza a 4.20. abra. Az abrazolt esetben a gula hatoldala, mivel
a kiemelt végeselem adott csomodpontja tovabbi 6t végeselemmel kozos.
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P(x,y)
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1 Nk(xry)

Nk+1(xa J’)

Niao(x, y)

4.19. abra. Cy folytonos linedris haromszogelem

A kiterjesztett kozelité fiiggvények értékét a csomopontok szamozasanak fiiggvényében
tomoren a

N(x,,v,)=3, (4.79)
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formulaval adhatjuk meg, ahol 6, a Kronecker-szimbolum (5, érteke egységnyi, ha i=j,

ellenben nulla). E képlet csak a csomdponti értékekre érvényes.

Az elébbiekkel teljesen azonos modon jarunk el a magasabb foku interpolaciot biztositd tobb
csomopontos haromszogelemeknél is. Tekintsiik példaul a kvadratikus, masodfoku kozelitést
biztositd parabolikus haromszogelemet. Ennek oldalfelez6in tovabbi csomépontok vannak, a
haromszogelemnek Osszesen hat csomoépontja van. Eszrevehetjiik, hogy a végeselem belsejében
nincsenek csomopontok, tehat a parabolikus kozelités most nem jelenti a bels6 pontok felvételének
sziikségességét.

Az interpolacids polinom ez esetben a hat tagt teljes masodfoku kétvaltozos polinom:

PP y)=a,+a, -x+a, - y+a,-x+a, -y +a;-x-y=1{x,}" {a,}. (4.80)

Ny (x,y)

N k(xa y )
4.20. dbra. A kiterjesztett kétvaltozos kozelit fiiggvény abrdzolasa

A polinom egyiitthatoit meghatarozo feltételek most a kovetkezok:

p(l)(xk’yk) 1 x, Vi Xk Vi X Vi d,

" (Xpa1> Vi) I X Vi xlfﬂ y/fu X1 " Vs 4
" (X125 Visn) _ I Xeo Ve Xir Vi X Vi 4 (4.81)

" (Xp430 Vias) I X Vi xlirz ylf+3 Xz Viws | |93 ’ '
p(l) (X4 a> Visa) L X0 Viea x/f+4 y/§+4 Xiva " Viia a,
p" (Cpis> Viws)) |1 Xpus Vias xlf+5 ylf+5 Xips *Vies | (95
vagy
(P1=[0,] ta}. (4.82)
Innen a hat egyiitthato

{a,} =[®,]"-{p"}, (4.83)

az interpolacios polinom pedig
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PP y) =12} [@,]7 - {pyh = (NP} - {p,), (4.84)
ahol a bazisfiiggvények vektora a kdvetkezo:
=1 x y x> ¥ x-y]. (4.85)
A kozelito fiiggvények vektorat a kovetkezoképpen kapjuk:
Ny (x.p) & -(2:¢,-D

Nk+1(x’y) E.sz (ZEJZ _1)
Nk+2(x’y) EJ} (2533 _1)

@) _ T SINT _ _
V) = (@) = (0 = (4.86)
Nk+4(x’y) 4E.>2 'EJ}
Nys(xp) 4-& &,

mely a 4.21. abran lathato fiiggvényekbdl all. A kozelitd fiiggvényekkel és a fiiggvényértékekkel az
interpolacios polinom:
p(z)(x,y) = p(z) (X, Y0) Ny (x,p) + p(z) (Xears Vi) Ny (6, 9) +
+ p(Z) (xk+2’yk+2) ' Nk+2 (X, y) + p(Z) (xk+3 7yk+3) ' Nk+3 (X, y) + (487)
+ p(Z) (Xpras Visa)  Nipu (x5, 0) + p(z) (Xtas> Vies) Ny (x5, 0).

4.21. dbra. A kétdimenzios kvadratikus Cy szimplex kozelitd fiiggvényei

Az interpolacids polinom ezuttal egy gorbiilt feliiletet eredményez. A végeselemek peremén a
felilletek nem simulnak egymashoz, mivel a k6zos érintdsikot eredményezd feltételeket (a
derivaltak folytonossagat) nem irtuk el (4.22. abra).
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A kétdimenzids, C, folytonossagi osztdlyhoz tartozé hiperkubusokat szintén a Pascal-
haromszdggel lehet a legjobban szemléltetni (4.23. 4bra).

PP, y)

k+3 \ k+5

4.22. dbra. Kétdimenzios kvadratikus Cy szimplex feletti interpoldlas

1 > (nulladfok)
els6fokt - y >
o x S~ Xy y > masodfoku
harmadfokt X Xy ) - -~
~_ — .4 ~ 3 ~ 2=)) — 3‘ —— 4 ’
e ™ Xy Xy~ xyT ==y ~ negyedfoku
6 > 5 x4y \4\ 2 x3y2 \3/3 x2y3 /;/4/ xy4/ ///5;'\2/ — -
X Xy T~ Xy T~ xy — xy _— xp y
=7 <y P yz ~ 5 y3 ~ 3 ) P yS = y6 y
= \\x4y4 —

4.23. dbra. Izotrop Cy négyszogelemek

A csomopontok szama és az interpolacio foka kozotti 6sszefiiggést konnyen észre lehet venni.
A haromszdgelemekhez viszonyitva itt egy 1ényeges kiilonbségre is felfigyelhetiink: a C, izotrop
négyszogelemek interpolacids polinoma nem teljes. gy példaul a kilenc csoméponttal rendelkezé
masodfoki négyszdgelemhez tartozdé polinom csak masodfokig teljes, a harmad- és negyedfokt
tagjai hianyosak. Masként gy is megfogalmazhatjuk, hogy a polinomok a teljességet meghalado
fok tagokat is tartalmaznak.

A 4.23. dbran felvett elemek izotrdp elemek, mivel a kozelités foka mindkét iranyban azonos.
Az izotropia nem minden esetben elonyds. Vannak esetek, amikor a megkozelitett fliggvény
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valtozasa csak az egyik koordinata irdnydban szamottevd: ilyenkor egy anizotrép elem hasznalata
jelentds megtakaritashoz vezethet. A 4.24. dbra példaként néhany anizotrop elemet mutat be.

Az abran a-val jelolt elem az x tengely irdnyaban kvadratikus, y irdnyaban pedig linearis. A
b. elem viszont az y tengely iranyaban kvadratikus és az x irdnyaban linearis.

Amint az a hiperkubusokra felrajzolt Pascal-haromszdgek abrainak alapjan is kitlinik, a C,

osztalyu négyszogelemek kétvaltozos polinomjainak tagjai két egyvaltozos polinom tagjainak

szorzataként irhatok fel. A 4.24. abra c. elemére példaul a bazisfiiggvényeket a kovetkezd szorzat
adja:

= ek
= —
=
<
<
<

<

\<I\)

\<LOJ
i

w
8]

S
SRRV

I

*oxry . (4.88)
y
y

4.24. abra. Anizotrop Cy négyszégelemek

Ennek az észrevételnek az alapjan az elem feletti interpolacios polinom kifejezését a
kovetkezoképpen altalanositjuk:

n+l m+1 n+l m+l1
P, ) =2 plx,y) 1) -1 () =D p(x,,v,)- Ny(x, ), (4.89)
i=1 j=1 i=1 j=1

mely egy x-nek n-edik, y-nak pedig m -edik hatvanyaig tartalmaz tagokat. A zardjeles fels6
index most elmarad, mivel a polinom nem teljes.

A kozelitd fiiggvényeket tehat a kdvetkezo egyvaltozos Lagrange-polinomok szorzatai adjak:

n+l m+1
X=X X=X
(n) _ k / (m) _ k
LV =TI—" ¢és [ =T1] . (4.90)
k=1 X; — X, k=1 xj—xk
i#k J#k

A legegyszerlibb C, négyszdgelem a linedris, négy csomdpontos elem. Ahogyan az a Pascal-
haromszogbdl is leolvashatd, nem teljes interpolacios polinomat

pr,y)=a,+a, - x+a, -y+a, x-y={x}" -{a} (4.91)
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formaban kell keresniink. A

P(x,¥;) I x Vi X" Vi a,
, 1 Ve
(p) = P(Xpis Vi) _ e Ve Xt Vi | JA| _ [®]-{a} (4.92)
P(Xpi25Visa) I Xy Vir Xp2 Vi | |42
P(Xpi35 Vi) I X Vis Xes Vs ] (@
feltételekbdl a négy egyiitthato
{a}=[®]" - {p}, (4.93)
az interpolacios polinom pedig
p(x,y)={x}" - [@]" - {p}={N}"-{p} (4.94)
lesz, ahol a bazisfliggvények vektora:
{x}=[1 x y x-y]. (4.95)

A kozelito fiiggvények vektora a 4.89. 6sszefiiggés alapjan kdzvetleniil is el6allithato:

N (x.y) L)1 (v)
N () . L () -1 ()
Nea ) [ 1L @)1 (0)]
Ny (xy) Z/EI+)3 (x)- l/(cl+)3 »)

Ha a Lagrange-polinomokat a lokalis koordinatakkal fejezziik ki, akkor a kozelité fliggvények
vektorat a kovetkez6 modon kapjuk:

(N} =({x}" - [@])" = (4.96)

PRI

it I LB E

—_ + . _T'l
{N}Z Nk+1(x’y) _ 41|. , (497)

Ny (xy) —(1+&)-(1+1m)

N, 5 (xp) ‘1‘
Z'(l—é)-(lﬂl)
mely tagjait tomoren az

N,-(i,n)=i'(1+§'§,—)‘(l+n'm), i=1234 (4.98)

formaban is megadhatjuk (&, és m, az i csomodpont lokalis koordinatdi). E fliggvényeket

felrajzolva a 4.25. abran lathat6 feliilettel azonos form4ju alakzatokhoz jutunk. Az abrazolt feliilet
oldalai egyenesek de az altaluk kozrezart feliilet nem sik (az egy hiperbolikus felilet. Az
interpolacidos polinom a peremeiknél illesztett négyszogli, nem feltétleniil sik elemekbdl allo
feliiletet ir le.

A bemutatott elemet bilinedrisnak mondjak, mivel mindkét irdnyban linedris kozelitéssel
rendelkezik. A felvazolt eljarassal azonos moddon szamos egyéb magasabbfoku izotrop
négyszogelem generalhat6. A gyakorlatilag hasznosabb kilencpontos bikvadratikus elem kozelitd
fliggvényei az
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N6, ) =12(x)-1?(y), i=12,..,9 (4.99)

Osszefiiggéssel allithatok eld, mint masodfoka Lagrange-polinomok szorzatai. Ha a Lagrange-
polinomokat a lokalis koordinatakkal irjuk fel, akkor végsé soron azt kapjuk, hogy a négy
sarokponthoz tartozé kdzelito fiiggvény (4.26.a. abra):

NG =& & mem (L EE) (4 nem,), T=12,34, (4.100)

az oldalkdzépekhez tartozok (4.26.b. abra):

NG =t 8 - (14E-5) (1-1), i=68,
2 (4.101)

1 .
NEm=gmn (nn) (-8, i=57,
és végiil az elem kozéppontjahoz tartozo kozelitod fliggvény (4.26.c. abra) pedig:

N.@En)=(1-8&)-(1-n"), i=9 (4.102)

lesz. Abrazolasukkal gorbe élii gorbiilt feliileteket kapunk.

Nia(E, M) n

3 E=n=l M2 E=1,n=1)
“n=

k(E=-1,n=-1) k1 (E=1,n=-1)

4.25. dabra. A Cy-folytonos bilinedris négyszégelem egy kozelito fiiggvénye

4.26. abra. A Cy-folytonos bikvadratikus négyszogelem kozelito fiiggvényei
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A fenti eljaras az anizotrép elemek interpolacids polinomjainak eldallitasara is alkalmas.
Legyen példaul a 4.24. abran a-val jelolt elem. Kozelito fiiggvényeit az x-ben elsé- és y -ban
masodfokt Lagrange-polinomok szorzata adja:

N () = 100012 (), i=12,...6. (4.103)

Ezek koziil négy a sarokpontokra, ketté pedig az oldalkdzepekre vonatkozik. Ha ezeket
kiszamitjuk és abrazoljuk, akkor a kovetkez6 (4.27.a, illetve b.) abrat kapjuk.

4.27. abra. Cy osztdalyu, egyik iranyban linedris, a masik iranyban kvadratikus
négyszogelem kozelitd fiiggvényei

Ha visszatekintink a szimplexek ¢és a hiperkubusok Pascal-haromszogeire, akkor
észrevehetjiik, hogy az eddig ismertetett eljaras a magasabb foku interpolacié esetén mindkét
elemtipusnal belsé csomopontok megjelenéséhez vezet. A belsé csomopontok az ismeretlen
megoldasfiiggvény kozelitésének szempontjabol nem bizonyultak hasznosnak, mivel a hozzajuk
tartozo fliggvényértékeket csak a peremen taldlhaté csomodpontokban szamitottak segitségével
fejezhetjik ki (kivétel ez aldl a geometria megkozelitése). Kézenfekvové valt tehat a belso
csomopontok elimindlasa. Az igy megvalositott végeselemeket altaldban a magyar nyelvil
szakirodalomban is serendipity-elemeknek nevezik, ahol az angol sz6 értelme ,képesség értékes
dolgok taldlasara ott ahol kevéssé valoszini”. Nevezzilk ezeket az elemeket a tovabbiakban
egyszertusitetteknek.

Példaul tekintsiik az elébbiekben tanulmanyozott bikvadratikus négyszogelemet, mely egy
belsé csomoponttal rendelkezik. Amennyiben a belsé csomodpontjat elhagyjuk, egy moddositott
feliiletelemhez jutunk (4.28. abra).

4
8 (

1

4.28. abra. Az egyszeriisitett bikvadratikus Cy feliiletelem
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Az interpolacids polinom meghatdrozasahoz ismét a Pascal-haromszoget vessziik el6 (4.29.
abra). A bels6é csomopontnak megfeleld x-y szorzat nem tartozik a polinom tagjai kozé, az
interpolacids polinom tehat most

p(x,y)=a,+a,-x+a, - y+a,-x +a, -y +a,-x*-y+a,-x-y +a, x>y’ =

: (4.104)
={x} -{a}
lesz, ahol a bazisfliggvények vektora:
(x}"=[1 x y x> y* x*-y x-y* x*-y]. (4.105)
P
X Yy
—x Xy vy
3 —
X - Xy 2 == Y
X x3y xzy2 /// xy3 y4
5 32~ — 73 5
X Xy Xy - Xy Xy y

4.29. abra. Az egyszeriisitett bikvadratikus négyszogelem a Pascal-hdromszégben

A nyolc meghatarozand6 egyiitthatd a nyolc csomodpontban eldirt fiiggvényértékekbdl
kovetkezik. A kozelitd fliggvényekre vonatkozo elv valtozatlan: a fliggvény értéke egyetlen
csomopontban lehet egységnyi, a tobbiben zéro kell legyen. A mar ismert modszerrel meghatarozott
kozelito fiiggvények a kovetkezok lesznek:

— a négy sarokpontban:

Ni(é,n)=i-(é-éi+n-n,-—1)-(1+é-é,-)-(l+n-n,-), i=1,2,3.4, (4.106)

— az oldalkozépekhez tartozok:

NEW=s-(148-8)-(-1), i=68,
2 (4.107)

N,-(a,n)=§(l+n~n,-)~(1—a2), i=57

Ha felrajzoljuk oket, akkor a 4.30.a, illetve b. abran lathato feliiletekhez jutunk.

4.30. abra. Cy osztilyu egyszeriisitett bikvadratikus
négyszogelem kozelitd fiiggvéenyei
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4.3.3.4. A C;-folytonos feliiletelemek

A C, folytonossag a fliggvényértékek mellett az elsérendii derivaltak folytonossagat is
megkdveteli, mely feltételek a p filiggvényértékek és a O p/0On derivaltak élmenti eldirasat
eredményezik. Az utdbbi kifejezés a kozelitd fliggvény gradiense, az élre merdleges iranyban
szamitott derivaltja.

Amennyiben a végeselem téglalap alaka és oldalai a koordinatarendszer tengelyeivel
parhuzamosak, akkor a derivaltak perem menti folytonossdganak biztositdsdhoz a végeselem
csomépontjaiban a p, dp/dx, Op/dy és ad’ p/(0x-0y) értékek folytonossagat kell eldirni. A
masodrendl derivalt csomdponti folytonossaga az elsérendil derivaltak folytonossagat biztositja az
¢élek mentén. Ha e masodrendi derivaltat nem irnank eld, akkor az elsérendi derivaltak
folytonossagat csak a csomopontokra korlatoznank, példaul az y tengellyel parhuzamos oldal
mentén csak O p/0ylenne folytonos, ahogyan az a 4.31. dbran lathat6. Ebben az irdnyban a
0 p/0x derivalt csak a csomopontokban folytonos, attol eltavolodva a feliilet megtorik.

X
o

4.31. dbra. Az elsérendii derivalt folytonossdaganak szemléltetése
egy kiragadott csomopont kornyezetében

Amennyiben a felilletelem nem téglalap alaki vagy oldalai nem parhuzamosak a
tengelyekkel, az emlitett harom feltétel mar nem elegendd a C, folytonossaghoz: ekkor az élmenti

folytonossaghoz a fentieken kiviil a 8> p/dx* és 0°p/0 y* masodrendii derivaltak folytonossagat
is eld kell irni a csomopontokban.

Mivel a globalis rendszerrel parhuzamos szabalyos téglalaphalo egy eléggé ritka sajatsagos
eset, a C, folytonossag biztositasa a feliiletelemek felett joval bonyolultabbnak igérkezik mint a
vonalelemek esetén: az altalanos esetben csomdpontokként hat feltételt kell eldirnunk.

Ez a kétdimenzids szimplex esetén minimum 3x 6 =18 feltételt jelent, harom csomdpontra
szamolva. A Pascal-haromszoget szemiigyre véve azonban kideriil, hogy 18 tagu teljes kétvaltozos
polinom nem létezik — e problémat ugy oldottak fel, hogy a szimplex élein tovabbi harom
csomopontot vettek fel, melyekben csupan a normalis szerinti derivaltak folytonossagat irtak elo.
fgy az 6sszesen 21 feltételt az 6todfoku teljes polinomhoz kotétték, melynek éppen 21 tagja van. A
csomoponti folytonossagot tekintd eldirasok koziil harom az élkdzepeken felirt

Op _0p 0x 0p 0y _ 0P . o, . 9P o (4.108)
on 0Ox On Oy On ox oy

derivaltakra vonatkozik, ahol 6 az n normalis és az x tengely altal bezart szog (4.32. abra).
A legegyszerlibb C, folytonossagt szimplex kozelitd fliggvényeit az ismert
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{N}=({x}"-[®])" (4.109)

Osszefliggés alapjan allithatjuk eld, ahol a 21x21-es méretii [@] matrix inverzét kell felirnunk.
Analitikus ton ez igencsak nehéz lenne és a 441 kifejtett tag képletének programba iiltetése is
kényelmetlen feladat, éppen ezért az inverz matrixot numerikus Uton szoktak eléallitani, a kozelito
fliggvényt pedig nem irjak fel az eddigi analitikus formaban.

A csomopontonkénti hat feltétel eldirasa tehat jelentds erdfeszitést igényel a szamitasok
elvégzését tekintve, még a legegyszerilibb végeselem esetében is. A magasabb foku interpolacioval a
miveletek mennyisége megsokszorozodik, €ppen ezért annak gyakorlati haszna nincs.

E nehézségek miatt felvetddott a C,-osztalyl elemek egyszeriisitésének igénye, bizonyos
engedményeket téve a derivaltak vagy a fiiggvényértékek folytonossaganak tekintetében. Az igy
keletkezett nemkonform elemek az el6bbiekben ismertetett konform elemekhez viszonyitva
kevesebb szabadsagfokkal rendelkeznek, interpolacios polinomuk valamivel egyszeriibbé valik.
Ezek a végeselemek a C, folytonossagot szigoruan véve nem biztositjak, viszont a gyakorlatban
egészen jo eredményeket értek el velitkk. A 4.33. abra két nemkonform szimplexet mutat be, a
csomopontokban felirt feltételek megjelolésével.

p,Oplox, 0ploy,
op*loxt, op*loy*, apilox -0y

n

oplon

4.32. dbra. A legegyszeriibb konform C;-folytonos haromszogelem

p,Oplox,0ploy p,OplOx,0ploy

n

p,Oplon

4.33. abra. Nemkonform haromszogelemek

Az é4bran a baloldali elem esetében példaul csak a fliggvényértékeket és az elsdrendi
derivaltakat irjuk eld, igy egy kilenc szabadsagfokkal rendelkezd harompontos végeselemhez
jutunk. Kilenctagu teljes kétvaltozos polinom nem létezik, ezért a bazisfiiggvények {x} vektoranak

tagjainak felirdsakor az aszimmetrikus tagokat egy javaslat (Tocher) szerint 0sszevonjak:
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3

x}"=[1 x y x> x-y ¥y x (xX-y+x-y’) y’]. (4.110)

Ekkor viszont az elem [®] matrixa bizonyos geometridk esetében szingularis lehet, tehat a

javasolt megoldast nem lehet altalanosan hasznalni. Ezen a helyzeten segit Zienkiewicz késobbi
javaslata, mely az egy csomoOpontra vonatkozo kozelitd fiiggvényeket a természetes koordinatak
fliggvényében a kovetkezoképpen tekinti:

N'(ELE,LE,) ~§1+1§f-é2+éf-§3—é1-§§—él-é§ 1
N;(‘:v‘:z’és) = (y1_y2)'(‘:12":2+E'E.a1'E.az'E.as)_(y3_y1)'(é12'é3+5'§1'é2'é3) s

Nsl 1>52553 2 2
(5182:5) —(xl—xz)'(ﬁl‘<§2+%'<§1'§2'§3)+(x3—x1)‘(<§1'§3+%‘<§1‘<§2'<§3)
(4.111)

a masik két csomopontra érvényes kozelito fiiggvények ciklikus permutacioval eldallithatok

A 4.33. abra jobb oldalan lathatd 15 szabadsagfokkal rendelkezé nemkonform elem mar
kényelmesebben hasznalhato: interpolacids polinoma a teljes negyedfoku polinom, igy a kozelitd
fliggvények eldallitasaban a miiveletek elvégzése nem hoz magaval 14j feladatot.

A C,-folytonossagt kétdimenzids hipekubusok esetében is a fentiekkel azonos modon jarunk
el, a konform elemek esetében csomodpontonként hat feltételt irunk eldé. A Pascal-haromszogre
tekintvén észrevehetjiik, hogy négy csomopontos C,-folytonos feliiletelemet nem tudunk
eléallitani, viszont ha az élek kozepén felvesziink egy-egy harom szabadsagfokkal ( p és annak két
elso derivaltja: 0 p/0x, 0 p/0 y) rendelkezd csomopontot, akkor a 36 szabadsagfokkal rendelkezo
végeselem interpolacids polinoma felirdsa nem {itkozik nehézségbe. Ez esetben a 36 x36-0s [®@]
matrix inverzének kiszamitasa szintén numerikusan torténik.

A szabadsagfokok szama most is nagyon nagy, igy a gyakorlatban ezattal is inkabb
nemkonform végeselemeket hasznalnak. Ilyen példaul a lemezszerkezetek szamitisara sikeresen
hasznalt 12 szabadsagfoku négycsomodpontos végeselem, ahol csomodpontonként csak a
fiiggvényértékeket és elsérendli derivaltjainak értékét (p, dp/0x, 0 p/0y) irjuk eld. Ehhez a
végeselemhez a kovetkezd bazisfiiggvényekkel felépitett hianyos negyedfoku polinom tartozik:

3 3

(xX"=[1 x y x? X-y y2 X xz'y x'y2 y x3~y x‘y3], (4.112)

az egy csomopontjahoz tartozo kozelito fiiggvényeket pedig a kovetkezd vektor foglalja magaba:

N; (A+&,-8)-(1+n,-m)-2-& -1’ +E&,-E+m, 1)
N, =g —& -(1+E,-8)-(1+m,-m)-(1-8&%) . (4.113)
N, -, -(1+&,-8)-(1+m,-m)-(1-7n°)

Erdekességként megjegyezhetd, hogy a C,-folytonos téglalapelemek kozelitd fiiggvényeit az

egyvaltozoés Hermite-polinomok szorzataiként tudjuk eldallitani (ezeknek az elemeknek az élei
parhuzamosak a globalis koordinatatengelyekkel).

4.3.4. Térfogatelemek
4.3.4.1. Helyi koordinatak

A haromdimenziés szimplex természetes koordinatait a 4.8. abran lathatdo tetraéder
feldarabolasabol szarmazo négy kisebb tetraéder térfogatinak a teljes térfogathoz viszonyitott
aranya adja. Egy adott pont koordinatai koziill harmat valamelyik oldallappal parhuzamos
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metszetben kell felvenniink, a negyedik koordinata a siknak a tetraéder magassagahoz viszonyitott
helyzete lesz (4.34. abra).
A globalis ¢s a lokalis koordinatarendszerek kozotti transzformaciokat az

1 1 1 1 1 &,
X X, X, X3 X
— 1 2 3 4 . E.’Z (41 14)
y ZT YN P N R R
z z, oz, zy z,| |&,
Osszefliggés adja. Az inverz transzformacio a kétdimenzids esetnél is bonyolultabb:
& dy a b ¢ 1
d, a, b, ¢ X
&2 — 1 . 2 2 2 2 . , (4 1 15)
&; 6V |dy ay by ¢ |y
£, d, a, b, ¢, | |z

ahol
1 Xy =Xy V=)V Z72,
VZE- X, =Xy V=YV Z —Z4 (4.116)
Xy =Xy V= Vs Z,724

a tetraéder térfogata (tulajdonképpen a fenti determinans modulusza), az elsé sorban szerepld négy
paraméter

1y, z x, 1 z x, ¥y, 1 Xy Vo 2y
ay=—1 y; zy|,b=—x; 1 zy|,¢c,=—x y; l|,d =/x; y; 2z, (4117)
1y, z, x, 1 z, X, Y, 1 Xy Vi 24

a tobbi sorban szerepld tag pedig ciklikus permutacioval allithato elo.

&

4.34. abra. A 3D szimplex természetes koordinatai

A térfogatkoordinatak fiiggvényében a differencialéds a kdvetkezok szerint torténik:
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o Fog, 01 & o
a_gg'a_gi_ﬁ';ai'a_};’
i:iﬂ.i:L.ib.i (4.118)
oy ‘Foy e 6V Toag '

0 Log, 01 &0

E_;Ea_gl_ﬁ ;ci.a—ai.

A 3D hiperkubus helyi koordinatarendszere a kétdimenzios helyi koordinatarendszer
altalanositasa. Ritkdbban hasznalt valtozata az ¢lekhez simuld, a gyakoribb a 4.35. 4bran is lathato
centralis rendszer. A vonatkoztatasi rendszer lehet ortogonalis vagy ferde, egyenes vagy gorbe. Ez
esetben is mindharom koordinata a [—1,1] intervallumbol vehet fel értékeket.

(L_

4.35. dabra. A 3D hiperkubus helyi koordindtarendszere

Haromdimenzids esetben a globalis koordinatakat a lokalisak fiiggvényében a kovetkezd
modon irjuk fel:

szai-xi, yzzglai-yl_, Z=Zai-zi, (4.119)
_ P _
ahol
4 = (5, - (g ). (4.120)
Az inverz & =E&(x,y,z), n=n(x,y,z) és g=c(x,y,z) Osszefiiggések analitikus kifejezésére

ez esetben sincs sziikség.
A globalis valtozok szerinti derivaltakat most is a Jacobi-matrix segitségével kapjuk:

9 9
dx ot
4 |0
o2l (4.121)
oy on
9 9
oz c
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A transzformacid Jacobi-matrixanak most kilenc eleme van:

[6x o0y oz
08 08 0%
=28 v 2z (4.122)
on on on
ox 0y oz
| 0¢ 0¢  Og |

s a kétdimenzios esethez hasonloan fejezhetjiik ki annak determindnsat és inverzét.

4.3.4.2. Interpolacios polinomok
A haromdimenzios esetben az interpolald fiiggvény felirdsakor a 4.14. polinomok
mindegyikére sziikségiink van. A teljes haromvaltozos n -edfoka polinom a kovetkez6 lesz:

PP y)=Y a,-x" -y 2", (4.123)
=1

ahol

:(n+1)~(n+2)'(n+3)
6

i+j+k<n, m ) (4.124)

m a polinom egylitthatéinak szama.

4.36. dabra. A Pascal-gula emeletei

A teljes haromvaltozos polinomok tagjait a kétdimenzios eset Pascal-haromszogével analog
harom dimenzios Pascal-gulaval illusztralhatjuk (4.36. dbra). A savok itt is az azonos kitevojil
tagokat tartalmazo szorzatokat kotik dssze. A teljes n-edfoku polinom a feliilrél szamitva n+1-
edik vizszintes sikon talalhatd és az Osszes felette levo tagot tartalmazza, igy példaul a teljes
harmadfoku polinom 20 taggal rendelkezik (ez a 4.36. abran feltiintetett bazisfiiggvényekkel
épithetd fel).
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4.3.4.3. A Cy-folytonos térfogatelemek
A haromdimenzios C,-szimplexek szdrmaztatasat a Pascal-gulaval lehet szemléltetni (4.37.
abra). A térfogatelemek C-folytonos illesztése a kozelitd fiiggvény folytonossagat kell biztositsa a

végeselemek érintkezd feliiletei mentén (tehat nem csak a csomopontokban és nem csak az éleken).
A nulladfoku elem tehat ez esetben sem tagja a C, folytonossagi osztalynak, mivel az most is a

fliggvény allando értékét irja eld a végeselem felett.

‘ (nulladfokd)
1

harmadfoku

4.37. abra. Cy-folytonos 3D szimplexek

2 5 2
linearis kvadratikus
4.38. abra. A gyakrabban hasznalt Co-folytonos 3D szimplexek
A szimplexekhez tartozo interpolaciés polinomok a kétdimenzids esettel azonos modon
¢épithetdk fel, a csomopontok helyzete és a Pascal-gula tagjai kozotti megfeleltetés alapjan. Példaul

tekintsiik a linedris esetet, a négy csomopontu tetraédert (4.38. abra). A polinom ez esetben a
kovetkezd lesz:
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4
p(l)(xayaZ):ao +a1 "x+a2 'y+a3 'Z:Zp(l)(xi’yi’zi)'Ni(xayaz)7 (4125)

i=1
ahol a kozelité fliggvények most a természetes térfogat-koordinatakkal egyeznek meg:
N.(x,y,2)=&,(x,»,2), i=123,4. (4.126)

A kozelité fiiggvények grafikus éabrazolasa most nem lehetséges, mivel értelmezési
tartomanyuk haromdimenzios, de azonban koénnyen észrevehetjiik, hogy ebben az esetben is értékiik
csak egyetlen csomdpontban egységnyi, a tobbiben pedig zéro.

Gyakorlati szempontbol egy masik fontos tipus a masodfoku (kvadratikus) interpolaciot
hasznal¢ tiz csomoponttal rendelkezé végeselem. Kozelito fiiggvényei a kovetkezok:

(2-¢,-D-¢,

(2:-€,-D)-E,

(2-&5-1)-&;

(2-¢,-D-¢,
4‘&1‘&2

{N(x,y,2)} = see [ (4.127)

4‘&1‘&3
4'&1'&4
4'%2'%4
4'&3":4

A haromdimenziés hiperkubusok interpolacios polinomat — akarcsak a kétvaltozos esetben —
az egyvaltozds Lagrange-polinomok szorzata adja:

n+l m+1 [+1

p(xy,2) =D 20 p(x,,2) 1 () -1 (0)- [ (2), (4.128)
i=1 j=1 k=1
ahol n, m és [ az x, y és z szerinti egyvaltozos Lagrange-polinomok fokszama. A végeselem

lehet izotrop, amikor n = m =/, vagy anizotrop, ha az el6bbi harom kitevé nem egyenld.
A kozelitd fiiggvényeket ekkor tehat harom egyvaltozds Lagrange-polinom szorzata alkotja:

N Gp,2) =10 () -1 () 1 (2) . (4.129)

Trilinearis interpolacid esetén a kozelité fiiggvényeket egyetlen képlettel is megadhatjuk:
1
NeGm,e) =2-(+5-5)-(+n-m,)-(+c-c,), (4.130)

ahol k£ a nyolc sarokpontra vonatkozik.
A C, folytonossagu 3D hiperkubusok interpolacids polinoménak strukturajat, akarcsak a

tetraéderekét, a Pascal-glaval szemléltetjiik (4.39. és 4.40. abra). Gyakorlati szempontbol
fontosabbak a mar emlitett linearis elem ¢€s a masodfoku megkdozelitést hasznald parabolikus elem.
Ez utobbi ¢leinek kozepén, az oldallapjainak kozéppontjaban és a hexaéder geometriai
kozéppontjaban is talalhato egy-egy csomopont, melyek koziil az utdbbi nincs a peremen, tehat
bels6é csomopont.

A hexaéderelemekre vald felosztds esetén azt tapasztalhatjuk, hogy a perem geometridjat
gyakran csak kisméretii elemekkel lehet elfogadhatdé modon kozeliteni. Eppen ezért a

100



haromdimenzios halogeneralas kedvelt végeseleme a tetraéder, de hexaéderhdlok hasznalata esetén
is sztilethet elfogadhaté megoldas.

. (nulladfoku)
els6foku
-
. | masodfoka
[ ] [ ]
L ] L

4.39. abra. Cy-folytonos izotrop 3D hiperkubusok

4.40. abra. Egy Cy-folytonos anizotrop 3D hiperkubus

Ekkor, ha nem akarunk tal sok kisméretii végeselemet hasznalni, a szabalytalan peremfeliilet
kozelitésében két kiilonb6z6 modon jarhatunk el:
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o clfajult elemeket vezetiink be, vagy
e prizmaelemeket haszndlunk.

Az els6 megoldas egyszerlibb és gyakorlatilag minden végeselemes program esetében
alkalmazhat6. Elve két vagy tobb csomdpont egymasra tevésébdl all: a csomopontok szamozasanal
egy tényleges geometriai ponthoz tobb egymast fed6 csomopontot rendeliink. Az elemek ilyen
modon torténd degeneraldsa nemcsak haromdimenzios esetben valosithatd meg, gyakorta allitanak
elé igy haromszogelemeket négyszogelemekbdl valamely csomdpont megkettdzésével (4.41. dbra).
Ez az eljaras nagyon egyszert, viszont az elemi matrixok erds torzitdsahoz és ezzel fontos szamitasi
hibakhoz vezet. A megkettézott csomopont példaul joval merevebb lesz mint a valdsagban, a
szimmetrikus geometriaju elemek merevsége erOsen aszimmetrikussa valik. A szamitasi
eredmények fliggeni fognak a csomdpontok szamozasatol.

A csomopontok egymasra tevésével nemcsak az abrazolt hasab alaki végeselem hozhatd
létre, hanem barmilyen mas alaku, nullatol kiillonbozo térfogatth konvex idom is (példaul gula alaka
elemek).

4.41. dabra. Kevesebb csomoponttal rendelkezd elfajulo végeselemek létrehozasa

A masodik megoldas egy tjabb tipust végeselem (a prizmaelem) 1étrehozasan alapszik, mely
a szamitdsokban sokkal jobban hasznalhatd, mint az el6z6 megoldassal létrehozott elfajult
végeselem. A C,-folytonos prizmaelemet (itt nyilvanvaléan haromszogprizmakrol van sz6) a

abra egy olyan hibrid prizmaelemet mutat be, amelynek xy sikban fekvo alapja haromszog alaku és
amelyen a kozelités masodfoku. Ebben a sikban tehat az interpolacios polinom a kétdimenzids
szimplexekre vonatkozo elveket fogja kovetni. A prizma magassaganak (a z tengely) iranyaban a
kozelités harmadfokil — ebben az irdnyban az interpolacios polinom felépitésében a hiperkubusokra

vonatkoz6 elveket kell szem el6tt tartani. A prizmaelem interpolacios polinoma tehat a kdvetkezo
lesz:
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p(x,y,2)=p?(x,»)- p?(2), (4.131)

ahola p®(x,y) polinom a kétvaltozos szimplexeknél ismertetett

PP (x,y) =2, p(x,y,) Ni(x,) (4.132)

i=1

osszefiiggéssel, p(z) pedig az egyvaltozos hiperkubusnal felirt

pV(2)= Zp(z,-w,-‘”(z) (4.133)

Lagrange polinommal adhaté meg.

4.42. abra. Egy Cy-folytonos prizmaelem

A haromdimenzios elemek feletti magasabbfokll interpolaciondl — akarcsak a kétdimenzids
esetben — a magasabbfoku vegyes szorzatoknak megfeleld belsé csomopontok is megjelennek.
Ezeknek a gyakorlati haszonnal nem rendelkezd bels6 csomopontoknak elimindldsa folytan
egyszerusitett (serendipity) elemeket kapunk, melynek csomopontjai az élek és esetleg az
oldallapok mentén sorakoznak.

Példaul, mint lattuk, az izotrép kvadratikus elem belsejében van egy foloslegesnek tekinthetd
csomopont, melynek eltavolitasa a szabadsagfokok szamat eggyel csokkenti. Lényegesen nagyobb a
megtakaritas ha az oldallapok kozepén talalhatd csomopontoktol is eltekintiink: igy egy 20
szabadsagfokkal rendelkezd egyszerlsitett végeselemhez jutunk (4.43. abra). Ennek az
egyszerusitett végeselemnek a sarokpontjaihoz tartozo kozelito fliggvényei a kovetkezok:
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Ni(ﬁﬂla@)=%‘(1+§'§,—)'(1+ﬂ'11,-)'(1+€'€,-)'(§‘§,-+n'ni+€‘€i—2),

(4.134)
i=12,..,8,
az élkozepekhez tartozo kozelitd fliggvények pedig:

1 .
N,-(E.,,n,G)=Z-(l—éz)-(“n'n,-)'(1+<;'<;,-), 1=9,10,11,12,
Ni(&,,n,g):i-(l—nz)-(l+§-§i)-(l+g-gi),, i =13,14,15,16, (4.135)

1 .
N,-(E.,,n,q)=Z-(l—gz)'(l+<i'§,-)-(1+n'ﬂ,-), 1=17,18,19,20.

4.43. dbra. Egyszeriisitett Co-folytonos térfogatelem

4.3.4.4. A C,-folytonos térfogatelemek

A gyakorlatban a C,-folytonos illesztésii térfogatelemek nem igazdn honosodtak meg, mert a
szabadsagfokok nagy szama komoly szamitasi nehézségeket okoz. A téglatest alakti C, végeselem
kozelito fiiggvényei ezuttal is az egyvaltozos Hermite-polinomok szorzataiként szamithatok ki. Az
altalanos esetben, amikor a végeselem ¢élei nem parhuzamosak a vonatkoztatasi rendszer
tengelyeivel, minden csomopontban a fiiggvény p ¢értéke és a Op/0x, Op/dy, Op/oz
elsérendi derivaltakon kivill a magasabb rendii derivaltakat is eld kell irjuk, egészen a
harmadrendiickig. Csomoépontonként tehat igen nagy szamu szabadsagfok jelenik meg (17 darab).

A szabadsagfokok igen nagy szdma miatt a ténylegesen C,-folytonos végeselemek nem
nyertek gyakorlati alkalmazast, ez esetben is kézenfekvobb a C,-folytonossagot szigorian nem
teljesitd, a gyakorlati szempontokat viszont kielégitd nemkonform elemek hasznalata. Egy ilyen
egyszertibb, nemkonform elem példaul a 4.44. abran lathatdé 20 szabadsagfokkal rendelkezo
szimplex, ahol a sarokpontokban a fiiggvényértékek mellett csak az elsérendil derivaltakat irjuk eld.
A polinom teljessége miatt tovabbi négy, az oldallapok kozepén fekvd csomopontot is fel kell
venni, ahol csak a fliggvényértékeket irjuk eld.

Hasonlé megoldas lenne a 32 szabadsagfoku nyolcpontos nemkonform hexaéderelem,
melynek csomopontjaiban a fiiggvényértékeket és az elsérendil derivaltakat irjuk eld. Interpolacios
polinoma hianyos és negyedfoku, a kovetkezo tagokkal adhatd meg:
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x}"=[1 x y z ¥ y 22 xy yz xz x y z

x>y x-y' xtz x-z2 yz yzt x-yez (4.136)

2 2 2 .2 2 2 3 3 3 3 3 3 4
x -y x-z yz o xy xy y-z yz x-z xz x Yy z]

p» Op/ox, 0p/dy, Oploz p, Opléx, aploy, dploz

4.44. abra. Nemkonform térfogatelemek

4.4. Gyakorlati szempontok

4.4.1. Vektorialis fiiggvények kozelitése

Ebben a fejezetben az eddigiekben skalaris fiiggvények kozelitését targyaltuk (ilyen lehet
példaul a homérséklet, a hidrosztatikai nyomas és az elektromos potencial). A feladatok egy
részében a vizsgalt mennyiség azonban vektorialis (ilyen példaul az elmozdulas), ekkor annak
komponenseivel, skalaris mennyiségekként megadhato vetiileteivel kell dolgoznunk.

A példaként emlitett vektorialis d(x, y,z) elmozdulas vetiileteit az x iranyu u(x,y,z),az y
irany v(x,y,z) és a z irdnyd w(x,y,z) skalaris fliggvények adjak. C, folytonossag esetén
minden csomodpontban eld kell imunk e harom skalaris mennyiség értékét, tehat a szabadsagfokok
szama most csomopontonként harom lesz. Mindharom komponenst a kozelité filiggvények
segitségével adjuk meg:

u(xayaz) = Zu(xiayiazi)'Niu(xayaz)a

i=1

v(x,y,z) = Zv(xi,yl.,zi)- N (x,y,2), (4.137)

i=1

w(x,y,z) = zw(xi’yi’zi)'Niw(xayaz)-
i=l1
A harom komponens egymastol fliggetlen, tehat akar egymastol eltérd rendben kozelithetjiik
Oket — ez esetben az N“, N' és N" kozelitd fliiggvények nem azonosak és ez a végeselem

crer

egy csomopontra vonatkozo kozelité fliggvények altalaban minden komponensre azonosak.
A bazisfiiggvények {x} vektordt most egy [x] matrixszal kell helyettesiteniink. Példaul
linearis approximacio esetén az interpolacids polinomot a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
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u(x, y,z)
{d} = V()C, ) Z)
w(x, y,z)

b, b =[x]-{a}. (4.138)

I
S O =
S O =
o O =<
S = O
S ®v O
O e O
—_ O O
= o O
= o O

Az {a} vektor tagjainak meghatarozasa az ismert eljaras alapjan torténik (eldirjuk, hogy az
interpolacidés polinomok a csomépontokban a csomoéponti elmozdulas-komponenseket adjak

vissza). A végeselem tartomanyan barmely pont elmozdulasat a kovetkezd vektorialis 6sszefiiggés
fogja leirni:

{d(x,y,2); =[N]-{8}, (4.139)

ahol {8} a csomodponti elmozduldsok vetiileti vektora. Akdrcsak a bazisfiiggvények {x} vektora, a
kozelitd fiiggvények [/V] matrixa is felépitésében kiilonbozni fog a skalaris esetben hasznalt
formatol.

4.4.2. Parametrikus elemek

A geometriai helyzet megadasa, akarcsak a fliggvényértékek kiszamitasa, szintén a végeselem
feletti interpolacioval torténik: barmely, az adott végeselemhez tartozd pont koordinatait
megadhatjuk a csomopontok koordinatainak fiiggvényében. Az ilyen végeselemet paraméteresnek
(vagy parametrikusnak) nevezik. A geometria megkdzelitésére alkalmas interpolacids fliggvények
azonosak lehetnek a tanulmanyozott fiiggvény kozelitésére hasznalt fiiggvényekkel — ekkor az
elemet izoparametrikusnak nevezik.

4.45. abra. Kvadratikus négyszogelemmel modellezett kérlap
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A geometria magasabbfoku kozelitése gorbe peremek esetében jelentdsen csokkentheti a
végeselemek szamat, példaul egy korlap a geometria kvadratikus kozelitésével egyetlen
paraméteres négyszogelemmel is kielégitdé pontossaggal modellezhetd (4.45. dbra).

A végeselemek csomopontjainak felvételekor koriiltekintéen kell eljarni, és a varhato
elmozdulads mértékét is figyelembe kell venni, a torzulds miatt 1étrejovo szingularitasok miatt. A
4.46. abran néhany szemléltetd példat lathatunk. Az els6 (a.) esetében a 4. szdmu csomoOpont
kornyezetében a & és az n koordinatavonalai nagyon kdzel vannak egymashoz és egy adott helyen

egymast fedik. fgy a d&-dn szorzat (az elemi teriilet) az adott helyen zéro fele tart.

Kovetkezésképpen a halo 1étrehozasakor gondoskodnunk kell arrdl, hogy minden egyes végeselem
konvex ¢s deformalt allapotaban is az marad.

a koordinatasik egy
része az elem
tartomanyan kiviil van

egymast fedé 4 ‘
koordinatavonalak

egymast metszo
koordinatavonalak

¢ 4

o). Onmagara visszahajlo
koordinatasik Az oldalfelez6 pontok
hibas helyzete Haromszogelem, mint
degeneralt négyszdgelem

4.46. abra. Elfajulo elemek

A b. esetben a hibas sorszamozas vagy talzott deformécioé miatt a végeselem teriiletének egy
része eltiinik vagy az akar negativva valik. Ha a két metsz6 oldal felezi egymast, akkor a lokalis n
tengely helyzete is hatarozatlan lesz (ezt az oldalfelezéket 6sszekotd vonal kellene adja), ellenben a
koordinatavonalak metszéspontjaban lesz az illeté koordinata hatarozatlan. A forditott korbejarasi
irany miatt a végeselem teriilete negativ lesz.

A c. esetben a végeselem oldalait leird6 gorbe rdgzitett alakja miatt a végeselem
tartomanyanak egy része onmagat fedi, visszahajlik. A takart részen levo pontok lokalis koordinatai
nincsenek egyértelmiien meghatarozva, egy ponthoz két kiilonb6z6 (&,m) koordinata-part

rendelhetiink.
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A d. eset a kdzbelsé pontok felvételekor elkdvetett hibat illusztralja: a pontok nincsenek az
¢lek kozepén vagy azok kozelében, ami a lokalis rendszer jelentds torzuldsdhoz, szamitasi hibak
megjelenéséhez vezet.

A lokalis rendszer erés torzuldsanak esete all fenn a négyszogelembdl degeneralassal
szarmaztatott haromszogelem esetén is (e. abra). Bar e szarmaztatas gyakran alkalmazott megoldas,
a tulzott mértéki hasznalata az altaluk bevitt szamitasi hibak miatt kertilendo.

4.4.3. A halé mindségére vonatkozé eldirasok

A végeselemes hald megrajzolasanak elsé 1épése rendszerint a pusztdn geometriai
szempontokat figyelembe vevd durva halé megrajzoldsa. Ez az adott alakzatot lefedd, a lehetd
legkevesebb végeselembdl allo halo Ha a diszkretizalt tartomany elkiiloniilo rétegekbdl all, akkor a
belso elvalaszto feliiletek a kiilsé peremfeliiletekhez hasonléan kezelenddk. A végeselemek oldalai
e feliilletekhez kell igazodjanak, ugyanis a végeselem anyaga homogén kell legyen. Ha a
diszkretizalt test anyaga anizotrop, akkor a végeselemek lokalis koordinatarendszere az anizotropia
iranyahoz kell igazodjon.

A durva halé finomitasakor a geometriai szempontokon kiviil mar figyelembe kell venni a
tanulmanyozott fiiggvény értékének varhatd alakulasat, a halot példaul a fesziiltséggyiijtd helyek
kornyékeén, a koncentralt er6k timadasi pontja kdzelében siiriteni kell.

A szamitasok kielégité pontossagahoz a végeselemes hald eleget kell tegyen bizonyos
mindségi eldirasoknak, melyek a kovetkezé mennyiségekre vonatkoznak (4.47. abra, a vilagosabb
szin a megengedett tartomanyt jeloli):

az ¢lek altal bezart sz6gek megengedhetd intervalluma;

az ¢lhosszak aranyanak maximalis értéke (leghosszabb ¢l/legrovidebb él);
a peremektol, hatarfeliiletektdl valo eltérés maximalis értéke;

a fentieknek eleget nem tevo elemek maximalis el6fordulasi aranya;

a degeneralt elemek maximalis eléforduldsi aranya.

Altalanos elvaras, hogy a halo a peremfeliiletek kozelében minél szabalyosabb legyen,
ugyanis a vizsgalt fliggvények altalaban a perem kozelében valtoznak a leggyorsabban.

lmin

lmax ?
-
Olin S AL S QL <
min max lma,\-/lmin <t | d ‘ S €

4.47. abra. A halo mindségi jellemzéi (vilagosabb szinnel a megengedhetd tartomanyok)

A végeselemekre osztas egyik feladata a csomopontok és a végeselemek megszamozasa. A
csomopontok szamozasakor néhany altalanos érvényli szempontot figyelembe kell venni:

e a szamozas 1-t0l felfele folyamatosan torténik (egy szdmot sem lehet kiugrani vagy
megismételni);

e ha egy csomoOpont szamozasat megismételjiik, akkor ott két vagy tobb egymast fedd
csomopontot kell feltételezniink (vagasok, repedések — 4.48. abra);

e cgy végeselem csomopontjainak szamozasakor a sorszamok kozotti minimalis kiilonbségre kell
torekedni (4.49. dbra).
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Mig az elso két feltétel konnyen értelmezhetd, az utdobbi némi magyarazatra szorul. Az els6
fejezetben mar sz6 volt a strukturdlis merevségi matrix Osszedllitdsarol: a végeselem matrixanak
elemei a csomopontok sorszamanak megfelelé helyet foglaljak el a strukturalis matrixon beliil.
Szimmetridjuknak kdszonhetden a strukturalis matrix is szimmetrikus lesz, melynek elemei a f6atlo
mentén csoportosulnak. Ez a két tény egy szamitasi fogas bevezetését teszi lehetdvé: a szimmetria
miatt elegend6 csupan a f0atlé egyik oldalan fekvd elemeket tarolni, méghozza ezek koziil is csak
azokat, amelyek a nemzérd értékek savjaban vannak. Ennek a sdvnak a szélességét az egy
végeselemhez tartozd csomodpontok sorszamanak kiilonbsége adja. A 4.49. abran a struktira
csomopontjait két kiillonbozé modon szamoztuk be. Mig a bal oldalon levd szamozds egy
viszonylag kompakt strukturalis matrixhoz vezet addig a jobboldali szdmozas egy laza szerkezetii
matrixot ad, melynek elemei a f6atlotol nagy tavolsagra vannak szétszorva.

F
AR X X R XX

4.48. abra. Diszkontinuitasok modellezése csomopont-kettézéssel

3 4

helyes helytelen

1 2 345 6 7 8 1 2345 6 7 8

1
1

8 7 6 54 3 2
8§ 7 6 54 3 2

4.49. abra. Csomopontok szamozdsa és a merevségi matrix formdja
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A csomoépontok sorszamozasat a halozoprogramok két Iépésben végzik. Eldszor a
csomopontokat létrehozasuk sorrendjében folyamatosan megszamozzak, majd az igy nyert, az
optimalistdl altalaban messze alld szdmozast valamilyen algoritmussal javitjak. Egy ilyen
algoritmus az olajcsepp- vagy bozottiiz-analogia (fire-front): a sorszamozast egy adott pontban
kezdi meg és ahogy az olajcsepp szétteriil a pocsolya felszinén vagy ahogy a bozoéttiiz terjed, a
kiindulasi ponttol kifele haladva koncentrikus vonalak mentén szamozza meg a csomoépontokat.

A végeselemek sorszamozdsa altalaban tetszéleges, nincs kozvetlen hatdsa a szamitdsok
kimenetére. A szamozasnal kovetendo szempont lehet az azonos anyagu végeselemek sorrendisége,
az eredményeket tartalmazo listdban a végeselemekre vonatkozo adatok ugyanis sorszamuknak
megfeleld sorrendben jelenik meg. A végeselemek szamozasa is 1-t6l kezd6édéen folyamatosan
torténik. Ha egy végeselem sorszamozasat megismételjiik, akkor ott két (vagy tobb) egymast fedo
végeselemet kell feltételezniink (kompozit anyagok — 4.50. abra).

4.50. abra. Kompozit anyagok modellezése végeselem-kettozéssel

A végeselemek azonositdsa csomoOpontjainak felsoroldsaval torténik. A csomodpontok
felsorolasanak sorrendje az adott szoftver kivanalmainak kell megfeleljen, melynek illusztralasara a
4.51. abra a SAP program haromdimenzids izoparametrikus végeselemét mutatja be (a 21.
csomopont csak a végeselem kozéppontjaban kiszamitott eredmények lokalizalasara szolgal). Az
eloirt sorrendtdl valo eltérés hibakhoz vezet (4.52. abra).

2

4.51. dbra. Csomopontok felsorolasi sorrendje (példa)
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Torz elem Negativ teriilet

A helyes sorrend

4.52. abra. A téves csomopont-felsorolas hatasa

111



5. A LINEARIS VEGESELEM-ANALIZIS NUMERIKUS MODSZEREI
5.1. Az elemi matrixok és vektorok kiszamitasa

5.1.1. A numerikus integralas
A végeselem-moddszerben az elemi matrixok és vektorok tagjait a végeselemek feletti
integralassal kell kiszamitanunk. A végeselem merevégi matrixat példaul egy

(k1= [[B]" -[E]-[B]dQ (5.1)

(O]

alaku integral, mig az elemi terhelés vektorat példaul az

tr} = [INT"-{f}dQ+ [[NT"-{p}dr (5.2)

Osszeg adja, ahol ® a végeselem tartomanyat, y pedig annak peremét jelenti.
Mindkét mennyiség tagjai

I=[/(©)d0 (5.3)

formaju integralok, ahol az f(€2) integrandusok az interpolacios polinomokbol és derivaltjaikbol
levezetett kifejezések. A dQ infinitezimalis tartomany felvétele a helyi és az altalanos
vonatkoztatasi rendszerben egyarant lehetséges, ekkor az integrandus valtozoi és hatarértékei is
megfelelden a helyi, illetve az altalanos koordinatak kell legyenek. A helyi rendszer hasznalata
esetén a kifejezés kiszamitasat egy transzformacio kell kovesse, a globalis rendszerben érvényes
értekek felallitasanak érdekében.

Az integralok analitikus uton torténd kiszamitdsa altalaban (példaul amikor az integrandus
nem polinom) nehézségekbe iitkdzik, ezért numerikus uton, kozelitd modszerekkel fejezziik ki
értékiiket.

Az 5.3. integral egyvaltozos valtozata

= f(x)dx (5.4)

lenne, ahol a és b a végeselem geometriaja altal meghatarozott integralasi hatarok. Ez utobbiak
altal lehatarolt [a,b] intervallumon az f(x) integrandus értelmezett kell legyen.

Altalanossagként elmondhaté, hogy az f(x) fiiggvény numerikus integralasanak
legegyszeriibb megoldasa az integrandusnak egy olyan p(x) polinommal vald helyettesitése,
melyre az

Jf@dr= [ p(x)dx (5.5)

kozelités kielégitden pontos (a polinom primitiv fiiggvényének felirdsa nem jelent emlitésre mélto
problémat, tehat a jobboldali integral kiszdmitisa sem). A p(x) polinom megvalasztasakor
tobbféleképpen is el lehetne jarni, de az legyen most egy olyan interpolaciés polinom, mely az
[a,b] intervallum bizonyos x; pontjaiban (ahol i =0,1, ...,n) éppen az integrandusnak ugyanazon

pontokban szamitott értékét adja (5.1. abra):
S(x)=px), i=0,12,...n. (5.6)
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V.

Xo X1 X2 X3 Xy b

)
-

5.1. abra. Az integrandus interpoladldsa

Amennyiben a fiiggvényértékek egyezését n+1 pontban irtuk elé a p(x) polinom » -edfoku
lesz (n+1 egyiitthatdja lehet):

p(X)=py+p x+p, - x+.+p,x" ={x}"{p}. (5.7)

A fliggvényértékek egyezését eldird 5.6. feltételek tomoren az

f(xy) 1 x, ... x| Do
ol 11 % x| | p

T EA R O L B W L S (5.8)
f(x,) 1 x, .. x/ D,

formara hozhatok, ahol [F'] a Vandermonde-matrix. E matrixnak — hacsak nem fordulnak el6
egybeesd pontok — a determinansa sohasem zéro, kovetkezésképpen a fenti egyenletrendszernek,
ahol az ismeretlenek a p, egyiitthatok, létezik megoldasa:

=1 (.9)
A kozelito polinom ezzel
p()={x}" {py={x}" VT {f) (5.10)
lesz, az 5.5. integral pedig
I=[f@)de~[p)de=[{x}" de- V1 {f1 =X VT - {f), (5.11)

ahol az integral aloli kiemelés a tagok konstans volta miatt lehetséges. {x} integraljanak
kiszamitasa analitikusan is lehetséges, mivel j-ed foki monomok primitiv fiiggvényeit kell
felirnunk:

j 1 FETLE
X, =[x de=——x"", j=01,..n. (5.12)
j+1 a

Az utolsd két Osszefiiggéssel tehat az integral kozelitd értéke konnyen kiszamithato. A
kozelités pontossaga az illesztési pontok szamatol és helyzetétdl fiigg. n+1 pont felvételével n-ed
fokt polinomok vagy ahhoz kozel allo fiiggvények integralja jo kozelitéssel szamithato ki, de a
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magasabb foku polinomok vagy az interpolacios polinomtdl erdsen eltérd fliggvények esetében a
hiba mar jelentds lehet.

Ha sok pontot vesziink fel, a kdzelités pontossaga javulhat, de a [I'] matrix invertalasdhoz
sziikséges id0 is rohamosan novekszik. Az interpolaciés pontok felvételének tekintetében a
legegyszeriibb megoldas az [a,b] intervallum n egyenld, & hosszisagl részre osztasa, ekkor az
integral kozelitését addo Newton-Cotes formulakhoz jutunk. Ilyen példaul a lineéris interpolacidra
alapoz6 trapézszabaly:

b
1=jf@yu=h{%~fm)+%,ﬂa+m} h=b-a, (5.13)
¢és a kvadratikus kozelitésii Simpson-szabaly (7.2. abra):

I:h-{l-f(a)+i-f(a+h)+l-f(a+2-h)}, h= b-a : (5.14)

3 3 3 2

A Newton-Cotes formulakat
I=(b-a)- D w-f (5.15)
i=0

formaban altalanosithatjuk, mely szerint az integral értékét a fliggvényértékek sulyozott dsszege
adja. A sulyzotényezoket a kovetkezd (5.1.) tablazat foglalja dssze.

Megjegyzendd, hogy a hatarozott integral pontosabb kiszamitasdhoz az [a,b] intervallumot
Ax hosszusagu tartomanyokra lehet felosztani és ekkor a fenti formuladkat e tartomanyokon kell
alkalmazni. Az [ integral értékét a Ax tartomanyokon szamitott mennyiségek Osszegzésével
kapjuk.

Yy y %
’ h=b-a - h=(b-a)?2 h=b-a)3 |
x < | X < i X
0 - | T ; | .
a b - b %, b
y y
L h=Gead h=G-as
< X <> i i X
0 ! H H > 3 3 i =
a b ? a b

5.2. abra. Kiilonbozo foku interpolalds

A Newton-Cotes formulakat a fenti forméjukban a végeselem-moddszerben is hasznalhatnank.
Az n intervallum (az n+1 interpolacios pont) egyenld tavolsagokra vald felvétele legfennebb az
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n-ed foki polinom integralasanak pontossidgat biztositja barmilyen koriilmények kozott, a
magasabb foka polinomok esetében az eltérés jelentds lehet. Eppen ezért az interpolacios pontok
helyzetének felvételét és a hozzajuk tartozo stlyzoegyiitthatok megallapitasat megprobaltak olyan
modon optimizalni, hogy az »n -nél magasabb fokl polinom integralasa is lehetévé valjon az elvart
pontossagon beliil (ez az igény a miiveletek szamanak csokkentésének érdekébdl szarmazik). Az
integral kozelitése most is egy

Izzn:wi-f(xi) (5.16)

sulyozott 0sszeggel torténik, azonban itt az x, koordinatak és a w, tényezdk egyarant ismeretlenek.

Feltételezziik viszont, hogy létezik az eldbbi esettel ellentétben egy magasabb, m > n-ed foku
polinom (ahol n az intervallumok szama), melyre

f(X)=p(x)=p,+p, - x+p, X +..+p, x". (5.17)
Intervallumok szama w; sulyzotényezok
(az interpolaci6 foka)
n Wo w1 1% w3 W4 Ws
1 1/2 1/2
2 1/6 4/6 1/6
3 1/8 3/8 3/8 1/8
4 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90
5 19/288 75/288 50/288 50/288 75/288 19/288
5.1. tablazat. A Newton-Cotes formulak egyiitthatoi
Ekkor az utolso két 6sszefiiggés értelmében az integral kozelito értéke
I=w,-(py+p Xg+.tp, X )+tw, (py+p X, +..tp, - X) (5.18)
lesz. A kozelit6 polinom integraljat analitikus modon is ki tudjuk szamitani:
b m xj+1 b
IzJ.p(x)dx=ij~ S (5.19)
a Jj=0 -] +1 a

A két utols6 Osszefliggés azonos p, egyltthatoji tagjait egyenldve téve egy m+1
egyenletbdl all6 rendszert kapunk, ahol az ismeretlenek szdma 2-(n+1). Az ismeretlenek a w,
sulyzoegyiitthatok és az interpolacios pontok x; koordinatdi. A megoldhatosag feltétele tehat a
kozelité polinom m foka és az interpolacios pontok n szama kozotti

m=2-n+1 (5.20)

Osszefiiggéshez vezet, melynek fennalldsa esetén az x;,, w, értékparok egyértelmiien

megallapithatok. Ez az eljaras a Gauss-Legendre modszer.
Joval egyszeriibbé valik a szamitas, ha az integralokat a lokalis koordinatarendszerben
szamitjuk ki, a [—1,1] értelmezési tartomanyon. Ekkor az 5.19. integral egyszertibb formara hozhato,

példaul:
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Jp@de=2:p,+ 3 py e EEED (5:21)

az emlitett egyenletrendszer pedig
Wy +w, +.+w, =2
W&o +w &+ 4w - E =0
(5.22)
[1-(=D""]

Wy &g +wW, &y +.tw, &) = p—

lesz. A kiilonboz6 n -ekre kapott illesztési pontokat és sulyzotényezoket az 5.3. abra mutatja be és
az 5.2. tablazat sorolja fel.

w
w

w
I E’ L \E, | |\E,
-1 0 | - 0 1 -1 0 1

n=0 n=1 n=2

. " "
1 | I R T I A
-1 0 1 0 1 -1 0 1

n=3 n=4 n=>5

5.3. abra. A Gauss-Legendre integralds illeszkedési pontjai és

sulyzotényezoi
Illeszkedési pontok Illeszkedési pontok Sulyzoegyiitthatok
szdma koordinataja
n+1 €, w,
1 0.000 000 000 0 2.000 000 000 0
2 +0.577 350 269 1 1.000 000 000 0O
3 0.000 000 000 0O 0.888 888 888 8
+0.774 596 669 2 0.555 5555555
4 +0.339981 043 5 0.652 145 154 8
+0.861 136 311 5 0.347 854 845 1
5 0.000 000 000 0O 0.568 888 888 8
+0.538 469 310 1 0.478 628 670 4
+0.906 179 845 9 0.236 926 885 0
6 +0.238619 186 0 0.467 913934 5
+0.661 209 386 4 0.360 761 573 0
+0.932 469 514 2 0.171 324 4923

5.2. tablazat. A Gauss-Legendre integralés illeszkedési pontjai és sulyzotényezoi
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Az igy kapott sulyzotényezok és koordinatak felhasznalasaval az integralas néhany szorzassal
¢és Osszeadassal megoldhato, az elvégzendé miiveletek szama pedig alacsonyabb, mintha a pontokat
egyenletes beosztassal vettiik volna. Ezért a Gauss-Legendre-modszer a végeselemes szamitasokban
igen nagy fontossaggal bir.

A két- és haromvaltozos integralok kozelitése hasonld mddon, a fiiggvényértékek sulyozott
Osszegzésével torténik:

n m

[[Emdedn=3"3 ww, fEm,), (5.23)
illetve
[[[renodedndc~y> iy W S G 6 (5.24)

A koordinatakat és a sulyzoegylitthatokat az elbbi tablazatbol olvashatjuk ki. Az illeszkedési
pontokat a (&;,n;) koordinata-paros, illetve a (&;,n;,g,) harmas adja. A pontok szdma
iranyonként valtozhat az esetleges anizotropiak miatt. Az 5.4. abran példaul a & tengely irdnyaban
az alacsonyabb foku interpolacido miatt csak harom illeszkedési pont van, mig az m tengely
iranyaban a magasabb foku kdzelités miatt négy — igy dsszesen 12 pontot kapunk.

n=08611363115-\""C

n= 0.3399810435--~\"" e

n=-0.3399810435 -\ .

& = 00000000000
£=0.7745966692
£ = -0.7745966692

5.4. abra. A Gauss-Legendre integralas illeszkedési pontjai
kétdimenzios tartomanyon (példa)

A szimplexek feletti integralas a természetes koordinatak fliggvényében az elobbiektol eltérd
modon is megvaldsithatd. A végeselemes szamitasokban az integralandod kifejezésekben a
természetes koordinatak kiilonbdzo egész, nemnegativ kitevoji hatvanyainak szorzata szerepel. E
szorzatok integraljanak kiszamitasara a kdvetkezo altalanositott formuldkat vezették le:

o« ¢p _ ol-B! '
!al ghdL wepan L (5.25)
@ gb gt g OB
{al gh -y dd Gyl LA (5.26)
ol-Blylo!

[er-gb-er-gldr= v, (5.27)

T (a4 Pry+o43)

117



ahol L, A illetve V' a szimplex hossza, teriilete, illetve térfogata. Ez esetben is hasznosabb lehet
viszont az integralokat a sulyozott fliggvényértékek Osszegeként megadni; a pontok természetes
koordinatait és a megfeleld sulyzotényezoket az 5.3.-5.5. tablazatok foglaljak magukba.

Az integralok kiszamitasaban a helyi koordinatak hasznalata tehat 1ényeges egyszerusitéseket
visz be. A helyi és az altalanos koordinatarendszerben kiszamitott értékek kozotti kapcsolatot a
koordinata-transzformaciok adjak, példaul:

111

[reey.dv = [[[rEn.crJEn.g) | dedn ds, (5.28)
Vv -1-1-1
ahol | J | a transzforméaci6 Jacobi-matrixanak determinansa.
Pontok i Illeszkedési pontok koordinatai Sulyzoegytitthatok
SZé'ma ‘:11' &21’ Wi
n
1 1 1 0.500 000 0000 | 0.500 000 000 0 1.000 000 000 0 .
(elssfoki) 1
2 1 102113248655 |0.788 6751345 0.500 000 000 0
(masodfokit) | 2 | 0.788 6751345 | 0.211324 8655 0.5000000000 | — % 3
3 1 10.112701 6654 | 0.887 298 334 6 0.277 777 777 8
(harmadfoka) | 2 | 0.000 000 000 0 | 0.000 000 000 0 0.444 444 444 4 ——o—o—
3 1 0.8872983346 |0.112701 6654 0.277 777 777 8
5.3. tablazat. Numerikus integralas egydimenzids szimplex felett
Pontok i Illeszkedési pontok koordinatai Sulyzoegytitthatok
széma &1 & W,
" s
1 103333333333 0.3333333333 1.000 000 000 0
(els6fokur)
0.333 3333333
3 1 | 0.666 666 6667 | 0.166 666 666 7 0.333 3333333
(masodfoki) 0.166 666 666 7
2 10.166 666 666 7 | 0.666 666 6667 0.333 3333333
0.166 666 666 7
3 10.166 666 6667 | 0.166 666 666 7 0.333 3333333
0.666 666 666 7
4 1103333333333  0.3333333333 -0.562 500 000 0
(harmadfoku) 0.333 3333333
2 10.600 000 000 0 0.200 000 000 0 0.520 8333333
0.200 000 000 0
3 10.200 000 0000 0.600 000 0000 0.520 8333333
0.200 000 000 0
4 10.200 000 0000 | 0.200 000 0000 0.520 8333333
0.600 000 000 0

5.4. tablazat. Numerikus integralas kétdimenzios szimplex felett
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Pontok Illeszkedési pontok koordinatai Stlyzoegyiitthatok
szama Sy & W
" &y &
1 0.250 000 000 0 0.250 000 000 0 1.000 000 000 0O
(els6foku)
0.250 000 000 O 0.250 000 000 O
4 0.5854100200  0.138 196 600 0 0.250 000 000 O
(masodfoki) 0.138196 6000  0.138 196 600 0
0.138196 6000  0.5854100200 0.250 000 000 O
0.138196 6000  0.138 196 600 0
0.138 196 6000  0.138 196 600 0 0.250 000 000 O
0.5854100200  0.138 196 600 0
0.138196 600 0  0.138 196 600 0 0.250 000 000 O
0.138196 6000  0.5854100200
5 0.250 000 000 0 0.250 000 000 0 -0.800 000 000 0
(harmadfok) 0.250 000 000 0 = 0.250 000 000 0
0.3333333333  0.166 666 666 7 0.450 000 000 O
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7
0.166 666 666 7 | 0.333 3333333 0.450 000 000 O
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7 0.450 000 000 O
0.3333333333  0.166 666 666 7
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7 0.450 000 000 O
0.166 666 666 7 | 0.333 333 3333

5.5. tablazat. Numerikus integralas haromdimenzids szimplex felett

5.1.2. Alkalmazas

A szilardsagtani példa

Az elmondottak illusztralasara tekintsiik a kétdimenzids linearis izoparametrikus végeselem
(5.5. abra) merevségi matrixanak kiszamitasat. A felvett szabadsagfokok a csomdpontok x és y
tengely iranyt elmozdulasai, u, és v, .

A végeselem interpolacios polinomanak bazisfiiggvényei a 4. fejezetben leirtak alapjan:

(p1=i~(1—<2)‘(1—n), <p2=i~(1+a)~(1—n),
(5.29)

1 1
?s =Z'(1+E.,)-(1+n), 0, =Z'(1—§)-(l+n)-
A végeselem barmely pontjanak elmozduldsat (annak két komponensét) a csomdpontokban

szamitott értékek, mint Aaltalanositott koordinatdk ¢és az el6bbi kozelité filiggvények, mint
bazisfiiggvények altal alkotott interpolacids polinomok adjak:
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u@m)=u, @ tu, @, +uy Oy tu, 0,

(5.30)
VEM) =V, -0, +V, @, + V-5 +V, - @y,
vagy, tomdrebben:
U,
0 0 0 0] |
u ¢ ¢ ¢ ¢
{d(é,n)}={ }{ 1 ’ ' ! } ~r=INT8Y. (5.3D)
v 0 ¢ 0 o, 0 o 0 o,
U,
Yy

7A

X
—

5.5. abra. Kétdimenzios linearis izoparametrikus végeselem

Mivel az elem izoparametrikus, a geometriai helyzetet (az x ¢és » koordinatékat)
ugyanazokkal a kozelit6 fiiggvényekkel interpolaljuk, mint az elmozdulés vetiileteit:

X
W
xX&Em)| (¢, 0 o9, 0 ¢ 0 o, O
)= = 5.32
(& {y(é,n)} [o o, 0 ¢ 0 o 0 (pj : -32)
Vs

Ez utobbi képletben a jobb oldali vektor a csomopontok globélis koordinatarendszerben
felvett koordinatait tartalmazza.
A végeselem merevségi matrixa az ismert dsszefiiggés szerint

[k]=[[B]' [E]-[Blas, (5.33)
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ahol az integralési tartomany, mivel kétdimenzios végeselemrdl van szo, az elem S feliilete. Az
[E] rugalmassagi matrix a feladat jellegétdl fiiggden a sik fesziiltségi vagy a sik deformacios

allapotok valamelyikének felel meg. A [B] matrix a kozelit6 fiiggvények derivaltjait tartalmazza, a
fajlagos alakvaltozasok €s a csomoponti elmozdulasok kdzotti kapcsolatot adja:

{e} =[B]- {8}, (5.34)

mely kapcsolat bévebben a kdvetkezé modon irhato fel:

oul/dx
e [8/ox 0 100 0
| u ou/dy
e=1le t=| o asay[-1“l=lo 0 0 1] . (5.35)
U lasay arax| W oo 1 1 o [9V/9F
R X
Yo d ov/dy

Ez utobbi Osszefiiggés az elmozdulasok globalis koordinatak szerinti derivaltjait tartalmazza,
melyek kozelitd fliggvényeit a lokalis rendszerben hataroztuk meg. A derivaltak kozotti relaciot a
lancszabaly adja, melyet most matrixos formaban irunk fel:

o) Jox o] (2] (o
0E| _|0& 0&| JOx| _4.)0x
a(Tlex oy o[ ap (30
onJ [Oon On] [0y dy
melynek megforditasaval
0 0
Ox| _ryp1.)08
B =[J] o (5.37)
dy on

A globalis koordinatak interpolalasaval (5.32.) a kifejezésben szerepld Jacobi-matrix a
kovetkezd lesz:
09, 09, 00; 09, foh
0§ o0& 0& 0E | |X% )

J(E )] = , 5.38
[J(&n)] 00, 09, 09y 30, | |x, 7 (5.38)
on on  dn o ||x, y,
melyet az 5.29. fliggvények derivalasaval konnyen felirhatunk:
00, 1 0o, 1
o~ (-m), —=——(1-§),
oe 4 (1-m) on 4( &)
0 1 0 1
TRe(em), SR = (14,
0 4 on 4 (539)
%_l.(pr ) a(p3_l.(1+};) -
oc 4V oy g ’

00, 1 Jop, 1
—=—=—-(1+1m), —=—-(10-=-8).
o¢ 2 (I+mn) on 4 (1-9)
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A Jacobi-matrix inverze

9y _9y
L1 | o
ST ex o 640
on 0¢&
ahol a determinans
g2 2x .0y _0x 0y (5.41)
0§ on 0n 0¢&

Ezek alapjan az 5.35. kifejezésben a globalis koordinatak szerinti derivaltakrol attérhetiink a
lokalis koordinatak szerinti derivaltakra. Az 5.37. relaciobol

o -+ 0 = 0

——=Ju ot o

Ox 0§ on (5.42)
o - 0 = 0 '
—=Jy st n o

dy 0% on

ahol a ji/ egyiitthatok a Jacobi-matrix inverzének tagjai, melyeket az 5.38. és az azt kovetd

kifejezések alapjan hatdrozunk meg. A fajlagos alakvaltozasok és az elmozdulasok kozotti 5.35.
kapcsolat tehat a kovetkezoképpen irhato fel:

1000 ou/ox 100 0 le le 0 0 ou/og
w=lo 00 1| oul/dy _lo 0 0 1l Jy Jyp 0 0 ' ou/on (5.43)
0110 ov/0x 011 0 0 0 J, J,||ovieg| T
ov/dy 0 0 J, J,| |ov/dn

Az u ¢s a v elmozdulasokat a csomoponti értékek fiiggvényében interpolaljuk, tehat:

J, J, 0 0
L 000 J, J, 0 0
{e¢f=(0 0 O 1| 21 2 _
0 0o J, Jp
01 10 _ _
0 0 J, J,
- - |u
d, de, 00, do, :
0 —= 0 —= 0 — o0 v
o0& o0& o0& o0& ! (5.44)
a(pl 0 a(PZ 0 a(p3 0 a(p4 0 uz
on on on on "2
0 a(pl 0 a(PZ 0 a(p3 0 a(p4 u3 ‘
0§ 0§ 08 o8 | |v,
0 a(pl 0 a(p2 0 a(pS 0 a(p4 u4
on on on on ]|,
4

Ez utobbi kifejezésben az elsé harom tag szorzata adja a [B(&,n)] matrixot. E harom matrix

koziil az els6 egy pozicionaldé matrix, a masodik pedig a Jacobi-matrix inverzének tagjait
tartalmazza. A szorzat harmadik tényezdje a kozelitd fiiggvények derivaltjainak matrixa (5.38.
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képletek). A két utobbi matrix koordinataktol fiiggd tagokat foglal magaba, kovetkezésképpen a
[B(E,m)] matrix értéke fiigg a geometriai helyzettol.

Az 5.44. képletbdl kiindulva azt mondhatjuk, hogy a [ B(€,m)] matrix a fajlagos deformaciok
interpolacios fiiggvényeinek kozelitd (vagy bazis-) fliggvényeit tartalmazza.

A merevségi matrix globalis koordinatarendszerben kifejezett 5.33. képletét, amelyben a
globalis vonatkoztatasi rendszerben meghatarozott [B(x,y)] matrix szerepel, az 5.28. formdaju
transzforméacioval hozhatjuk lokalis koordinatakkal megadott alakra:

[k]=[[B]" [E]-[Blds = [ [(B& W -[E]-[BEN} J(En) | dedn. (5.45)

N —1-1

A fenti integralt a [B(E,n)] matrix elemeinek és a Jacobi-matrix determinansanak adott
(§,,m;) koordinatiju pontokban valo kiszamitasaval a Gauss-Legendre modszer alkalmazéasaval
szamitjuk ki:

n m

[k]= w,ow, [BE.m )" [E][BE,.)FHJIE.M,)|. (5.46)

i=1 j=1

Az elektrosztatikai feladat

A szilardsagtani feladatban a tanulmanyozott fliggvény az elmozdulas volt, mely egy
vektorialis mennyiség. E vektoridlis mennyiséget vetiileteivel helyettesitettiik, melyeket skalaris
mennyiségekként lehet kezelni; ilyen modon csomopontonként tobb szabadsagfokkal kellett
szamolnunk.

Az elektrosztatikai feladatban a tanulmanyozott mennyiség a skalaris potencial, tehat ott
csomopontonként csak egy szabadsagfokkal kell dolgoznunk. A szamitasok menete az eldbbi példat
kovetik. Ha most is a négy csomodpontos izoparametrikus végeselemet hasznaljuk, akkor a
végeselem barmely pontjadban az elektromos potencialt a csomodponti értékekkel és a kozelitd
fliggvényekkel alkotott interpolaciés polinom adja:

UEn)=U,-0,+U, -0, +U;-0;+U, -0,, (5.47)
melyet tdmdren
Ul
U2
UEm=lor @ 01 9] =[N0} (5.48)
3
U

N

formaban irunk fel.
A geometriai helyzetet, akdrcsak az eldbbi esetben, szintén az interpolalt x és y

koordinatakkal adjuk meg (5.32. relacio).
A végeselem ,,merevségi” matrixa az el6z0 fejezetekben bemutatottak alapjan

[k]=[[B]" -[¢]-[Bds, (5.49)

N

ahol a [B] matrix a kozelité fliggvények derivaltjait tartalmazza és a potencial gradiensét adja a
csomoponti értékek fliggvényében:
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{erad U} = fgrad (IV]- 0D = | 25 |- U} =181-[U}. (5.50)
oy

A fenti 0sszefiiggés most is a globalis koordinatak szerinti derivaltakat tartalmazza, melyekrdl
at kell térniink a lokalis koordinatdk szerinti derivaltakra. A szilardsagtani feladatnal ismertetett

eljarassal:
oU /o J, J oU/o
{grad U} = Lo e, Jy (5.51)
oU/oy| |J, J,| loU/on

ahol az U potencialokat a csomdponti értékek fliggvényében interpolaljuk, vagyis:

B o0, Jd¢, 00, 00, U,

Ju Jn||og oeg o0& o0& ||U

radU — _11 _12 . .
grad U} [Jﬂ Jyn| |00 90, 095 09, | |U
U

on on on 0n

2L (5.52)

w

4

E kifejezésben az elsd0 két tag szorzata adja a [B(E,m)] matrixot. A koordinatak

crer

[k]= [[B]" -[e]- [Blds = [ [[B(&, 1" -[e] [BE )} J (&) | dedn, (5.53)

-1-1

ahol az integral kiszamitasara a Gauss-Legendre modszert alkalmazzuk:

n m

[K]=>"> " w,-w, [BE, )OI [l [BE,.,m )} IE. ). (5.54)

i=l j=1

5.1.3. Gyakorlati jellegli megjegyzések

A Gauss-Legendre modszer szerinti integralds pontossaga az illeszkedési pontok szdmaval
egylitt nd. A hibak csokkentésén tilmenden az integralasi pontok szamanak novelése a numerikus
instabilitasok elkeriilésének szempontjabol is javasolt. Ezek az instabilitasok a szakirodalomban
kiilonb6zo elnevezésekkel fordulnak eld (példaul hourglassing), 1ényegiik az integralasi pontok
olyan kevésbé szerencsés megvalasztasaban all, mely pontokban a fiiggvény értéke éppen zérd vagy
ahhoz nagyon kozel van. Az 5.6. abra két ilyen helyzetet mutat be; mindkét esetben az integralasi
pontokban a fajlagos alakvaltozasok értéke zéronak vagy ahhoz igen kdzelinek adodik.

5.6. abra. A numerikus integralds hibds eredményét okozo elmozdulas-modok
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Az integralasi pontok szamanak novelése ellen viszont tobb tény is szol, melyek koziil az elsd
az elvégzendé miiveletek szamanak ndvekedése. Ugyanakkor észrevették, hogy az alacsonyabb
rendii kdzelités altal okozott pontatlansagok a polinomidlis interpolaci6 altal bevitt hibaforrasokkal
ellenkezd hatast fejtenek ki, mintegy azokat kompenzaljak (ha tobb integralasi pontot alkalmazunk,
a végeselem a valosagnal ,,merevebb” lesz).

Egyértelmi el6irasok a numerikus integralas rendjét illetéen nincsenek, az 5.20. dsszefliggés
alapjan azonban elmondhat6, hogy egy m -ed fokl interpolacids polinom esetében az integralas
rendje legalabb (m —1)/2 felfele kerekitett értékével kell egyenld legyen az integralok pontos
kiszdmitasanak érdekében.

A tapasztalat azt mutatja, hogy a C,, és a C, folytonossagi osztalyok esetén iranyonként annyi

illeszkedési pontot kell felvenniink, ahdny csomoépont van a végeselem megfeleld iranyban levo
¢lén (ez lenne az optimalis integralasi rend). A forgalomban levé programok nagy része az
instabilitasok elkeriilés¢hez elegend0 minimalis integralasi renddel dolgoznak, masok pedig az
instabilitisok megjelenését probaljak kiszlrni. Ha a tapasztalat nem vezet egyéb
kovetkeztetésekhez, akkor nem tanacsos a gyakorlatban bevalt integralasi rendtdl eltérni.

5.2. A globdlis matrixok ésszeadllitasa és tarolasa

A globalis matrixok és vektorok Osszeallitasa az elemi mennyiségek kiszamitasaval
egyidében torténik: miutdn egy végeselem matrixanak kiszamitdsa megtortént, elemeit a globalis
matrix megfelelé elemeihez adjuk hozza, ahogyan azt az 1.2.6. fejezet bemutatta. Mig a strukturalis
vektorok tarolasa nem okoz kiilondsebb problémat, a matrixok esetében ugyanez nem mondhato el.

A matrixok tarolasaban a legegyszertibb megoldas a teljes matrix hasznalata lenne kétvaltozos
tomb formajaban. A végeselem-modszer elemi matrixai azonban szimmetrikusak és ennek
kdszonhetden a strukturalis matrixok is szimmetrikusak lesznek. Ez a tulajdonsag egy megtakaritast
tesz lehetévé: a szimmetria miatt elegendd csupan a f6atlo egyik oldalan levd tagokat tarolni
(beleértve az atlon levd tagokat is), egy alsd vagy fels6 haromszogmatrix forméjaban. Mivel
haromszog alaka tomb nem létezik, a haromszoget soronként vagy oszloponként egy vektorba kell
rendezni. Az elemek helyzetének megallapitdsa nem jelent nehézséget: ha tudjuk, hogy a matrix
oszlopainak ¢és sorainak szama n, akkor a vektor els6 n eleme példaul a matrix elsé sorat, a
kovetkezd n—1 eleme a matrix masodik soraban a foatloton levo és az attol jobbra fekvod elemeket
jelenti és igy tovabb (5.7. abra).

1 2345 6 7 8

1

NE=n-(0.5n+1)

Cl T T BRI T T EEr LR

NEOQ

8 7.6 54 3 2

NEQ

5.7. abra. Haromszégmatrix taroldsa

A haromszogmatrix azonban igen sok zérus elemet tartalmazhat és nagyobb szerkezetek

crer

tagok optimalis csomdpontszamozas esetén egy atlo menti savban talalhatok, tehat elegendo lenne
az e savban fekvd elemeket tarolni. Ezt a lehetOséget két eljaras is kihasznalja.
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Savmatrix (szalagmatrix, angolul band-matrix) hasznalata esetén a tarolandoé részt az féatloval
parhuzamos sav jelenti, mely a nemzérd elemeket foglalja magaban. A savszélességet (MBAND )
az atlotol legtavolabb fekvé nemzérd elem adja, mig a matrix sorainak ( NEQ ) szama valtozatlan
marad (megegyezik a szabadsagfokok, azaz az egyenletrendszer egyenleteinek szamaval). E sav

nem ad egy szabalyos paralelogrammat: a matrix jobb alsé sarkat zérus elemekkel kell kitolteniink
(5.8. abra).

1 2 345 6 7 8 1 2 3 4
N I\
gl en
X X
\ = Ve =
© N
o ~
0 )
NEQ MBAND
B I -

5.8. abra. A savmatrix szemléltetése

Az indexek atszamitdsa most sem okoz gondot: az eredeti globalis matrix i,j indexi,
tarolasra keriilé eleme a savmatrix i,k celldjat foglalja el, ahol

k=j—i+l. (5.55)

Ezzel az Osszefliggéssel a két forma kozotti megfeleltetés barmikor egyszeriien elvégezhetd, a jobb
also, zérus elemeket tartalmazd haromszog alaku tartomany kivételével.

A savmatrix hasznalata megfeleld csomopontszamozassal jelentds tarolasi kapacitas-
megtakaritast tesz lehetévé, az indexek atszamitasara forditott id6 elenyészik a hattérmemoria
kezeléséhez sziikséges id6 mellett.

A savmatrixot szemiigyre véve észrevehetjiik, hogy viszonylag sok nullat tartalmazhat és a
jobb als6 haromszoget is foloslegesen foglaltuk le. Ez a helyzet a nagyobb matrixoknal még
feltliinobbé valik. A csomopont-szamozast sem mindig sikeriil az éppen legkisebb savszélességet
ado modon megoldani. A konturvonal (angolul sky-line) hasznalata esetén a tarolando részt az atlo
feletti legmagasabban fekvé (vagy az atlotol jobbra levd legtavolabbi) nemzéro tag hatarozza meg,
tehat a sdvmatrixnal is gazdasdgosabban hasznalhatjuk fel a memoriat. A globalis matrix ekkor egy
is egy vektorban lesz Osszecsomagolva. A cimek atszamitasa azonban most joval nehezebb, mivel
az oszlopok magassaga véletlenszeriien valtozik. Eppen ezért a matrix tarolasara szant vektoron
kiviil most egy masodik vektort is 1étre kell hoznunk, mely az atlon levd tagok cimét tarolja (5.9.
abra).

Az abran a fels6, NE elemii vektor tartalmazza az 6sszecsomagolt globalis matrixot, vagyis
annak a f64atlo ¢és a kontirvonal kozotti oszlopait. Az elemek felsorolasa oszloponként, alulrél
felfele torténik, az abrazolt esetben: k&, ky,, ki, ki, Ky, kiyy kyys kayy ks, kysy ooy keg s kogs

ke . A foatlon levo elemek cimét az also, NEQ +1 elemli {4} vektor tartalmazza, igy a, a k,,

elem, a, a k,, elem cime és igy tovabb.
A globalis matrix 7, j indext, kontirvonal és f6atlo kozotti eleme a vektorban a

k=a,+i—j (5.56)
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indexnek megfeleld helyet foglalja el, ahol az a; cimet az {4} vektor adja. A kiolvasasnal meg kell

gy6zddni arrol, hogy az adott elem valoban a konturvonal alatt van: ha a kiszamitott index

kza,,,

(5.57)

akkor azt jelenti, hogy a merevségi matrix i,j indexii tagja a konturvonal feletti zérus tag. A
szamitasok algoritmizalasanak megkonnyitésére az {4} vektor utolso6 tagja a nemlétezd NEQ +1 -
edik atlon levd tagra ( k,, ) mutat.

1 2345 6 7 8

1
5
I
&
|

8 7 654 3 2
NEOQ

NEQ

5.9. abra. A konturvonal modszere

Az utobbi két modszer alkalmazasa gyokeresen kiilonbozik. A sdvmatrix hasznalata esetén az
elemi matrixok kiszamitasat megel6zéen ki kell szamitani a sav MBAND szélességét, melyet a
végeselemek csomopontjainak szamozasa hatdroz meg:

MBAND = Max(n +1)-ND (5.58)

max n min

ahol a sorszdmok maximalis kiilonbsége és a csomopontonkénti szabadsagfokok ND szama
szerepel. A savszélesség meghatarozasa gyakorlatilag tigy torténik, hogy minden végeselemet sorra
véve meghatarozzuk a legnagyobb sorszamkiilonbséget. A savszélesség meghatarozasa utan le kell
foglalni egy NEQ x MBAND nagysagl tombdot, melynek elemeit zérokkal inicializalunk. Minden
egyes elemi matrix kiszamitdsa utan az 5.55. Osszefiiggéssel meghatarozzuk tagjainak a
savmatrixban elfoglalt helyét és hozzaadjuk a mar ott tarolt értékekhez.

A kontirvonal hasznilata esetén el6zetesen meg kell hataroznunk az {A4} vektor elemeit.

Ehhez egy ideiglenesen hasznalt NEQ elemt {H} vektort foglalunk le és inicializalunk, mely a
konttrvonal alatti oszlopok magassagat (aktiv oszlopmagassadg) fogja tarolni.
Egy i,j indexii elem magassagat az atlotol mért tavolsaga,
h=i-j+1 (5.59)

adja. A hozzaadando tagot az elemi matrix egy oszlopanak legmagasabban (az els6 soraban) fekvo
eleme alkotja, melyre kiszamitjuk a # magassagot. Ha az igy kiszamitott # mennyiség a {H}
vektorban tarolt H,-nél nagyobb, akkor ez azt jelenti, hogy az 0j elem az aktudlis kontirvonal felett
helyezkedik el. Ekkor a H, elem értékét 4 -ra allitjuk, mely az illetd oszlop 0j aktiv magassagat
jelenti.
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A miveleteket az 0sszes elemi matrix minden oszlopara megismételjiik mig végiil megkapjuk
a végleges oszlopmagassagokat. Az oszlopmagassagok segitségével felépitjiik az {4} vektort,

melynek elemeit az
a,=a,,+h_,, i=23,..,NEQ+1 (5.60)

rekurziv képlettel hatdrozzuk meg, ahol az elsé elem a, =1.
A globalis matrixot tarolé vektor hossza

NEQ

NE=Y"h =ay,., —1 (5.61)
i=1

lesz. A vektor hosszanak meghatarozasa utan le kell foglalni egy NE nagysagu tombot, melynek
elemeit zérokkal inicializalunk. Minden egyes elemi matrix kiszamitasa utan az 5.56.
Osszefliggéssel meghatarozzuk elemeinek a vektorban elfoglalt helyét és hozzaadjuk a mar ott tarolt
értékekhez.

5.3. Az egyenletrendszer megoldasa
A strukturalis egyensulyt, mint lattuk, egy

[K]-d}={f} (5.62)

alaku linearis egyenletrendszer fejezi ki, ahol az ismeretlenek (a szabadsagfokok) szama
megegyezik az egyenletek szdmaval. Az egyenletrendszer megoldasanak klasszikus modszere az
1.2.7. fejezetben ismertetett Gauss-eliminacid. Nagyobb egyenletrendszerek esetén a miveletek
nagy szama €s a sorozatos kerekitések miatt a Gauss-modszer hatékonysaga alacsony, ezért mas
megoldasi eljarasokat kell bevezetni.

A Gauss-mddszer els6 két Iépésének ismétlése a strukturalis [K] matrixnak egy
haromszogmatrixsza valo atalakitasat eredményezte. Az LU-dekompozicio moddszere szintén
haromszogmatrixok kialakitasara alapoz, melyek koziil az egyik egy als6 haromszog- ([L] — lower

triangular), a masik pedig egy felsé haromszogmatrix ([U] — upper triangular matrix). E matrixok
csak a foatlon ¢€s az alatt, illetve felett tartalmaznak zérotol kiilonbozé elemeket és kielégitik a

[K]=[L]-[U] (5.63)
Osszefiliggést. Ekkor az 5.62. egyenletrendszer megoldasa, melyet most
[L]-([U]-{d}) = {f} (3.64)
alakban irhatunk fel, visszavezetheto két kiilonallo
[L]-{e} ={f} (5.65)
és
[U]-{d} = {e} (5.66)

egyenletrendszer megoldasara. Mivel mindkét matrix haromszogmatrix, mindkét egyenletrendszer
megoldasa csupan a visszahelyettesités miiveleteit foglalja magaba.
Az also ¢és a fels6 haromszogmatrixok elemeit az 5.63. egyenlet tagjainak megfeleltetése adja:
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'L, o o .. o][u, U, U, ..U, [K, K, K, .. K|
L, L, 0 .. 0 0 U, Uy .. U, | |Ky K, Ky .. K,
Ly L, Ly .. 0|0 0 U, ..U,|=|Ky Ky, Ky .. K,
_Lnl L, Ly, Lnn_ _0 0 0 .. Unn_ _Knl K,, K, Knn_
(5.67)
ahonnan

U, +L, U, +.+L,-U; =K, hai<j
L,-U,+L, U, +..+L;-U; =K, hai=j. (5.68)
L,-U,+L, U, +.+L,-U; =K, hai>j

A fenti egyenletrendszer n° egyenletbdl all és n® +n ismeretlene van (az L, és az U,

tagok). Megoldasanak érdekében n ismeretlennek tetszoleges értéket kell adnunk. Egy megoldasi
eljaras (Crout) az L, tagokat egységnyinek tekinti:

L, =1, (5.69)

a két haromszogmatrix tagjait pedig j-nek 1-t6l n-ig rendre értékeket adva a kovetkezd 1épések
ismétlésével szamitja ki (a X alatt szerepld tagok ekkorra a megel6zd 1épésekbdl ismertek):

minden i < j -re
Uy=K; =2 L, U, (5.70)

minden i > j -re

U

J

1 &
L, =f.(Kij —Z_ILM .Um,]. (5.71)

Helymegtakaritas céljabol az L és U komponenseket ugyanabban a tdmbben taroljak, hiszen
csak az atlon fekvo tagok fedik egymast. Az atlon levé L, tagok pedig mind egységnyiek, igy az

_Ull U12 U13 Uln

L21 U22 U23 U2n

L, L, U, .. U,, (5.72)
_Lnl LnZ Ln3 Urm_

tomb minden komponenset egyértelmiien meghataroz.
A strukturalis matrix szimmetrikus, tehat barmely i és j esetén K, =K, és pozitivan

meghatarozott (pozitiv definit), azaz és barmely {v} vektor esetén

" [K]- v} > 0. (5.73)
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E tulajdonsagok lehet6vé teszik az LU dekompozicio egy specidlis esetének alkalmazésat,
melyet Cholesky vagy LLT dekompozicionak neveznek. Ekkor a [K] matrix felbontasakor
kikotjiik, hogy a fels6 haromszogmatrix az als6 transzponaltja legyen:

[U]=[L]". (5.74)
A merevségi matrix tehat a kdvetkezoképpen irhato fel:
[K]=[L]-[L]". (5.75)

Mivel barmely i és j eseten L, =U, a felirhato egyenletek szama megegyezik az

ismeretlenek szamaval és a [K] matrixot nem bonthatjuk fel tetszdlegesen. Az elébbi (5.75.)
egyenletben a matrixok szorzasat elvégezve ¢és a megfeleld tagokat egyenlévé téve az 5.70. és az

5.71. egyenletekkel analdg
i—1
L,=|K,-> L, (5.76)
m=1

i—1
L, - LL - (Kl.j -3z, ijj (5.77)

ii m=1

és

rekurziv kifejezésekhez jutunk, a tagokat most is j-nek 1-t6]1 n-ig rendre értékeket adva
1épésenként szamitjuk ki.

A merevségi matrix 5.73. tulajdonsaga, mely szerint az pozitiv definit, fizikai
megfontolasokbol szarmazik. Ha példdul a szilardsagtani feladatrél van szo, akkor az 5.73.
szorzatok a rugalmas alakvaltozasbol szdrmazd potencialis energiat jelentik, ahol a {v} vektor egy
tetszbleges, zérotol kiilonbozo elmozdulasnak felel meg. Ha az elektrosztatikai feladatrol van szo,
akkor a fenti szorzatoknak szintén energia-jellegiik van, a tetszOleges, zérotol kiilonbozé {v}
potencialokkal létrehozott elektrosztatikus tér energidjat jelentik. Az energia mindig pozitiv
mennyis€g tehat az 5.73. szorzatok is mindig nullanal nagyobb szamot adnak. E tulajdonsag az
5.76. képletben szereplé gyokvonas miatt fontos.

Megjegyzendd, hogy az eddig ismertetett ,,direkt” eljarasok mellett ismeretesek iterativ
eljarasok is, melyek egy kozelitd megoldas Iépésenkénti finomitasaval érik el a kivant pontossag
eredményt. Nagyobb egyenletrendszerek esetében a sorozatos kerekitések miatt az eddigi direkt
eljarasokkal kiszamolt megoldas pontatlan lehet, ezért azt egy iterativ eljarassal finomithatjak. Sok
esetben azonban a finomitandé megoldasvektor nem egy eldzetes direkt eljaras eredménye, hanem
egy tetszOleges mennyiség — ez esetben a megoldoprogram csak egy iterativ algoritmust tartalmaz.

Egy ilyen iterativ eljaras tehat egy kezdeti {d + Ad} megoldasvektorbol indul ki, amely a

{Ad} mennyiséggel tér el a tényleges megoldastol. Ha ezt a vektort behelyettesitjiik a megoldando

5.62. egyenletrendszer bal oldalan allé szorzatba, akkor a kapott eredmény egy bizonyos {Af’}

mennyiséggel fog eltérni az egyenletrendszer jobb oldalan all6 szabadtagok { f} vektoratol:
[K]-{d+Ad}={f+Af}. (5.78)

Ha ebbdl a kifejezésbol kivonjuk az eredeti 5.62. egyenletrendszer megfeleld tagjait, akkor azt
kapjuk, hogy

[K]-{Ad} = {Af7 . (5.79)
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A {Af} mennyiséget az 5.78. egyenletbdl ki lehet fejezni és azt behelyettesitve az elobbi
egyenletrendszer a kovetkezoképpen modosul:

[K]-{Ad} =[K]-{d+Ad}—-{f}. (5.80)

E forma jobb oldala ismert elemeket tartalmaz, hiszen {d+Ad} a finomitando
megoldasvektor, {f} pedig a szabadtagokat jelentd terhelésvektor. Ezt az egyenletrendszert {Ad} -
ben oldjuk meg, mely a finomitandé megoldas korrekcigjat jelenti. A finomitott megoldast az
eredeti vektor és a {Ad} vektor kiilonbsége adja. Amennyiben e korrekcido mértéke meghalad egy

bizonyos kijelolt hatarértéket, akkor az 5.80. egyenletrendszert az igy kapott finomitott vektorral
ujbol megoldjuk és ezt a folyamatot iterativan ismételjiik a kivant pontossag eléréséig.

Ha a merevségi matrixot elézetesen LU vagy LLT dekompozicidval faktorizaltuk, akkor ez az
iterativ eljaras csupan szorzasokbol és visszahelyettesitésekbdl fog allni.
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6. A RUGALMASSAGTAN ELEMEI
6.1. Alapveté dsszefiiggések

Béarmely test a rea hato erdk alatt alakvaltozast szenved, deformalodik. Ha a test rugalmas,
akkor az er6hatds megszlinése utan az visszanyeri eredeti alakjat.

Legyen egy rugalmas test belsejében egy elkiilonitett téglatest alakt infinitezimalis elem,
amint az a 6.1. abran lathato. E térfogatelem helyzete, alakja és térfogata a testre hatd erdk hatdsara
megvaltozik.

6.1. dabra. A térfogatelem elmozduldsa és alakvaltozasa

E jelenség tanulmanyozéasakor harom aspektust szoktak elkiiloniteni:

— a geometriai aspektust, mely az elmozdulés és az alakvaltozas kapcsolatat vizsgalja;
— a sztatikai aspektust, mely a térfogatelem egyensulyat tekinti;
— a fizikai aspektust, mely az erdk és az alakvaltozas kapcsolatat keresi.

6.1.1. A geometriai aspektus
Az elmozdulas és az alakvaltozas tanulmanyozasahoz szoritkozzunk az xy koordinatasikra

esO vetiiletekre (6.2. abra).
A térfogatelem egy dx hosszlisagl élének az x tengely iranyaban fellépd megnyulasat vagy
rovidiilését a végpontjainak x iranyu relativ elmozdulasa (tehat az elmozdulasok kiilonbsége) adja:

Adx=u+a—u~dx—u=a—u-dx. (6.1)
ox o0x

Innen az x tengely irdnydban mért fajlagos linedris alakvaltozas a fenti mennyiségnek az
eredeti dx hosszusaghoz viszonyitott aranya:
_Ou

g = . 6.2
Ty (6.2)

Hasonlé mddon szamitjuk az y és a z tengelyek irdnydban mért fajlagos alakvaltozast is:

_ov _ow

€, =—, g, = .
- 0y Oz

(6.3)
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A derékszog megvaltozasa (a fajlagos szogvaltozas) az ¢élek egymdshoz viszonyitott
elforduldsanak kovetkezménye. A 6.2. dbran lathato két szogre felirhato:

v+gv-dx—v 5 u+gu-dy—u 5
X v u
tedo, == T tgdg, = s T (6.4)
1+ 9% 1 4x 1+ 9% . dy 4
ox oy
y“ u+%~dy
oy
y
o,
v+6y~y A ﬂ/d(pz
A
¥ do. Y
Y — 1 vl de
v ox
A - A
o | u | dx _ x
-
ou
u+—-dx
ox

6.2. abra. Elmozdulas és alakvaltozas az xy sikban

Mivel az elfordulas szoge kicsitgp =~ ¢ (¢ radidnban kifejezve), tehat a derékszog valtozasa
a két szog 0sszegével egyenld:

y =ov, ou (6.5)
© Ox Oy

Hasonlé mddon kapjuk a kovetkezd mennyiségeket is:
ow 0Ov ou Ow
yyz = + > sz = + : (66)
oy Oz 0z 0x

A 6.2. és a 6.5. alakl1 egyenletek a geometriai aspektus egyenletei. A fenti mennyiségeket egy
szimmetrikus matrixba szoktdk rendezni:

€, /2y, U2y,

e]=|1/27,, e, 12y, |, (6.7)
12y, /2y, €

z

mely tehat a fajlagos alakvaltozas matrixa. A vy, és y, tagok paronként egyenlok (a relativ

elfordulas nagysaga fiiggetlen attol, hogy az i vagy a j normalissal rendelkezd oldallaphoz
viszonyitunk).
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Mivel a matrixnak csak hat fiiggetlen tagja van, a szadmitasok szempontjdbdl gyakran

hasznosabb azokat egy vektorba rendezni:

ej=[e, e,

€ z Y Xy y yz

ny ]T *

(6.8)

E jeloléssel a geometriai aspektus egyenleteit egyetlen képletben a kdvetkez6 moddon lehet

Osszefoglalni:

ahol [0] egy operator-matrix,

€, [0/0x
€, 0
€, 0
v | |o/oy
Y| |0
Y.) |0/0z

0
810y
0
0/0x
010z
0

0
0

0/0z

0
8/0y

0/dx |

{d} pedig az elmozdulas vektora.

(6.9)

6.1.2. A sztatikai aspektus

A deformalt test belsejében ismét vegyiink fel egy téglatest alaki térfogatelemet, mely a
koordinatarendszer tengelyeihez igazodik. A térfogatelem oldallapjain egy-egy altalanos, térbeli
iranyu fesziiltség hat, melyeket a koordinatarendszer tengelyeinek iranyaban felvett vetiileteikkel
irhatunk le (6.3. dbra). Az oldallapra merdleges komponens a o, nyUjtdfesziiltség (méas néven
normalfesziiltség; i az oldallap normalisanak iranya), az oldallap sikjdban hato tangencialis
komponens pedig a 1, nyirofeszilltség (maskeént fangencialis vagy csusztatofesziiltség; j a

normalis iranya, i pedig a tekintett tangencialis irany).

y y
(o
Iy
T,
' Xy
T2 5" ]ﬂf
,,,,,, ’
T EA J
an ‘e ' Xz w 'C):\ , f)‘(
) ° n T Ty L O«
I . - X -
i T — —
d nV e Lo d ,
i / T'.\‘: < 4 fz
n b [ 0"/%”2)
C: Ty | dz dz
: a. dr ¥ : b. dx
c' c'

6.3. abra. Normal- és tangencidlis fesziiltségek (a.) és a térfogati erd vetiiletei (b.)
A térfogatelem az oldalfeliiletén fellépd fesziiltségek altal kdlcsonhatasban all kdrnyezetével.

E fesziiltség a test belsejében pontrol pontra valtozik. Tételezziik fel, hogy a térfogatelem
kozéppontjaban a fesziiltséget a
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X Xy Xz
[6]=|t, o, . (6.10)
sz sz Gz

matrix irja le ¢és hogy a fesziiltségek valtozasa lineéris. Ekkor az oldallapokon fellépd fesziiltségek
atlagos értékeit a

GI =c l acx " =G _l acx
2 9 T 2 ox
1 GTJ’X 1 arv‘c
T'vx:Tyx"‘E'a_'dx’ Tvvvxzrvx—g.a_'“.dx, (611)
’ X i i X
T' =1 +l 6sz T” =1 _l aTvz
Xz Xz 2 ax > Xz Xz 2 ax

formaju kifejezések adjak. E fesziiltségek nemcsak az atvett €s atadott terhelést jelentik, hanem az
elem térfogatara hatd erdk altal okozott fesziiltségndvekedést is magukba foglaljak. Ilyen erd
példaul a térfogatelem sajat stulya vagy a red hatd tehetetlenségi erd. A térfogati eré a
térfogategységre hato erdt jelenti, vetiiletei /., f,, f..

A térfogatelem egyensulyat célszerlien a vetiiletekre felirt egyenletekkel lehet megadni.

Példaul az x tengely iranyaban hato erdk (6.4. abra) vetiileteinek egyensulyat a kdvetkezo egyenlet
adja:

0T,
fx-dx-dy-dz+(ox+ac’x-EJ-dy-dz{r + ’“-d—yJ-dx-dZ+

ox 2 Yooy 2
ot,. dz 0o, dx
+ +—* . — |.dx-dy - -2 . |.dy-dz - 6.12
e )y o) o
0
e - T D o sz_ar_xz.% dx-dy=0
Yoy 2 z 2
y
A

7 ot dz
T, +—— — [-dx-dy
dz ’ oz 2

6.4. abra. A fesziiltségekbdl szarmazo x iranyu erok
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Beszorozvan, a tagokat Osszevonva és az elem dV =dx-dy-dz=#0 térfogataval

egyszerusitve:
ot
fo= 90 4 Tho  OTe | (6.13)
ox Oy 0z
A masik két iranyban hasonléan kapjuk:
ot, 0o, Ot 0 ot, 0
f,="——+—+—=, f.= Ta '+GZ, (6.14)
’ ox 0y Oz ox Oy 0z
mely 0sszefliggések Navier egyenletei.
or,
y [‘[W N T_wc %jdydz
g ox 2

dx

x o dx
—|-dy-dz
2

6.5. abra. A z tengely kériil forgato erck

Az er6k egyenstlya mellett a nyomatékok egyensulyat is fel kell irnunk. Példaul a
térfogatelem kozéppontjdn atmend, a z tengellyel parhuzamos A tengelyre vonatkoztatott
nyomatékokra (6.5. abra):

ort,, oTt,,
(Txy+ a ~d—yJ-dx-dz-d7y+(r ——'-d—yj-dx-dz-d—y—

dy 2 Y9y 2 2
aTJ,/ dx dx (%Ji dx dx (6.15)
TRLTE PYPRE N B S A
ahonnan, egyszerusités utan:
Ty = T (6.16)
Hasonlé médon:
Ty =T T =Ty (6.17)

mely egyenletek a nyirofesziiltségek Cauchy-féle dualitasat fejezik ki. Ezek szerint a fesziiltség
6.10. matrixa is szimmetrikus és az alakvaltozas matrixahoz hasonldéan csak hat kiilonboz6 tagja

van:
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{o}=[c, o, o. 1, 1, t.]. (6.18)

y z Xy yz

Navier egyenletei €és a nyirdfesziiltségek dualitasat kifejezé egyenletek a sztatikai aspektus
relacidi. A Navier-egyenleteket

{ft=-0]" -{c} (6.19)

formaban lehet 6sszevonni, ahol [0] a 6.9. egyenlet operatora.

6.1.3. A fizikai aspektus
Feltételezvén a fesziiltség és az alakvaltozas kozotti egyenes aranyossagot felirhatd, hogy

{o} =[E]-{¢}, (6.20)

ahol [E] a fesziiltségek és a fajlagos alakvaltozasok kozotti linearis kapcesolatot leird rugalmassagi
matrix. E matrix tagjait a kdvetkezokben vezetjiik le.

Egy rugalmas rad nyujtasa esetén a fesziiltség és a fajlagos alakvaltozas kozotti dsszefiiggést
Hooke tapasztalati torvénye adja:

c=E- ¢, (6.21)

ahol £ a Young-modulusz. A megnyuldsat kovetden a rud keresztmetszete csdkken, a tapasztalat
szerint keresztiranyu fajlagos zsugorodésa a tengelyiranyu fajlagos nyulassal aranyos:

g, =-V-g, (6.22)

ahol v a Poisson-egyiitthato.
Altalanos térbeli esetben e kétfajta hatas (valamely iranyban haté6 normalfesziiltség altal
okozott ¢=c/E fajlagos nyualas és az arra merdleges iranyban haté normalfesziiltség altal

eldidézett transzverzalis €, zsugorodas) egymasra tevodik:

g =2x_y % v 2=
x T Vix T T Vo H
E. Ey E.
c c o
y )
81/ = _va ' . _Vzv ’ 5 ’ (623)
’ EV ’ Ex ’ EZ
() (o) G,
€, =——-V_ - -—-V
z Xz vz
E. E. E,

A fajlagos linedris alakvaltozas és a megfeleld normalfesziiltség kapcsolatdhoz hasonléan a
fajlagos szogvaltozas (a derékszog megvaltozadsa) és a nyirofesziiltség kozott is egyenes
aranyossagot feltételeziink:

_ T Xy _ T Xz _ T vz
y Xy ny > y Xz ze > ’Y vz Gyz 4
. . ] (6.24)
_ > _ zX — zy
y »x ny > y zx sz > ’Y zy Gzy s

ahol G a nyirasi modulusz.

A felirt relaciok egy anizotrop anyagra vonatkoznak, ahol E, v ¢és G iranyfiiggd
mennyiségek. E rugalmassagtani jellemzOok kozott ortotrép anyagok esetén a kovetkezod
Osszefiiggések allapithatok meg:
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E, E,

Gx’:Gwc: > V’X‘EX:VX"EV’
! TOE 4V )+E -(I+v,) ! v
E -E
ze = sz = . - 2 sz 'Ex :sz 'Ezﬂ (625)
E -Q+v )+E -(I1+v,_)
E, -E,
G =G 4 =v_-F

= > V'Z'EZ z y*
” TOE (l+v ) +E -(1+v) > v

Izotrép anyagoknal csak két fliggetlen paraméteriink van, altalaban a G nyirasi moduluszt £
¢és v fliggvényében fejezik ki:

E

Az igy megallapitott 6.23.-6.24. egyenletek Hooke altalanositott torvényét alkotjak, melyeket
attekinthet6bben a 6.20. matrixos formaban irhatunk fel. [zotrop anyagra a rugalmassagi matrix a
kovetkezd lesz:

I-v v \% 0 0 0
I-v v 0 0 0
v v 1-v 0 0 0
1-2-v
A+v)-(1-2-v) =2y
0 0 0 0
2
0 0 0 0 =2
L 2
mig az inverz {e} =[E]" - {o} kifejezés matrixa
(1 -v —v 0 0 0 |
-v 1 -v 0 0 0
4, 1 |l=v =v 1 0 0 0
[E] =— (6.28)
E|O0 0 0 2-(+v) 0 0
0o 0 0 0 2-(14+v) 0
i 0 0 0 2:(1+v) |

Hooke altalanositott torvénye a fizikai aspektust irja le.
6.2. A fesziiltseg iranyfiiggése

Az elobbi fejezetben a fesziiltségi 4llapotot jellemz6 matrix tagjait egy tetszdleges
koordinatarendszer tengelyeinek irdnyai szerint vettiik fel. A térfogatelem valamely oldallapjan
fellépd egymasra merdleges (tehat fiiggetlen) komponensek, melyek koziil egy normalis és kettd
tangencialis, tulajdonképpen egy térbeli p fesziiltség vetiiletei. E térbeli p vektor iranya,
iranyitasa és nagysaga fiiggetlen a hasznalt vonatkoztatasi rendszert6l, vetiiletei viszont a kijeldlt
iranyoktol fiiggenek. E fliggdség tanulmanyozasara tekintsiink egy olyan tetraédert, melynek harom
oldallapja a koordindtasikokhoz igazodik (6.6. abra).
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A negyedik oldal helyzetét normalisanak iranytényez6i (/, m és n) hatarozzak meg. Legyen
e tetraéder altalanos helyzetli negyedik oldalanak felillete d4. A red hatd p fesziiltség

koordinatatengelyekre esd vetiiletei p,, p,, illetve p..

crer

helyzetii oldal vetiiletei, teriiletiik tehat rendre
dd, =1-d4, d4,=m-d4, dd4.=n-d4 (6.29)
(az indexek a feliilet normalisara vonatkoznak).

Tegyiik fel, hogy a tetraéderre a fesziiltségeken kiviil més eré nem hat. Ekkor egyensulydnak
egyenletei:

p.rdd=c -1-dd+1, -m-dd+t_-n-d4
p,-dd=0c,-m-dd+t_-n-dd+t, -1-d4 (6.30)
p.-dd=oc_-n-dd+7_-I-dd+1  -m-d4

6.6. dbra. Fesziiltségek egy tetraéder feliiletén

Egyszeriisités utan:

p. =I-Gx+m~rxy+n~rxz
p,=m-c +n-t_+Il-1, (6.31)

p.=n-c.+l-1 +m1,

melyekkel az altalanos helyzetii oldallapra hato térbeli fesziiltség nagysagat is meghatarozhatjuk:

p=+p.+p,+pl. (6.32)

E p fesziiltséget nemcsak az x, y és z tengelyek iranyaba esd vetiileteire bonthatjuk fel,
hanem meghatarozhaté annak a d4 oldalra merdleges iranyt o és az oldallap sikjaba esé =
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komponense is. Az elobbi kiszdmitasdnak legegyszeriibb modszere a 6.31. Gsszetevok normalis
iranyba esé vetiileteinek Osszegzése:

c=l-p.+m-p +n-p_. (6.33)

A tangencialis komponens ezek utan

T=4p’—0c. (6.34)

Nyilvanvalo, hogy az igy meghatarozott c és t értékek a d4 feliilet helyzetétol fiiggenek. E
felilletet ugy is kijelolhetjiik, hogy a tangencidlis komponens eltlinjon, ekkor a o normalis
komponens a p fesziiltséggel lesz azonos, a koordinatatengelyek iranyaba es6 vetiiletei pedig

p,=l-6, p,=m-c, p.=n-oc (6.35)

lesznek. A 6.31. és a 6.35. egyenletek megfeleld tagjait egyenldvé téve a keresett sik normalisdnak
iranytényezoire a kovetkez6 homogén egyenletrendszert kapjuk:
[-(o, —G)+m-1:xy +n-t_ =0
m-(c,—oc)+n-1 +[-1, =0 (6.36)
n-(c,—o)+l-t +m-1 =0,

melynek csak akkor van nemtrivialis, z€rotol kiillonb6zé megoldasa, ha az egylitthatok determinansa
z€ro:

G v _G T)ﬂ T)CZ
T, ©,-c 1, [=0. (6.37)
sz Tz_v Gz — O

A determinans kifejtésével egy harmadfoku egyenlethez jutunk (ez a ,,szekuléris” egyenlet):

o’-1,-6°+1,-6-1,=0, (6.38)
ahol
I,=6,+0,+0,_, (6.39)
GV TVV GYZ TXZ GV T Z
L= 7+ +H T =
T, O, |t. o, |t, ©O. (6.40)

2

zx

— 2 2
=06,'6,+6,:06.+06,°6, -7, —T,.—T

Gx xy sz
I, =t c, T, |=
3 X y yz
(6.41)
sz sz GZ
_ 2 2 2
=G,'0,0, +2'rxy 1,1, —0,'T,,—0,T,—0_ T,

Kimutathat6, hogy az egyenletnek mindig harom valés gydke van (ez a determindns
szimmetridjabol kovetkezik), s ezt a harom gy6kot konvenciondlisan

C,20, =20, (6.42)
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sorrendben szoktdk felirni. E mennyiségeket fofesziiltségeknek nevezik. A féfesziiltségeknek
megfeleld sikok (fosikok) helyzetét €s normalisaiknak irdnyat (a fOirdnyokat) a o,, G, és o,
értékek 6.36. egyenletbe vald visszahelyettesitéssel lehet meghatarozni (ekkor a féiranyok 7, m, n
iranytényezo6it kapjuk). Bebizonyithatd, hogy e harom sik egymasra merdleges (6.7.a. 4bra). A
bizonyitashoz a 6.36. egyenletrendszerbe behelyettesitjiikk a o, féfesziiltséget és a megfeleld /, m,
és n, iranytényezoket, majd az egyenleteket beszorozzuk a masodik f8irdny tényezdivel, az elsd
egyenletet /,-vel, a masodikat m, -vel és a harmadikat pedig n,-vel. E hirom egyenletet
Osszeadjuk. A tovabbiakban 6.36. egyenletrendszerbe a o, fofesziiltséget behelyettesitjiik be a
megfeleld irdnytényezokkel ¢és az egyenleteket most az elsé foirany tényezdivel szorozzuk be, majd
a harom  egyenletet most is  Osszegezzik. E  két Osszeg  kiilonbsége a
(0,-0,)-(l,-l,+m -m,+n -n,)=0 egyenlethez vezet, mely 4altalanos esetben (amikor o, #c,)
csak akkor lehet igaz, ha a masodik zardjel értéke zérod: eszerint az els6 és a masodik féirany
egymasra merdlegesek. Hasonldan jarunk el a masik két féirany-par esetében is.

A féiranyok egy derékszogili vonatkoztatasi rendszert hataroznak meg, melynek tengelyei 1, 2
és 3.

Tegyiik fel, hogy most a tetraéder altalanos helyzetli d4 oldalat megtartjuk, a harom
egymasra merdleges oldalat pedig egy masik, az el6bbihez elforgatott helyzetii koordinatarendszer
sikjaihoz igazitjuk. Ekkor a koordinatatengelyek irdnydban szamitott fesziiltségek megvaltoznak
ugyan, de a fofesziiltségekhez vezetd 6.38. egyenlet egyiitthatdi valtozatlanok kell maradjanak.
Ezért az 1,, I, és I, mennyiségeket a fesziiltségi allapot invariansainak nevezik. Mivel e harom
mennyiség fiiggetlen a valasztott koordinatarendszert6l, értékiiket a fofesziiltségekkel is ki lehet
fejezni:

l,=0,+0,+0;, (6.43)
l,=06,-06,+0,-06,+06,-0,, (6.44)
l,=0,-0,-0;. (6.45)

Ha a d4 sik normaélisanak a f6irdnyokhoz (az 1, 2 és 3 tengelyekhez) viszonyitott
iranytényez6i /,, m,, n,, akkor e sikban mért fesziiltség a fofesziiltségekkel kifejezve

pz\/pf+pi+pf=\/012-Z§+G§-m02+0§~n02 (6.46)

lesz. Ennek normaélis komponense
c=p. -l +p,my+p.-n, =0 ~102 +0, mg +0, -ng, (6.47)

a tangencialis komponenst pedig a

T=4p’ -0’ =

_ 2 2 2 2 2 2 2 2 252
—\/Gl Iy +05-my +o5-n; —(c,-ly +0,-my +c,-ny)

(6.48)

Osszefiliggésbol hatarozhatjuk meg.
Tudjuk, hogy p, =l,-c,, p,=m,-c, € p =n,-c;: ¢ harom kifejezésbdl az
iranytényezoket kifejezve €s azokkal az iranykoszinuszok kozott fennalld

Pim+n’ =1 (6.49)

formaju egyenletet felirva egy
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2 2 2

P Py Py (6.50)

6, O, G;
kifejezéshez jutunk, amely egy ellipszoid egyenlete. Ez Lamé ellipszoidja, mely a p
fesziiltségvektor végpontjanak geometriai helyét (p intenzitasat) irja le midén a dA4 feliiletet
elforgatjuk. Az ellipszoid féltengelyeinek hossza a fofesziiltségekkel azonos.

Bebizonyithatd, hogy a nyirdfesziiltség maximalis értékeit a fosikokkal m/4 (45°) szoget

bezaro sikokban éri el (6.1. tablazat, 6.7.b. abra), legnagyobb értéke t, (ez a bizonyitas a
késdbbiekben bemutatott Mohr-kordk segitségével a legegyszeriibb). Mint a tablazatban feltiintetett

relaciokbol is kideriil, hogy az a tény, mely szerint a nyirofesziiltségnek az adott sikban foértéke
van nem jelenti azt, hogy ott a normalfesziiltség értéke feltétleniil zéro lenne.

IO m() no T (e}
0 i\/E/Z i\/E/Z 06, =0, _0,+0;,
LS — Op ="
2 2
+/2/2 0 +4/2/2 L 0170 | _ _0it0;
2 = 3=
2 2
i\/E/Z i\/E/2 0 _ 0,6, _ 0,10,

6.1. tablazat. A nyirofesziiltség foértékei és a megfelelé normalfesziiltségek

o))

O
1
—
0

60\
To
Ty

Gy

b
4

c).

3

6.7. abra. Fofesziiltségek (a.), a tangencialis fesziiltség legnagyobb értéke (b.) és
az oktaéderes fesziiltségek (c.)
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Megemlithetd, hogy a normalfesziiltségek

GO:GX+Gy+Gz=Gl+GZ+G3:£ (6.51)
3 3 3
atlagaval a fesziiltségek matrixa egy szférikus (gombi) és egy deviator matrixra bonthato:
g, 0 0 G, -0, T, T,
[c]=[c],+[cl,=| 0 o, O |+| 1, G, -0, T, . (6.52)
0 0 o, T, T., G, -0,

A szférikus komponens hidrosztatikus terhelést jelent. A devidtor atlojan a redukalt
fesziiltségeket talaljuk. Mig a szférikus tag csak térfogatvaltozast idéz eld, addig a deviator csak a
forma megvaltozasaért felelés. A normalfesziiltségek 6.51. atlagos értéke fdiranyokkal egyenld
szoget bezard sikokban jelentkezik, ezért a o, atlagfesziiltséget még oktaéderesnek is nevezik

(6.7.c. abra). Az e sikokban fellépd oktaéderes tangencialis fesziiltség:

To:%'\/(61_62)2+(62_G3)2+(01_63)2 . (6.53)

6.3. Az alakvaltozas iranyfiiggése

Mig a fesziiltségi allapot tanulmanyozasa egy tetraéder egyensulyi egyenleteire alapozott, a
deformacios allapot vizsgalata geometriai 0sszefiiggésekre tdmaszkodik, az elmozduldsok kijeldlt
iranyokba torténd vetitésével. Az elmozdulasokat a téglatest alakil térfogatelem harom egymadsra
merdleges ¢élének végpontjaiban irjak fel. Bar a tanulmanyozasi modszerek kiillonboznek, a levont
kovetkeztetések kozott egy bizonyos analdgia allapithaté meg.

Akarcsak a fesziiltségi allapot esetében most is bebizonyithaté az egymasra merdleges
foiranyok 1éte, melyek mentén az ¢ fajlagos linedris alakvaltozas maximalis vagy minimalis

értékekkel rendelkezik és a y fajlagos szogvaltozas zérd. A foértékeket (€, > €, > €;) most az
g —J &8 +J,e-J,=0 (6.54)

egyenletbdl lehet meghatarozni, ahol a deformacios allapot invariansai:

J=¢,+e, +e, =g +g, +e;, (6.55)
& l Y Fes l Y e l Y
B X 2 xy X 2 Xz y 2 vz B
S LS e W A PSS
2 y_vx y 2 YZX z 2 ’Yzy z
=g -g +ex'sz+e,'sz—l'yi,—l«y2,z—l'yiz = (6.56)
Y 7 4 'Y 4 ' 4

=g '€, +tE€ &5 TE, &y,
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AR SV B
x 7 T 5T
J3=%'vyx €, %'sz:
1 1
2sz Z‘Yzy €;
=& € € +— Y Y. Y. ——E -V _l.g oyl _l.g T (6.57)
2SS T e e T e TR T Ty e T
=g €, &;.

A vy fajlagos szogvéltozas legnagyobb értékei ez esetben is a fésikokkal /4 szdget bezard
sikokban 1épnek fel, ezek:
Y3 =8 —&, Y1 =8 —8&, ¥, =8 —¢&;, (6.58)
melyek koziil y, a legnagyobb.

A fajlagos linearis alakvaltozas

g te, e,

g, = — (6.59)

atlagaval a deformacios allapot matrixa is egy szférikus és egy deviator komponensre oszthato fel:

8 _8 l.y l-’Y |
80 0 0 X 0 2 xy 2 Xz
~ 1 1 : (6.60)
=0 ¢ O]+ E'yyx €, — & ?yyz
0 0 & 1 1
_E'sz EO’Yzy 82_80_

ahol a szférikus tag a térfogat valtozasat, a devidtor pedig a forma megvaltozasat adja.
A 6.59. atlagos fajlagos linearis alakvaltozas ez esetben is egy oktaéder oldallapjainak
normalisa mentén fekszik, ugyanezekben a sikokban az oktaéderes fajlagos szogvaltozas

Yo:g'\/(gl_82)2+(82_83)2+(81_83)2 . (5.61)

0.4. A sik fesziiltségi és a sik deformdacios dllapot

A gyakorlatban sokszor eléfordul az az eset, amikor szilardsagtani vizsgalodasaink egy sik
tartomanyra vonatkoznak. Ez a sik tartomany lehet egy alkalmasan megvalasztott metszet vagy
pedig egy olyan test kozépfeliilete, melynek egyik mérete (a vastagsaga) elhanyagolhat6 a masik két
méretéhez viszonyitva.

Az ott fellépd fesziiltségallapotot siknak nevezziik, ha fesziiltségmatrixnak csak két tengelyre
eso vetiilete van, példaul:

c, 7, 0
[c]=|t, o, Of. (6.62)
0 0 0
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Ez az eset fordul el egy hajlitott tartd tanulmanyozasakor, amikor egy fiigglleges sik
hosszmetszetre szoritkozunk, ahol a tengelyirinya o, normalfesziiltséget Navier képlete, a t_,

nyirofesziiltséget pedig Juravski képlete adja.
A tengelyiranyu fesziiltség azonban keresztirany alakvaltozast is okoz, tehat a sikra
merdleges iranyban fellépd fajlagos linearis alakvaltozas, amint az a 6.23. képletekbdl szamithato:

€ =—%'(Gx +G},). (6.63)

z

A sik fesziiltsegi allapot tehat altalaban (ha o, # —c ) térbeli deformacios allapothoz vezet.

¢, elhagyéasaval a fajlagos deformaciok ¢és a fesziiltségek kozotti egyszeriisitett 0sszefliggés,
izotrop anyagra:

€, . I —v 0 o
€, 1= Z " v 1 0 10, (6.64)
Y 0 0 2-(I+v)| |7,

(ezt az Osszefiiggést a térbeli {e} =[E]™" - {o} relacio egyszeriisitésével kapjuk), melynek inverze:

. E 1 v 0 €,
S (= — v o1 19\/ &, (- (6.65)
Txy 0 2 ny

Amikor ezeket a matrixos képleteket hasznaljuk, az ¢_-t ado formulat (6.63) is mellékelniink
kell (melyet az egyszertiség kedvéért nem foglaljak bele e matrixos formakba).

A sik deformacios allapot matrixa szintén csak két tengely iranyaba esé vetiileteket tartalmaz,
példaul:

€, /2.y, 0
[e]=|1/2-v, € 0. (6.66)

y

0 0 0

Sik deformacios allapottal talalkozunk példaul egy bels6 nyomas altal terhelt egyenes
csOszakasz keresztmetszetén, amikor a csé hossziranyu alakvaltozasat meggatoljuk.

Amennyiben a harmadik tengely iranyaban fellépd alakvaltozast meggatoljuk, akkor a
kialakul6 fesziiltségi allapot nem lehet sik. Ekkor a harmadik iranyban, az alakvaltozas meggatolasa
miatt fellépd fesziiltség, izotrop anyag esetén

E-v
G = .
o+ v)-1-2-v)

(e, +¢,), (6.67)

tehat a sik deformacios allapot altalaban (ha &, # —¢ ) térbeli fesziiltségallapotot von maga utan.

o, clhagyasaval a fesziiltségek ¢és a fajlagos alakvaltozds kozotti kapcsolatot az altalanos

z

{o} =[E]-{e} kifejezés egyszerlsitésével kapott
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. £ I-v v 0 €,
o,r= 4 v 1-v 0 NE, (6.68)
1+v)-0-2-v) 1-2-v
T, 00—l
relacid adja, ennek inverze pedig
£, | 1-v* —v-(1+V) 0 G,
€, :E- -v-(I+v) 1-v? 0 ‘10, (- (6.69)
Y 0 0 2-(I+v) | |7y,

Ha e két utobbi képletet hasznaljuk, akkor a 6.67. relaciot is mellékelniink kell.

A sik fesziiltségi és a sik deformdcios allapot egyenleteit 6sszehasonlitva lathatjuk, hogy azok
lényegesen kiilonboznek egymastol. Egy sik feladat esetében tehat igen fontos az éppen érvényes
eset azonositasa, egyébként a valosagtol igen eltérd szamitasi eredményekhez juthatunk.

6.5. A fesziiltség iranyfiiggésének grafikus dbrazoldsa

A fesziiltségi allapotot leir6 normal- ¢és nyirofesziiltségek értéke, mint lattuk, a kijeldlt
iranytol fiigg. Mohr e valtozas szemléltetésére egy grafikus abrazolasi modot dolgozott ki, melynek
kiindul6 pontja a sik fesziiltségi allapot volt (6.8. abra).

Az éabran lathato6 ferde sikon hato fesziiltség foiranyok szerinti komponensei az ismert eljaras
szerint, a hasab egyensulyi egyenleteib6l hatarozhatok meg:

P, =G, -COoSa,

p, =0, -sina, (6.70)
melyekkel a normalfesziiltség nagysaga
G=p, -coso+p,-sina=c,-cos’a+ac,-sin’a, (6.71)
a nyirofesziiltségé pedig
T=p, -sino—p,-cosa = (G, —G,)-sino-cosa (6.72)

lesz (ez utobbiak vetiileti egyenletek, a 6.70. komponenseket egyenként vetitjiik le és dsszegeziink).
A kovetkez6 trigonometriai 6sszefliggésekkel:

Sinzazl—cos}a, COSZOL:1+cos2-0c, (6.73)
2 2
2-sino.-cosa=sin2-a, (6.74)

o ¢és 1 képlete egyszeriibb alakra hozhato:

o, +0 o, —
_o 2, S
2

6,-60,

92 . cos2- a, (6.75)

T= -sin2-a. (6.76)

E két utolso egyenlet egy kor parametrikus egyenleteit alkotja:
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{x=x0+r'cosoc 677

y=y,+r-sina’

. + - .
tehat egy ot koordinatarendszerben (%, Oj kozépponttal, :% sugarral megrajzolt

kor egyenletei — ez a Mohr-kor.

L . |

T

? . o(2-a) _

|

(e} / P
20! 3 ). 1(2-a1)
KPS S C |
o M
G2
3 g ]

6.8. abra. Mohr kére sik fesziiltségi allapotra

Mohr korének keriiletén levd, a 2 - a kozépponti szog alatt 1atsz6 P pontnak megfeleld (o, 1)
fesziiltségallapot a fliggblegeshez viszonyitva o szdggel elforgatott sikon 1ép fel. Ebbol
kovetkezoen a két fofesziiltséggel megrajzolt korrel barmely tetszOleges dolésii sikon fellépd o
normal- és t tangencialis fesziiltség egyszeriien megallapithaté a megfeleld szoggel felrajzolt CP
sugar segitségével. A p fesziiltség nagysagat a P pont origdtdl mért tavolsaga adja (az OP
szakasz hossza). T pozitiv értéke az abrazolt iranynak felel meg.

A masik két féiranynak megteleld6 Mohr-kor hasonlé modon szerkeszthetd meg. Ha a harom
kort egyazon koordinatarendszerben tlintetjik fel, akkor a 6.9. dbra jobb oldalan lathato
elrendezéshez jutunk.

Bebizonyithatd, hogy az altalanos térbeli esetben a sik lehetséges pozicidinak megfeleld
(o,7) pontok a legnagyobb sugarti koron beliil, de a két kisebbik sugaru koron kiviil helyezkednek
valamelyik f6éiranyra éppen merdleges.

Az elobbi kijelentés bizonyitdsa mar azért is érdekes, mert a Mohr-kérok ujabb
tulajdonsagaira kovetkeztethetiink altala. A bizonyitds menete egy adott (o,t) koordinataju
pontnak megfelel6 sik helyzetének meghatarozasara timaszkodik, melyet a 6.49., a 6.47. és a 6.46.
egyenletekkel 6sszeallitott

P+m’+n’ =1
c,-I’+o,-m*+o,-n° =c (6.78)

2 72 ) 2 2 2 2 )
G, -ly+o,-my+0;-ny=c6" -1 (=p°)
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egyenletrendszer megoldasaval kapunk meg. Az ismeretlen irdnytényezokre a kovetkezd megoldast
kapjuk:
_ (6-0,)(c-0,)+1°
(0,~-0,)(0,-0;)
= (6-0;)(6-0)+1°
(0,-0;)-(c,-0))

2 _ (c-0,)(c-0,)+7°

12

(6.79)

n .
(63 _Gl)'(63 _Gz)
24
AT
| -
O3
/// T3
7 n 1,
| G|
- —
(o] —
l - o3 j\ o = °
4 I
! O3 i \
[}
1
3 Y
G2

6.9. abra. Mohr kérei dltalanos, térbeli fesziiltségi allapotra

E kifejezéseket tovabb lehet alakitani, példaul:
(G—Gz)~(6—63)+‘522(61—62)'(61—63)‘12, (6.80)
vagy:

2 2
(c——cz ;G3j +1° =(0,-0,)(0,~0;)-I* +(%) : (6.81)

Eszrevehetjiik, hogy ez a Kkifejezés egy (a,b) kozépponti r sugari kor

(x—a)* +(y—b)* =r" egyenletével analdg. Ez az egyenlet tehat a ot koordinatarendszerben egy

2
G, =%~(02 +0,), 1,=0 kozéppontl, 7 = \/(%) +(0,-0,)-(0,~0,)-I* sugara kért ad,

ahol az 7, sugir hosszisiga az [> paramétertdl fligg. A féfesziiltségek 6.42. egyezményes

sorrendjét szem elott tartva kijelenthetjiik, hogy a sugar legkisebb értékét /=0-ra, legnagyobb
értekét pedig [ = £1-re érjiik el, az egyéb lehetséges [ értékekre pedig az elobbiekkel koncentrikus
koroket kapunk. Az /=0 eset a o, és a o, fofesziiltségekkel megrajzolt, sik allapotnak megfeleld
Mohr-kort adja. A fenti észrevételek szerint a lehetséges (o,t) allapotok e koron vagy azon kiviil
helyezkednek el.
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. : 1
Hasonl6an jarunk el az m” -re kapott megoldassal is, mely egy o, =E'(G3 +06)), 1, =0

m

2
. , 6;—0C , e 1se
kozéppontu, r, =\/(%} +(0,-0,)(0,—0,)-m> sugari, m’ paraméterii korsereget ad,

melynek legkisebb sugarat az m ==1, a legnagyobbat pedig az m =0 értékekre szamithatjuk. Ez
esetben az m =0 érték a o, és a o, fofesziiltségekkel megrajzolt, sik dllapotnak megfelelé6 Mohr-

korhoz vezet, a lehetséges (o, 1) allapotok e kdrdn vagy azon beliil helyezkednek el.

1
Végiil az n’-re kapott megoldis egy o, ZE-(GI +0,), 1,=0 kozéppontu korsereghez

2
juttat, melynek »° paraméteri sugara 7, :\/(%j +(0,-0,)(c,—0,)-n" . A legkisebb

sugarat n=0-ra, a legnagyobbat pedig n==1-re szamithatjuk ki. Az n=0 eset a 6, és a o,
fofesziiltségekkel megrajzolt, sik allapotnak megfeleld Mohr-kort adja, a lehetséges (o, 1) allapotok
e koron vagy azon kiviil helyezkednek el.

A lehetséges (o,1) pontok az elébbi harom feltételt egyszerre kell kielégitsék, igy azok a 6.9.
abra satirozott tartomanyaban vagy annak peremén kell legyenek. A sugarakra kapott képleteket
felhasznalva a Mohr-diagramrél egy adott pontnak megfelelé /, m, n irdnytényezok, illetve adott
iranytényezoknek megfeleld o, t és p értékek megallapithatok (6.10. abra).

rm max

Ve

6.10. abra. A Mohr-diagram haszndlata

Megjegyzendd, hogy a fesziiltség Mohr-koreihez hasonld modon a fajlagos alakvaltozas
Mohr-korei is megszerkeszthetok, melyeket a ¢ — €, T — 0.5y megfeleltetéssel a 6.8. és a 6.9.
abrakbol kozvetleniil is szarmaztathatunk.

6.6. Tonkremeneteli feltételek
Egytengelyli igénybevétel (huzas, nyomas vagy nyiras) esetében az anyag viselkedését a

megfeleld normal- vagy nyirofesziiltség értéke egyértelmiien meghatarozza. Példaul a huzasnak
kitett test esetében a rugalmatlansag allapotanak elérését a o, rugalmassagi hatar (folyashatar)

egyértelmiien meghatarozza, mig a o, szakitasi szilardsag elérése az anyag torését valoszinisiti.
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Sik- vagy a térbeli fesziiltségallapot esetén nem ennyire egyszerti a helyzet. Ekkor az adott
tobbdimenzids fesziiltségallapothoz egy vele egyenértékii egytengelyti (redukalt) fesziiltségallapotot
rendelnek, a maradandé alakvaltozast vagy torést okozd allapot elérését pedig a o,,, redukalt

fesziiltségnek az adott fesziiltséghatdrokat meghaladé értéke jelzi (példaul o, >, ). A terhelés

novekedésekor az adott hatarértéknél nagyobb redukalt fesziiltség eldszor altalaban csak egy
bizonyos helyen keletkezik, ott példaul az anyag plasztikussd valhat. Az igy eléalldo helyzet
elemzése mar tullép a rugalmassagtan korlatain.

A redukalt fesziiltség meghatarozasat tekintve tobb elmélet is 1étezik, melyek koziil a
legrégebbi a Galilei altal felallitott legnagyobb normalfesziiltség feltétele, mely szerint a redukalt
fesziiltség a fofesziiltség legnagyobbikaval egyenlo:

C,.=0,. (6.82)

A legnagyobb fesziiltség feltétele a gyakorlatban csak a kifejezetten torékeny anyagokra €s a
hidrosztatikustol tavol allo fesziiltségallapotra bizonyult helytallonak, igy inkabb torténelmi
jelentGsége van.

A legnagyobb fajlagos linearis alakvaltozas feltételét Mariotte vezette be, mely szerint a
redukalt fesziiltség az az érték, mely a fajlagos alakvaltozas foértékeinek legnagyobbikaval azonos
fajlagos deformaciot idéz elo:

6,—Vv:(0,+0;) 0O,y

g = , 6.83
! z B (6.83)

ahonnan
G, =0 —-Vv-(o,+0,). (6.84)

Akarcsak az elobbi feltétel, ez szintén csak torékeny anyagokra bizonyult helytallonak.

A legnagyobb nyirdfesziiltség feltételéet Tresca allitotta fel, mely szerint a nyirofesziiltség
legnagyobb értéke és a redukalt fesziiltségnek megfeleld legnagyobb nyirofesziiltség egyenldk
egymassal:

C,7063 _ Ou

1, ==l 6.85
max 2 2 ( )

ahonnan
ed =0, —05. (6.86)

Ez a feltétel mar figyelembe veszi azt a tényt, hogy hidrosztatikus terhelésre az anyagok
ellendllobbak és olyan szivos anyagokra bizonyult helytallonak, melyek nyujtasra és nyomadsra
hasonléan viselkednek.

Az alakvaltozasi energiasiiriiség feltétele (Beltrami) a redukalt fesziiltséget a deformacios
energiastiriiségek (a fajlagos deformacios energiak) egyenldségébdl allapitja meg:

1 v G’
u, :ﬁ-(cf +0; +G§)—E-(Gl ‘6,+0,:0, +0, -cg)zﬁ, (6.87)

ahonnan

G, :\/612+G§ +c5§—2-\/-(c5l -6, +0,:0,+0, -03). (6.88)

A fentiekben szerepl6 rugalmas alakvaltozasi energiat a kovetkez6 relacié adja:
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1
U, :E-I(Gx-ax+cy-8y+cz T, Yy F T Ve T T -yyz)dV. (6.89)
V

A gyakorlatban ez a feltétel szivos anyagokra bizonyult igaznak, a féfesziiltségek atlagara (az
oktaéderes nyujtofesziiltségre) felirt

(o, +0,+05,)>0 (6.90)

1
GOZE

egyenldtlenség fennallasanak esetében.
A torzitdsi energiasiiriiség feltétele (von Mises) a redukalt fesziiltséget az u, torzitasi

energiastirliségek (a fajlagos u, alakvaltozasi energia és a fajlagos u, térfogatvaltozasi energia

kiilonbsége, u, —u,) egyenldségébdl allapitja meg:

1+v 1+v
u = |6, =6,)> + (0, —0,)* + (o, —03)2]=6—E-2-Gfgd, (6.91)
ahonnan
1
Crea = \/E[(Gl _62)2 +(o, _03)2 + (o, _03)2]- (6.92)

A térfogatvaltozasi energiasiiriiséget a 6.87. kifejezéssel szamithatjuk, amikor mindharom
iranyban a térfogatvaltozasért felelos oktaéderes nytjtofesziiltség hat:

. 2
uvzﬁ.(}cg)_%.@.cg):;‘;.(1—2.v). (6.93)

A feltétel olyan szivés anyagokra bizonyult igaznak, melyek nyujtasra és Osszenyomasra
hasonléan viselkednek.

Mohr feltétele gyakorlati megfigyelésekre alapoz. A redukalt fesziiltség meghatarozasat
kisérleti iton végezte el, azonos mindségli probatestek kiillonbozod fesziiltségallapoti, maradando
alakvaltozashoz vezet6 terhelésével. A tonkremenetelhez vezetd fesziiltségallapotok Mohr-koreinek
burkologorbéje a tonkremeneteli (intrinszek, folyasi) hatargdrbét adja (6.11. abra).

6.11. abra. A Mohr-féle tonkremeneteli hatargorbe
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A kapott gorbét két egymast metsz0 egyenessel lehet megkdzeliteni. Ha ez a két egyenes a
tiszta nyujtas (o,,) és a tiszta nyomds (o, ) hatarkoreihez érintdleges, akkor a redukalt fesziiltség
értéke

G, =0, -0, (6.94)

lesz. Ha o,, =o, (az anyag hizas és nyomas esetén egyforman viselkedik), akkor a Tresca-féle

legnagyobb nyirofesziiltség elméletével meghatarozott redukalt fesziiltséghez jutunk; ekkor a
burkologorbét kozelitd egyenesek egymassal parhuzamosak.
A rugalmatlansag, a torés, illetve barmilyen fontosnak tartott jelenség bekdvetkeztét tehat a

Gred = Glim (695)

egyenldség jelzi, ahol o,, az adott allapot egytengelyli terhelés alatti bekovetkeztének hatarértéke
¢és amelyet

F({c})=0 (6.96)

formaban is felirhatunk. A fenti két Osszefiiggés az adott allapot elérésének feltétele vagy
kritériuma. Annak a fesziiltségallapotnak az elérése, melyre a 6.95.-6.96. kritériumok teljesiilnek
(F értéke zéro lesz) a o, hatarértéknek megfeleld allapot bekovetkezését jelzi.

Egy izotrép anyagra az F  kritérium analitikus kifejezése a redukalt fesziiltség
megallapitadsara hasznalt feltételek alapjan irhato fel. Az F kritérium a 6,6, koordinatarendszerben
egy hatarvonalat, a ,6,0, koordinatarendszerben pedig egy hatarfeliiletet allapit meg, ez a

szilardsagi feliilet.
A legnagyobb normalfesziiltség (Galilei) feltétele sik esetben egy négyzet keriiletét, a térben
pedig egy kocka oldalfelszinét adja, mindkettd élhossza egyarant 2-G,,, .

O3

2 A A

Glim

~Olim Glim - G o,

l

=Glim

O

6.12. abra. Galilei feltétele

Mindkét geometriai alakzat a | o, [< 5, feltétel alapjan rajzolhaté meg, ahol i =1,2,3.

Példaul amennyiben egy adott terhelés altal eldidézett fesziiltségi allapotnak megfelel pont a
sik fesziiltségi allapot esetében a négyzet belsejében van, akkor Galilei feltétele szerint az anyag
tonkremenetele még nem kdvetkezhet be. Ha azonban a pont a négyzet keriiletén vagy azon kiviil
van, akkor a terhelés az anyag tonkremeneteléhez vezet.
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Hasonloképpen a tobbi 6t kritérium is abrazolhat6. Sik esetben Mariotte feltétele a 6.13.a.
abran lathaté rombuszt, Tresca feltétele pedig a 6.13.b. abran lathat6 szabalytalan hatszoget adja.

A e

Giim

=Olim Glim

Vo

=Glim

6.13. abra. Mariotte (a.) és Tresca (b.) feltételének abrazoldsa

Sik esetben a Beltrami- €s a von Mises-feltétel egyarant egy-egy ellipszist ad (6.14. dbra). A
0,0, sikban Mohr feltétele a Tresca-feltételhez hasonld hatszog.

6.14. dabra. A Beltrami- (a.) és a von Mises (b.) feltételek abrdzolasa

Térbeli esetben a Mariotte-feltétel egy paralelepipedon feliilletéhez vezet, melynek
leghosszabb testatldja a o, = o, = o, egyenlettel megadott egyenesen van. A Tresca-feltétel alapjan
a o, =0, =0, egyenlettel megadott tengelyti, szabalyos hatszog alapi hasabot kapunk, mutatvan,

hogy a hidrosztatikai terhelés e kritérium szerint nem vezet az anyag tonkremeneteléhez. Beltrami
feltétele egy, az elobbi tengellyel megrajzolt kiipot, von Mises-feltétele pedig hengeres feliiletet ad,
Mohr feltétele alapjan pedig az egy szabalyos hatszog alapu guldahoz jutunk. A sikbeli esetnél
megallapitott idomok e feliiletek o,5, sikkal alkotott metszetei.
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G3

6.15. abra. A Tresca- és Mohr-feltétel szerinti tonkremeneteli kritériumok
altal leirt feliiletek

Amennyiben az anyag huzésra és 0sszenyomasra masként viselkedik, gy két kiilonbozé o,

hatarértékkel kell dolgoznunk és a fenti kritériumok alapjan megrajzolt feliiletek is annak
megfelelden torzulnak.

Erdekes

szintézisét

lathatjuk a

sajatsagos

kétdimenzios

feladatokra megallapitott

tonkremeneteli kritériumoknak a [6] konyvben, melyet az alabbi tablazat mutat be.

Ténkremeneteli L Sajatsagos sik fesziiltségi allapotok
kritérium c,=0 c,=0,,1,=0 c,=06,=0
Fesziiltségre vagy 1—k 14k
alakvéltozasra —— 0, +——yJo.+4-1, <o, (I-k)-c,<0,, (I1+k)-t,, <o,
vonatkozo elméletek 2 2
o 1 1
1. Galilei 0 5 c, +E~1/Gi + 4~riy <0, 6. <0, Ty SOy
. 1- 1+
2. | Mariotte v TV L+ TV ol+4-1, <o, (1-v)-c, <o, (+v)-t, <o,
*
3’ Tresca 1 \/ Gyzc + 4 : tiy < Glim Gx < Glim 2 ' TX}‘ < cS/im
Energiara vonatkozo \/ﬁ - . <
elméletek c,+2-(1+k) 7, <o, NJ2-(1-k)-0,.<0,, | J2:(1+k)-1, <04,
4. | Beltrami v Jor+2-(1+v)-1;, <o, J2:(1-v)-o,. <o, | y2-(+V)-1, <0,
5. | von Mises 0.5 Joi+3-1, <o, 6, <o, NER T, <0y,

" - ebben az esetben az ltalanositott képlet nem érvényes

6.2. tablazat. A tonkremeneteli kritériumok sajatsagos feladatok esetében
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7. EGY EGYSZERU VEGESELEMES PROGRAM

Az alabbiakban egy egyszerli végeselemes megoldoprogram ismertetése lathatd. Ez csak
linedris sik szilardsagtani feladatok megolddsara hasznéalhatd, de konnyen atalakithatd masfajta
feladatok megoldasara alkalmas programma is.

A végeselemes megoldoprogramok proceduralisak szoktak lenni, mivel ezzel a programozasi
modszerrel gyorsabb ¢és kisebb memoriaigényli szoftvereket lehet eldallitani. A legtobb
végeselemes program, legalabbis annak a megoldd része Fortranban volt megirva és a legtobb
konyvben is Fortranban, ritkdbban Basicben megirt kddmintakat, példaprogramokat talalunk. E két
programozasi nyelv egyébként sokban hasonlit egymashoz.

Az alabbi példaprogram a Visual Basic 6.0 verzidjaval késziilt. Megirasakor a lehetdleg
legegyszeriibb forma elérése volt a cél, éppen ezért a program nem interaktiv, szubrutinjai egy lires
form (ablak) kodrészét alkotjak. E szubrutinok beilleszthetok egy grafikus felhasznaloi feliilettel
ellatott programba avagy a bemutatott program is tovabb fejlesztheto.

A bemeneti adatokat a ,,C” meghajté gydkerében levd ,input.txt” szoveges allomany
tartalmazza, a szamitasok eredményét ugyanott az ,,output.txt” allomanyban fogjuk megkapni.

Tekintsiik at tehat a program szerkezetét. Az els6 sorokban az altalanos hataskorii valtozokat
deklaraljuk.

Option Explicit
Option Base 1

Private Allapot As Integer ' 1-sik fesziiltségi, 2-sik deformacios allapot
Private Np As Integer ' Csomdpontok szdma

Private Ne As Integer ' Végeselemek szama

Private Na As Integer ' Anyagok szama

Private Neq As Integer ' Szabadsagfokok szama

Private MBand As Integer ' A savszélesség

Private Koord() As Single ' Csom6pontok koordinatai

Private Pont() As Integer ' Végeselem csomdpontjai

Private Anyag() As Single ' Végeselem anyaga

Private Young() As Single ' Young modulusz

Private Poisson() As Single ' Poisson egyiitthato

Private Ro() As Single ' Stiriiség

Private Id() As Integer ' Szabadsagfokok

Private Ero() As Single ' Csomoponti er6k

Private Elmozdulas() As Single ' Csomoponti elmozdulasok

Private Kstr() As Double ' struktiira merevségi matrixa (sdvmatrix)
Private Fstr() As Double ' struktira terhelésvektora

Private Dstr() As Double ' struktira elmozdulasvektora

Private Szigma() As Single ' Fesziiltség a végeselem kozéppontjaban
Private Epszilon() As Single ' Fajlagos alakvaltozas a végeselem kozéppontjaban

A kovetkez0 szubrutin a form betoltésekor, a program elinditasakor hajtodik végre. Ez rogton
a tulajdonképpeni megolddprogramot fogja meghivni.

Private Sub Form_Load()
Call Megoldo
End Sub

Private Sub Megoldo()
' Végeselemes megoldoprogram
Dim ii As Long, i As Long, j As Long, k As Long, | As Long, m As Integer
Dim al As Integer, a2 As Integer, a3 As Integer, a4 As Integer, a5 As Integer, a6 As Integer
Dim pint As Single
Dim xy(4, 2) As Single ' csomoponti koordinatak
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Dim Ematr(3, 3) As Single ' rugalmassagi matrix

Dim Kmatr(8, 8) As Double ' elemi merevségi matrix

Dim Bmatr(3, 8) As Single ' a B matrix

Dim Gvekt(4) As Single ' suly (er6) elemi vektora

Dim Nf(4) As Single ' a kozelit6 fliggvények

Dim sx As Single, ty As Single ' integralasi pont lokalis koordinatai
Dim DetJ As Single ' Jacobi matrix determinansa

pint = 0.5773502691 ' az integralasi pont lokalis koordinataja (egy irany)

' allomanyok megnyitasa
Open "c:\input.txt" For Input As #1
Open "c:\output.txt" For Output As #2

' adatbeolvasas
Call Beolvasas

' savszélesség megallapitasa és helyfoglalas
Call Savszelesseg

ReDim Kstr(Neq, MBand) As Double
ReDim Fstr(Neq) As Double

ReDim Dstr(Neq) As Double

ReDim Szigma(Ne, 4) As Single
ReDim Epszilon(Ne, 4) As Single

' inicializalasok
Fori=1 To Neq
Fstr(i) =0
Dstr(i) =0
For j=1 To MBand
Kstr(i,j) =0
Next j
Next i

' szerkezeti merevségi matrix, terhelés- és elmozdulasvektor felépitése
Forii=1 To Ne
m = Anyag(ii)
Call Ematrix(Ematr(), Young(m), Poisson(m))

Fori=1To8
Forj=1To 8
Kmatr(i, j) =0
Next j
Next i

Fori=1To4
Gvekt(i) =0
Next i

Fori=1To4
Forj=1To2
xy(i, 1) = Koord(Pont(ii, i), 1) ' x koordinatak
xy(i, 2) = Koord(Pont(ii, i), 2) ' y koordinatak
Next j
Next i

Fori=1To2

Forj=1To2
sx =pint * (-1) "1
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ty =pint * (-1) "]
Call Bmatrix(sx, ty, xy(), Nf(), Bmatr(), DetJ)
Call Kmatrix(Bmatr(), DetJ, Kmatr(), Ematr())
Call Gvektor(Nf(), DetJ, Gvekt(), Ro(m))
Next j
Next i

Fori=1To4'az elemi merevségi matrix beillesztése a szerkezet matrixaba
al = Pont(ii, 1)
Forj=1To4
a2 = Pont(ii, j)
Fork=1To2
a3=2%*(l-1)+k
For1=1To2
ad=2%*(a2-1)+1
m=a4-a3+1
If a4 >= a3 And m <= MBand Then
aS=(@{-1)*2+k

ab=(G-1*2+1
Kstr(a3, m) = Kstr(a3, m) + Kmatr(a5, a6)
End If
Next 1
Next k
Next j
Next i

Fori=1 To 4'a sajat stlybol eredd tagok beillesztése
al = Pont(ii, 1)
Fstr(2 * al) = Fstr(2 * al) - Gvekt(i)
IfId(al, 2) = 1 Then Ero(al, 2) = Ero(al, 2) + Gvekt(i)
Next i
Next ii

Az elemi merevségi matrixot a 2.57. integral adja, melyet numerikusan, az 5.23. képlettel
szamitunk ki a Gauss-Legendre modszer alkalmazasaval. Mivel a feladat linearis négyszogelemeket
hasznal, irinyonként két-két integralasi pontot vesziink fel. Ezek lokalis koordinatainak nagysagat a
pint valtozé adja, melyet az 5.2. tablazat masodik sora szerint allapitunk meg, a megfeleld sulyok

pedig egységnyiek és nem is szerepelnek a kodban.

A terhelésvektornak a szerkezet sajat silyabol szarmazd dsszetevojét a 2.58. Osszeg masodik
tagja adja, melyet szintén numerikusan szdmolunk ki az eldbbiek mintajat kovetve. A rogzitett
csomopontokban hat6 sily mar a reakciderd része lesz.

Fori=1 To Np ' terhelésvektor
Fstr(2 *i- 1) =Fstr(2 *i- 1) + Ero(i, 1) ' x irdnyu erdk
Fstr(2 * i) = Fstr(2 * i) + Ero(i, 2) ' y irdnyu erdk

Next i

Fori=1 To Np ' elmozdulasvektor
Dstr(2 * i - 1) = Elmozdulas(i, 1) ' x iranya elmozdulasok
Dstr(2 * i) = Elmozdulas(i, 2) ' y iranyll elmozdulasok
Next i

Fori=1 To Neq ' az el6irt elmozdulasokbdl szarmazo terhelés
For j=1To Neq
k=j-i+1
Ifk>=1 And k <= MBand Then
Fstr(i) = Fstr(i) - Kstr(i, k) * Dstr(j)
End If
Next j
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- Nexti

A terhelésvektorhoz hozzaadjuk a kiilsé erdket, melyek most az egyszeriiség kedvéért csak a
csomopontokban hatd koncentralt erdk lehetnek (felilleti nyomasok esetén tovabbi integralokat
kellene szamitani).

Az el6irt elmozdulas-értékeket az elmozdulasvektorba irjuk be. A beldliik szarmazo erdket az
1.51. egyenletbdl kiolvashatdé modon szamitjuk ki. E tagokat is hozzdadjuk a szerkezet
terhelésvektorahoz.

' megoldas Cholesky eljarassal
Call Megoldas

' reakciderdk kiszamitasa
Call Reakcio

' fajlagos deformaciok
Forii=1To Ne
Fori=1To4
Forj=1To2
xy(i, 1) = Koord(Pont(ii, 1), 1) ' x koordinatak
xy(i, 2) = Koord(Pont(ii, 1), 2) ' y koordinatak
Next j
Next i

sx =0
ty=0

Call Bmatrix(sx, ty, xy(), Nf(), Bmatr(), DetJ)
Call Epsz(ii, Bmatr())
Next ii

' fesziiltségek
Forii=1To Ne
m = Anyag(ii)

Call Ematrix(Ematr(), Young(m), Poisson(m))
Call Szigm(ii, Ematr())
Next ii

' a sikra merdleges irany
If Allapot = 1 Then ' sik fesziiltségi allapot
Forii=1 To Ne
m = Anyag(ii)
Epszilon(ii, 4) = -Poisson(m) * (Szigma(ii, 1) + Szigma(ii, 2)) / Young(m)
Szigma(ii, 4) =0
Next ii
Else ' sik deformacios allapot
Forii=1 To Ne
m = Anyag(ii)
Epszilon(ii, 4) =0
Szigma(ii, 4) = Young(m) * Poisson(m) * (Epszilon(ii, 1) + Epszilon(ii, 2)) / (I + Poisson(m)) / (1 - 2 *
Poisson(m))
Next ii
End If

A megoldast kovetd szamitasok mar a posztprocesszalast alkotjak. El6szor is a reakcioerdket
szamitjuk ki, az 1.50. rendszer masodik egyenletével.

A fajlagos deformaciokat a 2.48. egyenlet, a fesziltségeket pedig a 2.51. egyenlet
alkalmazésaval kapjuk. E mennyiségeket a végeselemek kozéppontjaban szamitjuk ki.

158



A sikra mer6leges iranyban a sik allapot milyenségétdl fliggéen szamitjuk ki a tagokat (a
6.61. vagy a 6.65. képlet, a tanulmanyozott feladatnak megfelelden).

' adatmentés
Call Mentes

' allomanybezaras
Close #1
Close #2

End

End Sub

A merevségi matrixot savmatrix formdjaban taroljuk (5.2. fejezet). A savszélesség
meghatarozasanal végeselemenként megkeressiik a csomopontok szama kozotti legnagyobb
kiilonbséget. Ezt a kiilonbséget a csomoponti szabadsagfokok szamdval megszorozva (az most
kettd) megkapjuk az MBand savszélességet. Az egyenletek Neg szama a csomoOpontok szamanak

¢€s a csomoponti szabadsagfokok szamanak szorzata.

Itt megjegyezhetjiik, hogy az egyszerlibb programokban az eldirt elmozdulas csak zérus
nagysagu lehet. Ekkor az egyenletrendszer megfeleld sorait €s oszlopait elhagyjuk, igy Neg a fenti
szorzatnal kisebb lesz. Ezeknél az egyszerii programoknal a reakciok kiszdmitasa sem torténik meg.

Private Sub Savszelesseg()
' A savszélesség meghatarozasa
Dim i As Long, j As Long
Dim Nmin As Integer, Nmax As Integer, Iband As Integer

MBand =0

Fori=1To Ne
Nmin = Np
Nmax =0
Forj=1To 4
If Pont(i, j) < Nmin Then Nmin = Pont(i, j)
If Pont(i, j) > Nmax Then Nmax = Pont(i, j)
Next j
Iband = Nmax - Nmin + 1
If Iband > MBand Then MBand = lband
Next i

MBand = MBand * 2
Neq=Np *2

End Sub

A rugalmassagi matrix tagjait sik fesziiltségi allapot esetén a 6.63, sik deformacids allapot
esetén pedig a 6.66. egyenletek adjak. E matrix mindig egy végeselemre vonatkozik, a Young
modulusz ¢és a Poisson egyiitthatd az adott végeselemet kitltd anyagra érvényes. E program csak
izotrop anyagokkal dolgozik, ezért E -nek és v -nek csak egy-egy iranytol fliggetlen értéke van.

Private Sub Ematrix(Ematr() As Single, E As Single, Nu As Single)
' A rugalmassagi matrix
Dim a As Single

If Allapot = 1 Then ' sik fesziiltségi allapot
a=E/(1-Nu*Nu)
Ematr(1, 1)=a
Ematr(1,2)=a * Nu
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Ematr(1,3)=0

Ematr(2, 1)=a * Nu

Ematr(2,2)=a

Ematr(2,3)=0

Ematr(3,1)=0

Ematr(3,2)=0

Ematr(3,3)=0.5*a* (1 - Nu)
Else ' sik deformacios allapot

a=E/((1+Nu)*(1-2%*Nu)

Ematr(1, 1)=a * (1 - Nu)

Ematr(1,2)=a * Nu

Ematr(1,3)=0

Ematr(2, 1)=a * Nu

Ematr(2, 2) =a * (1 - Nu)

Ematr(2,3)=0

Ematr(3,1)=0

Ematr(3,2)=0

Ematr(3,3)=a*(1-2*Nu)/2
End If

End Sub

A kovetkez6 szubrutin a végeselemnek egy adott sx és #y (& ¢€s n) lokalis koordinatakkal
megadott pontjaban szamolja ki a kdvetkez6 mennyiségeket

—a 4.97. 6sszefiiggéssel megadott kozelité fliggvények értekét (a csomopontok kdrbejarasat
itt a pozitiv negyedtdl kezdjiik, tehat egy bizonyos eltolodas van a szamozasok kdzott);

—a kozelitd fluggvények & ¢és mn szerinti derivaltjait (5.39, az el6bbi sorszambeli
kiilonbséggel);

—az 5.38. Jacobi-matrixot, annak 5.41. determinansat és 5.40. inverzét;

—majd az elobbiek segitségével 0sszeallitjuk a [ B] matrixot az 5.44. képletben lathaté harom

matrix szorzata gyanant.

Private Sub Bmatrix(sx As Single, ty As Single, xy() As Single, Nf() As Single, Bmatr() As Single, Det] As Single)
' Az N vektor, a B matrix és a Jacobi matrix determinansa

Dim sp As Single, sm As Single, tp As Single, tm As Single

Dim Nd(2, 4) As Single, Jac(2, 2) As Single, Jai(2, 2) As Single, temp(2, 4) As Single

Dim i As Long, j As Long, k As Long

' a kozelito fiiggvény értéke a lokalis rendszerben (az sx,ty pontban)
sp=1+sx
sm=1-sx
tp=1+ty
tm=1-ty

Nf(l)=sp *tp/4

Nf(2)=sm *tp/ 4
Nf(3) =sm * tm / 4
Nf(4)=sp *tm /4

' a kozelit6 fliggvény derivaltjainak értéke a lokalis rendszerben (az sx,ty pontban)
Nd(1, 1)=tp/4
Nd(1,2)=-tp/4
Nd(1,3)=-tm/4
Nd(1,4)=tm/4

Nd(2,1)=sp/4

Nd(2,2)=sm/4
Nd(2,3)=-sm/4
Nd(2,4)=-sp/ 4
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'a Jacobi matrix
Fori=1To?2
Forj=1To2
Jac(i, j)=0
Fork=1To4
Jac(i, j) = Jac(i, j) + Nd(i, k) * xy(k, j)
Next k
Next j
Next i

'a Jacobi matrix determinansa
Det] = Jac(1, 1) * Jac(2, 2) - Jac(1, 2) * Jac(2, 1)

' a Jacobi matrix inverze
Jai(1, 1) = Jac(2, 2) / Det]
Jai(1, 2) = -Jac(1, 2) / Det]J
Jai(2, 1) =-Jac(2, 1) / Det]
Jai(2, 2) = Jac(1, 1) / DetJ

'a B matrix
Fori=1To2
Forj=1To4
temp(i, j) = Jai(i, 1) * Nd(1, j) + Jai(i, 2) * Nd(2, j)
Next j
Next i

Bmatr(1, 1) =temp(1, 1)
Bmatr(1,2)=0
Bmatr(1, 3) = temp(1, 2)
Bmatr(1,4)=0
Bmatr(1, 5) =temp(1, 3)
Bmatr(1, 6) =0
Bmatr(1, 7) = temp(1, 4)
Bmatr(1, 8) =0

Bmatr(2, 1) =0
Bmatr(2, 2) = temp(2, 1)
Bmatr(2,3)=0
Bmatr(2, 4) = temp(2, 2)
Bmatr(2, 5) =0
Bmatr(2, 6) = temp(2, 3)
Bmatr(2,7)=0
Bmatr(2, 8) = temp(2, 4)

Bmatr(3, 1) = temp(2, 1)
Bmatr(3, 2) = temp(1, 1)
Bmatr(3, 3) = temp(2, 2)
Bmatr(3, 4) = temp(1, 2)
Bmatr(3, 5) = temp(2, 3)
Bmatr(3, 6) = temp(1, 3)
Bmatr(3, 7) = temp(2, 4)
Bmatr(3, 8) = temp(1, 4)

End Sub

Az elemi merevségi matrixot numerikus integralassal szamoljuk ki. Az alabbi rutin az 5.46.
Osszeg egy tagjat adja.

Ezt a programrészt végeselemenként négyszer kell meghivni (négy integralasi pontunk van)
¢és a megfelelo tagokat 6sszegezni kell.
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Private Sub Kmatrix(Bmatr() As Single, Det] As Single, Kmatr() As Double, Ematr() As Single)
' Az elemi merevségi matrix
Dim temp(3, 8) As Single, i As Long, j As Long, k As Long

Fori=1To3
Forj=1To 8
temp(i, j)) =0
Next j
Next i

Fori=1To3
Forj=1To 8
Fork=1To3
temp(i, j) = temp(i, j) + Ematr(i, k) * Bmatr(k, j)
Next k
Next j
Next i

Fori=1To 8
Forj=1To 8
Fork=1To3
Kmatr(i, j) = Kmatr(i, j) + Bmatr(k, i) * temp(k, j) * DetJ
Next k
Next j
Next i

End Sub

A szerkezet sajat stulyat a 2.58. Osszeg masodik integralja jelenti, melyet numerikusan
szamolunk ki. Az alabbi szamitasok az integralt add 5.23. formaju Osszeg egy tagjat eredményezik.
Akércsak az elobbi szubrutint, ezt is végeselemenként négyszer kell meghivni, a megfeleld tagokat
Osszegezziik.

Private Sub Gvektor(Nf() As Single, Det] As Single, Gvekt() As Single, Roe As Single)
' A szerkezet sajat sulya
Dim i As Long, g As Single

g=9.81"a gravitacids gyorsulas

Fori=1To4
Gvekt(i) = Gvekt(i) + g * Roe * Nf(i) * Det]
Next i
End Sub

Az egyenletrendszer megoldasa az 5.3. fejezetben ismertetett Cholesky eljarassal torténik. A
haromszogekre bontott merevségi matrix tagjait az 5.76.-5.77. rekurziv képletekkel szamoljuk ki. E
képletek alkalmazasanal a kovetkezoket kell szem el6tt tartani:

— a merevségi matrix savmatrix formaju;

—a savmatrix formabol eredendden az alsé haromszog helyett a felsé haromszoget kell
tarolnunk;

—az eldirt elmozduléassal rendelkezé szabadsagi fokoknak megfeleld tagokat, az azoknak
megfeleld sorokat és oszlopokat (e tagok csak a teljes formaban felirt matrixban vannak ténylegesen

egy oszlopban) nem kell transzformélni, mivel azok az 1.49. egyenletrendszer K,,, K,, és K,,

tagjainak felelnek meg. E tagokat az eldirt elmozdulasbol szarmazd erdk és a reakciderok
kiszamitasanal hasznaljuk. Megjegyzendd, hogy az 1.49. egyenletrendszerben e tagok élesen
elkiilénitve jelennek meg, mintha a sorok és az oszlopok utolso elemei lennének. A valosagban ezek
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a helylikon maradnak €s a csomopontok szdmozasanak megfelelden tobbnyire szortan helyezkednek
el.

A sorok és az oszlopok atrendezése a savmatrix szélességének megvaltozasaval jarna.

Az egyenletrendszer tulajdonképpeni megoldasa az 5.65.-5.66. visszahelyettesitéseket jelenti.

Private Sub Megoldas()

' Egyenletrendszer megoldasa Cholesky modszerrel
Dim i As Long, j As Long, k As Long
Dim summa As Double
Dim mi As Integer, mj As Integer, mk As Integer
Dim mik As Integer, mjk As Integer

Fori=1 To Neq ' a fels6 haromszogmatrix (LT) kialakitasa
If Szabad(i) Then
For j=1To Neq
mj=j-i+1
If Szabad(j) And mj <= MBand Then
summa = Kstr(i, mj)
Fork=1Toi-1
mik=1-k+1
mik=j-k+1
If Szabad(k) And (mik >= 1 And mik <= MBand) And (mjk >= 1 And mjk <= MBand) Then summa =
summa - Kstr(k, mik) * Kstr(k, mjk)
Next k
Ifi=j Then
Kstr(i, 1) = Sqr(summa)
Else
Kstr(i, mj) = summa / Kstr(i, 1)
End If
End If
Next j
End If
Next i

Fori=1 To Neq ' az L.E=F egyenlet megoldasa
If Szabad(i) Then
summa = Fstr(i)
Fork=1Toi-1
mi=i-k+1
If Szabad(k) And mi <= MBand Then summa = summa - Kstr(k, mi) * Dstr(k)
Next k
Dstr(i) = summa / Kstr(i, 1)
End If
Next i

Fori=Neq To 1 Step -1 "'az LT.D=E egyenlet megoldasa
If Szabad(i) Then
summa = Dstr(i)
Fork=1+1To Neq
mk=k-i+1
If Szabad(k) And mk <= MBand Then summa = summa - Kstr(i, mk) * Dstr(k)
Next k
Dstr(i) = summa / Kstr(i, 1)
End If
Next i

End Sub

A kovetkezd részben a reakciderdk kiszamitasa torténik, az 1.50. egyenletrendszer masodik
soranak megfelelden.

163



Private Sub Reakcio()
' Reakciderdk
Dim i As Long, j As Long
Dim mi As Integer, mj As Integer, m As Integer
Dim al As Integer, a2 As Integer
Dim F As Single

Fori=1 To Neq
If Not (Szabad(i)) Then
F=0
For j=1 To Neq
If j>=1iThen
mj=j-i+1
If mj <= MBand Then
F =F + Kstr(i, mj) * Dstr(j)
End If
Else
mi=i-j+1
If mi <= MBand Then
F =F + Kstr(j, mi) * Dstr(j)
End If
End If
Next j
al=>G1+1)\2
a2 =1Mod 2
Ifa2=0Thena2 =2
Ero(al, a2) = Ero(al, a2) + F
End If
Next i

End Sub
A fajlagos deforméaciokat a 2.48. egyenlettel kapjuk.

Private Sub Epsz(ii As Long, Bmatr() As Single)

" A fajlagos deforméciok kiszamitasa
Dimi As Long, j As Long, k As Long, 1 As Long
Dim a As Integer

Fork=1To3
Epszilon(ii, k) = 0
Fori=1To4
a = Pont(ii, 1)
Forj=1To2
I=G-1)*2+j
Epszilon(ii, k) = Epszilon(ii, k) + Bmatr(k, 1) * Dstr(2 * (a- 1) +j)
Next j
Next i
Next k

End Sub

A fesziiltségek kiszamitasa a 2.51 egyenlettel torténik.

Private Sub Szigm(ii As Long, Ematr() As Single)
' A fesziiltségek kiszamitasa
Dim i As Long, j As Long

Fori=1To3

Szigma(ii, i) = 0
Forj=1To3
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Szigma(ii, 1) = Szigma(ii, i) + Ematr(i, j) * Epszilon(ii, j)
Next j
Next i

‘ End Sub

Az adatbeolvasaskor a beolvasott mennyiségeket az output allomanyba is kiiratjuk, ezaltal az
adatok ellendrizhetdvé valnak. A bemeneti adatokat tartalmazé allomanyban (c:\input.txt) az adatok
sorokban, vesszdvel elvalasztva kell legyenek. Az allomany szerkezete a kovetkezo:

—az elsé sorban: Allapot, Np, Ne, Na — ahol az els6 adat ,,1” értéke sik fesziiltségi

allapotot jelol, barmilyen mas szam sik deformacios allapotra utal. Np a csomodpontok, Ne a

végeselemek, Na pedig az anyagok szama.
—a kovetkezd Np sor a csomopontokra vonatkozik. Minden egyes sorban az adott pont x és

vy koordinataja, az x és y irdnyl szabadsagfokainak rogzitett vagy szabad voltat jelold kodja
(,,0” — szabad, ,,1” — rogzitett vagy eldirt elmozdulas), a csomopontban hat6 koncentralt F_ és Fy

erbk €s a csomopont eldirt elmozdulasanak D, €s D, Osszetevdi kell alljanak.

—a kovetkez6 Ne sor a végeselemek adatait tartalmazza. Minden végeselem esetében meg
kell adni az éramutatd jarasaval ellentétes iranyban felsorolt csomoépontok i, j, k €s / azonositoit
valamint a végeselemet kit61t6 anyag sorszamat.

—az utolsd6 Na sorban az anyagparaméterek talalhatok, anyagonként a Young-moduluszt, a
Poisson-egyiitthatot és a stiriiséget kell megadni.

Private Sub Beolvasas()
' Adatbeolvasas
Dimi As Long

Input #1, Allapot, Np, Ne, Na

ReDim Koord(Np, 2), Id(Np, 2), Ero(Np, 2), Elmozdulas(Np, 2)
ReDim Pont(Ne, 4), Anyag(Ne)
ReDim Young(Na), Poisson(Na), Ro(Na)

If Allapot = 1 Then

Print #2, "Sik fesziiltségi allapot"
Else

Print #2, "Sik deformacios allapot"
End If

Print #2,
Print #2, "Csomopontok szama: ", Np
Print #2, "Pont X (m) y (m) iX iy Fx (N) Fy (N) Dx(m) Dy(m)"

Neq=2*Np

Fori=1To Np
Input #1, Koord(i, 1), Koord(i, 2), Id(i, 1), Id(i, 2), Ero(i, 1), Ero(i, 2), Elmozdulas(i, 1), Elmozdulas(i, 2)
Print #2, i, Koord(i, 1), Koord(i, 2), Id(i, 1), Id(i, 2), Ero(i, 1), Ero(i, 2), Elmozdulas(i, 1), Elmozdulas(i, 2)
Next i

Print #2,

Print #2, "Végeselemek szama: ", Ne

Print #2, "Elem i ] k 1 Anyag"
Fori=1To Ne

Input #1, Pont(i, 1), Pont(i, 2), Pont(i, 3), Pont(i, 4), Anyag(i)
Print #2, 1, Pont(i, 1), Pont(i, 2), Pont(i, 3), Pont(i, 4), Anyag(i)
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Next i

Print #2,
Print #2, "Anyagok szama: ", Na
Print #2, "Anyag Young mod. (N/m2) Poisson koeff. Strtiség (kg/m3)"

Fori=1To Na
Input #1, Young(i), Poisson(i), Ro(i)
Print #2, 1, Young(i), Poisson(i), Ro(i)
Next i

End Sub

Az output allomanyban (c:\output.txt) a kiirt mennyiségek tablazatokban vannak, ahonnan a
tovabbi feldolgozas céljabdl kimasolhatok. A tablazatok fejlécei az adatok kdnnyebb azonositasat
szolgaljak.

Private Sub Mentes()

' Adatok elmentése
Dim i As Long

Print #2,

Print #2, "Csomoponti erdk és elmozdulasok”

Print #2, "Pont Fx (N) Fy(N) Dx (m) Dy (m)"
Fori=1To Np

Print #2, i, Format(Ero(i, 1), "0.00000E+00"), Format(Ero(i, 2), "0.00000E+00"),
& Format(Dstr(2 * i - 1), "0.00000E+00"), Format(Dstr(2 * i), "0.00000E+00")

Next i

Print #2,

Print #2, "Fajlagos alakvaltozasok"

Print #2, "Elem EpszilonX EpszilonY EpszilonZ GammaXY"
Fori=1To Ne

Print #2, i, Format(Epszilon(i, 1), "0.00000E+00"), Format(Epszilon(i, 2), "0.00000E+00"),
& Format(Epszilon(i, 4), "0.00000E+00"), Format(Epszilon(i, 3), "0.00000E+00")
Next i

Print #2,
Print #2, "Fesziiltségek"
Print #2, "Elem SzigmaX  SzigmaY SzigmaZ  TauXY  (N/m2)"

Fori=1To Ne
Print #2, i, Format(Szigma(i, 1), "0.00000E+00"), Format(Szigma(i, 2), "0.00000E+00"),
& Format(Szigma(i, 4), "0.00000E+00"), Format(Szigma(i, 3), "0.00000E+00")
Next i

End Sub

Az alabbi fliggvény azt adja vissza, hogy az i szabadsagi fok rogzitett-e vagy szabad.

Private Function Szabad(i As Long) As Boolean
' Megnézi, hogy az adott szabadsagfok rogzitett-e
Dim il As Integer, i2 As Integer

il=3G+1)\2
i2=1Mod 2
Ifi2=0Theni2 =2
If Id(il, i2) = 0 Then
Szabad = True
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Else
Szabad = False
. EndIf

End Function
A programban hasznalt mértékegységek a SI alapegységek:

— koordinatak és elmozdulasok: m,

— erdk, reakciderdk: N,

— stirtiség: kg/m’,

— Young-modulusz, fesziiltségek: Pa (N/m?),

— a Poisson-egylitthato és a fajlagos deformaciok dimenzi6 nélkiili szamok.

Teszt-feladatként tekintsiik a kovetkezo (7.1.) abran lathato szerkezetet.

F

5 10 16 70 75

V| VI LVI| LX 80 ‘
4 9 14 69 74 |79

| Vi, X1 LV| LIX
3 8 13 .. 68 73 |78 h
I vij X|XIV LviIl
2 1 12 17 w72 |77

I V.| IX| XII LvII v
1 6 11 16 71 |76
- ! -

7.1. abra. A tanulmdanyozott szerkezet

Legyen az acélbol késziilt rid hossza / =0.15 m és magassaga & =0.04 m. Az acél Young-
modulusza E =2.1-10"" Pa és a Poisson-egyiitthatéja v =0.33. A terhelés a kiilsé erébél és a
szerkezet sajat sulydbol szarmazik. Az eré nagysaga F =10° N, az acél sfirlisége pedig

p=7850kg/m’. A szerkezet sajat sulydbol szarmazo terhelés

p:%:M:mSO.MN/m, (7.1)

ahol b=1m a szerkezetnek az 4bra sikjara merdleges iranyban mért egységnyi vastagsaga, g
pedig a gravitaciés gyorsulas (g =9.81m/s’).

A rudat a bal oldalan mereven befogjuk, méghozza olyan médon, hogy sik fesziiltségi allapot
jOjjon létre (az abra sikjara merdleges irdnyban szabad alakvaltozast biztositunk.

A szerkezetet négyszog alaku elemekre bontjuk, egy elem ¢élhossza 0.01 m. [lyen médon 80
csomopontot €s 60 végeselemet kapunk.

A csomdpontok megszamozasa a rovid oldal mentén torténik (az abran arab szamok), igy lesz
a savmatrix szélessége a lehetd legkisebb.

Az elemek megszamozasa tetszoleges, jelen esetben a csomépontok szamozasi iranyaval
megegyezoen torténik (az abran rémai szamok).

A bemeneti adatok alloméanyanak egy részlete a 7.2. abran lathato.

167



1,80,60,1 0.15,0.02,0,0,0,0,0,0
0.00,0.00,1,1,0, 0,0 0.15,0.03,0,0,0,0,0,0
0.00,0.01,1,1,0, 0,0 0.15,0.04,0,0,0,-1.0E6,0,0
0.00,0.02,1,1,0, 0,0 2,1,6,7,1
0.00,0.03,1,1,0, 0,0 3,2,7,8,1
0.00,0.04,1,1,0, 0,0 4,3,8,9,1
0.01,0.00,0,0,0, 0,0 e
74,73,78,79,1
0.14,0.04,0,0,0, 0,0 75,74,79,80,1
0.15,0.00,0,0,0, 0,0 2.1E+11,0.33,7850
0.15,0.01,0,0,0, 0,0
7.2. dbra. Bemeneti adatok
A szamitasok elvégzése utan a kovetkez6 adatokat kapjuk (7.3. abra):
Csomdéponti erdk és elmozdulasok
Pont Fx (N) Fy (N) Dx (m) Dy (m)
1 2.53758E+06 6.61608E+05 0.00000E+00 0.00000E+00
2 2.42663E+06 -7.93050E+04 0.00000E+00 0.00000E+00
3 -3.41348E+00 -1.64131E+05 0.00000E+00 0.00000E+00
4 -2.42664E+06 -7.93047E+04 0.00000E+00 0.00000E+00
5 -2.53758E+06 6.61609E+05 0.00000E+00 0.00000E+00
76 0.00000E+00 0.00000E+00 -1.92019E-04 -1.01380E-03
77 0.00000E+00 0.00000E+00 -9.58983E-05 -1.01409E-03
78 0.00000E+00 0.00000E+00 -7.64441E-07 -1.01598E-03
79 0.00000E+00 0.00000E+00 9.54969E-05 -1.02139E-03
80 0.00000E+00 -1.00000E+06 2.00637E-04 -1.03225E-03

7.3. abra. Szamitdsi eredmények

Vegyiik egy kicsit szemre ezeket az eredményeket. Az x iranyu reakciderdk (az elsdé Ot
csomopontban szamitott erdk) Osszege igen kozel van a zérohoz, egy kis pozitiv értéket ad (kb.
27 N). Ez a kiilonbség inkabb a szamitasi pontatlansagoknak tulajdonithat6, mivel x iranya erénk
nincs, bar a valdsadgban a rid lehajlasa miatt tengely irdny huzéerd is fel fog 1épni. Ezt az erét a
Szilardsagtan modszerei elhanyagoljak, mivel a lehajlas kicsi.

Tovabba észrevehetjiik, hogy a vizszintes reakciderk erOparokat alkotnak, melyek rezultans
nyomatéka 150035 N -m, mely a terhelés altal adott nyomatékot adja:

2
M:F-l+p21 =150034.6 N-m. (7.2)
Az y tengely iranyu reakcider6k oOsszege 1000476 N, mely a terhelés fiiggdleges

komponensével kozel azonos. Ez az F' er6 mellett a szerkezet sajat sulyat is magaba foglalja:
G=p-b-h-1-g=462.05N, (7.3)

tehat a terhelés és a reakciderdk kozotti hiba nagysdga 14 N, ami a terheléshez viszonyitva
elhanyagolhato.

A szabad rudvég (az utols6 6t csomopont) x iranyl elmozdulasat tekintve azt latjuk, hogy a
rad kdzépvonala vizszintes irdnyban gyakorlatilag nem mozdult el (ez a rid semleges tengelyén van
éppen), az also €s a felso sarokpontok vizszintes elmozdulasa pedig egyértelmiien egy elfordulast
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jelent. Ha az elmozdulasok 4-107* m kiilonbségét a rad 4-107> m vastagsdgdhoz viszonyitjuk,
akkor az elfordulds @=arctg(4-107/4-107) szdgét 0.01rad nagysagrendiinek kapjuk (ez
mintegy 0.5 °).
Az elméleti elfordulds valoban
_F A N p-I
2-E-1 6-E-I

¢, =0.01rad, (7.4)

ahol a keresztmetszet masodrendii (tehetetlenségi) nyomatéka 7. =b-h*/12=5.33-10" m".

A radvég fiiggoleges elmozduldsa a semleges tengely magassagaban kb. 1.015-10° m (a

koncentralt er6 lokalis hatasat is megfigyelhetjiik). A Szilardsagtan képleteivel, a nyirdigénybevétel
hatasanak elhanyagolasaval ez az elmozdulas

3 4
pe Pl 004107 m (7.5)
3.E-1 8-E-1

kellene legyen. Az elkovetett relativ hiba tehat ismét megfelelden kicsinek bizonyult.
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