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Ez a konyv a mérnoki gyakorlatban elterjedten hasznalt
végeselem-modszer alapjait mutatja be. E modszer angol
nyelvli szakirodalma igen gazdag ¢és szerteagazo, a konyvben
bemutatottak  pedig  ennek a  szakirodalomnak a
tanulmanyozasaban szeretnének segitséget nyujtani az alapok
anyanyelven torténd megismertetésével. Sziikebb
terjedelemben nem lehet minden sajatossagra és alkalmazasi
teriiletre kitérni, a konyv elsdsorban a szerkezetek szamitasanal
felmertiil6 altalanos feladatokra 6sszpontosit.

Kilon koszonet illeti a konyv véglegesitéséhez nyujtott
segitségért dr. Uj Jozsefet, a Budapesti Miszaki ¢és
Gazdasagtudomanyi Egyetem professzorat, és dr. Szava Janost,
a Brassoi Transzilvania Egyetem professzorat.

Cartea de fatd prezintd bazele metodei elementelor finite,
metoda des folositd in calculele ingineresti. Bibliografia in
limba engleza este foarte bogatd si acoperd multe domenii
ingineresti, iar tematica prezentatd in carte a fost tratatd cu
intentia de a servi ca punct de plecare in studiul acestei
bibliografii. O prezentare scurtd nu poate cuprinde toate
aspectele si particularititile metodei. De aceea, cartea se
concentreaza in primul rand asupra problemelor de baza din
domeniul analizei structurilor.

Autorul multumeste profesorilor dr. Uj Jozsef de la
Universitatea Tehnicd din Budapesta si dr. Szava Janos de la
Universitatea Transilvania din Bragsov pentru sprijinul acordat
in finalizarea cartii.

This book introduces the basic concepts of the finite element
method. The international literature of this method is vast and
it covers many fields of the engineering science. The presented
topics are treated with the intention to serve as the starting
point in studying the English-written literature. A short
introduction cannot cover all aspects and applications of the
method, so only the main aspects of the structural analysis are
treated.

The first chapter introduces the displacement-method as the
direct formulation of the finite element method. In the next two
chapters are presented the basics of the variational and of the
residual formulations. In the 4™ and 5™ chapters there are
presented the main finite element types. The 6" chapter deals
with the numerical methods of the linear analysis and the 7t
one with those used in computing nonlinear structures. In the
8™ chapter there are introduced the main aspects of the finite
element analysis applied in the field of structural dynamics,
than in the 9" one in some other fields related to structural
mechanics. Finally, the last chapter introduces some aspects
and methods of the meshing.

Special thanks for Jozsef Uj, professor of the Budapest
University of Technology and Economics, and for Janos Szava,
professor of the Transylvania University of Brasov, for their
help given in the finalization of this book.
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1. A KOZVETLEN MEGFOGALMAZAS
1.1. A merevségi matrix modszere

1.1.1. Bevezet6

A kiillonb6z6 rendeltetésti szerkezeteket (gépeket, épitményeket) alkotd szerkezeti elemek
igen sokfélék, azonban geometridjukat osztilyozasi kritériumnak tekintvén néhany alapvetd
kategoriat kiilonithetlink el. Vannak olyan szerkezeti elemek, amelyeknek hosszuk sokkal nagyobb
a keresztmetszetiiknél, ilyenek példaul az egyenes rudak és a sikban vagy térben gorbiilt ivek.
Ezeket Osszefoglald néven ,rudtartd”-nak nevezik. Aztdn vannak olyan elemek, amelyeknek a
vastagsaguk joval kisebb a tobbi iranyban mérhetd kiterjedésiiknél, ilyenek példaul a sik vagy
gorbiilt membranok és lemezek. Ezeket ,.feliilettartd” gytjtonévvel illetik. Végiil vannak olyan
szerkezeti elemek, amelyeknek barmely irdnyban is mérjik kiterjedésiiket, a kapott méretek
ugyanazon nagysagrenden beliil vannak, ezeket ,,tombtart6”’-nak nevezik.

A szerkezetek tervezése és elemzése megkoveteli e szerkezeti elemek viselkedésének
matematikai-fizikai modellezését, leirasat. Az egyszerlibb geometridjuk miatt a radtartok és a
rudakbol 4116 szerkezetek tanulmanyozasa bontakozott ki elséként, a gyokerek legalabb Leonardo
da Vinci-ig nytlnak vissza. Mindaz, amit ma az egyszerii radtartok tanulmanyozasaban alapvetonek
tartunk, az a XIX. szazad végén mar ismert volt. A rudakbdl all6 szerkezetek — a ridszerkezetek —
szamitasa a radtartokra megallapitott Osszefiiggésekre alapoz. E szerkezetekben az elemek
egymashoz kapcsolodnak, tehat a terhelést egylittesen veszik at és az alakvaltozaskor az
Osszekapcsolt pontjaik egyiitt mozdulnak el. A szerkezeti elemeket rendszerint nem tudjuk valami
egyszerl eljarassal egymastol elkiiloniteni, éppen ezért a szerkezet tanulmanyozasakor az alkotd
elemeket Osszességiikben kell tekintsiik. A szerkezetté 0sszekapcsolt elemek egyiittes viselkedését
egy egyenletrendszer irja le, amelyet a XIX. szdzadban ugyan fel tudtak irni, de a nagyszamu
egyenletbdl alldo rendszereket a rendelkezésiikre alld eszkozokkel nem tudtak megoldani. Ezt az
akadalyt kiilonboz6 kozelitd (példaul grafikus) modszerek kidolgozasaval probaltak meg elharitani.

A szerkezet modellezésében a legaltalanosabbaknak és a legattekinthetdbbeknek a matrixos
modszerek bizonyultak. Az egyik ilyen mddszer a merevségi matrix modszere, amelyrol els6 izben
1930-as években jelent meg kozlemény W. J. Duncan és A. R. Collar munkajaként (két amerikai
mérnodkrél van szd, akik a repiildgép-szarnyak szamitasdhoz dolgoztdk ki e moddszert). Ezt az
eljarast mas néven ,,elmozdulas-modszernek” is szoktdk nevezni, azonban ez utdobbi megnevezés
onmagaban egy korabban (1862, Alfred Clebsch) kidolgozott nem matrixos szamitasi eljarast takar,
amely tulajdonképpen a merevségi matrix modszerének alapjat alkotja.

A Clebsch altal elemzett rudszerkezet egymashoz csuklosan illeszkedd elemekbdl allt,
amelyek tehat nyomatékot nem adtak at egymasnak (ez nyilvanvaldan egy egyszertisit hipotézis
volt). Minden csomopontban harom ismeretlent tekintett, a csomopont térbeli elmozduldsanak
harom vetiiletét. A ridelemben ébredd erék és a radelem végpontjainak egymashoz viszonyitott
elmozduldsa kozotti Osszefiiggést ismerte, a kozds csomopont elmozduldsa pedig ezeket az
Osszefiiggéseket flizte egymashoz.

A mai formajaban az elmozdulas-mddszer a csomopontok elfordulasat is figyelembe veszi (ez
tehat csomopontonként tovabbi harom ismeretlent jelent a térbeli elfordulas harom 6sszetevéjének
megfelelden), a merevségi matrix modszere pedig a szerkezet terhelése és alakvaltozasa kozotti
kapcsolatot egy matrixokkal és vektorokkal felirt linearis egyenletrendszer formajaban adja meg.

A radszerkezetek szamitdsara kitalalt eljarasok kozott van még egy ,,erémodszernek’ nevezett
megoldas is. Mig az elmozdulds-médszerben az ismeretlen mennyiséget a csomopont elmozduléasa
jelenti, addig az erdmoddszerben az ismeretlen mennyiségekként a csomopontokban hatod erdket
tekinti. Tulajdonképpen ugyanannak a jelenségnek a forditottjarol van sz6: az elmozdulas-modszer
az elmozdulas miatt fellépd er6t aranyosnak tekinti a kivalté okkal — az aranyossagi tényezo az
elem merevsége —, az erOmoddszer pedig az erd hatdsara 1étrejové elmozdulast tartja azzal



aranyosnak, az aranyossagi tényezé pedig az elem hajlékonysdga. Konnyen beldthatd, hogy az
emlitett hajlékonysag a merevség reciproka kell legyen.

Az erémddszer alapjan kidolgozhaté egy masik matrixos moddszer, a hajlékonysagi matrix
modszere. Ez utobbi azonban algoritmizalasdnak nehézségei miatt a szerkezetek szamitdsdban nem
jutott fontos szerephez.

1.1.2. Vonatkozasi rendszerek

A matrixos modszerek alapjat a radelem viselkedésének leirasa alkotja. Legyen egy ilyen, a
szerkezetbdl kiemelt, térben elhelyezkedé 5-7 radelem (1.1. é&bra). Tanulméanyozasa sokkal
egyszertibbé valik, ha nem a szerkezethez (példéaul a talajhoz) kotott globalis, nagy betiikkel jelolt
vonatkoztatasi rendszerben elemezziik, hanem a radhoz rendelt lokdlis (helyi), kis betiikkel jelolt
rendszerben keressiik az elmozdulasok és a fellépo erdk kézotti kapcesolatot.

VA

1.1. abra. A szerkezet globalis és a rudelem lokdlis vonatkoztatdsi rendszere

1.1.3. Szabadsagfokok

A kiragadott radelemet tanulmanyozva észrevehetjiik, hogy végei egyenként harom,
egymastol fliggetlen iranyban mozdulhatnak el és harom egymastdl fiiggetlen iranyban fordulhatnak
el. A radvégek egymastol fiiggetlen lehetséges elmozdulésait és elfordulasait (masképpen: linearis
¢és szogelmozdulasait) célszeriien a lokalis koordinatarendszer tengelyeinek iranyaban vessziik fel és
ezeket a radelem szabadsagfokainak nevezik (egy fizikai rendszer szabadsagi fokainak szamat az
adott rendszer allapotat egyértelmiien leird, egymastol fiiggetlen adatok szamaként definialjak). A
rudelem szabadsagfokainak szama tehat Osszesen tizenkettd (1.2. abra), amelyeket a konnyebb
azonositas céljabol szamjelzéssel latunk el.

Az abran kijelolt pozitiv iranyok a végeselem-moddszerben hasznalt egyezménynek felelnek
meg, a vektorok a koordinatatengelyek pozitiv iranyaba mutatnak. Megjegyzendd, hogy ez az
egyezmény kiilonbozik a szilardsagtanban hasznalttol.

A merevségi matrix modszerében és a végeselem-modszerben egyszerlisitd hipotézisként
eléirjak, hogy a rudelemek csak a csomopontokban csatlakozhatnak egymashoz és a szerkezet
alapjahoz, a kiilsé erék pedig szintén csak a csomopontokban hatnak a szerkezetre. Eppen ezért a
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szabadsagfokok iranyaban fellépo erdkkel €s elmozdulasokkal a ridelemek és igy a teljes szerkezet
igénybevétele leirhato.

dz dS
Oy rde "
d4 dl()Q>
x
d, &

do dy;

1.2. abra. A rudelem tizenkét lehetséges szabadsdgfoka

Az elemek 6sszekapcsolodasi modja bizonyos relativ elmozdulasokat megengedhet, masokat
pedig nem. Példaul ha a rad vége gdombcesuklos illesztéssel csatlakozik a talajhoz vagy egyéb
elemekhez (1.3.c. abra), akkor az Osszekapcsolt rudak egymashoz viszonyitva szabadon
elfordulhatnak, a megfeleld szabadsagfokok (harom elfordulas) szabadok, a tobbi harom, az
elmozdulasnak megfeleld szabadsagfok pedig kotott. Ekképpen ezek a rudak csak erdt tudnak
egymasnak atadni, nyomatékokat nem.

$
S

'

z

\

V4

0
@ c. ¥ d. * -

1.3. abra. A rudelem néhdny lehetséges illesztése és a le nem kotott szabadsdagfokok



Ha a rad vége befogott vagy egy masik radhoz mereven csatlakozik, akkor e végpont hat
szabadsagfoka mind kotott. Az ilyen modon Osszekapcesolt rudak az erdk mellet a nyomatékokat is
atadjak egymasnak.

Természetesen a hat szabadsagfok lekotésének barmely kombindcidja lehetséges, néhanyat
ezek koziil az 1.3. dbra mutat be.

A szabadsagfokok irdnyaban haté erdk és nyomatékok szdmozasa a szabadsagfokok
(elmozdulasok) szdmozasat koveti. A szilardsagtan fogalomtara szerint az elem tengelyének
iranydban az N normalis erd hat, mig a T nyirderék az elem tengelyére merdlegesek. Az elem
tengelye koriili M, csavaronyomaték az elem torzidjat okozza, a masik két tengely koriil az M

hajlitonyomatékok hatnak (1.4. abra).

y
f . .

fs fi=N; f1=N;

@ f%:Tvi f?zzjvj

Ja f§:Tzi f?:sz
f Ja=M, Jio=M,;
! Ss=M, Ju=M,
f() :Mzi f12 :sz

1.4. dbra. A szabadsdagfokok iranyaban hato erdk és nyomatékok

A csomopontokban fellépd erdket €s nyomatékokat tanulmanyozva megallapithatd, hogy
reakciderdk csak a rogzitett szabadsagfokok iranydban jelenhetnek meg, egy rudelem a hozza
kapcsolodd szomszédos rudelemnek csak a rogzitett szabadsagfokok irdnyaban hatd erdket €s
nyomatékokat tudja atadni.

A gyakorlatban a végpontok d, elmozdulasait és elforduldsait altalanositva csomodponti

(nodalis) elmozdulasoknak, a fellépd f, eréket és nyomatékokat pedig csomoponti ercknek

nevezik. Ugy a csoméponti elmozdulasok, mint a csoméponti erdk egy-egy tizenkét elemii vektorba
rendezhetdk:

dy=[d, d, .. d,], (1.1)
T
=n £ ful (1.2)
A két vektor kozotti linearisnak feltételezett kapcsolatot az
{fy=[k]-{d} (1.3)

egyenlet adja, ahol [k] a radelem merevségi matrixa, melynek elemei alland6 paraméterek.
A merevségi matrix k, ; eleme definicio szerint a ; szabadsagfok irdnydban torténd

egységnyi d; elmozdulas altal az i szabadsagfok iranyaban elSidézett f; erével azonos. Mivel az

erdk és az elmozdulasok vektora egyarant tizenkét elemet tartalmaz, a merevségi matrix egy 12x12
méretll négyzetes matrix kell legyen:

12



i csomopont, x iranyban hat6 axialis erd b2
i csomopont, y iranyban hato nyiréeré | f,

i csomoépont, z iranyban hat6 nyiréerd | f,

i csomopont, x koriili csavaronyomaték | f,
i csomoépont, y koriili hajlitonyomaték | f;

i csomopont, z koriili hajlitonyomaték | f,

J csomopont, x irdnyban hato axialis eré | f,
j csomodpont, y iranyban hato nyiréerd | f;
J csomoépont, z iranyban hato nyiréerd | f,
J csomoépont, x kortili csavaronyomaték | £,

Jj csomopont, y koriili hajlitonyomaték | £

j csomodpont, z koriili hajlitonyomaték | £,

ki, k., ki, | [d, ] icsomopont,x iranyt elmozdulas
ky, Kk, kyy, | |d, | icsomobpont, yiranyu elmozdulas
ky, ki, ki, | | dy| icsomodpont, z iranyu elmozdulas
kyy ki, . k| |d,| icsombpont,x korilielfordulas
ks, ks, .. ks, | |ds| icsomdpont, y korili elfordulas
ke, ke, ke, | | ds | icsomopont, z koriili elfordulas
- k., k., ks 1, . d, | jcsomoépont, x irdnyl elmozdulas (1.4)
ke, kg, ki, | |ds | Jjcsomopont, y irdnyl elmozdulas '
ky, ko, ko, | |d,| Jjcsomopont, z iranyt elmozdulas
ko, ks ki | |dyy| J csomopont, x koriili elfordulas
ki, ki, - k| |d,| Jjcsomopont, ykorilielfordulas
Ky ki ki | |d,) j csomopont, z koriili elfordulés.
Az 1.3. egyenlet forditottja a
di=[h]-{f} (1.5)
Osszefiiggés, ahol [h] a rudelem hajlékonysagi matrixa, a merevségi matrix inverze:
[h]=[k]". (1.6)

A hajlékonysagi matrix £, ; eleme az egységnyi f; erd altal elidézett d; elmozdulast adja.

Mivel a rugalmas szerkezetek merevségi matrixa €s hajlékonysagi matrixa egyarant fizikailag
értelmezett, a koztiik fennallo 1.6. kapcsolat szerint egyik sem lehet szingularis. Mas a helyzet ha a
rudelem valamelyik iranyban idealisan merev (merevsége végtelen) vagy ellenallas nélkiil
deformalodik (merevsége zErd): ezekben az esetekben a merevségi matrix szingularis lesz.

1.1.4. Az elemi merevségi matrix
A merevségi matrix tagjai a rudelem geometridjanak €és anyagi mindségének, valamint a
csomopontok szabadsagfokainak allapotatol fiiggenek és a szilardsagtan és a sztatika modszereivel

crer

kombinacidinak szdma 2'° (ami 4096-tal egyenld), mely szdm a merevségi matrix lehetséges
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formainak szamaval azonos. Nem minden eset bir gyakorlati jelentéséggel, rendszerint csak néhany
gyakrabban el6fordulo esetet szoktak megemliteni, példaul a mindkét végén befogott (a.), a mindkét
végén csuklos (c.) és az egyik végén befogott, masik végén csuklos (b.) radelemeket (1.5. abra).

— ' 2 &

1.5. abra. Gyakoribb rudmodellek

Tekintsiik el6szor a tengelyiranyu huzo-nyomo igénybevétel esetét. Mindharom elemtipusnal
a tengelyiranyll elmozdulés gatolt, tehat a tengelyiranyu f, erd egy u(x) alakvaltozast idéz eld. A
deformalt elemet leird differencidlegyenlet az alakvaltozas és a tengelyiranyt eré kozotti
Osszefliggést fejezi ki a rad esetlegesen valtozd6 A keresztmetszetének és anyaga E Young-
moduluszénak (rugalmassagi tényezdjének) fiiggvényében (ez tulajdonképpen a prizmatikus,
egyenletes keresztmetszetli rudakra felirt Hooke-torvény altalanositasaval nyert differencialis forma
lenne):

du _ /i

=, (1.7)
dx E(x)- A(x)
ahonnan az elem L hossza menti integralassal a két végpont relativ elmozdulasa
L
uz—Ide+C. (1.8)

E(x)- A(x)

0

A merevségi matrix &, elemét a fenti 6sszefliggesbol hatarozhatjuk meg ugy, hogy eldirjuk a

szabadsagfokok iranyaban tortend elmozdulasokat. A £, ; tag definiciojabol eredendBen tehat most
d =1, (1.9)

az Osszes tobbi d, elmozdulas pedig zérus értékkel kell rendelkezzen. Ekkor x=0-ra a fenti
integral értéke egységnyi (u(0)=1), x=L-re pedig nulla (u(L)=0) kell legyen. Az igy
meghatdrozott f, eré a merevségi matrix k, tagjaval lesz azonos, mig az ellenkezé végpontban
fellépd ellenkezo eldjelii reakciderd a merevségi matrix k., tagjat fogja adni. Az egyenletrendszer

megoldasaval az integralasi konstans C =1,

1

k = .
11 j & ; (1.10)

o E(x)-A(x)
és

k =k =L (1.11)

7,1 — l,l_j d)C N :

L E(x)- A(x)
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Ugyancsak az 1.8. egyenletbdl a
d, =1 (1.12)

elmozdulast eldirva, mikozben a tobbi szabadsagfok iranyaban a ridvégeket lekotjiik,

1
k, =k, =1 © , (1.13)
!E(x)-A(x)
és
ky =k =k = Zblc (1.14)

Mivel a tengelyirdnyl elmozdulds nem vezet nyirderdk, csavaro- €s hajlitonyomatékok
megjelenéséhez a merevségi matrix elsd és hetedik sorainak tovabbi &, ,, k,,, valamint
oszlopainak k, , és k, , tagjai mind nullak lesznek.

Hasonl6 moddon kell eljarni a tobbi szabadsagfok esetében is. A rudelem torzidjanak
differencialegyenlete az 1.7. egyenlethez alakilag hasonl6:

a9, /s (1.15)

& G()-L(x)

(G a nyirasi modulusz, /, pedig a keresztmetszet jellemzd csavardsi masodrendii nyomaték),

ahonnan a £, ,,

ki 4» kypo €8 Kk, tagok azonos modon szamithatok ki. Mivel a csavaras sem
vezet egyéb erdk megjelenéséhez, a negyedik és a tizedik oszlop, illetve sor egyéb tagjai szintén
nullak lesznek.

Bonyolultabb a helyzet a tobbi szabadsagfok esetén, mivel altaldban egy sztatikailag
hatarozatlan szerkezeten kell dolgozni. A mindkét végén befogott radelem esetében a csomopontok
y tengely iranyl v elmozdulasat ket erd is okozhatja: a T, nyiroerd és az M. hajlitonyomaték. E
kijelentésnek a forditottja is igaz: a v elmozdulas egy 7, nyiroerd6 és egy M. nyomaték

megjelenését vonja maga utan. A v elmozdulas a két erd altal okozott komponensek Osszegeként
foghato fel:
v=y" ", (1.16)

Az elmozdulas-komponensek és a megfeleld erdk kapcsolatat leird differencialegyenletek a
kovetkezok:

dv’ __ k,(x)- f, ’ (1.17)
dx G(x)- A(x)

dva_@_ Sy x—f
d  dx  E(x)-L(x)’

(1.18)

ahol k, a keresztmetszet alaki tényezdje, /. pedig a keresztmetszet z tengelyre vonatkoztatott

masodrendli nyomatéka. A 0_ szdg a keresztmetszet elforduldsa és nem azonos a nyirofesziiltségek
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altal okozott alakvaltozas szogével. Az 1.18. egyenletbdl, annak 0 és x kozotti integralasaval az x
koordinataju pontban az elfordulast

_ (Lt g S
0.(x)=0.(0)+ ! ONAD dt ! OWAD) d (1.19)

forméaban kapjuk, ahol a ¢ valtozé 0 és x kozott vesz fel értékeket. Itt 0_(0) mint integralasi
konstans jelenik meg, mely a peremfeltételeket figyelembe véve a csomopont elfordulasanak felel
meg. Ugyanebbdl az egyenletbdl a vV elmozdulas is meghatdrozhatd. Mivel

jdxjdx..jdx f(x)zﬁ-f(x—t)"l @) dt, (1.20)

n—SzEer

az 1.16. - 1.18. egyenletekbol

k(1) L x=1)- Lf(x—
o) = (0)+0,0) xt [ DS g [ LGty p S D g gy
0 G- A1) 5 E()-L() 0 E@)-1.(0)
ahol a v(0) szintén mint integralasi konstans jelenik meg, mely a peremfeltételeket figyelembe véve

a csomopont tengelyre meréleges elmozdulasanak felel meg.
A fenti mennyiségek és a szabadsagfokok irdnyaban torténd elmozdulasok kozotti kapcsolatot
a kovetkez6 relaciok adjak:

v(0)=d,, 0.(0)=d,, W(L)=d;, 0. (L)=d,. (1.22)

A merevségi matrix tagjait ezuttal is az elmozdulasok eldirasaval kapott 0sszefliggésekbol
szamitjuk. Példaul a &, , tagokat ahol j érteke 2, 6, 8 és 12, a

d, =1 (1.23)
feltételnek az 1.19. és 1.21. egyenletekbe valo behelyettesitésével kapjuk:
ot o1
O=f, | ————dt—f, - | —————dt, 1.24
/ !E(t)-lzm s !E(t)-ur) (29
&k (1 Lop—p. L _
0:1.4_]02.]'#&_,_](2.]'&&_/{6.]&& (1.25)

G(2)- A(?) 0 E@O)-1.(2) o E(0)-1.(2)

0

Ebbdl az egyenletrendszerbdl f, =k,, és f, =k,, meghatirozhatd, a radelem masik
végpontjaban fellépd reakciok pedig a ky,=-f,=-k,,, k,,=f =k, Osszefliggésekhez
vezetnek. A merevségi matrixnak e szabadsagfokokhoz tartozo sorai €s oszlopai tehat négy-négy
z€rotol kiilonbozo elemet fognak tartalmazni.

Nagymértékben egyszertisodnek a merevségi matrix tagjainak kifejezései, ha a rad
keresztmetszete allandé ¢és anyaga is homogén. A levezetett képletekben szerepld integral-

kifejezések kiszamitasaval a mindkét végén befogott rad merevségi matrixat a kdvetkezoképpen
kapjuk:
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£-4 0 0 0 0 0
L
0 132.E-JZ 0 26~E-IZ
L-(+e,) L'-(1+9,)
12-E-1 6-E-1
0 0 y - y
r (I+¢,) Lz-(1+(py)
0 0 0 G-1, 0 0
L
6-E-1 4+¢ ) E-T
0 2 o Wre)Ed 0
L'-(+e,) L-(1+o,)
6EIZ 0 0 (4+(pz)EIz
r-(+9¢,) L-(1+9.)
[k]= £
=2 0 0 0 0 0
L
C12E-1 0 __6E-I
L-(1+¢,) r-(1+9.)
12:E-1, 6-E-I,
0 -— - 0
L-(1+9,) L(1+9,)
0 0 0 _G4 0 0
L
6-E-1 2-0 ) E-I
0 - 2-9,)-E-1, 0
L(+¢,) L-(1+9,)
6-E-1 0 0 2-09.)-E-1,
r-(+¢,) L-(1+9.)
_EA4 0 0 0 0
L
~ 132-E.12 0 0
L-(+¢,)
12-E-1, 6-E-1
0 -— b4 _27>
L'-(1+9,) L'-(+¢,)
0 0 0 _G 4 0
L
o o 6-E-1, 2-¢,)EI,
r-(+¢,) L-(1+¢,)
_26# 0 0 0
L'-(I+9,)
E-4 0 0 0 0
L
0 iz'E'IZ 0 0
r-(1+¢,)
12-E-1, 6-E-1
0 3 - 2 -
L-(+e¢,) Lr-(+9,)
0 0 0 G-l 0
L
0 0 6-E-1I, (4+0,)E-I,
2
L-(1+9,) L-(1+,)
_ 6E-L 0 0
r-(+9¢,)
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0

6-E-1.
r-(1+9.)

0

(2-9.)-E-1,

L-(1+9.)

6 EI
L-(1+¢.)

(4+¢.)-E-1I.

L-(I+¢.)

b

(1.26)



ahol

12:k -E-1
" TrGa (27
és
12-k-E-I,
cpz=—L2fG_A" (1.28)

a nyiroer0k hatasat figyelembevevd egyiitthatok. Ez utobbiak értéke a gyakorlati esetek
tobbségében zérd fele kozelit (a nyirderdk hatasa a radelem alakvaltozasaban elhanyagolhatd), ami
tovabbi egyszerlisitéseket tesz lehetdvé.

Eszrevehetjiik, hogy az elemi merevségi matrix szimmetrikus, nincs ,.tele” (t5bb tagja zéré; az
ilyen matrixot ritkanak — angolul ,,sparse” — nevezik; ellenben a matrix siiri, azaz ,,dense”), és hogy
a f6atlojan minden egyes tag zéronal nagyobb szam.

Hasonléan kapjuk a ridelem merevség matrixat a szabadsagfokok Osszes tobbi lehetséges
kombinéciojanak esetében is.

1.1.5. A vonatkoztatasi rendszerek kozotti kapcsolatot add transzformacio

A fentiek szerint kiszamitott elemi [k] merevségi matrix a radelemhez rendelt helyi (lokalis)
koordinatarendszerben volt értelmezve, a szerkezet egészét, a peremfeltételeit is beleértve, egy
megfelelden megvalasztott altalanos (globalis) rendszerben hataroztuk meg. A csomdponti erdket és
elmozdulasokat a globalis rendszerben kivanjuk kiszamitani, tehat meg kell kapnunk az 1.3.
egyenletek globalis koordinatarendszerben felirt formajat is.

A csomopontok szabadsagfokainak iranyaban felvett elmozdulasok és erék egy-egy térbeli
vektormennyiség (elmozdulés és elfordulas, illetve erd és nyomaték) komponensei, igy példaul az i
csomopontban hatdo f,, f, és f, komponensek egy térbeli F, erének a rudelem lokalis

koordinatarendszerében meghatarozott vetiileteiként foghatok fel. Ugyanennek az F, erének a

globalis koordinatarendszerben felvett £, ., F, , F, . vetiileteit is meghatarozhatjuk. Ha ismerjik a
lokalis és a globalis koordinatarendszer egymashoz viszonyitott helyzetét, akkor e vetiiletek kozott
fennall6 kapcsolat is konnyen leirhato.

A globalis és a lokalis vonatkoztatdsi rendszerek kozotti kapcsolatot egy geometriai
transzformacio adja, amely tobbféleképpen is elvégezhetd. Talan a legkdzismertebb lehetdség az
iranytényezOok (vagy iranykoszinuszok) hasznalata. Az 1.6. abra a lokalis x tengely helyzetének
meghatarozasat illusztralja: iranytényez6i a globalis tengelyekkel bezart szogek koszinuszaval,
avagy a tengelyek egységvektorainak skalaris szorzataval egyenlok.

Hasonlé médon hatarozhatok meg a masik két lokalis tengely, y és z iranytényezdi is. A

harom tengelyre Osszesen kilenc tényezot kapunk, azokat egy matrixba rendezhet;jiik:

[Al=|a,, a,, a,;]|. (1.29)

A koordinatatengelyek egymasra merdlegesek, tehat mind a kilenc tényezé nem lehet
egymastol filiggetlen, tetszOleges. Bebizonyithatd, hogy a fenti transzformacios (vagy rotacios,
mivel egy elforgatast ad meg) matrix a kovetkezo fontos tulajdonsaggal rendelkezik:

[A]" =[4] ", (1.30)

(a rotacios matrix transzponaltja egyuttal annak inverze is), tehat
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[A]-[A]" =[1], (1.31)

ahol [7] a 3x3 -as egységmatrix:

00
1 0] (1.32)
0 1

_ s
a,, =coso, =i"i

_ T
a,,=cosa, =i"j

j— — !
a,y;=coso, =ik

1.6. dbra. A lokalis koordindatarendszer x tengelyének iranytényezoi

A globalis koordinatarendszerben kiszamitandd Osszetevoket a lokalis tengelyek iranyaban
megadott komponensek megfeleld vetiileteinek Osszege adja (ez forditva is igaz), mely
transzformaciok az el6bbi modon felirt rotacios matrix segitségével a kovetkezok lesznek:

T

F . a Q, 4; S S a4, 4; F .
F;,y =y Gy Gy Sfops illetve §f; ¢ = Ay Gy, o3| F;,y (1.33)
F. ay 43, Q33 J3 /s ay, Gy, ay;| |F.

Hasonloképpen kapjuk a csomoponti nyomatékok, elmozdulasok és elforduldsok
transzformaltjait is.

Gyakorlati szempontbdl érdemes megjegyezni, hogy a radelem két végpontjanak koordinatai
nem rogzitik egyértelmiien a rudelem térbeli helyzetét, csak a lokalis rendszerének x tengelyét
adjak meg (ez rendszerint az alacsonyabb szamu csomoponttél a magasabb szamu csomopont fele
vagy z tengely helyzetét is. Ezt gyakran egy harmadik, nem az x tengelyen fekvd pont (kontroll-
pont) felvételével torténik, mely egyezményesen a lokalis y vagy a z koordinata-tengelyen,

esetleg az xy vagy az xz koordinata-sikban kell legyen.

1.1.6. A szerkezet merevségi matrixa

A szerkezetet a csomopontokban Osszekapcsolt rudelemek alkotjak, a terhelés pedig a
csomopontokba koncentralt, a globalis tengelyek iranyaban felvett vetiiletekkel megadott er6kbdl és
nyomatékokbol all. Egy-egy csomopontban két vagy tobb elem is kapcsolédhat egymashoz,
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amelyek az adott pontban hatd erdket egyiittesen veszik at az elemek relativ merevségének
aranyaban: a merevebb elem jobban terhelddik, a hajlékonyabb pedig kevésbé.

A szamitasok elvégzéséhez az elemi merevségi matrixokat a globalis koordinatarendszerben
kell kifejezni. A globalis rendszerben megadott { f'} erdvektort az 1.33. transzformacidval analog

=111 {f} (1.34)

mivelettel kapjuk, ahol [T] egy alkalmasan megvalasztott transzformacios matrix. Ugyanakkor
ismerjlik a lokalis rendszerben megadott erdk és elmozdulasok kozotti 1.3. kifejezést, amellyel

=111 [k]-{d}. (1.35)

Az igy kapott egyenletrendszer bal oldalan a globalis rendszerben megadott erdk, a jobb
oldalan pedig a lokdlis rendszerben megadott elmozduldsok vannak. Az elmozdulasok

s

{d'}=[TT" -{d}, (1.36)
ahonnan:
d}=[T]-{d"}. (1.37)
Ez ut6bbi kifejezést az 1.35. egyenletbe behelyettesitve
{fy=[TT -[k]-[T]-{d"} =[k']-{d"} (1.38)

ahol a [T]" -[k]-[T] szorzatként kiszamitott [k'] matrix a végeselem globalis rendszerben érvényes
merevségi matrixa.

Az elmozdulasok és az erék 12 elemili vektorai (1.4. képlet) egyarant négy-négy térbeli
vektorialis mennyiség vetiileteit tartalmazzak, tehat a [T] transzformacios matrixot a kovetkezo
alkalmas formaban lehet felirni (ennek egy-egy ,,sora” a 12 elemi vektorban foglalt vetiiletek koziil
csak egy-egy vektoridlis mennyiséghez tartoz6 elemeket érinti):

(4] [0] [o0] (0]

(T1= (0] [4] [0] [0] ’ (139)
(0] [0] [A] [0]
(0] [0] [0] [A4]

ahol [A4] az eddigiekben ismertetett rotacidos matrix. A fenti forma csak a {d} és {f} vektoroknak

az ebben a fejezetben leirt modon torténd felépitésének esetében érvényes.
A 12x12 méretli elemi merevségi matrixot 16 darab 3x 3 -as matrixra tudjuk felosztani:

[ktt,ii] [ktr,ii] [ktt,zj/‘] [klr,lf/']
k. .1 [k, .1 [k,;] [k, ;]
k]=| " ' . . 1.40
W= e, 1t T, T, (1.40)
[kn:,j[] [krr,ji] [krt,jj] [krr,jj]

ahol az i és j indexek a csomoOpontokra, a ¢ és r indexek pedig a szabadsagfokokra (transzlacio,

illetve rotacid) vonatkoznak. Az igy felosztott merevségi matrix tagjai kozott altalaban kiillonbozo
Osszefiiggéseket allapithatunk meg, melyeket a megoldd-program megalkotasakor hasznalhatunk
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fel. A mindkét veégén befogott radelem esetében példaul a szimmetria miatt [k, ;] €s [k, ;]

egymas transzponaltjai, [k, ;] €s [k, ;] csak elgjelikben kiilonboznek egymastol €s igy tovabb.

A felosztasbol szarmazo6 matrixok elemei fizikailag azonos értelemmel birnak: a [k, ;] matrix

kilenc tagja az i csomodpontban az i csomdpont egységnyi transzlaciéi miatt megjelend erdk
komponenseit, [k, ;] pedig az i csomopont egységnyi transzlacidi miatt megjelené nyomatékok
komponenseit fogja adni ugyanott €s igy tovabb.

A [T] transzformacidos matrix segitségével a rudelem globalis koordinatarendszerben

kifejezett merevségi matrixat a kovetkezéképpen kapjuk:

[A] [k, ,]-[A] [A]' [k, ,1-[A] [A] -k, ,1-(4] [A]"-[k,,]-[4]

_| A, ) [AD [AD LK, 1 [A] (AT [k, 1 [4] (AT (K, ,)-[A] 4
[A]' [k, 1-[A] [A]' [k, ,]-[A] [A] [k, ;1-(4] [A]"-[k, ;]-[4]
[A]" [k, ;1-[A] [A] [k, ,1-[A] [A]' [k, ,]-[A] [A]' [k, ,]-[A]

A kiilonbozé rudelemek igy kiszamitott elemi merevségi matrixai mind ugyanahhoz a
viszonyitasi rendszerhez igazodnak, tehdt a csomoOpontokban taldlkozé elemek merevségi
matrixainak megfeleld tagjai egyszertien 0sszegezhetok. Az dsszegek a csomopontoknak a globalis
vonatkozasi rendszerben kifejezett teljes merevségét adjak (melyet az ott egymashoz csatlakozo
elemek egyiittesen idéznek el6) és a szerkezet merevségi matrixaba rendezhetok.

A strukturalis merevségi matrix Osszedllitasat egy egyszerii példaval lehet szemléltetni. Az
1.7. abran lathaté sik szerkezet 13 radelembdl all, amelyek 8 csomodpontban kapcsolédnak
egymashoz.

A csuklokkal csatlakozo rad modelljét az 1.5. abran c. jeloli. Ez a fajta elem illesztésébdl
kifolyolag csak tengely iranyl erdt tud atvenni, nyomatékokat és nyirderdket nem. Ez a tény az
eddig targyalt harom dimenziés altalanos rudelemmel (tartoelemmel) szemben jelentds
egyszertsitéseket hoz be, a lokalis rendszerben 2x2-es elemi merevségi matrixa ugyanis csak a
tengely iranya hazé-nyomo igénybevételnek megfeleld +FE-A/L tagokat tartalmazza. A
nyomatékok és a nyiroerdk elhanyagolésa a szilardsagtan elfogadott és gyakran hasznalt hipotézise,
amelyet hosszu és hajlékony elemekbdl felépitett szerkezetek modellezésében alkalmazunk. Ilyenek
a rdcsos szerkezetek, ahol bar az elemeket altalaban mereven rogzitik egymashoz, a rudak
hajlitassal szembeni csekély merevsége miatt a csomopontban atadott nyomatékok és nyirderdk
hatésa csak lokalisan, az illesztés kdzvetlen kozelében jelentkezik. Amikor e hatasokat a rud teljes
hosszan figyelembe kell venni, akkor az illetd szerkezetet tartonak tekintjilk és akképpen
modellezziik.

1.7. abra. Csuklos rudakbol allo sikszerkezet

A csuklés rudelem (racsrudelem) ugyan csomoOpontonként csak egy szabadsagfokkal
rendelkezik, de a szerkezetet leir6 altalanos koordinatarendszer tengelyeivel az illeté szabadsagfok
iranya valamilyen szoget zar be. Eppen ezért a koordinata-transzformacié soran, midén az elem
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szabadsagfokait a globalis rendszer tengelyeire vetitjiik le, a radelem helyi koordinatarendszerében
megadott 2x 2 -es elemi merevségi matrix helyett sik esetben egy 4x4, térbeli esetben egy 6x6
nagysagu elemi merevségi matrixhoz jutunk.

Az elmondottak alapjan tehat a példaként megrajzolt racsos szerkezet Osszesen 16
szabadsagfokkal rendelkezik, amelybdl négy az 1. és 8. csomépontok rogzitése miatt kotott. A
szerkezet globalis merevségi matrixanak mérete kdvetkezésképpen 16x16 lesz:

Ix, 1x le,ly le,2x le,Zy le,8x le,Sy
1y,1x Kly,ly Kly,2x le,2_v K]x,Sx le,8y
K2x,1x K2x,1y K2x,2x K2x,2y K2x,8x K2x,8y
[K] = K2y,1x KZy,ly K2y,2x sz,Zy KZx,8x K2y,8y . (1 -42)
K8x,1x KSx,ly K8x, 2x K8x,2y K8x,8x K8x, 8y
_K8y,1x KSy,ly K8y,2x K8x,2y K8x,8x K8_v,8_v |

Az indexek a csomopontok szamat, illetve a szabadsagfokok iranyat adjak.

A globalis merevségi matrix 0Osszeallitasakor az kezdetben iires, feltoltése az elemek
megfeleld indexii tagjainak hozzdadasaval torténik. Példaul a szerkezet 3. csomopontjaban harom
riudelem kapcsolodik egymashoz: az 1-3, 2-3 és 3 -4 elemek, melyek elemi merevségi matrixai

ke kD, ki kLS,
K= gyzl lljyjl g} ]1?5@ ’
3x,1x 3x,1y 3x,3x 3x,3y
bt ksl ke K,
kol kh, ke ks,
=] B B e B (1.43)
- k2,3 k2,3 k2,3 k2,3 > °
3x,2x 3x,2y 3x,3x 3x,3y
_kszy’?zx vy ke 32,;,33y_
SR A S S
RN
4x,3x 4x,3y 4x,4x 4x,4y
L A N

A fenti harom elemi merevségi matrix tagjainak a globalis matrixban megfeleld helyét,
amelyet a kovetkezo (1.8.) abra szemléltet, az als6 indexek azonositjak.

Mint ahogy az abrabdl is kitlinik, a kdzds harmadik csomopontnak megfeleld &, ., &, 5, ,
ki, s €s ks, ., tagok egymasra tevédnek és ezeket Osszegezziik (egylittesen jarulnak hozza a

csomopont globalis merevségéhez):

713 2,3 3,4
K3x,3x - k3x,3x + k3x,3x + k3x,3x’

_1,1L3 2,3 3,4
K3x,3y - k3x,3y + k3x, 3y + k3x, 3y

1.44)
_1.1L,3 2,3 3,4 ( .
K3y,3x - k3y,3x + k3y,3x + k3y,3x’

713 2,3 3,4
K3y,3y - k3y,3y + k3y,3y + k3y,3y'
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1, x
Ly

2,x
2,y
3,x
3,y
4, x
4,y
5,x
5y
6, x
6,y
7,x
7.y

8, x
8,y

(k"] —= 1y

2,x

3,x
3,

4, x

] —]

5,x

5,y
6, x

6,y
7,x

T,y
8, x

8,y

1.8. dbra. Az elemi merevségi matrixok tagjainak helye a
globalis merevségi matrixban

Az 0Osszes tobbi elem merevségi matrixanak tagjait a globalis matrix megfeleld tagjaihoz
hozzaadva végiil megkapjuk a szerkezet [ K] merevségi matrixat.

Megjegyzendd, hogy a szerkezet [ H] hajlékonysagi matrixat, amely a [ K] merevségi matrix
inverze, nem lehet az elemi hajlékonysagi matrix tagjainak fent bemutatott Osszegzésével
kiszamitani. E kijelentés aldtdmasztasara tekintsiik a kovetkezd példat: feltételezziik, hogy az ered6
merevséget két tag Osszegzésével kapjuk (k=k +k,). A megfeleld hajlékonysagok a tagok
inverzei, tehat

#£—t—=h+h,. (1.45)

Az elemi és az eredd hajlékonysagok kozott fennalldo Osszefiiggés megallapithato, a fenti
relaciobol:

, (1.46)

viszont a strukturalis hajlékonysagi matrix 0Osszedllitdsa mar nem oldhatdo meg egyszerii
Osszegzéssel (ugyanis ([k,]+[k,])" = [k, ] +[k,]).

1.1.7. A szerkezet egyensulyat kifejez6 egyenletrendszer
A rudelem egyensulyat a lokalis rendszerben felirt 1.3. egyenletrendszer fejezi ki, ahol az
{f} vektor a ridelem terhelését, a {d} vektor pedig végpontjainak elmozdulasat jelenti. Az

elébbiekben a rudelem merevségi matrixat a globalis rendszerre vetitettiik le, mivel a szerkezet
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terhelését a globalis rendszerben adjuk meg és az elmozduldsokat szintén ugyanebben a rendszerben
szeretnénk kiszamitani.

Az elemi {f} vektorok tagjai ismeretlenek, mivel nem tudjuk, hogy a csomdponti terhelésbol
az ott csatlakozo rudelemek egyenként mennyit vesznek at, viszont a globalis rendszerre levetitett
{f} vektorok megfeleld tagjait 0sszegezvén pontosan a csomoponti terhelés {F} vektorat kell
kapjuk. Mas szavakkal: a globalis terhelésvektor a globalis merevségi matrixhoz hasonldan az elemi
terhelésvektorokbol allithatd Ossze. Ez a miivelet azonban inkdbb csak elméleti fontossaggal bir,
mivel az {F} terhelésvektor szdmos tagja peremfeltételként mar eleve ismert, ismeretlen tagjait (a
reakcideroket) pedig szintén a globalis rendszerben szeretnénk kiszamitani.

Az elemi {d} elmozdulasvektor tagjai koOzott szintén vannak ismert és ismeretlen
mennyiségek. A csomoépont az ott dsszekapcsolddd radelemek kodzos pontja, elmozduldsanak
Osszetevoi a globalis rendszerben mindegyik ott csatlakozo elemre nézve azonosak, azonban az
elemek lokalis koordinatarendszerében mas-mas vetiiletekkel rendelkezik. Példaul a 3. csomoépont
globalis Y tengely irdnyaban torténd elmozduldsa a 2—3 elem esetén tengelyiranyd, az 1-3 és
3—-4 elemek esetén pedig arra merdleges komponenst jelent. Felfoghato ugy is, hogy a globalis
elmozdulasvektort az elemi vektorok levetitésével kapjuk (a tagok Osszegzése nélkiil), viszont a
gyakorlatban erre a miiveletre sem keriil sor: a peremfeltételként eloirt elmozduldsokat a globalis
rendszerben adjuk meg és az ismeretlen elmozdulasokat szintén ott szamitjuk ki.

Végso soron az elemi matrixok és vektorok egy globalis

{F}=[K]-{D} (1.47)
linedris egyenletrendszerhez vezetnek, amelynek megoldasat a
{D}=[K]"-{F}=[H]-{F} (1.48)

Osszefliggés adja.

A tekintett példaban a szerkezet alatdmasztasat jelentd peremfeltételeket, a megfelelé D, =0
alaka egyenloségeket is be kell vezetnlink: az 1. ¢és a 8. csomopontok lekotése miatt
D =D ,=D; =D =0. Ezeknek a peremfeltételeknek a bevezetése a megfelelé sorok és
oszlopok torlésével egyenértékii.

A feladat peremfeltételei a csomoponti er6k mellett az elmozduldsok eldirt zérotol kiilonbozo
értékeire is vonatkozhatnak. Ekkor az elobbiektdl eltér6en az egyenletrendszerbdl az eldirt
elmozdulasoknak megfeleld sorokat és oszlopokat nem torolhetjiikk. Ezen elmozdulasokkal a
strukturalis egyensulyt kifejezé egyenletrendszer a kovetkezé mddon oszthato fel:

K K D F,
(K] (K] 0] [tR] 1.49)
[K,,] [K,,]| UD,}] {F,}
ahol az n a nem ismert, e pedig az eldirt értékekre vonatkozik. Az elmozdulédsok eldirt értéke lehet
zérd (rogzitett szabadsagfok) vagy attol kiilonbozé. Az erdvektor {F,} tagjait az ismert terhelés

alkotja (beleértve a nulla terhelést jelentd tagokat is), az {F,} tagok pedig az alatdmasztdsi

pontokban fellépd ismeretlen reakciderdket jelentik.
A megoldas érdekében az 1.49. egyenletrendszert két részre osztjuk:

{[Kl,l]'{Dn}+[K1,2]'{De} = {Fe}a

1.50
(K, ,]-4D,} +[K, ,]-{D,} = {F.}. (1-50)

Ekkor az eldirt elmozdulasokkal az els6 egyenlet a
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[K,,]-{D,} ={F.} -[K,,]-{D} = {F,*} (1.51)

forméra hozhat6, amelynek megoldasa az ismeretlen elmozdulasok {D,} vektorat adja. Az {F}
reakciderék a masodik egyenletbdl szamithatok, az eldzetesen meghatarozott {D,} vektor

behelyettesitésével.

Az egyenletrendszerek megoldasanak létfeltétele a strukturalis merevségi matrix
megfordithatosaga. [K] nem lehet szinguldris, mely feltétel, hacsak az elemzett szerkezet nem
mechanizmus, valddi szerkezetek esetén mindig teljesiil.

A lineédris egyenletrendszer klasszikus megoldasi modja a Gauss-féle eliminacio.
Algoritmikusan néhany egymast kovetd 1épés, a normalizalas, redukalas és visszahelyettesités
segitségével irhato le.

Matrixos megfogalmazasban a miiveleteket a szerkezet kiterjesztett merevségi matrixan
végezzilk el, ahol a kiterjesztett matrix utolsd6 oszlopa az erdvektor elemeibdl all. Egy n
szabadsagfoku rendszer kiterjesztett matrixanak » sora és n+1 oszlopa van:

Kl,l K1,2 Kl,n F;
K2,1 K2,2 K2,n FVZ (1 52)
Kn,l Kn,Z Kn,n F;:

Az els6 muvelet az elsd sor normalizalasa: az elsd sort végigosztjuk az elsd elemével, midltal
az els6 elem, K|, értéke egységnyi lesz. Az osztas lehetséges, mivel a merevségi matrix diagonalis

elemei zéronal nagyobb szamok.

Az igy beosztott sort a tobbi sor elsé elemével beszorozva és abbdl kivonva az elsé oszlop
tobbi elemének helyén zérokat alakitunk ki, ez a redukalés. Az els6 normalizalas és redukalas utan a
kiterjesztett matrix a kovetkezoképpen néz ki:

1 (K, ,/K,,) (K, /K ,) (F/K,,)
0 (Kz,z_Kz,l'Kl,z/Kl,l) (Kz,n_Kz,l'Kl,n/Kl,l) (Fz_Kz,l'F;/Kl,l) (1 53)
0 (Kn,z_Kn,l'Kl,z/Kl,l) (Kn,n_Kn,l'Kl,n/Kl,l) (E,_Kn,l'E/Kl,l)

A normalizalast és a redukalast a kovetkezo sorokkal folytatjuk mindaddig, mig a féatlon
minden elem egységnyi lesz:

1 a, .. a, b
o 1 .. a, b (1.54)
0 0 1 b

Ezutan alulrél felfele haladva soronként visszahelyettesitiink. E16szor az utols6 sort a felette
levd sorok utolsoeldtti elemeivel beszorozva azokbol levonjuk, igy az utolséeldtti oszlop
nemdiagonalis tagjai zérok lesznek:

25



1l a, .. 0 b-b,-a,

0 1 .. 0 bz_bn'az,n (1 55)

0 O 1

n

A miiveletet felfele haladva addig ismételjiik, mig a kiterjesztett matrix bal oldalan az nxn -es
egységmatrix jelenik meg. Ekkor az utolsé oszlop a keresett megoldast, a csomoponti
elmozdulasokat tartalmazza:

1 0 0 D,
0 1 0

2 (1.56)
00 ..1D

n

Megjegyzendd, hogy ez a modszer a [K] merevségi matrix inverzének kiszamitasara is
alkalmas: ekkor a kiterjesztett matrixot a [ K] matrix és a vele azonos méretii [I] egységmatrixszal

épitjik fel. A Gauss-eliminacié 1épéseit elvégezvén [K] helyén az [I] egységmatrix, [I] helyén
-1

pedig a keresett [K]™ inverz matrix jelenik meg.
1.1.8. Els6- és masodrendi ismeretlenek

A szerkezet egyenstlyat kifejezd linearis egyenletrendszer megolddsa az elsérendii
ismeretleneket, a csomopontok elmozdulasat és a reakciderdket adja. A szerkezet szilardsagtani
leirdsanak szempontjabol ezek a mennyiségek kevésbé hasznosak, mivel onmagukban nem
nyUjtanak informaciot a szerkezet elemeiben fellépd fesziiltségallapotrol.

A csomodpontok relativ elmozdulasdbol az elemek alakvaltozasat ado elemi {d}
elmozduléasvektorok az 1.37. formaju inverz transzformaciéval a {D} vektor megfeleld elemeibdl
meghatdrozhatok. Ezekkel az elmozdulasokkal és az adott elem merevségi matrixaval a
csomopontokban hat6 er6k elemi { f} vektorat is eldallithatjuk, az 1.3. képlet szerint.

A radelemek tényleges igénybevételének megallapitasahoz a csomdpontokba koncentralt erok
nem eclegenddek, hiszen a szamitasok kezdetekor a radelemet terheld erdrendszert a reakciderok
segitségével redukaltuk a csomopontokba. A tényleges igénybevételi diagramokat a merevségi
matrix modszerével megallapitott mennyiségek ¢s az elkiilonitett rudelemekre kiszamitott
mennyiségek dsszegzésével kapjuk.

Példaul legyen az 1.9.a. dbran lathato szerkezet, amelyet két radelemre bontunk (c. abra). E
radelemek illeszkedésiik szerint egyik oldalon csuklos, masik oldalon mereven befogott elemek (d.
abra). Mivel e rudak sztatikailag hatarozatlan megtamasztasuak, a reakciderék meghatarozasakor az
erdmodszer alapelveinek alkalmazasa javasolt.

Az erémoddszerben a sztatikailag hatdrozatlan szerkezetet a kényszerek egy részének
megszintetésével sztatikailag hatarozott szerkezetté (torzs-szerkezet) alakitjuk at. Példankban ezt
tobb féle képpen is megtehetjiik, igy a csuklok megsziintetésével is.

A megsziintetett kényszereket a torzs-szerkezeten a megfeleld ismeretlen reakciderdkkel
helyettesitjiik. E reakciderok meghatarozasanal eldirjuk, hogy azok a szerkezet terhelésével egyiitt a
megsziintetett kényszerek iranyaban ugyanazokat az elmozduldsokat idézz¢ék eld, mint amelyek az
eredeti szerkezeten tapasztalhatok. Példankban a csukld megsziintetése egy tengely iranyu és egy
arra merdleges reakciderd bevezetését teszi sziikségessé, a rad e végpontjanak elmozdulasa mindkét
iranyban zérus kell legyen.
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Az er6modszer kanonikus egyenleteit az ismeretlen R, reakciderdk irdnyaban torténd A,
elmozdulésokra irjuk fel (ezek tobbnyire zérus értékiiek), altalanositva:

AI=8U'Rl+81!2'R2+...+61!n«Rn+A1!0
A, =08, -R+d,,-R,+..+8, ‘R +A
2 2,1 1 2,2 2 2,n n 2,0 (157)

A,=06, "R+3,,-R+..+9, "R +A, ,

n

ahol a 9, ; egyiitthatok az egységnyi nagysdgu R, reakcioerd altal az R, iranyaban el8idézett
elmozdulast adjak, a A, ; mennyiségek pedig a szerkezet terhelése altal az R, iranyaban okozott

elmozdulasokat jelentik.
Ezen elmozduldsokat a sztatikailag determinalt torzs-szerkezeten szamitjuk, a Maxwell-Mohr
egyenletekkel:

8, = [y [y [ g O
’ E(x)- A(x) G(x)-1,(x) G(x)- A(x) G(x)- A(x)
J‘(tyi'x_mzi)'(tyj'x_mz_;)dx+'.‘(tzi'x_myi)'(tzj'x_myj)
E(x)-I.(x) E(x)-1,(x)

(1.58)

9

ahol a tagokban szerepld, a szerkezet tengelye mentén szamitott integralok alatt rendre az 1.1.4.
fejezetben leirt, az n,, m,, stb. igénybevételek altal eldidézett elemi elmozdulasok és elfordulasok

¢s az n;, m,; stb. er6k, illetve nyomatékok szorzatait talaljuk. E kis betikkel jelolt

tj
igénybevételeket a torzs-szerkezeten szamitott diagramokrél olvashatjuk le, amelyek
megszerkesztésénél e szerkezetet csak az als6 indexnek megfeleld egységnyi reakciderdvel
terheljiikk. Tehat példaul ha az n, mennyiségre van sziikségiink, akkor a torzs-szerkezet axialis
igénybevételi diagramjat kell megszerkeszteniink amikor annak terhelését csak az R, =1 erd jelenti.
Eszrevehetjiik, hogy 6, ; =9, .

A A, elmozdulasokat ugyanigy kapjuk, ekkor a ; indexii tagokat a szerkezet kiils¢

terhelésével szamitott igénybevételekkel helyettesitjiik.
Megjegyzendd, hogy a radszerkezeteknél a nyirderdk hatasa elhanyagolhato, ezért a
gyakorlatban a fenti formulabol a megfelel6 tagok rendszerint hianyoznak:

m

n-n. M, m,.-m_.; m, .m., .
8, ;= [————dv+] —d+ | Ider [ —dr; (1.59)
T EM)-A() G(x)-1,(x) E(x)-1.(x) E(x)1,(x)

tovabba igen gyakran elhanyagoljak a tengelyiranyl igénybevételek hatasat is (ekkor az els6
integral is hianyzik).

A kanonikus egyenletrendszer egylitthatdit €s szabad tagjait meghatarozvan, a lineéris
egyenletrendszer megoldasaval a keresett reakcioerdkhoz jutunk.
A példankban szerepl0 sztatikailag hatarozatlan radelembdl szarmaztatott torzs-tartd az 1.10. abran
lathato, alatta pedig a Maxwell-Mohr képletekhez sziikséges igénybevételi diagramokat
szerkesztettiik meg.

Ha a nyiréerdk hatasat elhanyagoljuk, akkor a A, tagot a kdvetkez6 modon hatarozhatjuk

meg:
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A= [ g [ Mg (1.60)
© T E(x)- A(x) E(x)-1.(x)
Mivel az n, diagram végig zérus értéki, az elsd integral nyilvanvaldan zérus lesz. A masodik
integral kiszamitasanal az m,(x) és az M (x) fiiggvények szorzatat kell integralni. Amennyiben ezt

az integralt kézzel szeretnénk kiszamitani és ha legalabb az egyik fiiggvény linearis, akkor a
kovetkezd szabaly szerint jarhatunk el:

[/ gxyde=a-h, (1.61)

ahol 4 az f(x) fiiggvény alatti teriilet és 4 a linearis g(x) fiiggvénynek az 4 geometriai
kozéppontjanal mért ordinataja.
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1.10. abra. A Maxwell-Mohr egyenletekhez sziikséges igénybevételi abrdik

Legyen most A az M diagram teriilete, amelyet az 4brabol —F - L’ /2 nagysagunak kapunk.
Ennek geometriai kdzéppontja a jobb oldalrol mért L/3 tavolsagra van, ott pedig az m, diagram

ordinatajat 5-L/3 nagysagunak kapjuk. Ha a rud keresztmetszete allando és anyaga homogén,
akkor A, , ertéke
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(1.62)

lesz.
A A, , tag, mivel az m, diagram végig zérus, nulla lesz. A 5, értéket az m, diagram

onmagaval valo megszorzasaval kapjuk, értéke 8-L'/(3-E-1.). A 8, , =38, tagok zérok lesznek,
9, , pedig az n, diagram 6nmagaval valo megszorzasaval hatarozhaté meg, érteke 2-L/(E- A) .

A négy meghatarozott egylitthatoval és a két szabadtaggal a megoldand6 egyenletrendszer

81,1 ‘R +81,3 Ry = _AI,O (1.63)
83,1 ‘R, +83,3 Ry = _A3,0

lesz, megoldasként R, -ra zérot, R,-re pedigaz 5-F /16 értéket kapjuk.

Tehat eddig megkaptuk a csuklokban hat6 reakciderdket. A rad befogott végén fellépd R, és
M, reakciok meghatarozasa (1.9.d. 4bra) mar egyszeri feladat, hiszen az 1.10. abran lathato
sztatikailag determinalt, az F* és az R, erOkkel torzs-tartd reakcioit kell meghataroznunk. Az R,
reakcioerd nagysaga 11-F /16, az M, nyomatéké pedig 6-F -L/16 lesz.

Az igy kapott reakciderdk tehat a csomdpontokba koncentralt terhelést adjak (1.9.f. abra). A
feladatnak a merevségi matrix modszerével valdo megoldasa utdn (amikor csak a csomoépontokban
hat6 erdkkel dolgozunk, tehat a tényleges terhelést az elobbiekben kiszamitott, forditott eldjellel
vett reakcider6k Osszegzésével a csomodpontokba ,koncentraljuk”) a 1.9.g. abran lathato
igénybevételi diagramokat kapjuk, amelyek nyilvanvaldan kiilonbdznek a tényleges, a szilardsagtan
analitikus modszerével meghatarozott 1.9.b. diagramoktol. Ez utobbiakat tigy kapjuk meg, hogy a
merevségi matrix modszerével kapott 1.9.g. diagramokat 0Osszegezziikk a rudelemek 1.9.e.
diagramjaival.

Az 1.58. Maxwell-Mohr egyenletekkel a radelemek deformalt alakjat is meghatarozhatjuk.
Ekkor a j indexii tagok az illeté radelem tényleges igénybevételi diagramjainak felelnek meg, az i
indext tagok pedig a tanulmanyozott pontban a kiszadmitandé elmozdulés irdnyaban haté egységnyi
erdvel megrajzolt igénybevételi diagramoknak felelnek meg. Ha ezeket az i pontokat eléggé stirtin
vessziik fel, akkor az e pontokban kiszamitott elmozdulasokkal megszerkesztett deformalt alak
kielégitd pontossagu lesz.

Az igénybevételi diagramok segitségével a rudelemek fesziiltségi allapotit (a {o}
fesziiltségeket) és alakvaltozasi allapotat (az {e} fajlagos alakvaltozasokat) a rugalmassagtan
modszereivel hatarozhatjuk meg. Az 6sszenyomott rudakat kihajlasra is szokas ellendrizni.

Ez utobbi mennyiségek — a keresztmetszeti igénybevételek, a fesziiltségek és a fajlagos
alakvaltozasok ¢és a segitségiikkel definialt egyéb mennyiségek (egyenértékii fesziiltségek,
biztonsagi tényezok), valamint a deformalt alak — a szerkezet allapotat jellemzé mdsodlagos
ismeretleneket alkotjak.

1.2. Az elmozdulds-modszer, mint a végeselem-maodszer alapja
Az elmozdulas-modszer rendkiviil hatékonynak bizonyult, hiszen segitségével — legalabbis
elvileg, hiszen a merevségi matrix modszer megsziiletésekor még nem léteztek szamitogépek —,

barmilyen bonyolultsagi rudakbol allo szerkezetet konnyedén lehetett modellezni, igy példaul az
1.11. abran lathat6 tavvezeték-tartdoszlopot is.
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Felvetddott tehat annak a kérdésnek a tanulmdnyozasa, hogy e moddszer alkalmazasa
kiterjeszthetd-e a tobb dimenzids elemekbdl felépitett szerkezetek modellezésére és hogy azt lehet-e
mas jellegli (nemcsak rugalmassagtani) feladatok megoldasara hasznalni.

A radelemekbdl allo szerkezetekhez hasonldan az 1940-es
évek els6é felében megprobaltak a merevségi matrix modszerét
tobbdimenzids elemekbdl allo szerkezetekre is alkalmazni. Egy
ilyen kisérlet volt az A. Hrennikoff és D. McHenry nevéhez
kot6do racs-analogia, amely a tanulmanyozand6 szerkezetet egy
rudakbol felépitett racsos szerkezettel probalta helyettesiteni
ugy, hogy ez utobbi lehetdleg az eredeti szerkezethez hasonld
modon viselkedjen. Természetesen ez az analdgia a valdsag
meglehetésen durva megkozelitése volt, s bar az alkalmazasaval
a kapott eredmények helyessége megkérddjelezhetd, mégis
bizonyos elemeit egyes kozelitd szamitasi eljarasokban egészen
napjainkig fellelhetjiilk. A racsanaldgia alkalmazhatosagat a
bizonytalan szamitasi eredmények mellet a szamitégépek hianya
is korlatozta, éppen ezért az nem valt egy altaldnos mérnoki
eljarassa.

A fejlédés eldtt azonban, szintén az 1940-es évek elso
felében, megnyilt egy masik lehetdség is: egy amerikai mérndk,
R. Courant harom tudos, III. Rayleigh bar6 — eredeti nevén J. W.
Strutt —, W. Ritz ¢és B. Galerkin (Galjorkin) korabbi
eredményeire timaszkodva a rudak csavarasanak leirasara felirt
differencialegyenletet a mai végeselem-modszerhez hasonld
eljarassal oldotta meg: a rad keresztmetszetét haromszog alaku tartomanyokra osztotta fel, a
tanulmanyozand6 fliggvényt pedig e tartomanyok felett linearisan kozelitette. A végeselem-modszer
megsziiletését ehhez az 1943-ban publikalt eljarashoz kdthetjiik, amely azonban alkalmazhatosagat
tekintve, a sokismeretlenes egyenletrendszer miatt, kdzlésének idején nem bizonyult hasznosnak és
hamarosan feledésbe is meriilt. A szamitogép, mint mérnoki feladatok megoldasara alkalmas
eszkoz, csak ezutan jelent meg.

Késobb, a szamitogépek elterjedésével a szamitasi modszerek is fejlodni kezdtek. Az els6
probalkozasok intuitiv mérndki meglatas szerint torténtek, a végeselem-modszer szempontjabol az
els6 fontosabb eredményeket 1953-ban tették kozzé (maga a ,,végeselem” megnevezést csak
késobb, 1960-ban vezette be R. W. Clough). 1963-ban sziiletett meg az a felfedezés, hogy a
végeselem-modszer tulajdonképpen a variacios feladat Ritz-Galerkin megoldasa egy tarsitott
funkcional minimalizalasaval, tehat a Courant altal 1943-ban publikalt eljaras megvaldsitasa. A
modszer elméleti alapjainak kidolgozasa a végeselem-modszer egyéb fizikai feladatokra vald
kiterjesztését is lehetové tette, 1965-ben mar hovezetéssel ¢s folyadékok szivargasaval kapcsolatos
feladatokat oldottak meg vele. Hamarosan a lengéstani €s a nemlinearis feladatok megoldasa is
megvalosult. A modszer hatékonysaga a szamitogépek fejlodésével tovabb novekedett és
folyamatosan fejlédik napjainkban is.

Osszehasonlitvan a végeselem-modszer és a merevségi matrix modszerének jellemzé 1épéseit
azt tapasztaljuk, hogy ez utobbi a végeselemes analizis minden jellemz6 elemét tartalmazza. Végsod
kovetkeztetésként elmondhat6, hogy az elmozdulas-modszer matrixos leirasa a végeselem-modszer
legegyszeriibb formaja, tigynevezett kozvetlen megfogalmazasa. A ,kozvetlen” jelzo a strukturalis
egyensulyt kifejez0 egyenletrendszer felallitasara, tehat a merevségi matrix meghatarozasara
vonatkozik, amely — az elemek viselkedését kozvetleniil ismervén — egyszeri megfontolasok és
torvényszeriiségek alapjan torténik.
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rdcsos szerkezet

31



2. A VARIACIOS ELJARAS
2.1. A megoldando feladat

A kontinuum mechanikajanak alapvetd probléméja a testre hatd erdk hatasara kialakuld
fesziiltségallapot és deformacios allapot kiszamitasa, a megadott peremfeltételek mellett. E feladatot
harom szempont szerint megallapitott egyenletek irjak le.

2.1.1. A geometriai aspektus
A geometriai aspektus egyenletei (az ,,0sszeférhet0ségi” egyenletek) az € és a y fajlagos

g =o0u/ox, y,=v,=0ul/dy+0v/ox,
g,=0v/0y, Y,.=7v,=0v/0z+0w/0y,
g, =0w/0z,

(2.1)
Y., =Y.,=0w/0x+0ul/oz,

ahol u, v és w atérbeli d elmozdulas x, y és z tengelyre esé vetiiletei. Ezeket az egyenleteket
egy megfelelden felépitett [0] operator-matrixszal a rovidebb

{e} =[0]-{d} (2.2)
formara hozhatjuk, amelynek kifejtése:
€, [0/0x 0 0 |
g, 0 0/oy 0
] u
€, 0 0 0/0z
{e} = = v ie=[0]{d}, (2.3)
Y 0/oy 0/ox 0
i w
Ve 0 0/0z 0/0y
Y.) [0/0z O 0/0x |

ahol a fajlagos szogvaltozas dualitasa miatt a bal oldalon csak a hat fiiggetlen mennyiség szerepel.
Itt {e} a fajlagos alakvaltozasok vektora.

2.1.2. A statikai aspektus
Egy rugalmas test esetében a térfogati f., f és f. erdk (a térbeli f erd vetiiletei) és a

felléepd normalfesziiltségek egyensulyat ado NaVi’er egyenletek, valamint a nyirofesziiltségek
dualitasat kifejez6 Cauchy-féle azonossagok (ez utobbiak a nyomatékok egyensulyi feltételébol
szarmaznak) a feladat sztatikai aspektusat irjak le:

ot
80er Xy+61:xz:_ij S
ox 0y 0z v
do, Ot, OT, P (2.4)
LSy —E=—f =1, :

dy O0x 0z !
oo, o1, Ot

+—=p—L=—f T=T,,.
0z O0x Oy i !

Az el6bbi operatorral ezeket az egyenleteket
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{ft=-0T {o} (2.5)

formara hozhatjuk, ahol {o} a fesziiltségek vektora. Matrixos formaban most is elegendé a
fliggetlen mennyiségekkel dolgoznunk:

Gx

£ Terex o o a/0y 0 o/0z] |
1={ft=-| 0 @y 0 alox 26z 0 |47 (=l o). 26)

f 0 0 a6z 0 8/dy 8/dx||”

yz

TZ)C

2.1.3. A fizikai aspektus

A fizikai aspektust, a fesziiltségek ¢s a deformacidk kozotti Osszefiiggéseket linearisan
rugalmas anyagok esetében Hooke altaldnositott torvénye adja (ez a linedrisan rugalmas
anyagegyenlet). Ha az anyag izotrop, akkor Hooke torvényét a kovetkezo relaciok irjak le:

1 TY:V
g, =—[c,-v-(c,+0))], =
. [0, —V-(0,+0,)] Yo =75
1 Tyz
sy=E'[0y—v'(cz+cx)], Ve =" 2.7
1 T
8 = — G —Vc G J’_G , — zX R
z E [ z ( x y)] yzx G

ahol az anyag rugalmassagtani tulajdonsagait leir6 £ Young-modulusz, v Poisson-egyiitthato és a
G nyirasi modulusz k6zott fennall a

E

T2.(+v) (2-8)

relacio. Ezeket az egyenleteket is felirhatjuk matrixos formaban:

{o}=[E] {e}, (2.9)

ahol a rugalmassagi matrix (az anyag merevségi matrixa):

1-v % % 0
I-v v 0 0 0
% 1-v 0
[E]= E 1 0 0 0 l_j.v 0 0 ] (2.10)
(I+v)-1-2-v)
0O 0 0 o =2V
2
0O 0 0 0 o 1=V
L 2

Megjegyzendd, hogy az anizotrop anyag altalanos esetében a rugalmassagi matrixot
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C1,1 C1,2 C1,3 Cis C1,5 Cis
G G, G, Cz, 4 Cz, 5 Cz, 6
[E]= G, G, C3,3 Ga G5 G Q2.11)
Cii Cin Gy C4, 4 C4, 5 C4, 6
C5,1 Cs,z C5,3 C5,4 C5,5 Cs,s
_C6,1 Cs,z C6,3 C6,4 Cs,s Cs,s ]

formaban adhatjuk meg, amely bizonyithatéan egy szimmetrikus matrix (C, ; =C, ), huszonegy,

kisérletileg meghatarozando6 fiiggetlen taggal. A tagok értelmezéséhez a fizikai aspektus egyenletét

{e} =[E]" -{o} =[D]-{o}, (2.12)

formaban irjuk fel, ahol a rugalmassagi matrix inverze az anyag [ D] hajlékonysagi matrixa, amely
az [E] matrix tulajdonsagaival rendelkezik. Ez az egyenlet végsG soron a szuperpozicios elv

alapjan hatarozza meg a fajlagos alakvaltozasokat.
Ha a testben csak egytengelyli (linearis) fesziiltségallapotot hozunk létre, akkor az a
legaltalanosabb esetben mindharom irdnyban alakvaltozasokhoz vezet. Példaul a o fesziiltség altal

kivaltott fajlagos alakvaltozasok:

Sv:_'cx’ 8)}: l.cx’ Sz:_ ZX_GX’
E. E. E. o)
v = nxy,x G v = nyz,x G y. = nzx,x G
xy__' X yz__' X2 o 4 Oy
Ex Ex Ex

ahol E az adott normalfesziiltség irdnyaban érvényes rugalmassagi tényezo (a Young-modulusz), a
v -vel jelolt mennyiségek a harantirdnyl 6sszehuzodas tényezodi (a Poisson-egyiitthatok, a fajlagos
linedris alakvaltozasok kolcsonhatasi tényez6i), mig az m egylitthatok a fajlagos linearis
alakvaltozas és a fajlagos szOgvaltozas kolcsonhatasi tényez6i. E tényezdk kisérletileg
megallapitott, az adott anyagra jellemz8 mennyiségek. A o, és a o, fesziltsegek altal eldidézett

alakvaltozasokra (egytengelyt fesziiltségallapotban) hasonld Osszefiiggések hatarozhatok meg.
A nyirofesziiltségek is minden irdnyban alakvaltozast okoznak, példdul a =t

xy

csusztatofesziiltség altal 1étrehozott fajlagos alakvaltozasok:

nx Xy nv xy nz Xy
8x=G—'Txy, 8y=G—'Tx_w 82=G—‘Txy’
xy xy Xy
(2.14)
v = 1 - v = uyz,xy T y. = l“l'zx,xy T
xy o vz o~ Cxpo o> T~ Cxpo
G, G, G,

ahol G a megfeleld sikban felvett nyirdsi rugalmassagi tényezd, a p-vel jelolt mennyiségek a
fajlagos szogvaltozasok kolesonhatasi tényezdi. Hasonld Osszefiiggéseket allapithatunk meg a 1,
és a t1_ csusztatofesziiltségek esetében is. A kiilonbozé G és pu mennyiségek szintén kisérleti titon
megallapitott anyagjellemz6 mennyiségek.

Az altalanos, térbeli fesziiltségallapotban tehat a fenti hatasok iranyonként egymasra tevodnek
és a 2.12. anyagegyenlet a kovetkezdképpen alakul:
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_VX_V -V nx, Xy nx, vz nx, zx

z Xy yz zx

Ey
Vi i Vi Nyw Ny, Ny, =
E)

€ x Ex EZ GJO Gyz sz (0} Y
8), _Vzv _VZ} L nz Xy T]z,yz T]z,zx Gy
€ z Ex E y E z va Gyz sz O,
- : : DS (2.15)
’Y}Q/ T]xy,x nxy,y nxy,z L uxy,yz “xy,zx TXy
Y vz E X E ¥ E z Gx y G yz sz K vz
sz nyz,x nyz,y T]yz,z Myz,xy L “yz,zx sz
E x Ey Ez GW Gyz sz

nzx, X nzx, y nzx, z sz, xy “zx, vz 1
E E E G G

X y z Xy yz zx

Ebben az egyenletben egyszertisitésképpen nem szerepelnek a v, a y_, és a y_ fajlagos

szogvaltozasok és a megfeleld cstsztatofesziiltségek, azok dualitdsa miatt. Ha a relaciot teljesebb
formajaban szeretnénk felirni ezen kihagyott tagok explicit kifejezésével, akkor a fajlagos
deformaciokat és a fesziiltségeket egy-egy foatlora nézve szimmetrikus [g], illetve [c] matrixba
kellene rendezniink és a kozottiik levd linearis aranyossagot egy negyedrendi, 81 tagl tenzorral
tudnank leirni. E tenzorban tovabbi G, n €és p tényezok jelennének meg, amelyeket az indexek

A 2.15. egyenlet matrixanak tagjait tehat fizikai értelemmel rendelkezé moduluszokkal és
tényezokkel irtuk le. A matrix szimmetridja miatt, a D, ; =D o egyenldségekbdl e mennyiségek
kozott kiillonbozo Osszefiiggések allapithatok meg. A hajlékonysagi matrix megforditasabol
szarmazo rugalmassadgi matrix tagjait is ezen fizikai értelemmel rendelkez6 mennyiségekkel
irhatjuk fel és bonyolult kifejezésekhez jutunk.

A gyakorlati szempontbodl érdekesebb ortotrop anyagok rugalmassagi matrixa az el6bbinél
egyszeribb, az csak kilenc fiiggetlen mennyiséget foglal magaba:

C, C, Gy 0 0 0
G, G, Gy 0 0 0
C,, C,, G, 0 0 0
o 2.16
o 0 0 C, 0 0 (2.16)
0 0 0 0 Co 0

0 0 0 0 0 Cf

Tagjait harom Young-modulusz ¢és hat Poisson-egyiitthatd segitségével definialhatjuk. A
szogvaltozasok nincsenek kdlcsonhatasban egymassal és a linearis alakvaltozasokkal, tehat az 1 és

p egyiitthatok értéke mind zéro:
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1/E, v, /E, —v_/E 0
-V, /E 1/E v, /E 0

Vv.JE. —~v._/E. UE 0

S O O O
oS O O O O

El'=[D]=| = S 2.17
LE]"=LP] 0 0 0 /G, @17
0 0 0 0 1/G,
10 0 0 0 0 1/G., |
A matrix szimmetridja miatt példaul
v, E =v, -E, (2.18)
a nyirasi moduluszt pedig £ és v fliggvényében is ki lehet fejezni, példaul:
E -E,
G =G : (2.19)

Xy yx:EX‘(1+Vyx)+E)7'(1+VXJ’)'

Amennyiben az anyag izotrop, akkor a Young-modulusz és a Poisson-egyiitthaté nagysaga
minden irdnyban ugyanaz, az anyagegyenletet két fiiggetlen paraméter irja le:

1 -v —-v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0
—1 1 -V -V 1 0 0 0
[E] =[D]=—" , (2.20)
E|0 0 0 2:(d+v) O 0
O o0 o0 o0 2-(I+v) 0
00 0 0 0 2-(1+v) |

a 2.10. rugalmassagi matrix pedig ennek az inverze.

A fizikai aspektus egyenleteit altalanos, térbeli alakvaltozasi és fesziiltségi allapotra irtuk fel.
A linedris (egytengelyti) allapotokon tilmenden fontos a sik allapotok tanulményozasa, ugyanis a
gyakorlatban sokszor eléfordul az az eset, amikor rugalmassagtani vizsgalodasaink egy sik
tartomanyra vonatkoznak. Ez a sik tartomany lehet egy alkalmasan megvalasztott metszet vagy
pedig egy olyan test kdzépfeliilete, melynek egyik mérete (a vastagsaga) elhanyagolhatd a masik két
méretéhez viszonyitva.

Az anyagegyenletbdl kovetkezOen, még az izotrop esetben is, a valamely tengely irdnyaban
hat6 fesziiltség harantiranyu alakvaltozasokat okozhat és forditva: a valamely tengely iranyaban
fellépd alakvaltozas arra merbleges fesziiltségeket hozhat létre. Kovetkezésképpen, bizonyos
sajatsagos esetektol eltekintvén, a linearis vagy sik fesziiltségallapot altalanos esetben térbeli
alakvaltozasi allapothoz vezet és forditva, a linearis vagy sik alakvaltozasi allapot térbeli
fesziiltségallapotot feltételez.

A fesziiltségallapotot siknak nevezziik, ha fesziiltségvektornak csak két tengelyre es6 vetiilete
van, példaul:

{c}z[cx c, 0 7 '

0 0] (2.21)

xy
Ez az eset fordul el egy hajlitott tartd tanulméanyozasakor, amikor egy fiigglleges sik
hosszmetszetre szoritkozunk, ahol a tengelyiranyll o, normalfesziiltséget Navier képlete, a 1

nyirofesziiltséget pedig Juravski (Zsuravszkij) képlete adja.
A tengelyiranytl fesziiltség azonban keresztiranyl alakvaltozast is okoz, tehat a sikra
mer6leges irdnyban fellépd fajlagos linedris alakvaltozas, amint az a 2.9. képletbdl szamithato:
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e =—%'(Gx+cy). (2.22)

z

A sik fesziiltsegi allapot tehat altalaban (ha o, # —o ) térbeli deformacios allapothoz vezet.

¢, elhagyasaval a fajlagos deformaciok és a fesziiltségek kozotti egyszertisitett Osszefligges
izotrop anyagra:

€, :%- -v 1 0 10, (2.23)
Yy 0 0 2-(+v) Ty

(ezt az sszefiiggést a térbeli {e} =[E]" -{o} relacié egyszertisitésével kapjuk), amelynek inverze:

. £ I v 0 €,
f :1—v2' v 1 0 |1¢g, . (2.24)
T, 0 0 1-v | |7,
L 2 ]

Az anizotrop és ortotrop anyagok sik fesziiltségi allapotara vonatkozo anyagegyenleteket, a
megfeleld rugalmassagi és hajlékonysagi matrixszal hasonloképpen allitjuk elo.

Amikor ezeket az egyszeriisitett matrixos képleteket hasznaljuk, az ¢_-t ad6 formulat (2.22) is
mellékelniink kell (azt az egyszerliség kedvéért nem foglaljak bele e matrixos formakba).

A sik deformacios dllapot vektora szintén csak két tengely iranyaba eso vetiileteket tartalmaz,
példaul:

e=[e, ¢ 0 v, 0 0]. (2.25)

Sik deformaciés allapottal talalkozunk példaul egy belsd nyomas altal terhelt egyenes
csOszakasz keresztmetszetén, amikor a cs6 hossziranyu alakvaltozasat meggatoljuk.

A harmadik irdnyban, az alakvaltozds meggatolasa miatt fellépd fesziiltség, izotrép anyag
esetén

E-v
G = .
T+ v)-(1-2-v)

(e, +8y) , (2.26)

tehat a sik deformacids allapot altalaban (ha & = —¢ ) térbeli fesziiltségallapotot von maga utan.

o, clhagyasaval a fesziiltségek és a fajlagos alakvaltozas kozotti kapesolatot az altalanos 2.9.

z

kifejezés egyszertsitésével kapott

. E I-v v 0 €,

G, = v 1-v 0 € (2.27)
1A +v)-(1=-2-v) - 7

T 00 = Vi U

relacio adja, ennek inverze pedig
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€ | 1-v:  —v-(1+v) 0 c,
€ :E- -v-(1+v) 1-v? 0 10, - (2.28)
Ve 0 0 2-I+v) | |7,

Ha e két utobbi képletet hasznaljuk, akkor a 2.26. relaciot is mellékelniink kell.

A sik fesziiltségi és a sik deformdcios allapot egyenleteit dsszehasonlitva lathatjuk, hogy azok
lényegesen kiilonboznek egymastol. Egy sik feladat esetében tehat igen fontos az éppen érvényes
eset azonositasa, egyébként a valosagtol igen eltérd szamitasi eredményekhez juthatunk.

2.1.4. A rugalmassagtani feladatot leird differencialegyenlet
A harom aspektus egyenleteit (2.2, 2.5 és 2.9) kombinalva egy tjabb egyenletrendszerhez
jutunk, amely az er6k és az elmozdulasok kozotti kozvetlen kapesolatot adja:

{fy =0T [E]-[0]-{d}. (2.29)

A tanulmanyozott jelenségeket tehat differencidlegyenletek irjak le, a keresett megoldas pedig
az elmozdulas vetiileteit leiro fiiggvények alkotjak. Differencidlegyenleteket csak peremfeltételek
megadasaval tudunk megoldani. A megoldasahoz sziikséges peremfeltételek kozott altalaban harom
tipust kiilonboztetnek meg.

A Dirichlet-féle ,lényeges” vagy ,esszencidlis” peremfeltételek a keresett ¢

megoldasfiiggvény értékét irjak eld a tanulmanyozott tartomany bizonyos részein, példaul:

¢l=a, T'el (2.30)

formaban. Itt az a mennyiség az adott I', részen definialt fliggvény is lehet (ezek a részek nem kell

sziikségszeriien a tartomany tényleges geometriai peremén legyenek). A Dirichlet tipusu
peremfeltétel tehat esetliinkben a d elmozdulast irja elé: a szerkezet bizonyos pontjainak adott
iranyu elmozdulasat meggatolhatjuk (az eldirt elmozdulas zérus), vagy pedig annak valamilyen
értéket adunk (példaul a tdmasz megereszkedésekor).

A Neumann-tipusu ,,természetes” peremfeltételek a megoldasfiiggvény valtozasanak mértékét
(valamely derivaltjat vagy példaul a gradiensét) irjak eld. Ezt a valtozast rendszerint a peremre
mer6leges iranyban adjak meg:

99l _p rer. 2.31)
6nr2

A fizikai jelenségeket leir6 differencidlegyenletek esetében e mennyiségeknek jol
meghatdrozott jelentésiik van. A keresett megoldasfiiggvény az elmozdulast irja le, annak derivaltjai
pedig a 2.1. egyenletekkel a fajlagos alakvaltozasokkal, ez utdbbiak pedig a fesziiltségekkel
hozhatok kapcsolatba. A szerkezetek elemzésében a Neumann-féle peremfeltételek a szerkezetre
haté p kiils6 nyomast vagy feliileti erdt irjak eld; a peremeken a fesziiltség e nyomadssal vagy
feliileti erovel kell egyensulyban legyen.

A Cauchy-féle ,,vegyes” peremfeltételek egyszerre irjak eld a fliggvény értékét és a fiiggvény
valtozasanak mértékét is:

cl'(p+cz'z—q) =¢ T,el. (2.32)

Iy

Cauchy-féle vegyes peremfeltétel esetiinkben a megadott formaban nem irhato fel, ugyanis a
két egyszerli feltétel altal eldirt mennyiségek (a kiilsé erdk és az elmozdulasok) egymastol nem
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fiiggetlenek. Van azonban a rugalmassagtani feladatnak egy harmadik tipust peremfeltétele, amikor
bizonyos pontokban a reakcioerd az elmozdulas kozotti kapcsolatot hatarozzuk meg: ez a rugalmas
alatamasztasok esete. Ez a 2.32. peremfeltétel azon egyedi formajaval hozhato kapcsolatba, amikor
¢ értéke nulla és azt

o0 __&

=——-¢, I';el (2.33)

on|. ¢,

alakra hozzuk: a bal oldalon a reakciderét, a jobb oldalon pedig a rugalmas tdmasz k=—c /c,

merevségi egyiitthatdjaval beszorzott elmozdulast ismerhetjiik fel.

Ahhoz, hogy a feladat megolddsa matematikai szempontbdl determinalt legyen, e feltételeket
a perem teljes egészén meg kell adnunk. Ez a kitétel, mely szerint az egyértelmii megoldas
érdekében a perem teljes egészén meg kell adnunk valamilyen tipusu feltételt, nem mond ellen az
elobbi fejezetben megallapitottakkal. Ott ugyanis a peremfeltételeket adott (nem nulla) eré vagy
elmozdulas formajaban értelmeztiik és igy voltak olyan peremrészek is, ahol explicit médon nem
irtunk eld semmit (példaul azt nem rogzitettiik és nem irtunk el ottan hato kiils6 erdt sem). Ezzel
azonban mégiscsak elGirtunk valamit: a perem ,,szabad” részein, ahol sem az erdt, sem az
elmozduléast nem irtuk eld, tulajdonképpen nulla nagysagt kiilsé erdk hatnak és ott tehat Neumann-
tipusu peremfeltételek érvényesek.

2.2. A feladat megolddsanak lehetdségei

Az elobbi fejezetben megadott 2.29. differencidlegyenlet-rendszer altal leirt feladat— az
,»er0s” (strong) forma — analitikus megoldasa (az elmozdulasfiiggvény kiszamitdsa) csak néhany
igen egyszeri esetben lehetséges, ezért altalaban valamilyen kozelité modszert kell alkalmaznunk.

Az egyik ilyen lehetOség a végeselem-modszer a varidcios eljardsa, mely a tanulmanyozott
feladatot leir6é differencialegyenlet-rendszer megoldasat ado fiiggvényeket ugy hatarozza meg, hogy
azok egy tarsitott (a feladattal asszocialt) £ skalaris funkcional minimumahoz vezessenek:

SE =0; (2.34)

ezt a format ,,gyengének” (weak) nevezik.

Ennek az eljarasnak az alapelvét bizonyos fizikai észrevételek alkotjak: az emlitett
differencialegyenletek kozvetlen megoldasa helyett egy masfajta egyenletet oldunk meg, amely
ugyanazt a fizikai jelenséget irja le, de mas szemszogbol. Az egyik feladatnak a masikkal torténd
kivaltasa, a tarsitott £ funkcional mibenlétének megallapitasa tehat nem egy tisztdn matematikai
levezetés eredménye, hanem a tanulmanyozott jelenség fizikai térvényeire alapoz.

Ezen eljaras alapotlete a rugalmassagtani feladat megoldasara tett kisérletek soran meriilt fel.
A tanulmanyozott testet ugyan a harom felsorolt aspektus egyenleteivel is leirhatjuk, de ugyanakkor
azt is tudjuk, hogy nyugalmi egyensulyi helyzetében e test potencidlis energidjanak minimuma van.
A potencialis energia felirdsdban az ismeretlen elmozduldsokat add fliggvény is megjelenik,
amelyet a megoldas soran a 2.34. minimumfeltételbdl hatdrozunk meg.

A feladathoz tarsitott funkcional tehat a szerkezet potencialis energiaja:

Ezé'j{s}T {o}dV + [{e}" {o, bV - [{d}" - {f1dV - [{d}" - {p}dS -
1 v v s (2.35)
~[id)" gy di- 3 d, - F,.

E kifejezésben az elsd integral az alakvaltozasi energiaval, a masodik integral a szerkezetben
esetleg jelen levé o, kezdeti fesziiltségekhez kothetd deformécios energidval, a harmadik és a
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negyedik tag pedig a térfogati, illetve a feliileti er6k mechanikai munkéjaval egyenld. Térfogati erd
példaul a gravitacios erd (a szerkezet sajat sulya), mig a feliileti erdket a szerkezetre hato kiilsé erdk
alkotjak. Ha vonal mentén eloszld ¢ erdket is tekintlink (ez egy idealizalt terhelési forma), akkor

természetesen a mechanikai munkajukat add tagot is szamitasba kell venniink. Amennyiben
idealizalt F koncentralt er6kkel is dolgozunk, akkor e képletet ki kell egésziteniink ezen erdk
deformacios elmozdulasokbol szarmazoé munkéjanak Osszegével is. Az elsé tagban szerepld
fesziiltséget a 2.9. egyenlet alapjan a fajlagos alakvaltozassal, ez utobbit pedig a 2.2. dsszefiiggés
alapjan az elmozdulassal is megadhatjuk, igy a 2.35. egyenletet tisztdn az elmozdulas
fliggvényeként is felirhatjuk.

A stacionaritast kifejez6 2.34. egyenletet teljesitd ¢ (esetiinkben: d ) fiiggvénynek analitikus

kiszamitésa legtobbszor lehetetlen feladat, éppen ezért kozelitd eljarasokat kellett keresni. Igy
felmertilt az az 6tlet, hogy az egzakt, analitikus megoldast ado fliggvény helyett egy azt kozelito,

e=@=N,(x,y,z)-a,+N,(x,y,z)-a,+..+ N, (x,y,2)-a, (2.36)

formaju megoldasfiiggvényt kell keresni, ahol az N, fliggvények egymastol fiiggetlen, ismert
matematikai kifejezésli bazisfiiggvények, az a, mennyiségek pedig fliggetlen paraméterek, valos
allandok (dltalanositott koordindtak). Vektorialis mennyiségek kozelitésekor a 2.36. vektorialis
egyenletet harom skaldris egyenlettel helyettesithetjiik. Az N, bazisfliggvények megvélasztasaban

tetszélegesen jarhatunk el, a gyakorlatban azonban egyszeriiségiik miatt az interpolacios polinomok
hasznalata terjedt el: ekkor az N, fiiggvények az x, y és z koordinatak kiilonb6zd hatvanyainak

szorzatai.
Az E funkciondl a kozelité fliggvények hasznalata esetében tehat csak az a, paraméterektdl

(altalanositott koordinataktol) fiigg, a stacionaritas feltétele pedig a
OF =—-0a, +—-08a, +...+——-0a, =0 (2.37)
da 0

.....

oF
Oa,

or) |2E
{_}: oa L= 10}, (238)
or
Oa,

ugyanis a da, variaciok ugyan kicsik, de zérotol kiilonboznek. Ebbdl az egyenletrendszerbdl az a,
altalanositott koordinatak, tehat végsd soron a feladat kozelité megoldasat adod fiiggvény
meghatdrozhat6. Ez a megoldasi mod Rayleigh-Ritz modszer néven ismeretes.

A Rayleigh-Ritz moddszer N, bazisfiiggvényei a tanulméanyozott kontinuum teljes
tartomanyan értelmezettek és folytonosak, s emiatt a kihangsulyozottabban valtozo ismeretlen ¢

figgvények megkozelitésére alkalmas bazisfiiggvények megvélasztasa egy igen kényes feladatta
valhat. Egy tul alacsony foku polinom ,,kisimitja” az eredményt, egy til magas foku polinom pedig
a két fuggvény (¢ és a kozelitd @) egyezésének megfeleld pontok kozott nagy eltérésekhez,
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ingadozéasokhoz vezethet (ez ,,overfitting”, tulzott egyeztetés néven ismeretes). Ezt a két esetet a
2.1. dbra szemlélteti.

A Rayleigh-Ritz moddszer ezen hatranydnak kikiiszobolésére a teljes Q értelmezési
tartomanyt olyan kis ; résztartomanyokra osztjuk fel, amelyeken varhatéan az ismeretlen

fliggvény valtozdsa nem erdteljes. Ekkor a ¢ megoldasfiiggvényt az @, résztartomanyon definiélt
o, fliggvényekkel, darabonként kozelitiink meg. Rendszerint minden egyes résztartomany felett

ugyanolyan felépitésti kozelité fiiggvényt hasznalnak, s ezzel a megalkotand6 algoritmus sokat
egyszertsodik.

Y avalodi fiiggvény Y A valodi fiiggvény

</ akéielit(’i fiiggvén
~ akozelit6 fiiggvény seveny

=

|
V-

a. b.

2.1. dbra. A rosszul megvdalasztott kozelito fiiggveny hatdsa:

a). a kozelité fiiggvény tulsdagosan sima
b). a kozelitd fiiggvény tulsagosan erdteljes valtozasokat mutat

A kozelito fiiggvényeket ado bazisfiiggvények megvalasztasaban bizonyos kritériumokat kell
szem el6tt tartani. A szamitasok elvégzésének megkonnyebbitéséhez a kozelito fiiggvény felépitése
minél egyszerlibb kell legyen — legtdbbszor a linearis kozelitéssel is megelégsziink.

y a valodi fiiggvény y a valodi fiiggvény \

N

a kozelitd fiiggvény

a kozelito fiiggvény

-
— o

; ®; ; @
a. b.

2.2. abra. Az ismeretlen fiiggvény interpolalasa:

a). a kozelito fiiggvény értéke a hatarfeliileten folytonos
b). a kozelité fiiggvény és elsé derivaltianak értéke a hatarfeliileten folytonos
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Ugyanakkor, a konkrét feladattol fiiggden, a résztartomanyok kozos hatardn bizonyos
folytonossagi feltételeket is el kell irni (2.2. abra). E folytonossagi feltételek rendszerint a kozelitd
fliggvényre ¢€s ritkabban esetleg annak elsé derivaltjara vonatkoznak: eldirjuk, hogy az egymassal
szomszédos résztartomanyok felett értelmezett kozelitd fiiggvények és derivaltjaik értékei a kozos
peremen azonos nagysaguak legyenek.

Az o, tartomanyok kiterjedésének meghatarozasanal a kozelités kivant pontossagat kell szem

elott tartani. Konnyen belathato, hogy minél kisebb résztartomanyokra osztjuk fel Q -t, annal jobb
lesz a keresett fiiggvény megkozelitése is.

Az N, bazisfiiggvényeket (interpolacids fliggvényeket) tehat a résztartomanyokon
definialjuk. Ekkor a 2.35. Osszefiiggéssel megadott E funkciondl (a potencialis energia) a
résztartomanyokon kiszamitott értékek 0sszege lesz:

E= iE (2.39)

i=1

ahol m a résztartomanyok szama. E kijelentésnek megintcsak fizikai értelmezése van: a funkcional
valamilyen skalaris additiv mennyiséget jelent, mint amilyen a tekintett potencialis energia is.

A feladat ilyen jellegii megoldasa a Ritz-Galerkin modszer nevet viseli. A végeselem-modszer
a Ritz-Galerkin eljards azon egyedi esete, amikor a résztartomanyok (a végeselemek) feletti
interpolacioban specialisan megvalasztott bazisfiiggvényeket alkalmazunk és ekkor a folytonossagi
feltételeket csak a peremhez tartozod csomopontokban kell eldirni.

a. b. C.

2.3. dbra. Az eredeti geometria (a.), a végeselemekre osztott tartomany (b.) és
a diszkretizalas soran elkévetett hiba szemléltetése (c.)

A végeselem-modszer egy masik sajatossaga, hogy a végeselem geometridjat, pontjainak
koordinatait is, kozelité fiiggvények segitségével irjuk le. Ebbol kovetkezden a végeselem alakja
nem lehet tetszOleges, hanem a valasztott kozelitd fiiggvényekhez igazodik. A diszkretizalt
tartomany valddi hatarat ilyen modon a végeselemek megfeleld oldalfeliiletei vagy élei fogjak
helyettesiteni, melynek kdvetkezményeit a diszkretizalas elvégzésekor figyelembe kell venni (2.3.
abra). Linearis interpolacio esetén a végeselemek élei egyenesek lesznek.

Azokat a végeselemeket, amelyek geometridjat ugyanazok az interpolacios fiiggvények adjak,
mint amelyek az ismeretlen fliggvényt is kozelitik, izoparametrikusnak nevezik.

Megjegyzendd, hogy az izoparametrikus végeselemeket hasznalé programok algoritmusa
lényegesen egyszerlibb, de a magasabb foku interpolacio esetén a geometria izoparametrikus
megkozelitése a gyakorlati haszon szempontjabol gyakran folosleges szamitasokat visz be.

2.3. A tanulmadnyozott tartomany diszkretizaldsa
Geometriai szemléletmodunk szorosan kotodik a harom koordinatatengellyel megadhato

vonatkoztatasi rendszerekhez. Ezekben a pontok mint kiterjedés nélkiili objektumok,
dimenzionélkiili elemekként jelennek meg. A gorbéket egy, a feliileteket két, mig a testeket harom
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méret segitségével irjuk le (még ha térbeli gorbékrdl vagy feliiletekrdl is van sz0), igy egy-, két-,
illetve haromdimenzids geometriai alakzatokként fogjuk fel.

Béarmely valodi szerkezet egy haromdimenzids, térbeli test. Végeselemes modellezése soran
haromdimenzios résztartomanyokra, végeselemekre osztasa elvileg mindig lehetséges, hiszen e
szerkezetek méretei soha nem infinitezimalisan kicsinyek.

Gyakran fordul el6 azonban egy olyan eset, amikor a tanulmanyozott szerkezet sajatsagos
formaval rendelkezik, példaul egyik-masik kiterjedése elhanyagolhato a tobbihez viszonyitva.

Példaul egy gépkocsi lemezekbdl Gsszeallitott karosszériaja egy haromdimenzios szerkezet,
azonban alland6 vastagsagu elemeit a kozépfeliiletiik egyértelmiien azonositja. E kozépfeliileten
barmely pont helyzetét két mérettel (dimenzidval) is le lehet irni. A harmadik méret, a vastagsag az
adott karosszériaclem minden pontjaban azonos, igy alland6 paraméternek tekintheto.

2.4. abra. Haromdimenzios héjszerkezet modellezése
kétdimenzios végeselemekkel (részlet).
A végeselemek a lemez kozépfeliiletéhez igazodnak.

Egy racsos szerkezet, mint amilyen egy daru karja, szintén egy térbeli szerkezet, melyet
egydimenzidsnak tekintheté elemek alkotnak. Az egyetlen dimenzidt az elem kozépvonala
(tengelye) mentén meérjitkk, a masik két dimenzidval megadott keresztmetszet mint paraméter
szerepel.

2.5. abra. Haromdimenzios racsszerkezet modellezése
egydimenzios végeselemekkel (részlet).
A végeselemek a szerkezet elemeinek tengelyeihez igazodnak.
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A modell dimenzidinak szamat csdkkenthetjiik abban az esetben is, amikor a hdromdimenzids
szerkezet vizsgalata leegyszeriisithetd valamely alkalmasan megvalasztott keresztmetszetének
tanulmanyozasara.

A dimenzionélkiili végeselem példaul a merev testet helyettesitdé tomegkodzéppont, amely a
mechanikéban hasznalt anyagi pont modelljének felel meg.

2.6. abra. Haromdimenzios szerkezet modellezése kétdimenzios végeselemekkel.
A végeselemek a szerkezet egy keresztmetszetét kozelitik.

A végeselemek alakja nem lehet tetszéleges: a gyakorlatban elterjedt formak az » -dimenzids
szimplex és az n -dimenzids hiperkubus, illetve azok elfajuld €s sajatos esetei.

Az n-dimenzids szimplex az n dimenzidju legegyszeriibb véges geometriai idom. A
geometriai dimenziok szamanak ndvekvd sorrendjében az egy szakasz, haromszog vagy tetraéder
lehet.

Az n-dimenzios hiperkubus pereme a koordinatatengelyekhez igazodik, azok a dimenziok
névekvé szama szerint felsorolva a kdvetkezok: szakasz, négyszog, hexaéder.

Az elemekre osztott n -dimenzids tartomany hatarfeliiletei » —1 dimenzios tartomanyok. Ha a
végeselem egy n-dimenziés szimplex, akkor peremét n—1 dimenzidju szimplexek, ha pedig 7 -
dimenzios hiperkubus, akkor n—1 dimenzidju hiperkubusok alkotjak. Két szomszédos végeselem a
kozos oldallapok, €lek €s csticsok mentén illeszkedik egymashoz.

A modellezés pontossaga a hald stiriségétdl (a végeselemek méreteitdl) is fiigg. A halo
stritésének az igényelt szamitogép-kapacitds és a szamitdsi id0 szab hatart, éppen ezért a
végeselemes hald egyenletes stiritése nem mindig a legmegfelelébb megoldas. A halod finomitasa
kiilondsen azokon a helyeken fontos, ahol a kozelitendd fiiggvény erdteljes valtozasa varhato
(példaul a fesziiltséggylijté helyeken), mig egyéb helyeken (példaul a peremektdl tavol esé belsd
tartomanyban) egy durvabb halo is kielégité pontossagot ad. A valtozd finomsaga halo
alkalmazasaval a rendelkezésiinkre all6 szamitogép-kapacitast optimalisabban hasznalhatjuk ki.

A halo finomsagat tekintve nincsenek altalanos érvényl eldirdsok. Egy igényesebb
modellezés esetén a szerkezetet a kiszamitott eredmények alapjan wjrahalézzak (példaul a
tanulmanyozott fliggvény erdteljes valtozasanak tartomanyan a halot tovabb siritik) és a
szamitasokat megismétlik.

2.4. A variacios modszer alkalmazadsa

A rugalmassagtani feladatban a keresett megoldasfiiggvény a szerkezet csomodpontjainak
elmozdulasat adja, az tehat a vektoridlis d(x, y,z) mennyiség lenne. A vektorialis fliggvények
hasznalatat elkeriilhetjiik, ha azok vetiileteivel dolgozunk; ekkor a keresett megoldast d -nek a
tengelyekre eso vetiiletei, a skalaris u(x, y, z), v(x, y, z) és w(x, y, z) fiiggvények alkotjak.
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Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban csak két dimenziora, sik deformacios allapotra
szoritkozunk és négyszog alaku végeselemeket (kétdimenzios hiperkubusokat) hasznalunk. Ekkor
az x iranyu u elmozdulas-fiiggvény linearis kozelitése a kovetkezd format olti:

u(x,y)=a,+a,-x+a,-y+a,-x-y, (2.40)

amelyet grafikusan a 2.7. abra jobb oldalan lathaté mdédon abrazolhatunk. Megjegyzendd, hogy az
elobbi fiiggvénnyel leirt feliillet altaldban nem sik, hanem az egy nyeregfeliilet, azonban a
végeselem peremei mentén az abrazolas soran egyeneseket kapunk.

2 (x2,)2)

3 (x3,13) (1, y1)

)

1
u(x, y) 2 (X2, 12 Ua
1 (xlayl)

4 (X4, y4) 3 ( ) 4 (x4a y4)
X3, V3

2.7. dbra. Linedris négyszogelem; az x iranyu elmozdulds kozelitésének szemléltetése

Az a feltétel, amely eldirja hogy a végeselem négy csomodpontjaban az x iranyl csomoponti
elmozdulasokat kapjuk vissza, a kdvetkezo egyenletrendszerhez vezet:

u =u(x, y)=a,+a,-x,+a,-y,+a, x -y

Uy =u(Xy, ¥,) =, +a, X, + a3y, +a,° X, y,

(2.41)
Uy =u(X;, ) =a,+a, X, +a, -y, +a,-x,-y,
u, =u(x, y,)=a,+a, x,+a; -y, +a,-x,y,,
ahol az x,, y, mennyiségek a végeselem i csomopontjanak koordinatai (2.7. abra).
A 2.41. egyenletrendszer matrixos formaban a kovetkezOképpen irhat6 fel:
U, L x » x-y a,
o R S 2.42)
U, L xy oy x| |4
Uy, Lox, vy x4
vagy, tomoren:
{u}, =[®@], -{a},, (2.43)

ahol [®@], a csomodpontok koordinatai altal adott konstansok matrixa (az ,,e” indexek azt mutatjak,

hogy e mennyiségek egy bizonyos végeselemre vonatkozd elemi mennyiségek). Innen a keresett
ismeretlen egyiitthatokat az

la}, =[®]," - {u}, (2.44)
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kifejezés adja, ahol az elobbi konstansokbol 4ll6 matrix inverze és az egyelore ismeretlen
csomoponti elmozdulasok x tengelyre esd vetiiletének vektora szerepel.

A végeselem barmely pontjanak x tengely irdnyl elmozdulasat a 2.40. egyenlet adja, amelyet
a fenti jelolésekkel tomdren az

u(x,y)z[l Xy x‘y]'{a}g (2.45)

formaban is felirhatunk. Itt az egyetlen sorbol all6 matrix a 2.40. interpolaciés polinom
bazisfliggvényeit tartalmazza, az a, egyiitthatok pedig az altalanositott koordinatak lennének. Az

egyiitthatok vektorara kapott 2.44. egyenlettel ez

u(e, y)=[1 x y xy][@ {u}, (2.46)
lesz, mely kifejezésben a két matrix szorzata az interpoléacios fliggvények matrixat adja:
[N »L=[1 x y xy][@] (2:47)
(konnyen belathatjuk, hogy most ennek is csak egyetlen sora van), amellyel
u(x, y) =[N(x, y)], {uj,. (2.48)
Hasonl6 6sszefiiggést kapunk az elmozdulas y tengely iranyu v(x, y) komponensére is:
v(x, ) =[N(x, )], - {vi, . (2.49)

E két utdbbi relacioval a csomoponti elmozduldsok segitségével a végeselem tartomanyan
barmely (x, y) koordinataji pont elmozdulasat meg tudjuk hatarozni. E két egyenletet egyetlen
kifejezésbe tomorithetjiik:

ue )| [INGewL 100 ][]
{ }e—{d}e—{ o [N(x’y)]j {{v}e}—[me ®).. (2.50)

tehat
{d}, =[N],-{8},, (2.51)

ahol [N], az interpolacios fliiggvények matrixanak egy jabb formaja.
A fajlagos alakvaltozast a rugalmassagtanbol ismert Gsszefiiggések (a geometriai aspektus
2.2. egyenletei) felhasznalasaval kapjuk, a végeselem tartomanyan az

{e}, =[0]-{d]. (2.52)

lesz, ahol [0] egy derivalasi operatorokat tartalmazé matrix, amelyet a 2.1. fejezetben bemutatott
esettdl eltérden a sik deformacios allapot tanulméanyozéasakor csak két dimenzidban kell felirnunk
(csak az x ¢és y koordinatdkra vonatkozé tagjait tartjuk meg). Itt megjegyezhetd, hogy a
kétdimenzios végeselemekkel modellezett sik fesziiltségi allapot térbeli deformacios allapottal jar (a
végeselem sikjara merdleges alakvaltozas is megjelenik).

A geometriai aspektus egyenletrendszerébe az elmozdulasokat behelyettesitvén egy olyan
Osszefiliggéshez jutunk, mely a végeselem barmely pontjaban a fajlagos alakvaltozast a csomoponti
elmozdulasok fiiggvényeként irja le:

{e}, =[0]-[V],-{8}, =[B].-{8}.. (2.53)
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ahol [B], az interpolacios fiiggvények derivaltjainak matrixa. Az interpolacids fiiggvények 2.47.

e

kifejezését tekintetbe véve kijelenthetjiik, hogy az [ N], matrix egy tagjanak altalanos formaja

N,

. =c '+ x+eyy+ey xey, (2.54)

ahol a ¢ egylitthatok a csomdponti koordinatakkal felirt [@], matrix inverzébol szarmaznak, illetve

e

zérok. Sik deformacios allapot esetében a [B], matrix formaja a kdvetkezd lesz:

o/ox 0
[B],=[0][N].=| 0 @a/dy|[N],=
0/0y 0/0x
(' +cy ) (P +c?y) 0 0 (2.33)
= 0 0 e (@@ HCEx) (X))
'+ x) (@ +e? x) s (@G y) (e y)

mely tehat a 2.54. tagok kiilonb6z6 parcialis derivaltjait tartalmazza.
A fesziiltségek és a fajlagos alakvaltozasok kozott a fizikai aspektus egyenletrendszere
(Hooke altalanositott térvénye) teremt kapcsolatot:

{o}, =[E]. -{€}., (2.56)

ahol az [E], rugalmassagi matrix az adott végeselemet kit61té anyag rugalmassagtani jellemzdinek

matrixa (e kitételbdl kovetkezik az az észrevétel, hogy inhomogén testek modellezése esetén a
végeselemekre vald osztast ugy kell elvégezni, hogy egy végeselemen beliil az anyagparaméterek
valtozasa ne legyen jelent6s). A rugalmassagi matrix formaja sikfeladatok esetében a feladat
jellegétol fiigg.

A fajlagos deformacié vektoranak kifejezésével az elemi fesziiltségeket is a csomodponti
elmozdulasok fiiggvényében kapjuk:

{o}, =[E], &}, =[E],[B], -{8}.. (2.57)

A fentiek felhasznalasaval (2.35, 2.51, 2.53. és 2.57. egyenletek) egy végeselemre a rugalmas
alakvaltozasbol szarmazd potencidlis energiat a csomoponti elmozdulasok vektoranak
fliggvényeként irhatjuk fel:

e

E, =§ o). ( (181 -[E). 1B, dV}{&}e +{8)] - [[BY, {0}, dV -
~8) - [INT (3. dV {837 - [INT] - {p}, dS - (2.58)
{80 [INT. (g, dI = 248} - (.

ahol az elsé integral a végeselem merevségi matrixa:

[k, =I[B]T-[E] [B].dV, (2.59)

a tovabbi tagok pedig a végeselemre hat6 terhelés vektorat jelentik:
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r =~ [BL -{oy}. dV+j S dV+j L{p).ds+

(2.60)
j g A A

A szerkezet potencialis energiaja a végeselemek potencialis energidinak Osszege, amit
szimbolikusan

e

E%{S}T(Z[k]e]'{a}—{a}?(z{r}gj (2.61)

formaban irhatunk fel. A X jel nyilvanvaléan a strukturdlis merevségi matrixnak az elemi
merevségi matrixokbol és a strukturdlis terhelés vektoranak az elemi terhelésvektorokbol vald
Osszeallitasat szimbolizalja:

[K1=)[k], ¢ {Ry=){r},. (2.62)

Az Osszeallitas menetét az 1. fejezet ismertette, eredményeként az elobbi jeloléseket
felhasznalva egy

— 18" (K118} 8" (R} (2.63)

skalaris kifejezéshez jutunk, ahol {8} az ismeretlen csomodponti elmozdulasok strukturalis vektora.

A potencialis energia minimumanak 2.34. feltétele az elébbi egyenlet csomoponti
elmozdulasok szerinti derivalasaval a

K]-{3}; = {R} (2.64)

egyenletrendszerhez vezet, amelyet az elmozdulasokra vonatkozo peremfeltételek bevezetése utan
(az {R} vektor a kiils6 er6ket mar tartalmazza) megoldva az elmozduldsok {8} vektorat kapjuk.

Az elmozdulasok felhasznalasaval, a 2.53. egyenletekkel a végeselemek tartomanyan
meghatarozhatjuk a deforméacios allapotot, majd a 2.56. egyenletekkel a fesziiltségi allapotot is. E
mennyiségek a ,,masodlagos” ismeretlenek.

2.5. A helyi és az altalanos koordinatarendszer kozotti kapcsolat

A végeselemes analizis gyakorlatdban a fajlagos alakvaltozasok, a fesziiltségek ¢és a
rugalmassagi matrix leirdsakor felvetddhet az egyik rendszerrdl a masikra valo attérés igénye vagy
sziikségessége. Példaul ortotrop anyagok esetében megtorténhet, hogy az ortotropia féiranyai nem
parhuzamosak a globalis koordinatarendszer tengelyeinek irdnydval. Az ortotrop anyagok
rugalmassagtani jellemzdit a féiranyok szerint szokds megadni, az elemi merevségi matrix 2.59.
képletében szerepld [E], rugalmassagi matrix tagjait pedig a globalis vonatkoztatasi rendszerben

vettiik fel. Egy masik példa a gorbiilt feliilletek modellezésének esete, amikor a kiszamitott
fesziiltségeket és fajlagos alakvaltozasokat a globalis vonatkoztatasi rendszer tengelyeinek
iranyaban kapjuk meg, pedig a mérndki gyakorlatban a feliilethez érintéleges €s arra merdleges
iranyt mennyiségeket hasznaljuk. Mindkét példaban sziikségessé valik a két koordinatarendszer
kozotti transzformacio.

Az emlitett mennyiségek kozotti Osszefiiggés a fizikai aspektus 2.9. egyenletrendszere. Ha
egy vonatkoztatasi rendszerrdl at akarunk térni egy masikra, akkor ezt az attérést a kovetkezo
transzformaciokkal irjuk le:
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(o} =[E]- (g}
(0"} =[T,]-{o} ]

' Y, [E'=[T,)-[E)[T.]" 2.65
{8,}_[21_{8} (o'} (T.]"{e"}. [E=[T,)-[E](T,] (2.65)
(o'} =[E" e}

A két koordinatarendszer kozotti atalakitast elvégzo transzformacids matrixokat most nem az
1. fejezetben felirt forma adja, hiszen azt egy vektorra allapitottuk meg.

A [T,] matrix kiszamitasanak céljabol irjuk fel az x'y'z"' koordinatarendszerben az u', v' és
w' elmozdulést, az xyz rendszerben mért u, v és w elmozdulasok felhasznalasaval:

u'=I[lu+m_-v+n_-w,
vi=lutm, -v+n, -w, (2.66)

=l -u+m_ -v+n_-w,

ahol az Z m és n szorzc')k az x', az y' illetve a z' tengelyek irénytényezéi (irénykoszinuszai)

crer

, ou' ou ov ow
==/ — —+n

€ = +m
* T ax' tox' * ox' b ox"

(2.67)
,_ov' 8u ou ov ow ou ov ow
Yo ' = — =l —+m,-—+n, - +1 - +m, - +n, - ,
" ox! ay Y ox' U ox' 7 ox' o0y' 0y' 0y’
A derivalas lancszabalyaval
Ou _OJu Ox 6_u6_y %'82
ox' ox ox' 6y dx' 0z ox"
Ou _Ou Ox 0Ou Oy Ou Oz
dy' oéx 8y' 0y dy' 9z oy (2.68)

Ow _0Ow Jdx  Ow 6y ow 0z

8z' ox 0z oy 0z' 82 9z
Felhasznalvan, hogy
ox/ox'=l, O0y/Ox'=m, 0z/0Ox'=n_,
ox/oy'=l, O0yldy'=m, 0z/0y'=n, (2.69)
0x/0z'=l, O0yl0oz'=m_, 0z/0z'=n_,

az elébbi 0sszefiiggések tovabb alakithatok:
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ou ou ou ou
— =l —+m —+n, —,
ox' ox =~ 0y 0z
ou ou ou ou
=l —+m, - ,

_v Y Y _+n)"—
oy ox oy oz (2.70)

ow ow ow ow
—=1 m, -——+n, -—.
oz' ox oy Oz
E parcidlis derivaltakat a 2.67. egyenletekbe behelyettesitve, felhasznalvan a fajlagos

crcr

alakvaltozasokat kapjuk, amelyek képleteit a kovetkezd matrixos formaban foglalhatjuk egybe:

' 2 2 2

Sx Ix mx nX IX 'mx mX .nx nX 'Zx Sx
' 2 2 2

€, L m, n; L,-m, m,n, n, -l €,
' 2 2 2

82 — IZ mZ nZ IZ 'mZ mZ .nZ nZ 'ZZ . 82
'

Y 201, 22m.om, 2-n.on, L -m+l -m. mon+m -n_ n-l+n-L ||V,
'

. 201 2m;-m. 2-nom, Loom AL -m, o moon+moon, onL+n | Y,
'

- | 2-L-1, 2-m-m, 2-n.on, Lom +l-m, mon+m-n,. n -l +n-lL | Y.,

(2.71)

Ez utobbi Osszefiiggésben a keresett [7,] matrixot ismerhetjiik fel.

€

A [T,] matrix kiszamitdsdhoz tekintsiik a fesziiltségek térfogatra fajlagositott virtualis

(e}

munk3ajat. Mivel e munka fiiggetlen a koordinatarendszertdl, amelyben kiszamoljuk,

{8e}' {o}=1{8e"}" -{c"}. (2.72)
Ennek az egyenldségnek a jobb oldali tagjat a 2.71. transzformacioval tovabb alakithatjuk:
(8¢} -{o} = {8} [T,]" - 1o}, (2.73)
ahonnan tehat
{o}=[T]" {c"}, vagy {c"} =[T,]" -{c}. (2.74)

Ezt az Osszefiiggést a 2.65. transzformaciokkal (a masodik egyenlettel) egybevetve
észrevehetjiik, hogy

[T,1=[T,]". (2.75)

€

Amennyiben e matrixok az elsé fejezetben targyalt [T] matrix tulajdonsagaival
rendelkeznének, rogton kovetkezne a kétfajta ([7,] és [7,]) matrix egyenldsége. Ez azonban nincs
igy, a 2.71. transzformacié matrixabdl pedig, a 2.75. atalakitassal
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I m’ n’ 2-1 -m, 2-m_-n, 2-n -1
lf, mf nf, 2:0,-m, 2:m,-n, 2-n,-1,
I’ 2 z 20 - 2-m, - 2-n_ -1
[TG] — z mZ nZ z mZ mZ nZ nZ z (2‘76)

mom, nn, L-m+l-m m -n+m n_ n-l +n I

X

L1,
Ll m,m, n-n 1 -m+lL-m m -n+m-n n-L+n-I|
| L1,

m_m, n_-n_ I -m+I[-m m -n+m-n n-l+n -l

(a bal als6é negyed 2-es szorzoja felkeriil a jobb felsd negyedbe). E matrix transzponaltja [7.]

inverze, [7,] transzponaltja pedig [T ] inverzével azonos.
E két matrixszal tehat a fesziiltségek, a fajlagos deformaciok ¢és a rugalmassagi matrix a
globalis és a lokalis rendszerek kdzott egyszeriien atszamithatok.
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3. A REZIDUALIS MODSZER
3.1. A variacios eljaras korlatai

Az elobbi fejezetben bemutatottak alapjan a végeselem-modszert, mint szdmitasi eljarast,
altalanosithatjuk: altalanossagként elmondhatjuk, hogy az tulajdonképpen egy Q tartomanyon felirt

A(@)=0 (3.1)
differencialegyenlet megoldasa bizonyos, a tartomany I peremén eldirt
B(p)=0 (3.2)

feltételek mellett (3.1. abra). A fenti két szimbolikus egyenlet egyenletrendszereket is jelenthet, ¢
vektorialis is lehet.

B(g)=0

3.1. dabra. A tanulmanyozott feladat

A variacios eljaras a 3.1. és 3.2. egyenletekkel leirt feladat megoldasa helyett egy masik,
szimbolikusan

SE=0 (3.3)

formaban leirt feladat megoldasaval keresi a 3.1. differencidlegyenletet és a 3.2. peremfeltételeket
kielégité ¢ fiiggvényt. A 3.3. képlettel megadott variacios eljaras a tanulmanyozott feladathoz egy
skalaris £ funkcionalt rendel, amely a peremfeltételek hatasat is magaba foglalja és amelynek
sz€lsoértéke (stacionaritasa) jelenti a keresett megoldast. A variacids eljaras alkalmazasanak
feltétele e skalaris funkcional léte.

A funkcionalnak konkrét fizikai jelentése van, amely a tanulmanyozott rendszer egyensulyi
allapotahoz szorosan kotédik. Kijelolése tehat nem matematikai, hanem fizikai feladat: ha két
kiilonb6zo jelenséget formailag azonos differencialegyenlet ir le, az nem jelenti azt, hogy mindkét
feladathoz ugyanazt a funkcionalt lehetne tarsitani. [lyen funkcional azonban nem minden esetben
irhat6 fel. Ezen okok miatt a varidciés moddszer nem daltalanosithatd és nem is alkalmazhato
barmilyen feladat megoldasanak esetében.

3.2. A sulyozott reziduumok modszere

A tarsithat6 funkciondl hidnyaban a kozelitd megoldast az adott differencidlegyenlet egzakt,
,»valodi” ¢ megoldasa és a javasolt kozelit6 ¢ megoldas kozotti kiilonbség — a reziduum —

minimumanak feltétele adja. Ez az eljaras a reziduadlis megfogalmazas nevet viseli.
A reziduum tehat a feltételezett és a pontos megoldas kiilonbsége, szimbolikusan jeldlvén

Ry (@) = A(9) — A(0) = A(9) (34)
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(mivel az egzakt megoldasra a 3.1. egyenletrendszer szerint A(¢p)=0), a feladat pedig annak a
fliggvénynek a kiszamitasa, amelyre teljesiil az

Ry(@)=0 (3.5)

feltétel.
A ¢ kozelitd fliggvényeket a varidcios modszer leirdsanal felsorolt okok miatt a 2.36.

Osszefiiggéssel megegyez6 modon bazisfliiggvények segitségével irjuk fel. Ekkor a reziduum az g,

altalanositott koordinataktol és az Q tartomanyt leirdé geometriai koordinataktol fog fliiggeni, mely
kapcsolatot szimbolikusan az

R,(a,x)=0 (3.6)

képlettel jelolhetjiik.
A 3.2. peremfeltételeket hasonld moédon vezethetjilk be, ekkor a kozelitd fiiggvénnyel
szamitott B(¢p) reziduumokra is egy

R.(a,x)=0 3.7)

formaju feltételt irunk elo.

A feladat megoldasa az utobbi két egyenlet vagy egyenletrendszer megoldasa. A kozelitd
fliggvény kiszamitasara tobb eljarast is kifejlesztettek, az alabbi felsorolas a legfontosabbakat
ismerteti.

3.2.1. A kollokaciods eljaras

Lényege az, hogy az x koordinatak kiilonb6zo értékeire, tehat a tanulmanyozott tartomany »
kiilonb6zé pontjaban a reziduumokat zéroval tessziikk egyenldvé, mely feltételek a kovetkezo
egyenletrendszerhez vezetnek:

{Rg(a, x,)=0, aholi=1L2,..,],

g (3.8)
R.(a,x,)=0, aholi=j+1,j+2,..,n
Az egyértelmlii megoldhatésag érdekében a felvett pontok n szamat ugy kell
megvalasztanunk, hogy a 3.8. egyenletrendszer egyenleteinek szama a kozelité fliggvény

altalanositott g, koordinatdinak szdmaval legyen azonos.

A kozelitd fliggvények a teljes Q tartomany felett értelmezettek. Ennél az eljarasnal
ugyanazokkal a problémakkal taldlkozunk, mint a variacidos megfogalmazasanal emlitett Rayleigh-
Ritz médszer esetében: a megallapitott kozelitd fliggvény a kijelolt pontokban ugyan az egzakt
megoldast adja, de kozottiik attol jelentdés mértékben eltérhet.

3.2.2. Szubdomének alkalmazésa

Ebben az eljarasban a tanulméanyozott €2 tartomanyt és annak I" peremét résztartomanyokra,
szubdoménekre osztjuk fel. Mindegyik résztartomany felett a reziduum integraljat zéroval tessziik
egyenléve, amely a kovetkezd egyenletrendszerhez vezet:

jRQ(a, x)dQ =0,

! (3.9)
[Re(a,x)dT=0, i=12,..n
Yi

Ezt a modszert még szubdomén-kollokacionak is mondjak, mig az elébbi a pont-kollokdcio
nevet is viseli.

53



A kozelitd fliggvények most is a teljes €2 tartomany felett folytonosak, az g, paraméterek

szama pedig szintén a felirhatd egyenletek szamaval kell azonos legyen. Mivel a valodi és a
kozelitd fiiggvény egyeztetése nem néhany kijelolt pontban, hanem a résztartomanyok felett
torténik, a kapott megoldasfiiggvény-készlet varhatoan az elébbi eljarasnal jobb kozelitést fog adni.

3.2.3. Legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek moddszere a matematikai statisztika és a valdszinliség-szamitas egyik
eljarasa, amellyel egy kozelitd fiiggvényosztalynak egy adott szamsort legjobban megkozelitd
elemét hatarozzuk meg. A kozelités mértéke az eltérések négyzetének Osszege, esetiinkben a
kovetkezo integral értéke:

1:jRg(a,x)de-jRg(a,x)dr, (3.10)
Q r

ahol az o szam egy, a peremfeltételek relativ sulyat kifejezo tetszéleges egyiitthatd (a nagyobb o a
peremfeltételek kiemeltebb fontossagat veszi figyelembe). A legkisebb négyzetek modszerében a
megoldast a fenti 0sszeg minimuma adja. A mi esetiinkben az [/ integralok az altaldnositott
koordinatak fiiggvényei, tehat e minimumfeltétellel a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:

o,
da, (3.11)
i=12,..,n.

A kozelit6 fliggvények most is a teljes Q tartomanyon értelmezettek, pontossaguk altalaban
valamivel jobb az eldbbi modszerrel megallapitott megoldasnal.

3.2.4. A Galerkin-modszer
A Galerkin-eljaras alkalmazasa soran a kozelité megoldast a reziduumok sulyozott atlaganak
eloirasaval kapjuk:

@) = [ w,- Ro(a, x) dQ =0, (3.12)

ahol a w, mennyiségek a sllyozo egyiitthatokat add fliggvények (sulyfiiggvények vagy
tesztfiiggvények). A 3.12. egyenlet integralja a W, sulyozott reziduumokat adja. Ez esetben is annyi

egyenletiink kell legyen, amennyi ismeretleniink van.

Ha alaposabban megnézziik az elébbi harom eljarast, akkor azt tapasztaljuk, hogy azok is a
stilyozott reziduumok modszerének valamilyen formai. Igy a pont-kollokécids eljarasnal a
sulyfiiggvények Dirac delta-fliggvényével azonosak, szimbolikusan:

o, ha x =x,

w,.=8(x—xl.)={ (3.13)

0,ha x # x,

(mivel j f(x)-8(x—x,)dx = f(x,) barmely f(x) fliggvényre), a szubdomén-kollokacios eljarasnal

@) Lhaxeo, (3.13)
wi(x) = .
' 0,ha x ¢ o,

a legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasanal pedig a sulyfiiggvényeket a kozelitod fiiggvény

derivaltjai adjak:
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W) === (3.15)

A Galerkin-eljarasban (melyet néha Bubnov-Galerkin-méddszernek is neveznek) a
sulyfiiggvényeket a kozelito fliggvény
w=38¢ (3.16)

.....

A sulyfiiggvény ilyen megvalasztisa matematikai megfontolasokon nyugszik, melyeknek
alapja a sulyfiiggvény ¢€s a reziduum 3.12. formaban eldirt ortogonalitasa (ekkor a 3.12. feltétel csak
akkor teljesiilhet, ha a reziduum értéke valik zérova).

3.3. A sulyozott reziduumok modszerének végeselemes formaja

E modszer alkalmazéasakor a teljes Q tartomanyt o, résztartomanyokra, végeselemekre
bontjuk. Ekkor a stlyozott reziduumot ad6 3.12. integralt e résztartomanyokon szamitjuk ki és a W,
mennyiségeket kapjuk. E W, maradékok skaldris mennyiségek, amelyeket 0sszegezvén a teljes (2
tartomanyon értelmezett W reziduumhoz, a

W:ZWL):ZJSQRQ(@L) dQ =0 (3.17)

megfogalmazasban, interpolacios fiiggvényekkel irjuk fel:
¢=[N]-{a} = 3¢ =[N]-{da}, (3.18)

¢és bizonyos folytonossagi feltételeket is eldirunk. E megkozelitéssel:

W= 8al, [[NT {Rq (0, )}, dQ = (541> [INT] - {Ro (e, 1)}, A= {0},  (3.19)

ahol a {0a}, és a {84} vektorok tagjai zérotol kiilonbozd szamok (a csomoponti fiiggvényértékek

variacigjarol van szd). Az Osszegzés természetesen a szerkezeti mennyiségeknek az elemi
mennyiségekbol torténd Osszeallitasat szimbolizalja. Mivel a {64} vektor tagjai zérotol kiillonbozo
szamok egyediil az

> [INI - {Ry (0, )}, dQ = {0} (3.20)

értéke lehet zéro. E mennyiségek (az interpolacios fiiggvényekkel sulyozott reziduumok)
integralasaval és a résztartomanyok feletti 6sszegzéssel egy, a peremfeltételeket is figyelembe vevo
egyenletrendszert kapunk, amelynek megoldasat a keresett kozelité fliggvény csomodponti értékei
alkotjak.

A megoldas menete hasonlit a variaciés modszeréhez: a differencidlegyenlet megoldasa
helyett egy mennyiség minimumat irjuk eld6. Mig e mennyiséget a variacidos modszerben (a tarsitott
funkcionalt) valamilyen fizikai megfontolds alapjan vezettiik be, addig a rezidudlis modszerben
mindezt pusztan a matematika eszkozeivel tettik meg. Emiatt az rezidualis megfogalmazas a
variaciostol eltéréen altalanos, tehat konkrét fizikai jelentés nélkiili differencidlegyenletek
megoldasara is alkalmazni lehet. Lassuk mindezt a két dimenzidos Q tartomanyon felirt elliptikus
Poisson-egyenletre:
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u
+—--4cC :0’ 321
axz ayz Vv ( )
amelyhez az
u|r ag, I'iel
oul . T,er (3.22)
on N
(%Hx-uj =cg, I';el
on

I

peremfeltételek tartoznak (I'=T", UI', UI'; az Q tartomany pereme).
A gradienst ad6 0/0n operator vetiileteinek segitségével irhato fel, két dimenzid esetén:

0 0 0
—=n-_—+n,— (3.23)
on Ox oy’
ahol n_ €és n, az n normalis vetiiletei, a peremre merdleges irany irdnytényezoi.

A felirt Poisson-egyenletre a reziduumok sulyozott atlagat a kdvetkezo kifejezés adja:

*u 82u
W= jw(x y)- ( Fro T dQ, (3.24)
mely zér6 kell legyen, a legalabb kétszer differencialhato u fliggvény pedig ki kell elégitse a
megadott peremfeltételeket is. A 3.1. tablazatban foglalt integralasi szabalyok alapjan a fenti
egyenlet tovabb alakithato:

j Ou ow  Ou 0w _ dQ+36w 2, (3.25)
ox ox 8y ay on

ahonnan kovetkezik, hogy a w(x, y) stlyfiiggvény legalabb egyszer derivalhato kell legyen az Q2
tartomanyon.

A peremfeltételeknek a derivaltakra vonatkozd részét (a nem-esszencialis feltételeket) a
masodik integralba vezetjiik be. A Cauchy-feltétel kifejezésébol

%zcs—a‘u, (3.26)
on
tehat e feltételek behelyettesitésével
W= Ou Ow, Ou Ow_. dQ+gf>wb dr+§w-(cg—ot-u)dr . (3.27)
o\0x Ox 0Oy Oy r,

A fenti Osszefiiggésben a perem I', részén szamitott feliileti integral nem szerepel, a perem e

részén az esszencialis, u értékére vonatkozo feltételek érvényesek. Ezt az egyszerUsitést a w
sulyfiiggvények megfelel6 megvalasztasaval érjiik el: w értéke I', -en zEérod kell legyen.

56



Az Q) tartomany

A parcialis integralas 6sszefiiggései

1. egydimenzios (L)

i L X
— - —
X1 X2
V=S=L

u=u(x), w=w(x)

dL =dx

[ Auy j@%dx( dusz

L

J‘ dud)C

m 'f— udx+(w- u)|

dx’ dx dx dx

X

2. kétdimenzios (S)

u=u(x,y), w=wx,y)
dS =dx-dy

nx=n~i,ny:n'j
dx=n,-dL,dy=n_-dL

w-%dxd z—ju —dxdy+<f)w udy
J- B J-ﬁu awdxdy Sf)w—dy
N

ou 0
_!.w. xay = J. u dedy Cf)w —ydy

u=u(x,y,z),w=w(x,y,z)
dV =dx-dy-dz
no=n-i,n,=n-j,n =n-k

dx-dy=mn_-dS,dy-dz=n_-dS,

dz-dx =n, -dS

0 0 0 0
—=n—+n,-—+n -—
on ox ' 0y 0z

—Iu —dxdydz+<J5w udydz

—ja“ g:dxd dz+<f>w a—dydz
V
. ‘12 - ja” awdxdydz+<ﬁw —dydz

3.1. tablazat (a). A parcidlis integralds szabalyai

57




Szorzat derivalasa:
o(u-w) ou ow
— = w-—+4u-
ox ox 8x
melynek integralja:
IMdV:Iw-a—udV+ju-a—de.
v 00X , Ox ox
Innen

jw—dV—j Wiy ja(” ") 4y .

X ox

A Gauss-Ostrogradsky (Osztrogradszkij) képlet:

I@f of, af
ox ay

JdV gS Soi+f 1 )(X'i+ny‘j+nz~k)dS,

ahol f., f, és f. egy F vektor vetiiletei, S a V' tartoméany pereme, n ., n, € n, pedig az §
felillet » normalisainak komponensei. A baloldali integral alatti kifejezés divF =V F —az F
vektor divergencidja, a jobb oldali integral pedig F fluxusaa V' tartomany S feliiletén keresztiil.

Ha f =u-w, f, = f. =0, akkor a fentiek alapjan

Iw —dV——Iu-Z—WdV+<£u-W-nde.

X

3.1. tablazat (b). A parcidlis integralds szabalyainak megdllapitasahoz sziikséges képlet levezetése

.....

Az Q tartomanyt elemi résztartomanyokra, végeselemekre osztjuk, tehat:

W=>W,=

x| _fou 8Gu) du 9(Bu) .
_Z{ i(@x - +8y 2y Su cVJdQ+ (3.29)

+<J58wbs dl“+<.|.>8u‘(cs—(x'u)dl“}=0,
T2e V3e

ahol m, egy végeselem tartomanya, a y, mennyiségek pedig a végeselem peremének azon részei,

ahol az adott feltételek érvényesek.
Matrixos megfogalmazassal, a

58




Ou 5(8_”j
E 0x
(oul = - (3.30)
u

jelolések bevezetésével:

w==y| [((8@u)! -{ou}, —du,-c,)dQ+
L (3.31)
+Sf)6ug~bs dF+§!56ug~(cS —oc'ue)dl“}.

interpolacios fiiggvényekkel és a csomoponti u, értékekkel irjuk fel:

N], {n} Su, =[N],-{du,j,,

touy. =1 aax u, =[01-[N1, -{u,}, =[B], -{u,},. (332)
oy
0(du,)
ox
{6(0u)}, ={0(du)}, = o) =[0]-[N],-{du,}, =[B]-{du,},.
dy

Egy végeselemre az elobbi jelolések bevezetésével a reziduum sulyozott atlaga a kovetkezd
lesz:

W, =~ I{au [BI (B, -{u,}, &2+ [[N],-c, -{3m,}, 42+

(3.33)
+95 (8w}, by dr+g[> 1, {8m,}, - (cg—o-[N],-{u,},)dr,

amely a variacidos megfogalmazasban bevezetett jelolésekkel a

VI/e = {Sun}z '([k]e .{un}e _{f}e) (334)
utols6 harom integral ala az ott szerepld mennyiségek transzponaltjat kell beirni). Innen a
végeselemek feletti 6sszegzéssel, mivel W =0 és {oU} # {0}, ismét az ismert

K]-{U,} = {F} (3.35)

Osszefliggéshez jutunk. A tovabbi 1épések, a Dirichlet-féle peremfeltételek bevezetését is beleértve,
azonosak a variacios modszerben alkalmazottakkal.
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3.4. A sulyozott reziduumok modszerének rugalmassagtani alkalmazasa

A megoldando differencialegyenlet-rendszer a 2.29. relacid, amelyet a kovetkezé formara
hozhatunk:

[01" -[E1-[0]-{d} +{f} = {0}. (3.36)
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa a vektoridlis d(x, y,z) elmozdulas-fiiggvény
skalaris vetiileteinek meghatarozasabdl all. A pontos megoldast kiszamitani nem tudjuk, éppen ezért
azt egy d(x, y, z) fiiggvénnyel kozelitjiik (tulajdonképpen harom skalaris mennyiséget kozelitiink,
az u, v és w vetiileteket). A reziduum, a kozelito fliiggvény altal bevitt eltérés a kovetkezo lesz:

{R,}=[0]"-[E]-[0]-4d}—{f}. (3.37)

A rezidualis mddszer Galerkin-féle valtozataban a reziduum stlyozott atlagat ado teljes V'
tartomany feletti integralt ¥, elemi tartomanyokra lebontva a

W=3W, =3 [(8d}!-{R,(d)}, dV =0 (3.38)

------

interpolacios fliggvényekkel adja meg, a mar ismert eljarassal:

{J}e = [N]e ' {8}37 {Sz}e = [N]e ' {88}6 > (339)
(ahol {8}, a csomoponti elmozduldsok vektora), egy elemi tartoméanyon a reziduumok sulyozott
atlaga pedig
W, =188}, 'J[N]Z AR, ([N],-{8},)} dV (3.40)
v,
lesz.

Az R, reziduum kifejezése a 3.37 képlet, amely formailag a tanulmanyozott feladatot leird
differencialegyenlettel azonos. Ezt behelyettesitvén, a parcialis integralas elvégzése utan az [/V]

e

interpolacids fiiggvények [B], derivaltjaival egy

W, =58}, -| [[BI!-[E],-[B], dV {8}, — [[NT. -{f}, AV —INT -{p}. dS |  (3.41)

Ve Ve

formaju egyenletet kapunk. A feliileti integral a feliileti erékre vonatkozé Neumann-feltételeket
foglalja magaba. Ezt az egyenletet, akarcsak a varidciés megfogalmazasban, a

W, =58}, -([k], {8}, —{r}.) (3.42)
alakra hozzuk. Innen az ismert
[K]-{D}={F} (3.43)

Osszefiliggéshez jutunk. A tovabbi lépések azonosak a varidcios modszerben alkalmazottakkal: a
szerkezeti matrixok és vektorok Osszeallitasa egy linearis egyenletrendszerhez vezet, amelynek a
Dirichlet-feltételek (az eldirt csomdponti elmozdulasok) bevezetése utdni megoldasa a csomoponti
elmozdulasokat adja.
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4. EGYSZERU VEGESELEMEK
4.1. Bevezeto

Az elébbi harom fejezetben leirtak alapjan mar meg lehetne alkotni egy miikodoképes
végeselemes programot. Ha azonban elmélyediink a program irasa és futtatdsa kozben felmeriild
problémak tanulmanyozéasdban, akkor a kovetkezd f0 ,szépséghibakkal” taldljuk szemben
magunkat.

El6szor is észrevehetjiik, hogy a végeselemeken értelmezett interpolacios fiiggvények [V],

matrixai és annak [B], derivaltjai végeselemenként kiillonbdznek egymastol, mivel azokat a

e

csomoponti koordinatakkal felépitett [®@], matrixok inverzének segitségével adtuk meg. Emiatt az

elemeken értelmezett merevségi matrixokat és a terhelésvektorokat kiilon-kiilon, végeselemenként
kell kiszamitani, s ezaltal az elvégzendd miiveletek szdma és a szamitasok elvégzéséhez sziikséges
id6 jelentésen megndvekszik. Ez a novekedés azért jelentds, mert a pontosabb szamitasnal a
végeselemek szdma igen nagy lehet (akar millids nagysagrendi).

Az emlitett merevségi matrixok ¢és terhelésvektorok tagjaink kiszamitasanal egy-egy
integralast kell elvégezni. A numerikus integralds kdzismert algoritmusai, példaul a Simpson-képlet
alkalmazéasa, megintcsak nagyszdmu lépésbdl allanak, mialtal a szamitdsok ideje még tovabb
novekedik.

A rezidualis modszer alkalmazasanal olyan kozelito fiiggvényeket kell hasznalnunk, amelyek
értéke a peremnek a Dirichlet-feltételeket érinté részén nulla kell legyen. E fliggvények
megvalasztasa koriilményes lehet.
korlataiba titkdzhetiink.

Végiil, a linearis egyenletrendszer megoldasanal azt fogjuk tapasztalni, hogy a Gauss-Jordan
algoritmus az egyenletek szdmanak elszaporodasakor az egymast kovetd, sorozatos kerekitési hibak
miatt hasznalhatatlanna valik.

A végeselem-modszer fejlesztdi rajottek, hogy az elvégzendd miiveletek szama jelentGsen
csOkkenthet, ha az elemi merevségi matrix és a terhelésvektor kiszdmitasanal nem a globalis
vonatkoztatasi  rendszert  hasznaljak, hanem a  végeselemekhez  rendelt lokalis
koordinatarendszereket. A két koordinatarendszer kozott ugyan bizonyos transzformacios
miveleteket is el kell végezni, azonban e tobbletmunkaval egyiitt is a teljes szamitasi id6 joval
kisebb lesz, mintha az el6z0 fejezetekben bemutatott folyamatokat kovetnénk.

A hasznalt lokdlis koordinatarendszer megvalasztasa ¢és a hasznaland6 interpolacios
figgvények megallapitasa Osszhangban vannak; e témakort a jelen fejezet fogja taglalni. A
megfelelden megvalasztott interpolacios fliggvények jelentds egyszeriisitést hoznak be a numerikus
integralasnal is.

A merevségi matrix tarolasanak problémai a matrix jellemz6 tulajdonsagainak segitségével
oldhatok meg (tudjuk, hogy a matrix szimmetrikus és sok zérus elemet tartalmaz). Errdl a
témakorrol, valamint a numerikus integralasrol és az egyenletrendszer megoldasra hasznalhato
numerikus eljarasokrol a késébbi fejezetekben olvashatunk.

4.2. Vonatkoztatasi rendszerek, végeselem tipusok

A miszaki feladatokat geometridjuktol fiiggden egy 1..3 dimenzidval rendelkezé modell
segitségével irjuk le. Egy pont geometriai helyzetének megadasa valamely alkalmasan
megvalasztott vonatkoztatasi rendszerben, a koordinatak segitségével torténik. A tanulméanyozott
szerkezetet, mint egészet, egy globalisnak vagy altalanosnak nevezett koordinatarendszerben irjuk
le.
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A szerkezet diszkretizalasabol szarmazd végeselemekre vonatkozd  kifejezéseket,
Osszefliggéseket azok lokalis rendszerében adjuk meg, mert ez lehetdvé teszi a valamennyi elemnél
el6forduld miveletek Osszevonasat. A helyi koordindtarendszerben felirt formakrol a teljes
tartomanyra érvényes, a globalis rendszerben megadott kifejezésekre egyszerii koordinata-
transzformacioval lehet attérni. A helyi vonatkoztatasi rendszer hasznalata nem a végeselem-
moddszer 6nalld taldlmanya, viszont igen jellemz6 ra (altalaban a helyi vonatkoztatdsi rendszer
hasznalatat Lagrange modszernek is nevezik, mig az 4altalanos koordinatarendszerét Euler
modszernek).

A legkozismertebb koordinatarendszer a haromdimenzids Descartes-féle egyenesvonala
ortonormalt vonatkoztatasi rendszer: kozos O origobol kiinduld harom tengelye egymasra
merdleges, a bazisat alkotd egységvektorok modulusza egyenl6 (4.1. abra). A P pont helyzetét az
(x,,»,,z,) koordinata-harmas azonositja (az abszcissza, az ordinata és a kota). Két- ¢és

egydimenzids valtozatait ennek xy sikja, illetve x tengelye alkotja, ekkor a P pont helyzetét az
(x,,»,) koordinata-par, illetve az x, koordinata adja meg.

1D

4.1. dabra. A Descartes-féle (orto-)normalt koordindatarendszerek

A globalisként hasznalt koordinatarendszerek tobbnyire egyenesvonaluak és ortonormaltak,
azonban a koordinatatengelyeknek nem kell sziikségszerlien egymasra merdlegeseknek vagy
egyeneseknek lenniiik és a kijelolt egységek sem kell azonosak legyenek (az egységvektorok
moduluszai kiilonbdzhetnek egymastol).

A miiszaki gyakorlatban a Descartes-féle koordinatarendszeren kiviil elterjedten hasznaljak a
térbeli hengeres (cilindrikus) és gombi (szférikus), illetve a sik polaris koordindtarendszereket.
Szilardsagtani alkalmazasuk kiilondsen forgastestek esetében elényds. A végeselem-modszerben a
cilindrikus ¢és polaris koordinatarendszerrel is talalkozhatunk, azonban hasznalatuk a hattérbe
szorult.

A derékszogli ortonormalt Descartes-féle koordinatarendszerben az eltolas (transzlacio)
linearis koordinata-transzformacioval oldhaté meg, de az elforgatés, azaz rotacid mar nemlinearis
transzformaciot jelent. A polaris koordinatarendszerben az eltolas is nemlinedris transzformaciot
jelent; e rendszerben az egyediili linearis transzformaci6é az origd koriili elforgatds lenne. A
végeselem-modszer gyakran fordul a kis elmozdulasok ¢és elfordulasok hipotéziseihez e nemlinearis
jelenségek elkeriilésének érdekében. Amennyiben e hipotézisek nem alljak meg a helyiiket, akkor a
nemlinearis transzformacidkat nem lehet megkeriilni, ez pedig tobbletmiiveleteket jelent. Ez a
helyzet kiilondsen a polaris €s a cilindrikus koordinatak hasznalatanak esetében all fenn.

A végeselemes modellezésben nemcsak a szerkezet leirasahoz sziikséges globalis
koordinatarendszer tipusat kell megvalasztanunk, hanem donteniink kell a végeselemek leirasdhoz
hasznalt lokalis rendszereket illetden is. Alapvetden két lehetdség kozott mérlegelhetiink.

A végeselemes halo felépitésekor a felosztas egyik lehetosége a Descartes-koordinatakhoz
kotédik. A felosztasban a tengelyekhez igazodunk: haromdimenzios esetben hatlapu testeket,
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kétdimenzids esetben négyoldalu feliileteket, mig egydimenzids esetben szakaszokat kapunk.
Osszefoglalo néven az igy keletkezett idomokat hiperkubusoknak nevezik; altalanos esetben
mindharom gorbiilt (4.2. abra).

3D 2D 1D

4.2. abra. Hiperkubusok

A tértartomanyok végeselemekre osztasanak egy masik lehetdsége azon a felismerésen alapul,
hogy az n-dimenzids térben n+1 pont egy elemi tartomanyt, szimplexet hataroz meg, amely a
legegyszeriibb n dimenzids idom. Az n+1 pont nulla ,térfogati” szimplexet eredményez6 elfajuld
helyzetének lehetdségeit természetesen ki kell zarnunk (haromdimenzids esetben példaul a négy
pont nem lehet ugyanabban a sikban).

Valamely n dimenzids tartomanyon tetszélegesen elhelyezkedé k& >n pont halmazahoz ezért
hozzarendelhet6 legalabb egy olyan felosztas, amely legalabb k—n szimplexbdl all. A
végeselemekre vald osztas sordn keletkezett n -dimenzidju szimplexet n+1 darab, n—1 dimenzioji
szimplex hatarolja el a szomszédjaitdl (a szomszédos végeselemektol).

A haromdimenzids szimplex a tetraéder, a kétdimenzids a haromszog, az egydimenzios pedig
megintcsak a szakasz. E szimplexek élei, oldallapjai gorbiiltek is lehetnek (4.3. abra).

SN

2D 1D

4.3. dabra. Szimplexek

A szimplexekre vald felosztast természetesnek mondjak, mivel nem feltételezi egy n-
tengelyli lokalis vonatkoztatasi rendszer eldzetes felvételét (ez a megjegyzeés csak a kiragadott
végeselemekre érvényes, a globalis vonatkoztatasi rendszert igy is fel kell venniink, hiszen a

A hiperkubusok és a szimplexek hasznalata mellett és ellen tobb érvet is fel lehet sorakoztatni.
A legfobb érv altalaban a hal6zas megvalositasa (a végeselemes haldé megrajzolasa) szokott lenni: a
szimplexekre vald felosztas sokkal egyszertibb a hiperkubusok hasznalatanal. Egy szabalytalan
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korvonalu tartomanyt szimplexekkel konnyebb lefedni mint hiperkubusokkal. A haromszog- és a
tetraéderhalok létrehozasanak altalanos algoritmusait mar régen kidolgoztdk (ezek rendszerint a
Delaunay-haromszogelésen alapulnak), viszont a hiperkubusokra vald felosztasrol ugyanez
korantsem mondhaté el. Eppen ezért sok végeselemes program csak szimplexekkel dolgozik,
hiperkubusokkal nem.

A felosztas egyszerliségén tulmenden azonban mas szempontokat is szem el6tt kell tartani.
hiperkubusok haszndlata ilyenkor célszeriibb lenne. A tapasztalat azt mutatja, hogy a hiperkubusok
pontosabb eredményhez vezetnek, mint a szimplexek.

4.2.1. Hiperkubusok

A végeselem lokalis koordinatarendszere a végeselem-modszerben az adott elem
geometriajahoz 1igazodik. Hiperkubusok esetén a végeselem helyi koordinatarendszere is
tulajdonképpen egy Descartes-féle vonatkoztatdsi rendszer marad, amelynek tengelyeit a
végeselemhez igazitjuk. Ennek origoja vagy a hiperkubus valamelyik sarokpontja (ekkor peremhez
illesztett koordindtarendszerrdl beszéliink), vagy pedig az a hiperkubus geometriai kézéppontjaban
van (ez a centralis koordinatarendszer). Tengelyei az els6 esetben a hiperkubus élei, a masodik
esetben pedig annak kozépvonalai. A lokalis koordindtarendszer a végeselem alakjanak
megfelelden lehet egyenes vagy gorbe vonalu és az csak sajatsagos esetekben derékszogii. E
rendszer normadlt, a tengelyeken a hossz-mértékegységeket tigy valasztjuk meg, hogy a koordinatak
a végeselem tartomanyan a [0,1], illetve a [-1,1] tartomanybol vegyenek értékeket az origod
helyzetétdl fiiggéen (az eldbbi eset a peremhez illesztett, az utobbi pedig a centralis rendszeré).
Mivel az emlitett mértékegységekkel kifejezett hosszusagokat tulajdonképpen az adott €l hosszahoz
(illetve annak feléhez) viszonyitott aranyokkal fejezziik ki, e koordinatakat dimenzionélkiilinek
(adimenzionalisnak) is nevezik. A 4.4. abra kétdimenzids helyi vonatkoztatasi rendszereket mutat
be.

peremhez illesztett centralis centralis, gorbe

X
|

4.4. abra. Hiperkubushoz rendelt helyi vonatkoztatdsi rendszer

A hiperkubus helyi koordindtarendszerben felirt f, (&, n,C) fiiggvénynek az altalanos

vonatkoztatasi rendszerben egy f.(x, y,z) fliggvény felel meg, a megfeleltetés pedig az

x=xEM,0), y=y@En0C), z=2z(&n,0) 4.1

koordinata-transzformacio szerint torténik. Természetesen az inverz transzformacionak is 1éteznie
kell:

?;:é(x,y,z), n:n(xayaz)’ CzC(x,y,z). (42)
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Bebizonyithatd, hogy ez utdbbi kikotés a 4.1. transzformdcioé fiiggvényeinek Jacobi-
determinansara vonatkozo

|J [0 (4.3)
feltétellel azonos, ahol a Jacobi-matrix elemei a

8xj
Ji,j = o€ 4.4)

parcialis derivaltak (az a globalis koordinatak lokalis koordinatak szerinti derivaltjait tartalmazza).

Egyenes vonall, egymashoz viszonyitva eltolt és/vagy elforgatott vonatkoztatasi rendszerek
esetén a 4.1. transzformacid Jacobi-matrixanak elemei allandok. Ebben az esetben a 4.2. inverz
transzformacio fliggvényei is konnyen eldallithatok explicit alakban. Mas a helyzet a gérbe vonali
vonatkoztatasi rendszerek esetében: ilyenkor a 4.2. 6sszefiiggéseket nem vagy csak nehezen tudjuk
kifejezni; azonban erre gyakorlati szempontbol nincs is sziikség.

A végeselemeken értelmezett Osszefliggések kiszamitdsaban a helyi koordinatarendszer
hasznalatakor a lokalis valtozokra kell attérni (beleértve az integralasi hatarértékeket is) és az elemi
integralasi tartomanyokat is transzformalni kell, példaul két dimenzidban a

d4d=dx-dy=J|-d&-dn 4.5)
Osszefliggés szerint. A derivaltak esetében az attérés a lancszabaly alapjan torténik:
of _0f 98 ) (4.6)
ox 0& 0Ox

4.2.2. Szimplexek

Szimplexekre valo felosztaskor a lokalis koordinatarendszer merdben kiilonbézik a Descartes-
fé16t61, azt természetesnek mondjak. Ertelmezése a kovetkezd észrevételen alapul: tudjuk, hogy az
n-dimenzids szimplex tartomanyan felvett pontot a szimplex sarokpontjaival dsszekotve azt n+1
darab n-dimenzios belsé szimplexre osztja, melyek Ossztérfogata az eredeti szimplex V' térfogata
lesz. A belsé szimplexek V, térfogatanak a teljes térfogathoz viszonyitott & ardnya
dimenzionélkiili koordinataként hasznalhatd, mivel az illeté pont helyzete és a térfogataranyok
kozotti megfeleltetés egyértelmi (4.5. abra):

V.
=—L. 4.7
& v 4.7)
Az n+1 helyi természetes koordinata koziil csak n fiiggetlen, mivel Osszegiik mindig

egységnyi kell legyen:

vV
: =—=1. 4.8
P S 4 (4.8)

&ﬁ‘f
Il
‘1

A térfogat” a haromdimenzios szimplex esetén a tetraéder valodi térfogata, mig két- és
egydimenzids szimplexeknél az altalanositott fogalom: a haromszog teriiletét, illetve a szakasz
hosszat jelenti.

A végeselem feletti fliggvények és az ezekbdl szarmaztatott kifejezések felirasakor a
természetes koordinatakat ugyanugy hasznaljuk, mint a Descartes-féle koordinatakat. Az altalanos
¢s a helyi természetes koordinatak kozotti kapesolatot az



x=x(§,85-6,,8,0), Y=0(,8&,-,8,,8,1), z2=2(§,8,,....8,,8,,1) 4.9)

transzformacio fejezi ki, ahol az utolsé természetes koordinatat (&, -et) csak a teljesség kedvéért
irtuk ki, mivel az nem fiiggetlen. A forditott transzformacio képletei is hasonlé modon irhatok fel.
Természetesen a transzformacid Jacobi-determinansa ez esetben sem lehet zérd; e determinans az
utolsé lokalis koordinata szerinti derivaltakat nem tartalmazza.

e 2, &3)
« T LG &)
L;
A
g =t g =—t
A L

4.5. abra. Természetes koordinatak

Példanak vegyiink egy kétdimenzids szimplexet (4.6. abra). A direkt transzformaciot,
bizonyithatéan, a matrixos formaban felirt

1 1 1 1] (g
xe=lx X, X |18, (4.10)
y iy oyl &

relacio fogja adni. Az inverz transzformacioé (amit az eldbbi egyenletnek a matrix inverzével balrol
torténd beszorzasaval kapunk) ennél mar Iényegesen bonyolultabb:

1
& =n~(al+bl X+c 1 y),
1
ézzm'(az"'bz'x"'cz'y)a (4.11)

1
& zm'(% +by-x+c; ),

ahol
a =X y;=XY,, b=y,—y;, ¢=x-x,,
a, =Xy =XV, by=y;—y, ¢, =x-x, (4.12)
ay; =Xy, %YV, by=y-y,, ¢=x,—x,
és
| 1 x y
A=E‘1 x, ¥, (4.13)
1 x; »
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a szimplex teriilete.

3 (X3, y3)

1 (xlayl) 2 (xz y2)

V.

4.6. abra. 2D szimplex dltalanos és helyi koordinatai

Ha a 4.6. abran az i belsé szimplex (haromszog) egyik csucsat képezé P pontot az allando
€, segédvonalak mentén mozgatjuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy az 4 teriilet nagysaga nem
valtozik. A segédvonal ugyanis parhuzamos a haromszégnek az i csomoéponttal szemben fekvo
alapjaval, igy a P pont mozgatdsakor a haromszog magassdga nem valtozik meg, melynek
kovetkezményeként 4, és igy & is alland6 marad. E segédvonalakkal a szimplex valamely
megfeleléen megvalasztott ¢élén egy, a &, természetes koordindta nagysagat visszaado skalat

allapithatunk meg. Hasonloképpen eljarvan mindharom koordinataval végiil is a 4.6. abra jobb also
felén lathatd viszonyitasi rendszerhez jutunk. Ez az 4bra csak a szemléltetést szolgalja, a
gyakorlatban a lokalis rendszerek megrajzolasara nincs sziikség.
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4.3. Interpolacios fiiggvények, folytonossagi osztalyok

A végeselem-modszer egyik f0 vonasa az, hogy a megoldast az egyes elemek felett definialt
kozelitd (interpolald) fliggvények formajaban keresi. A kozelitd fliggvényeket polinomialisan
fejezik ki — ennek elméleti alapjan Weierstrass egy tétele all, mely szerint barmilyen folytonos
fliggvény tetszoleges pontossaggal megkozelithetd polinomokkal. E kozelités gyakorlati haszna az
interpolacios fliggvények egyszerliségében, a derivalasi €s integralasi miveletek analitikus
kifejezhetdségében és a szamitas pontossagaban all.

A haromdimenzios esetben, ha semmiféle elézetes elgondolds nem befolydsol minket az
interpolacids fiiggvények megvalasztasanak tekintetében, akkor a ¢ megoldast kozelitdé o

fliggvényt mindharom koordinatat tekintve azonos felépitésii

p(x)ZZpi-xi =Pyt Dy X+ Py X e,
4N =224,Y =0+ 8 Y+ g,y + (4.14)
r(z)zZrl.-Zi =Ty +ry 2+

polinomok szorzataként vehetjiik fel. A kozelitd ¢ fiiggvény tehat a kovetkezd polinom lesz:

o(x, y,2) = 0(x, y, 2) =Py 0.0t P oo X+ 0Vt = Zai,j,k X' 'y/ -z*. (4.15)

i,j,k
Az x'-y’-z* szorzatok egymastol linedrisan fiiggetlenek, fliggvénybazist alkotnak, a

ﬁi,j,kzpi'qj'rk (4.16)

szorzatokbol allo egyiitthatok pedig a kozelité fliggvény e bazisban felvett koordinatai (az
altalanositott koordinatak), a megoldas folyamata pedig ezeknek a koordinataknak a kiszamitasat
jelenti.

A végeselem-modszerben az interpolalas véges tartomanyok felett torténik, melyek méretét
ugy valasztjuk meg, hogy a ¢ fiiggvény az adott tartomanyon varhatoan eléggé sima legyen ahhoz,

hogy alacsonyfokl polinomokkal kozelithessiik meg. A szamitasi nehézségek miatt ugyanis mindig
a lehet6 legalacsonyabb fokl polinomokkal kell dolgoznunk.

A polinomok foka, a keresett fiiggvény varhato valtozasa és a végeselemek mérete szorosan
Osszefiligg. Ha egy lassan valtozo, sima megoldasfiiggvényre szamitunk, akkor megfeleld kozelitést
jelenthet egy alacsony fokszamu (példaul linearis) polinom, nagyobb elemméret esetén is. Gyorsan
valtozo fliggvények esetén a végeselem méreteinek csokkentése és/vagy a polinom fokszamanak
novelése sziikséges.

Az algoritmusok a fokszam novelésével mind bonyolultabbak lesznek, a szamitasi ido is
erételjesen nd — ezért a végeselemes programok nem teszik lehetévé a polinomok fokanak
tetszOleges novelését. A gyakorlatban harmadfokinal magasabb hatvanyu koordinatakat tartalmazo
polinomokat csak ritkan hasznalnak.

A kozelitd polinomnak nem kell sziikségszerien mindhdrom koordinatat tekintve azonos
felépitéstinek lennie. Példaul ha a ¢ fliggvény csak egyik iranyban mutat erételjes valtozast, akkor
csak abban az egy iranyban sziikséges magasabb foku kozelitést hasznalnunk. Ez esetben a
végeselem helyi vonatkoztatdsi rendszerének (tehat a végeselem megfeleld ¢élének) ehhez az
iranyhoz kell igazodnia.

Amennyiben a vizsgalt tartomany geometriai jellemzése sordn mod volt alacsonyabb
dimenzidju kozelitésre (feliilet- vagy vonalkontinuumra vald attérésre), akkor a polinomok
felépitése is megfelelden leegyszertisodik: a 4.14. polinomok koziil csak kettdt, illetve egyet
hasznalunk fel, a kozelito fliiggvény pedig csak két-, illetve egyvaltozos lesz.
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Ha a polinomban minden egyes ijk kitevdjii tag jelen van, akkor az adott polinomot feljesnek
nevezik. Bizonyos gyakorlati észrevételek (az algoritmus egyszerGsitése, a szamitasi id6
csokkentése) a nem teljes polinomok hasznalatahoz vezettek: megfigyelték, hogy bizonyos tagok
elhagyasa nem befolyasolja mérvadé modon a kozelités pontossagat. Példaul a

S — — — — 2, = 2, = 2
P=Pp 0,0 FPro0" Xt Py10 VT P01 Z2FTPy00 X TPpo0°Y TP, 2 (4.17)
polinom, mely a teljes kétvaltozés masodfoku

P=040.0F P 0.0 X+ Py 10"Vt P01 ZFP 10X YVHQy "V Z+0 o, X Z+

_ . , ) (4.18)
TPy 00X TPor0°Y TP, 2

polinomb6l a vegyes szorzatokat jelentd tagok elhagydsaval szarmaztathatd, izotrop marad
(felépitése a valtozok ciklikus felcserélése esetén nem valtozik) és a kozelitésben sem nyujt
lényegesen rosszabb teljesitményt a teljes polinomhoz viszonyitva, viszont annal joval kevesebb
tagot tartalmaz.

Az egy végeselem feletti kozelités pontossaga azonban még nem minden. A darabjaibodl
Osszerakott, a végeselemek felett definidlt kozelité filiggvények Osszessége altal adott
megkozelitésrdl is elvarunk bizonyos dolgokat, igy példaul azt, hogy az nemcsak a végeselemen,
hanem vizsgalt tartomany egészén folytonos kell legyen. Esetenként ezen tilmenden a derivaltak
folytonossagat is biztositani kell, ha valamilyen megfontolds miatt az elemek hatarfeliiletén nem
jelenhetnek meg ugrasok és torések Ezek a kitételek nem altalanos jelleglick, hanem az adott
feladathoz kotottek.

A kozelité fluiggvények ¢és derivaltjainak folytonossaga szempontjabol kiilonbozo
folytonossagi osztalyokat definialhatunk:

- C, —akozelit6 fiiggvény a teljes diszkretizalt tartoméanyon, az elsérendii derivaltja pedig csak
a végeselemek tartomanyan folytonos;

- C, —a kozelitd fiiggvény és annak els6 derivéltja a teljes diszkretizalt tartomanyon, a
masodrend derivaltja pedig csak a végeselemek tartoméanyan folytonos;

- C, —a kozelité fliggvény ¢és annak els6 és masodik derivaltja a teljes diszkretizalt
tartomanyon, a harmadrendi derivaltja pedig csak a végeselemek tartomanyan folytonos;

- C, —a kozelitd fliggvény és annak elsé n derivaltja a teljes diszkretizalt tartomanyon, az
n+1-ed rendii derivaltja pedig csak a végeselemek tartomanyan folytonos.

A minimalis folytonossagi osztaly altalaban a feladatot leird differencialegyenletekben
szereplO legmagasabb fokt derivalt m rendjétodl fiigg: az eldirando folytonossagi osztaly ilyenkor
C

m-1°

Elméletileg a C, folytonossagi osztalynal is alacsonyabb rendli approximacié is lehetséges
volna, amikor a kozelitd fliggvény folytonossagat csak a végeselem tartomanyan irjuk el (a
tanulmanyozott térrész egészén az példaul egy lépcsds fiiggvényt alkothat), azonban a végeselem-
modszer gyakorlataban ez a fajta kozelités nem fordul eld.

A C, folytonossag biztositdsa konnyen megoldhato: elegendd a szomszédos végeselemek
érintkezési hatara mentén az interpolaciés polinomok formai azonossagat és a kozos
csomopontokban a fiiggvényértékek egyenldségét eldirnunk.

Egydimenzids esetben elvileg barmilyen magasrendt folytonossag konnyen biztosithato, két-
vagy haromdimenzids feladatoknal viszont mar a C, folytonossdg megoldasa is lényegesen
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nehezebb feladat, a magasabb folytonossagi osztalyok a megvaldsitasi nehézségek miatt pedig
inkabb csak elméleti jelentdséggel birnak.

4.4. Vonalelemek

4.4.1. Helyi koordinatak

Egydimenzids, egy fiiggetlen valtozoval, kozonséges differencialegyenlettel leirhatéd feladatok
megoldasa soran gyakran analitikus vagy egyéb numerikus eljaras alkalmazésa is lehetséges,
azonban — féleg nagyszamu egymashoz kapcsolodo vonalszert résztartomanyokbdl allé szerkezetek
esetén — a végeselem-modszer alkalmazasa elonydsebb lehet.

A tanulmanyozott tartomany diszkretizalasa soran egymassal a végpontjaikban kapcsolddo
vonalelemek halmazahoz jutunk. A vonalelem egyszerre egydimenzids hiperkubus és szimplex,
melynek peremét a végpontjaiban levé csomopontok alkotjak. Magasabbfokt interpolacios
polinomok megkdvetelhetik tovabbi m belsé csomopont felvételét is, amelyek a vonalelemet
m+1, rendszerint egymassal egyenld hossziusagu részre osztjak (4.7. abra). A csomopontok szama
a végeselem egyik jellemzdje. Szamozasuk sorrendje elvileg tetszleges, gyakorlatilag az
alkalmazott szoftver megirasakor felallitott egyezményhez igazodik.

! 2
1 3 2 x
l 3 4 2 X
1 35 nlmn 4 2 X

4.7. abra. Vonalelemek

A belsé csomopontok felvételével a kozelitett mennyiség nemlinedris valtozasat lehet
pontosabban modellezni. Az elobbi fejezetekben a kozelitd fiiggvény meghatarozasanal a
csomoponti fiiggvényértékekbdl indulunk ki. A végeselemek peremén levé csomdpontokban ezek
az értékek egyarant érvényesek voltak minden, az adott csomopontban érintkezd végeselemre,
hiszen a kozelité fiiggvény folytonos kellet legyen a peremeken is — ez volt az a feltétel, amely
végil is a végeselemeket Osszekapcsolta egymassal. A belsd csomdpontok esetében ilyen
folytonossagi feltételek nem irhatok eld, éppen ezért a linearis egyenletrendszerben tobb ismeretlen
lesz, mint egyenlet. Az ismeretlen megoldasfiiggvény megkdzelitésénél a belsé csomopontok tehat
egyaltalan nem bizonyulnak hasznosnak, hiszen a redjuk vonatkozo feltételeket legfeljebb a
peremen érvényes csomoOponti értékekbol tudnank valamilyen szabaly szerint eldallitani (ezeket a
feltételeket szintetikusnak is szoktak nevezni).

Gyakorlati szempontbol azonban a belsé csomdpontok felvétele mégiscsak eldnyokhoz
juttathat a gorbiilt elemek geometridjanak megkozelitésénél, ugyanis a végeselem-modszerben
nemcsak a megoldasfiiggvény értékét allitjuk el a csomoponti értékek fiiggvényeként, hanem egy
adott pont koordinatait is a csomoépontok koordinatainak fiiggvényében adjuk meg. A végeselem
alakjat tehat a koordinatakat interpolald fliggvények hatarozzak meg. A geometria mindig ismert,
igy a bels6 csomopontok koordinatai is ismertek, éppen ezért a geometriat kozelité fiiggvény
szintetikus feltételek nélkiil is eldallithatd. Végso kovetkeztetésként megjegyezhetjiik, hogy a 4.7.
abran lathatd végeselemek koziil a gyakorlatban inkabb csak a két csomodpontos valtozattal
talalkozhatunk, a gorbiilt elemek geometridjanak megkozelitésére pedig az egy belsé csomoponttal
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rendelkez6 ,,parabolikus” végeselem alkalmas (a kozelitd fiiggvény masodfoku, innen a parabolikus
jelzo).

Ha a vonalelemet egydimenzids hiperkubusnak tekintjiik, akkor a helyi koordinatarendszer
origojat példaul az elem kdzéppontjaban vehetjiik fel (4.8. abra).

1 £=0 2 X
C ‘ =
X1 ‘ X2
. L:.XZ*XI o
E=1
g=-1

4.8. abra. Az egydimenzios hiperkubus lokdlis koordinatarendszere

Az elem L hosszat két egységnek megfeleltetve kapjuk a normalt helyi vonatkoztatasi
rendszert. A két végpont koordinatai ekkor &=-1, illetve £=1, fliggetleniil attol, hogy a

vonalelem egyenes-e¢ vagy gorbe. A globalis és lokalis koordinatak kozotti 6sszefiiggést az

XX, X,—X
x=-"1—24—2 "1 4.19
5 5 g (4.19)
direkt és a
E= ! (2-x=x,—x,) (4.20)
X=X

inverz transzformacidk adjak. A Jacobi-matrix elfajul, az egyetlen skalar lesz:

g_xz_xl
e 2

4.21)

(ez a 4.19. relécio derivéltja), melynek ,,determindnsa” (a derivalt értéke) mindaddig zéronal
nagyobb szam, mig a vonalelem hossza nem zér6. A d/dx differencialoperatornak a lokalis
rendszerben a lancszabaly szerint a

d 2 d

_g6d_ — (4.22)
dx d§ x,—x, d

d
dx
operator felel meg.
Ha a vonalelemet szimplexnek tekintjiik, akkor ,térfogatat” annak L hossza fogja jelenteni.
Az altalanos helyzetii P pont természetes koordinatait a
X,—Xx a X=X a

_ 4 e XNy a 4.23
e R e (4.23)

Osszefliggések adjak, ahol &, + &, nyilvanvaldan egységnyi (4.9. abra).
Az inverz transzformaci6 ez esetben



x=8 X +& X =8 (5 —x)+x, =5, (x, —x) +x. (4.24)

Az elfajuld, kételemes Jacobi-matrix tagjai

ﬁ=)c1—)c2 és ﬂzxz—xl (4.25)
¢, 98,

lennének, amelyek a & +&, =1 egyenletet kovetd dg, +dE, =0 Osszefiiggés miatt nem fiiggetlenek

egymastol. A Jacobi-matrixba tehat elegendd csak egy tagot bevenni, igy ,,determinansa” is a
figyelembe vett taggal lesz egyenld.

1 P 2 x
C N >
X1 X X2
- a=X—x
L=x27x1 -
&i=1
& =0
&=1
&=0

4.9. abra. Az egydimenzios szimplex lokalis koordindtarendszere

A d/dx differencialoperator ez esetben a lokalis rendszerben a kovetkezé formahoz vezet:

d_08 0 08 o 1 (a8 o
dv  ox 0§, 0x 0&, x,—x \0&, 0f )

(4.26)

4.4.2. Interpoléacids polinomok

Az interpolacios polinomok felépitéséhez a 4.14. készletbdl elegendd csak egyetlen tagot
venni, mivel egydimenzios fiiggvény kozelitését kell megoldanunk. Ez esetben a 4.15. kozelitd
fliggvény a készlet elsd tagjaval lesz azonos, mely egy x-ben n-edfoka polinom:

p"(x)=a,+a,-x+a,-x" +.+a, - x". (4.27)

Ugyanezt matrixos formaban is felirhatjuk:

PU®=Ya-x=[1 x ¥ . x| =i{x} a,}, (4.28)
i=0

ahol {x,} a bazisfiiggvények, {a,} pedig az altalanositott koordinatak vektora.
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A polinom a, egyiitthatéinak meghatdrozasa az elem csomodpontjaiban felirt fiiggvényértékek,

illetve az els6 néhany derivalt el6irt értékeinek alapjan torténik a valasztott folytonossagi osztalynak
megfelelden.

4.4.3. A Cy illesztés
A C, illesztés csak a fliggvényértékek azonossagat irja eld az egymashoz illeszkedd

végeselemek végpontjaiban.
A kétpontos C, osztalyl vonalelem esetében Osszesen két feltételt kell és lehet felirni: a

fiiggvény értékeit a két csomopontban. A két feltételbdl két egyiitthatot tudunk meghatdrozni (a,-t
és a,-et), a kozelito fliggvény tehat egy elséfokt polinom lesz:

pV(x)=a,+a,-x. (4.29)

Az aldbbi (4.10.) 4abran megjelolt végeselemre ezeket a feltételeket a kovetkezd
egyenletrendszerbe tomorithetjiik:

p(n(xk) 1 x a,
{p“)(xk“)}{l ka'{al}’ (4.30)

ahol a bal oldali vektor a csomdponti értékeket tartalmazza. Ezt az 6sszefiiggést roviden a

P} =10]{a;} (4.31)

formaban is felirhatjuk, ahonnan a keresett egyiitthatok
{ay=[@]"{p"}. (4.32)

p(x)
Pxe) P(Xp1)
X
> 19 \9 C L e E—
Xk-2 Xk-1 Xk Xkt1 Xkt2
Ny
1
N
1

4.10. abra. Cy folytonossag linedris vonalelemek f6l6tt

Az eddig bevezetett jelolésekkel az interpolacids polinom

PP =1} @] {pVy =N - {p") (4.33)
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lesz, ahol az {N™} vektort mint az interpolacios fiiggvények vektorat, a {p’} vektort pedig mint a
csomoponti értékek vektorat azonosithatjuk, a bazisfiiggvények vektora pedig

{x} =1 x]. (4.34)

Itt megjegyezhetjiik, hogy néha az {N} fiiggvényeket is bazisfiiggvényeknek nevezik, ekkor
a {p} tagjait 4ltalanositott koordinatdknak tekintik. Ez a szohaszndlat azonban nem teljesen helyes,

ugyanis a bazisfiiggvények egymastol linearisan fiiggetlenek kellene legyenek, s mint latni fogjuk,
az {N} vektor tagjai nem azok. Az {N} fliggvényeknek egyébként van egy harmadik neviik is:

alakfiiggvények, mivel az interpolacids polinom altal leirt gérbe alakjat adjak meg.
Az interpolacids fliggvények vektora a kdvetkezoképpen fejthetd ki:

X=X,

-2 "M
O _ T CINT N, (x) _ Xt =X | &
(NY=({x} [®]) —{NM(X)}— xax _{iz}' (4.35)
Xir1 X

A végeselem barmely pontjaban a két interpolacios fiiggvény, N, és N,,, Osszege egységnyi,
tehat szigortian véve ezért nem nevezhetdk bazisfiiggvényeknek (mert nem fliggetlenek egymastol).
Az x, ésaz x,,, koordinatdk a lokalis koordinatdk barmelyik tipusaval kifejthetok, azonban

hasznos észrevenniink, hogy az utobbi kifejezés jobboldali vektoranak felsd tagja éppen &, az also
pedig &, . Innen rogton kovetkezik, hogy a két interpolacios fiiggvény értéke az indexnek megfeleld

pontban egységnyi, mig a masikban nulla.

Bar az interpolacios fiiggvényeket és az interpolacioés polinomokat matematikailag akar a
teljes diszkretizalt tartomanyon értelmezhetjiik, a végeselem-modszer az értelmezési tartomanyt
lesziikiti az adott végeselem tartomanyara. Ugyanakkor észrevehetjiik, hogy példaul a £ csomdpont
nemcsak az eddig tanulmanyozott, k és k+1 csomdpontok altal kdzrezart vonalelem része, hanem
része a szomszédos, k—1 és k csomoépontok kozott fekvd végeselemnek is. fgy az N,

interpolacids fiiggvényt a szomszédos elemen is értelmezhetjiik és annak teljes leirdsa a kovetkez6
lesz:

-0 pa xelx,,x,.],
X =X
N o=11-—""2 ha xelx.x.] (4.36)
Xperr — X
0 egyébként.

A 4.35. interpolacios fliggvényekkel az interpolacidos polinomot a kovetkezd linearis
kombinaci6 adja:

PP =p" () N () +p" (%) Ny () (4.37)

A legegyszerlibb esetben, a C, folytonossagli kétpontos végeselem esetében tehat az

interpolacids polinom elséfokt (lineéaris), amint az a 4.10. abran is lathatd. A végpontokban
nincsenek ugrdsok, de a kozelitd fliggvény ott nem sima.
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A C, osztalyd hirom csomopontos vonalelem esetében harom feltételt kell felirni (a

fliggvény értékeit a harom csomodpontban), ami harom meghatarozhato egyiitthatohoz vezet. A
kozelitd fiiggvény most egy masodfokufoka polinom:

pP(x)=a,+a,-x+a, x°, (4.38)

az emlitett feltételek pedig a kovetkezok:

p(Z) (x,) 1 x xkz 4
p(Z) () =1 x, xk+12 4 (4.39)
p(2) (xk+2) 1 xk+2 xk+22 a2

(a csomopontokat a 4.7. abran lathatdé modon szamozzuk, tehat a k+2 indexti pont a belsd
csomopont), amelyeket roviden

(P?}=[0,] {a,} (4.40)
formaban irunk fel. Az egyenletrendszert megoldva az egylitthatok
{a,} =[®,]"-{p?} (4.41)
lesznek, amelyekkel az interpolacios polinom ezuttal
PP ={x) [0 {(pPy = (N - (pP), (4.42)
ahol
{x,}'=[1 x x°]. (4.43)
Az interpolacios fiiggvények vektora most harom elemet tartalmaz és a kdovetkezoképpen
fejthetd ki:

X —X (2 X —X _lj
X1 — X X1 — X

N, (x) B B
{N(Z)}=({x2}T~[d)2]_l)T= Nk+1(X) _ X=X, (2 X=X, _1) _
N, (x) Xier1 =X Xiert =X
k2 4N X XX (4.44)
Kewr X Xppr — X
E.al '(2 ’ E.al _1)
= E_vz '(2'§2 -1y,
4- E.al 'E.az
ahol feltételeztiik, hogy a harmadik csomépont ez elem kdzéppontjaban van:
Xy = A +2xk“ : (4.45)

Ha a harom interpolacios fiiggvény értékeit a végeselem valamely adott pontjaban
Osszegezziik, akkor megint csak azt talaljuk, hogy az 6sszeg minden pontban egységnyi lesz (az
interpolacids fliggvények tehat most sem fliggetlenek).
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Az interpolacios fiiggvények értelmezése a szomszéd elemekre most is Kkiterjesztheto,
azonban a harmadik, amely az elem kozéppontjdhoz tartozik, csak az adott végeselem felett
rendelkezik nullatdl kiilonbo6zo értékekkel.

Az x, ésaz x,,, koordinatak most is a lokalis koordinatak barmelyik tipuséaval kifejthetdk, az

interpolacios fiiggvények a lokalis koordinatak masodfoka polinomjaiként irhatok fel (ezért az elem
parabolikus). Ha az interpolacios fiiggvényeket abrazoljuk, akkor azt talaljuk, hogy ez esetben is az
indexiiknek megfeleld pontban értékiik egységnyi, mig a tobbi csomopontban nulla.

A meghatarozott interpolacios fiiggvényekkel az interpolaciés polinomot ez esetben a
kovetkezo linearis kombinacio6 adja:

PP ()= (x) N () + PP (x,) Npyy (0 + pP(3,,) - Ny (). (4.46)

A C, folytonossagu harompontos végeselem esetében az interpolacids polinom masodfoku, a

kozelitd fliggvény tehat gorbe, mely esetleg jobban simul a kozelitett fiiggvényhez, mintha azt
linearisan, egyenes szakaszokkal kozelitettilkk volna meg. A végpontokban ezuttal sincsenek
ugrasok, de a kozelito fiiggvény ott most sem sima (4.11. abra).

T T~

Px)
p(xi) P&Xe2) | p(Xger)
X
O O O——O0—<C O O oO—O——————
Xi X2 X1
N,
1
Nk+1
1

N k+2

4.11. abra. Cy folytonossag parabolikus vonalelemek folott

Ha tovabbi belsé csomopontokat vennénk fel, akkor a C, folytonossagu illesztés egyre

magasabb fokll approximaciot eredményezne. Egy n csomoépontt elem (melyek koziil n—2 belsé
csomopont) esetén a kozelités foka n—1 lesz. Az interpolacios fliggvényeket kiszamitva
észrevehetjiik, hogy azokat az

n x — x
N" P =TT L=
J XX

o (4.47)
(x_xl)'(x_xz)"“‘(x_xj—l)'(x_ijrl)""'('x—xn—l).(x_xn)

(xj _x1)'(xj _xz)'-"'(xj _xj-l)'(xj _xj+1)'~-~'(xj _xn—1)'(xj _xn)
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kifejezéssel altalanosithatjuk; ezeket Lagrange polinomoknak nevezik. Lathatjuk, hogy az x =1,
pontban a szdmlald azonos a nevezdvel, tehat a polinom értéke ott egységnyi, az x=x, (i#j)
pontok barmelyikében pedig a polinom értéke zérd. Ezen interpolacios fiiggvényekkel a C,

folytonos 7 -pontos vonalelem interpolacids polinoma

" (x)=p " (x) N (x)+ p" P (x,) NP () + e+ pU T (x, ) NP (). (4.48)

k+n-1

4.4.4. A C, illesztés
A C, osztily a végeselemek hatardn nemcsak a fliggvényértékek, hanem az elsérendil

derivaltak folytonossagat is eldirja. A legegyszeriibb C,-folytonos végeselem a két csomodpontos

vonalelem, amelynek esetében igy Osszesen négy feltételt kell felimunk. E négy feltétel egy
harmadfoku polinom négy egyiitthat6jat hatarozza meg:

pP(x)=a,+a -x+a, x*+a,-x° (4.49)
(tehat a legegyszertibb C, folytonos elem feletti interpolalas harmadfoku), amelynek derivaltja
pV(x)=a,+2-a, x+3-a,-x*. (4.50)

A feltételek tehat az el6bbi két polinom értékeit irjak el6 az x, és az x,,, pontokban:

V(%) Loy, X X, a
O(x 0 1 2x 3x|]a
(1 e s [ (43
PP 1001 2wy 3] (g
amelyeket roviden is felirhatunk:
PV} =[@]{a,}. (4.52)
Az egyenletrendszer megoldasa az egyiitthatokat adja:
{a,} =[] -{p"}, (4.53)
ezekkel az interpolacios polinom
PP ={x} (@] {pTy = (N {(p) (4.54)
lesz, ahol
("= x x* x']. (4.55)
Az interpolaciods fliggvények vektora most négyelemii:
N{(x)
1
(V= (g @ =g 1 (4.56)
Nia(x)
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2 3
1—3-( A J +2-( s J
Xt — X Xt — Xk
(x-x) | (x-x)
(x—x,)-2 k4 .
_ X =% (G —X,)
= ) R
1_3_(xk+1_xJ +2'(Xk+l_xJ
X1 — X X1 — X
2 3
(xk+1 _x)_2 . (xk+l _x) + ('xk+l _x) -
X —x  (x,—x)
k1 T Xk k1 T Xk

36 -2:¢
L-(& &)
3-8-2:4

-L-(&-8)

elemei harmadfoka polinomok. L az elem hossza. N fels6 indexe a derivalt rendjére vonatkozik.
Megallapithat6, hogy a ,,0” fels6 indexi interpolacios fiiggvények az als6 indexnek megfeleld
csomopontban egységnyiek, a tobbi pontban pedig értékiik zérd. A derivaltra vonatkozo, ,,17 felsé
indexti interpolaciés fiiggvények értéke minden csomopontban nulla. A ,,0” felsé indexi
fliggvények derivaltja minden csomodpontban zérd, az ,,1” fels6¢ indext fliggvények derivaltja
viszont az als6 indexnek megfelelé csomopontban egységnyi, a tobbiben pedig zéro.
Az interpolacids polinom részletesen kifejtett alakja ez esetben:

p(s)(x) = p(s)(xk) : N/S(x) + p(s)(xk+1) ) N/?+1 (x)+
+p(3)(xk) : N/i (x)+ p(s) (%) N/i+1 (x).

4.57)

P(Xki1)
X2 X1 X Xie+1 Xi+2
W
-
N
N
450\ o
Ny tg 45° =1
tg45° =1 il

4.12. abra. C; folytonossagi osztalyu kétcsomopontos vonalelem feletti kozelités

A legegyszerlibb C,-folytonos vonalelem feletti interpolacié tehat harmadfoku; az

interpolacios fiiggvények és az interpolacidos polinom abrazolasa soran egyarant harmadfoka
parabolakhoz jutunk (4.12. abra). A csomépontokban nincs ugras €s a fiiggvény sima. A masodfoki
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derivalt altal meghatarozott gorbiilet a csomopontokban viszont ugrasszeriien valtozhat, ott akar
inflexios pontok is lehetnek, mivel a masodrendi derivaltak folytonossagat a C, osztaly nem kell
biztositsa.

Az approximaci6 rendjének novelése érdekében a vonalelemen belsé csomopontokat is fel
lehetne venni (ez a gyakorlatban nem honosodott meg). A folytonossagi osztalyok definiciéja nem
tartalmaz bels6 csomopontokra vonatkozo eldirasokat, tehat ezekben a fiiggvény derivaltjanak
értékét vagy eldirjuk, vagy nem. Az elobbi lehetdség legkevesebb hat, az utobbi pedig legkevesebb
ot feltételhez vezet, a kozelités foka igy legalabb 6t6d-, illetve negyedfoku lenne.

4.4.5. Magasabb osztalyu illesztések
Amennyiben a csomodpontokban a derivaltak folytonossagat is eldirjuk az interpolacios
polinomok a Hermite-polinomok (vagy simulo-polinomok) lesznek. Az n-ed rendi Hermite-
polinom az els6 n-ed rendii derivalt folytonossagat biztositja a kdvetkezo feltételek eldirasaval:
d'H/,(x) [1 hax=xésr=m
&

aholr,m=0,1,..., n,

0 hax=x,der=m,vagyx=x,,, (4.58)

vagyis a fliggvény értéke vagy derivaltjanak értéke csak egy pontban lehet egységnyi, a tobbiben
z€r6. Az Osszefliggésben r az interpolacios polinom derivaltjanak rendje. A & index a csomopont
sorszamara, m pedig a derivalt rendjére vonatkozik.

A Hermite-polinomok definicidjat az eddigiekkel egybevetve megallapithato, hogy a C,

osztalyu kétpontos vonalelemre felirt 4.35. Osszefliggésben szerepld interpolacios fliggvények
(Lagrange-polinomok) a nulladrendii Hermite polinomok:

_X-x
{H/?,o(x)}: Xier1r — X (4.59)
HI?H,O(X) 1— Mo =X ’ ‘
Xper1 — X

mig a C, osztalyu kétpontos végeselemre felirt 4.56. kifejezésben szereplok pedig az elsérendii

Hermite-polinomok:
2 3
H.(mJ +2.(ﬂ]
Xer1 — X Xer1 — %

Hl _ 2 _ 3
;;,o(x) (x—xk)—2~(x )", (x-x) :
H ,(x) _ X =% (5, —X)

H! - , 3

e 1_3.(MJ +2.(Mj
Hean &) Xt =X X — Xk

2 3

(xk+1 — x) 2. (xk+1 X) n (Xk+1 x)

2
X =% (%, —x)

(4.60)

A magasabb folytonossagi osztalyG vonalelemek interpolacios fiiggvényeit az el6bbi
alfejezetekben ismertetett eljarassal fejezhetjiilk ki, mely miivelet az approximacié fokanak
novelésével egyre bonyolultabba valik.
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A C, osztalyt kétpontos végeselem a masodrendli derivaltak (a fliggvény gorbiiletének)
folytonossagat is biztositja a peremen, az interpolacids fiiggvényeit alkotd Hermite-polinomjai

pedig 6todfokuak lesznek:
3 4 5
10- (Xkﬂ_xj —~15- (Xkﬂ_xj +6- (Xkﬂ_xj
X1 =X Xt X1 — X
—4. [ xk+1 j [ xk+1 j
H2 (x) xk+1 xk+1
k0
Hf’l(x) 1 { Xt — j _9. ('xkﬂ j
H/f L (%) 2 Xew1 — Xt
k 1 O(X) = 4 5 = (461)
k” ! Xpr1 — X1 — X1 — X
k+1,2 (%) 5
Xer1 — Xer1 — Xher1 — X

2 |\ XX, X — X X — X

10-&,?—15-§f+6-§f
4847 -3
05 ~2:8 +E)
10-&;—15-§;+6-§f
4575+ 3
0528+ )

Megjegyzendo, hogy ezeknek a végeselemeknek a hasznalata nem terjedt el.

4.5. Feliiletelemek

4.5.1. Helyi koordinatak

A kétfajta feliiletelem — a kétdimenzios hiperkubus ¢€s a kétdimenzids szimplex — geometriaja
a vonalelemektdl eltérden mar nem azonos: mig az elsé egy négyoldalu tartomany, addig a
masodiknak csak harom oldala van. Ezért a kétfajta elemet kiilon kell targyalni.

A legegyszertibb, a legkordbban hasznalt kétdimenzidés végeselem a haromszogelem.
Népszertiségének oka a diszkretizalas megvaldsitasanak egyszertiségében rejlik.

A haromszogelem leggyakoribb véltozata a harom sarokpontos végeselem, de a magasabb
rendii approximaciot biztositd élmenti, sét belsd csomdpontokkal ellatott valtozatait is hasznaljak
(4.13. abra). A csomopontok szamozasat tekintve ebben az esetben sem 1éteznek altalanos érvényii
szabalyok vagy el6irasok.

A kétdimenzids szimplexet a 4.2.2. fejezetben mar bemutattuk. A koordinatak kozotti direkt
transzformaciot a 4.10. relacid, mig az inverz transzformaciot a 4.11. Osszefliggések adjak, mely
utobbiakat matrixok felhasznalasaval tomoren a
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‘:1 1 al bl cl 1
&= Wl a, b, c,|-qx (4.62)
& a; by o] |y

formaban is felirhatunk, az ott alkalmazott jeldlések felhasznalasaval.

y

4.13. dbra. Haromszogelemek

A teriiletkoordinatak ismeretében a differencialas a kovetkez6k szerint torténik:

3 3
:Z% AR S o N
ox Sox 0g, 2.4 57
T N -
y i=1 05, 2-4°5S i aéi.

A kétdimenzids hiperkubus — a négyszdgelem — leggyakoribb valtozatanak szintén csak a
négy sarkan vannak csomopontok, de ez esetben sem ritka az éleken, és esetleg a belsd
tartomanyban felvett csomopontokkal rendelkezé négyszogelem. Lokalis koordinatarendszeriik
legtobbszor centralis, mint amilyent a 4.4. abran lathatunk. A koordinata-transzformacié ekkor

—% [A=8)-A=m)-x +(1+&)-(A=n)-x, + (1+&)-(I+1) -2, =(1=&)-(1+ M) x,],

(4.64)
=%-[(l—é)-(l—n)-yl+(l+é)-(l—n)-yz+(l+é)~(l+n)-y3—(l—é)-(l+n)-y4],

ahol & és n a [—1], 1] intervallumbdl vehetnek fel értékeket.

Az inverz §=§(x, y) és n=mn(x, y) Osszefiiggések analitikus kifejezése bonyolult lenne, de a
gyakorlatban ezekre nincs is sziikség.

A globalis valtozok szerinti derivaltakat a Jacobi-matrix segitségével irhatjuk fel:

0 9
Ol L5t (4.65)
0 0
oy on

ahol a transzformacid Jacobi-matrixa:
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ox 0y

_|oe ag|_
[J]= ox ay = (4.66)
on on
0 0 0 0 XV
N a—é[(l—i)'(l—n)l a—é[(Hi)'(l—n)] a_g[(Hi)'(Hn)] a_g[(l_é)'m”)] 1o n|
YS9 a-m S aem) o ] =g |2
n on on on Xy Vs
X N
:1{—(1—11) (1-m) (1+n) —(1+n)] X0
4 |-(1-¢) -(1+8& 1+& (-8 ||x5 » |
Xy Wy
mely képletben a jobboldali matrix a sarokpontok koordinatait tartalmazza.
A Jacobi-matrix inverze
dy 9y
a_ 1 pon 0%
[J] 7] ox ox | (4.67)
on 0¢&
ahol a matrix determinansa
0% 0y _0x oy
T 0E om on 0&
= =) 0 =)= (4 =) () ¢ (4.68)

+[(x2 _xl)'(y3 _y4)_(y2 _y1)'(x3 _x4)]'é+[(x4 _x1)'(y2 _y3)_(y4 _y1)'(x2 —Xg)]"ﬂ}-

4.5.2. Interpolaciés polinomok
A kétvaltozos interpolald polinom felirasakor a 4.14. polinomok koziil kettdt kell venniink. A
teljes kétvaltozos n -edfoku polinom a kdvetkezoképpen adhatd meg:

P y)=Da,-x"y, (4.69)
k=1

ahol

_ (n+)-(n+2)

. (4.70)

i+j<n, m

m a polinom egyiitthatéinak szama.
A teljes kétvaltozoés polinomok tagjait legegyszerlibben a Pascal-haromszoggel
illusztralhatjuk (4.14. dbra). A haromszdg savjai az azonos kitevdjli tagokat tartalmazd szorzatokat
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kotik ossze. A teljes n-edfoku polinom az adott vonalon talalhatd ¢és az Osszes felette levd tagot
tartalmazza, igy példaul a teljes hetedfoku polinom 36 taggal rendelkezik.

a polinom:
1 nulladfoku
X y els6fokt
x Xy Vv masodfoku
X Xy Xy’ ¥ harmadfokt
x Xy x2y2 Xy ' negyedfoku
x x'y Xy Xy x’ Y otodfoka
x° Xy xy Xy 'y’ Xy »° hatodfoku

x x°y Xy xy’ xy' Xy x° y hetedfokt

4.14. dbra. A Pascal-hdromszog

4.5.3. A Cy-folytonos feliiletelemek
A feliiletelemek C, folytonossagu illesztése olyan feladatoknal fordul eld, amelynél a

crey

A folytonossagot nem elegendd csupan a csomoépontokban eldirnunk, hanem a végeselemek kozos
¢élein is biztositanunk kell azt. Ez akkor lehetséges, ha az egymassal érintkez6 élek mentén a két
szomszédos végeselemnek ugyanannyi csomopontja van és az interpolacio foka mindkét elem felett
azonos (ekkor az interpolacios polinom gorbéi az adott élen azonosak lesznek). Ettdl eltérd esetben
a 4.15. abran lathat6 helyzet alakulhat ki.

4.15. abra. A perem menti folytonossag szemléltetése

Az approximacidé mindsége a csomopontok szamanak, azaz a polinom fokanak ndvelésével
javithaté. A finomitas lehetdségei elvileg korlatlanok, gyakorlatilag azonban a pontossag
novekedése nem all egyenes aranyban a szamitasok elvégzéséhez befektetendd teljesitménnyel. A
gyakorlat azt mutatja, hogy a C, folytonossag esetén harmadfokiindl magasabb polinomokat nem
érdemes hasznalni.

A kétdimenziés C, folytonossagu szimplexek csaladjat a legszemléletesebben a Pascal-

haromszog segitségével tudjuk bemutatni (4.16. abra).

Az abrabol kitiinik, hogy a csomodpontok szama a polinom tagjainak szamaval azonos, a
tagoknak a Pascal-haromszogon beliil elfoglalt helyzete pedig a csomopontok helyzetét mutatja.

A nulladfoku elem egyetlen belsé csomodponttal rendelkezne, az interpolacios polinoma is
egyetlen konstansbol allna (egydimenziés megfeleldje a 1épcsosfiiggvény lenne). A kozelitd
fliggvény értéke az elem felett allandd, a peremeken a fiiggvényértékek folytonossaga nincs
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biztositva, a nulladfoku elem tehat nem tartozik a C, folytonossagi osztalyhoz. Ezt a tipust a
gyakorlatban nem alkalmazzak.

A (nulladfoku) 1 A
X y els6fokt &.
masodfoku x Xy i
X Xy Xy ¥ ; harmadfokt &

negyedfok X Xy Xy Xy y
x x'y Xy Xy xy’ y 6todfoka

4.16. abra. Cy folytonos 2D szimplexek

A legegyszeriibb C, osztalyu kétdimenzios szimplex tehat az elséfokt (linedris) kozelitést

biztositd haromcsomopontos haromszogelem. Kétvaltozos elséfoku interpolaciés polinoma a
kovetkezo:

Py =a,+a x+ay y={x}"{a}. (4.71)

A fliggvényértékek folytonossaganak feltételei a harom csomopontra vonatkoznak:

JZA O 70 I I S R I
PG Yi) (=1 X Ve | @ s (4.72)
PP vid)) 1 X e @
amelyeket tomdren
"} =10]{a} (4.73)
formaban is felirhatunk és ahonnan a harom ismeretlen egyiitthato
{ay=[@]" - {p"}. (4.74)
fgy az interpolacios polinom
PV ) =) @] p V= (N - pY) (4.75)
lesz, ahol
x} =1 x yl. (4.706)

Ez esetben az interpolacios fiiggvények vektorat a kovetkezoképpen kapjuk:

Nk(x’ y) E.)l
INDY = ({2} [®]) =1 Ny (3, 1) =18, (4.77)
Nk+2(x9 y) §3

(a természetes koordinatdkat a harom csomopont x,, ¥,, X..,» Viu> Xi.2» Vi, Koordinataival

kifejezve meglehetdsen bonyolult felépitésii 6sszefiiggésekhez jutunk).
Az interpolécios fiiggvények felhasznalasaval az interpolacios polinom:
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p(l)(xa )= p(l)(xka V)N (x, y)+p(1)(xk+l, Vi) Ny (%, y) +

) (4.78)
+p (xk+2’ yk+2) ’ Nk+2 (x’ y)a

melynek geometriai értelmezése a kovetkezo (4.17.) abran lathato.

| JRUT
|
|
i |
| I
] c\ I
] I{ I
bA :
D3 _ :
PR . :
] 5 I = ,-C\\l |
N | Ew : i
| i o | : |
|/ : 1 %\ |

: ”r

]

]

)

I

AN, N
N
1 Nk(x’ y)
Nk+1(x’ y)
1
Nia(x, y)
1

4.17. abra. Cy folytonos linedris haromszégelem
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Az els6foku kozelitéskor az interpolacios polinom altal leirt feliilet egymashoz illeszkedd sik
haromszogekbdl all.

A vonalelemeknél emlitettiik, hogy az interpolacios fiiggvényeket szigorian véve csak az
adott végeselem felett értelmezziik, de mivel a peremen levo csomopontok a szomszédos elemekkel
kozosek, az illetdé csomoponthoz tartozd interpolacios fiiggvényt kiterjeszthetjiik a szomszédos
végeselemekre is, s6t, mi tobb: a teljes diszkretizalt tartomanyra is. E kiterjesztésnek csak elméleti
haszna van: ezaltal a végeselem-modszerben hasznalatos kozelités a Rayleigh-Ritz modszerével
azonosithato.

A linedris vonalelemeknél ez a kiterjesztés haromszog-alaka vonalakat leird interpolacios
figgvényeket eredményezett (4.10. abra). A linedris haromszogelemeknél az interpolacios

fliggvények értelmezési tartomanyanak kiterjesztésével nyert Nk (x, y) interpolacios fiiggvények
egy-egy gula palastjat adjak meg. Ezt példazza a 4.18. abra. Az abrazolt esetben a gtla hatoldalq,

mivel a kiemelt végeselem adott csomopontja tovabbi 6t végeselemmel kozds. A Kkiterjesztett
interpolacios fliggvények értékét a csomopontok szamozasanak fiiggvényében tdomdren a

N, (x,, 7)) =8, (4.79)
formuldval adhatjuk meg, ahol 6, a Kronecker-szimbolum (5, értéke egységnyi, ha i = j, ellenben

az nulla). E képlet csak a csomoponti értékekre érvényes.

Ny (x,9)

4.18. abra. A kiterjesztett kétvaltozos interpoldcios fiiggvény abrazoldsa

Az elobbiekkel teljesen azonos modon jarunk el a magasabb foku interpolaciot biztosito tobb
csomopontos haromszogelemeknél is. Tekintsiik példaul a kvadratikus, masodfoku kozelitést
biztositd parabolikus haromszogelemet. Ennek oldalfelezdin tovabbi csomépontok vannak, a
haromszogelemnek Gsszesen hat csomépontja van. Eszrevehetjiik, hogy a végeselem belsejében
nincsenek csomopontok, tehat a parabolikus kozelités most nem jelenti a bels6 pontok felvételének
szlikségességét.

Az interpolacids polinom ez esetben a hat tagl teljes masodfoku kétvaltozos polinom:

PV, y)=a,+a,-x+a, y+a, x> +a, y +a;-x-y={x,} -{a,}. (4.80)

A polinom egyiitthatoit meghatarozo feltételek most a kovetkezok:
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p(2) (x> »)
p(Z)(ka s Vi)
p(z)(xku’ Vis2)
p? (Xp3s Viss)
p(Z)(xk+4a Visa)
p(2)(xk+5a Viss)

vagy

Innen a hat egytitthato

az interpolaciods polinom pedig

X
Xir1
Xiv2
xk+3
Xira

xk+5

Vi X
2
Vi Xrn
2
Yivz  Xis2
2
k+3 k+3
y, X
2
Viva  Xiia
2
k+5 k+5
y X

P} =101 {a,}.

Yk
ylil
y/§+2
yl?+3
y/f+4

2
yk+5

{a,}=[0,1" {p”},

X Vi
Xi1 " Vi
Xps2 " Vira |
xk+3 ' yk+3

Xiva " Visa

xk+5 ' yk+5 a

PP (1) =} (@, {p,} = (N} -{p,},

ahol a bazisfiiggvények vektora a kovetkezo:

4.19. dbra. A kétdimenzios kvadratikus Cy szimplex interpoldcios fiiggvényei

x}'=[1 x y x> y

Ns(X, y)

Az interpolaciods fliggvények vektorat a kdvetkezoképpen kapjuk:

{N(z)} = ({xz}T '[q)z]_l)T =

Ny (x,y)
Nia(x, )
Ny n(x,p)
Nis(x, )
Nya(x,)
N, s(x, »)
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4.81)

(4.82)

(4.83)
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mely a 4.19. abran lathaté fiiggvényekbdl 4all. Az interpolacios fiiggvényekkel és a
fliggvényértékekkel az interpolacios polinom:
p(Z)(x’ y) = p(z)(xk’ yk)'Nk(x’ y)+p(2)('xk+1’ yk+1)'Nk+1(xa J’)"‘
+p(2) (xk+2’ yk+2) ' Nk+2 (xﬂ y) + p(Z) (xk+3’ yk+3) ' Nk+3 (X, y) + (487)
+p(2)(xk+4’ yk+4) 'Nk+4(x7 y) + p(z)(xk+57 yk+5) 'Nk+5(x’ y)

Az interpolacios polinom ezuttal egy gorbiilt feliiletet eredményez. A végeselemek peremén a
feliletek nem simulnak egymdashoz, mivel a ko6zds érintdsikot eredményezd feltételeket (a
derivaltak folytonossagat) nem irtuk el6 (4.20. abra).

PP, )

kL vy

4.20. abra. Kétdimenzios kvadratikus Cy szimplex feletti interpoldlds

A kétdimenzids, C, folytonossagi osztalyhoz tartozd hiperkubusokat szintén a Pascal-

haromszoggel lehet a legjobban szemléltetni (4.21. dbra). A csomdpontok szama és az interpolacio
foka kozotti Osszefiiggést konnyen észre lehet venni. A haromszogelemekhez viszonyitva itt egy
lényeges kiilonbségre is felfigyelhetiink: a C, izotrop négyszogelemek interpolacios polinoma nem

teljes. fgy példaul a kilenc csoméponttal rendelkezé méasodfoku négyszogelemhez tartozo polinom
csak masodfokig teljes, a harmad- ¢€s negyedfoku tagjai hianyosak. Masként ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy a polinomok a teljességet meghalado foku tagokat is tartalmaznak.

A 4.21. dbran felvett elemek izotrdp elemek, mivel a kozelités foka mindkét iranyban azonos.
Az izotropia nem minden esetben eldnyds. Vannak esetek, amikor a megkozelitett fliggvény
valtozasa csak az egyik koordinata iranyaban szamottevd: ilyenkor egy anizotrop elem hasznalata
jelentds megtakaritashoz vezethet. A 4.22. dbra példaként néhany anizotrop elemet mutat be.
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A 4.22. abran a-val jelolt elem az x tengely iranyaban kvadratikus, y iranyaban pedig
linedris. A b. elem viszont az y tengely iranyaban kvadratikus €s x irdnyaban linearis.

1 (nulladfoku)
elsofoku

) masodfoku

harmadfoku Xy’ 3
x3y x2y2 xy3 2 negyedfoku
32 23 4
Xy Xy Xy
6 4 2 3.3 2 4
X Xy Xy Xy Xy Xy y
7 6 52 43 34 2.5 6 7
x xy Xy Xy Xy xy xy y
17
Xy

4.21. abra. Izotrop Cy négyszégelemek

Amint az a hiperkubusokra felrajzolt Pascal-haromszogek abrainak alapjan is kitlinik, a C
osztalyl négyszogelemek kétvaltozos polinomjainak tagjai két egyvaltozés polinom tagjainak

szorzataként irhatok fel. A 4.22. abra c. elemére példaul a bazisfiiggvényeket a kdvetkezd szorzat
adja:

1 1y y’ » o]
2 3
X X xy xy xy
x2 I:l y y2 y3j| = x2 x2 -y x2 .y2 x2 .y3 (488)
+ 2oy ¥ By
X _x4 x4_y x4_y2 x4_y3

X y
v

X Xy
3 v 7

4 — W3 2.2

X Xy Xy
5 7 37 73
X Xy Xy Xy

G E ) 33

X Xy Xy Xy
7 57 73 37
x Xy Xy Xy Xy

4.22. abra. Anizotrop Cy négyszégelemek
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Ennek az észrevételnek az alapjan az elem feletti interpolacios polinom kifejezését a
kovetkezoképpen altalanositjuk:

n+l m+l n+l m+l

px,y)= Zzp(xi: yj) 'li(n)(x) 'lj('m)(y) = zzp(xi: yj) ']Vi,j(-xs ), (4.89)
i=l j=1 i=l j=I
mely x-nek n-edik, y-nak pedig m -edik hatvanyaig tartalmaz tagokat. A zardjeles fels6 index
most elmarad, mivel a polinom nem teljes.

Az interpolacios fliggvényeket tehat a kdvetkezo egyvaltozos Lagrange-polinomok szorzatai
adjak:

n+l m+l1
X—X, , X—X
M=T1—= ¢ I =T1—=*. (4.90)
k=1 X; =X, ’ k=1 x/. — X
i#k Jj#k

A legegyszerlibb C, négyszdgelem a linedris, négy csomopontos elem. Ahogyan az a Pascal-
haromszogbdl is leolvashatd, nem teljes interpolacios polinomat

p(x,y)=a,+a,-x+a,-y+a;-x-y={x} -{a} (4.91)
formaban kell keresniink. A

pP(xe, ) I x Yk X Vi 4
Xiest Vier 1 x + + Xist " Vir a
(p}= P(Xprs Vier) _ 1 Vin k1 Vi | ]G —[®]- {a} (4.92)
P(Xpi2> Visr) I X View X Vi | | @
P(Xpis Viss) I Xy Vs %es Vs ] (&
feltételekbol a négy egyiitthatd
{a}=[®]"-{p}, (4.93)
az interpolaciods polinom pedig
p(x, »)={x}"[@] - {p} ={N}" -{p} (4.94)
lesz, ahol a bazisfliggvények vektora:
(x}"=[1 x y x-y]. (4.95)

Az interpolacids fliggvények vektora a 4.89. osszefliggés alapjan kozvetleniil is eldallithato:

N, (x,y) L (x)-1" ()
Nea(x,») _ l]f»%(x)'l/gr)l(y)
Nk+2(xay) I/f?z(x)llf?z(y)
Nis(x,p) 115?3 (x)- I/(cl+)3 62)

Ha a Lagrange-polinomokat a lokalis koordinatakkal fejezziik ki, akkor az interpolacios
fliggvények vektorat a kovetkez6 modon kapjuk:

{N}=({x}" - [@])" = (4.96)
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L -9--n

S B LI

. {1-7
{N}= ]]\vf"“ix’ 4 ; = f , 4.97)

k+2 xﬁy . 1 . 1
N, () p (1+8)-(1+n)
L -9
amelynek tagjait tdmoren az

Nl(iaﬂ):%(1+§§,)(1+nn,)a 121723374 (498)

formaban is megadhatjuk (&, és n, az i csomopont lokalis koordinatai). E fliggvényeket felrajzolva
a 4.23. abran lathat6 feliilettel azonos formaju alakzatokhoz jutunk. Az abrazolt feliilet oldalai
egyenesek de az altaluk kdzrezart feliilet nem sik (az egy nyeregfeliilet). Az interpolacios polinom a
peremeiknél illesztett négyszogi, nem feltétlentil sik elemekbdl allo feliiletet ir le.

Nk+2(&7 n)

s 1
3 E=-1,m=1)

2 (E=1,n=1)

&

k(&.’:_lan:_l) k+l(&:1’n:_l)

4.23. abra. A Cy-folytonos bilinearis négyszégelem egy interpoldacios fiiggvénye

A bemutatott elemet bilinedrisnak mondjak, mivel mindkét irdnyban linedris kozelitéssel
rendelkezik. A felvazolt eljarassal azonos moddon szamos egyéb magasabbfoki izotrop
négyszogelem generalhato. A gyakorlatilag hasznosabb kilencpontos bikvadratikus elem

interpolacios fliggvényei az
N.(x, ) =17(x)-17(y), i=12,..9 (4.99)
Osszefiiggéssel allithatok eld, mint masodfoka Lagrange-polinomok szorzatai. Ha a Lagrange-

polinomokat a lokalis koordinatakkal irjuk fel, akkor végsd soron azt kapjuk, hogy a négy
sarokponthoz tartozé interpolacids fliggvény (4.24.a. abra):

Ni(‘:n 1’1)=%§§, +N-n; (1+§§,)(1+T]TL)» i=1,2,3,4, (4100)

az oldalkdzépekhez tartozok (4.24.b. abra):
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N(Em=s&8-(+68)-(1-1). i=68,
2 (4.101)

1 .
N,(éaﬂ)=zﬂn,(1+nn,)(l—§2)a i=5,7,
és végiil az elem kozéppontjahoz tartozo interpolacios fiiggvény (4.24.c. abra) pedig:

N(@Em)=01-8)-(1-1"), i=9 (4.102)

lesz. Abrazolasukkal gorbe élii gorbiilt feliileteket kapunk.

4.24. abra. A Cy-folytonos bikvadratikus négyszégelem interpoldcios fiiggvényei

A fenti eljaras az anizotrép elemek interpolacids polinomjainak eldallitasara is alkalmas.
Legyen példaul a 4.22. dbran b-vel jelolt elem. Interpolacids fiiggvényeit az x -ben elsé- és y -ban
masodfoki Lagrange-polinomok szorzata adja:

N, y)=1"x)-12(y), i=1,2,..,6. (4.103)

Ezek kozil négy a sarokpontokra, kettd pedig az oldalkdzepekre vonatkozik. Ha ezeket
kiszamitjuk €s abrazoljuk, akkor a kovetkez6 (4.25.a, illetve b.) abrat kapjuk.

4.25. dabra. Cy osztalyu, egyik iranyban linedris, a masik iranyban kvadratikus
négyszogelem interpoldacios filiggvéenyei
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Ha visszatekintiink a szimplexek ¢és a hiperkubusok Pascal-hdromszogeire, akkor
észrevehetjiik, hogy az eddig ismertetett eljaras a magasabb foku interpolacié esetén mindkét
elemtipusnal belsé csomopontok megjelenéséhez vezet. A belsé csomodpontok az ismeretlen
megoldasfiiggvény kozelitésének szempontjabdl nem bizonyultak hasznosnak, mivel a hozzajuk
tartoz6 fliggvényértékeket csak a peremen talalhatdé csomopontokban szamitottak segitségével
fejezhetjik ki (kivétel ez alol a geometria megkozelitése). Kézenfekvoveé valt tehat a belso
csomopontok elimindlasa. Az igy megvalositott végeselemeket altaldban a magyar nyelvil
szakirodalomban is serendipity-elemeknek nevezik, ahol az angol sz6 értelme ,képesség értékes
dolgok taldlasara ott ahol kevéssé valoszini”. Nevezzilk ezeket az elemeket a tovabbiakban
egyszertisitetteknek.

Példaul tekintsiik az elobbiekben tanulmanyozott bikvadratikus négyszogelemet, mely egy
belsé csomoponttal rendelkezik. Amennyiben a belsd csomodpontjat elhagyjuk, egy egyszertsitett
feliiletelemhez jutunk (4.26. abra).

4.26. abra. Az egyszerisitett bikvadratikus Cy feliiletelem

Az interpolacids polinom meghatdrozasahoz ismét a Pascal-haromszoget vessziik el6 (4.27.
abra). A belsé csomopontnak megfeleld x-y szorzat nem tartozik a polinom tagjai kozé, az

interpolacios polinom tehat most
p(x,y)=a,+a, x+a,-y+a,-x° +a4;y2 tag- X y+agx-y ta,xty = (4.104)
={x} -{a;
lesz, ahol a bazisfliiggvények vektora:
(x"=[1 x y x> ¥y x*-y xy* x>y, (4.105)

A nyolc meghatarozandé egyiitthatdé a nyolc csomoépontban eldirt fliggvényértékekbol
kovetkezik. Az interpolacios fliggvényekre vonatkozo elv valtozatlan: a fiiggvény értéke egyetlen
csomopontban lehet egységnyi, a tobbiben az zéro kell legyen.

x y
X’ Xy Y
3 2 2 3
x Xy Xy y
v o 3 7
x Xy Xy xy y
5 32 23 o
x xly Xy Xy xy y

4.27. abra. Az egyszeriisitett bikvadratikus négyszogelem a Pascal-haromszégben

A mar ismert modszerrel meghatarozott interpolacios fiiggvények a kdvetkezok lesznek:
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— a négy sarokpontban:

Ni(i,n)=%-(§'§i'n'ni—1)'(1+é'§,-)'(1+n'nf), i=1,2,3,4, (4.106)

— az oldalkozépekhez tartozok:

N(&m =t (+E5)-(-17), =68,
2 (4.107)

Ni(é,n)=%-(1+n-ni)-(1—é2), i=5,7.

Ha felrajzoljuk ezeket, akkor a 4.28.a, illetve b. abran lathato feliiletekhez jutunk.

4.28. abra. Cy osztalyu egyszeriisitett bikvadratikus
négyszogelem interpoldacios filiggvényei

4.5.4. A C,-folytonos feliiletelemek

A C, folytonossag a fliggvényértékek mellett az elsérendii derivaltak folytonossagat is
megkdveteli, mely feltételek a p fliggvényértékek és a 0 p/dn derivaltak élmenti eldirasat
eredményezik. Az utobbi kifejezés a kozelitd fiiggvény gradiense, az élre merdleges iranyban
szamitott derivaltja.

Amennyiben a végeselem téglalap alaka és oldalai a koordinatarendszer tengelyeivel
parhuzamosak, akkor a derivaltak perem menti folytonossaganak biztositdsahoz a végeselem
csomdpontjaiban a p, dp/0x, Op/dy ésad p/(0x-0y) értékek folytonossagat kell eldirni. A
masodrendl derivalt csomdponti folytonossaga az elsérendil derivaltak folytonossagat biztositja az
¢élek mentén. Ha e masodrendli vegyes derivaltat nem irnank eld, akkor az elsérendli derivaltak
folytonossagat csak a csomopontokra korlatoznank.

Amennyiben a feliilletelem nem téglalap alaka vagy oldalai nem parhuzamosak a
tengelyekkel, akkor mar az emlitett harom feltétel sem elegendd a C, folytonossaghoz: ekkor az

élmenti folytonossdghoz a fentieken kiviil a &°p/0x* és 0°p/0y’ masodrendii derivaltak
folytonossagat is el6 kell irni a csomopontokban.

Mivel a globalis rendszerrel parhuzamos szabalyos téglalaphalo egy eléggé ritka sajatsagos
eset, a C, folytonossag biztositasa a feliiletelemek felett joval bonyolultabbnak igérkezik mint a
vonalelemek esetén: altalanos esetben csomopontokként hat feltételt kell eldirnunk.

Ez a kétdimenzios szimplex esetén minimum 3x6 =18 feltételt jelent, harom csomopontra
szamolva. A Pascal-haromszoget szemrevéve azonban kideriil, hogy 18 tagi teljes kétvaltozos
polinom nem létezik — e problémat ugy oldottak fel, hogy a szimplex élein tovabbi harom
csomopontot vettek fel, amelyekben csupan a normalis szerinti derivaltak folytonossagat irtak elo.
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fgy az 6sszesen 21 feltételt az 6todfoku teljes polinomhoz kotétték, melynek éppen 21 tagja van. A
csomoponti folytonossagot tekintd eldirasok koziil harom tehat az élkdzepeken felirt

Op_0p 0x 0p 0y _ 0P 4 6,97 . o (4.108)
on 0Ox On 0Oy On ox oy

derivaltakra vonatkozik, ahol © az nm normalis és az x tengely altal bezart szog (4.29. abra).

y a sotét korokkel jelolt sarokpontokban
folytonos mennyiségek: p, 0 p/0 x, 0 p/0 y,
P lox*, 0p*1oy, 0p*lox -0y

n a vilagos korokkel jelolt pontokban
0 folytonos mennyiség: 0 p/0 n

4.29. abra. A legegyszeriibb konform C;-folytonos haromszogelem

A legegyszertibb C, folytonossagu szimplex interpolacids fliggvényeit az ismert

{N}=({x}"-[@])" (4.109)

Osszefiiggés alapjan allithatjuk eld, ahol a 21x21-es méretli [d] matrix inverzét kell felirnunk.
Analitikus 0ton ez igencsak nehéz lenne és a 441 kifejtett tag képletének programba iiltetése is
kényelmetlen feladat, éppen ezért az inverz matrixot numerikus uton szoktak eldallitani, a kozelitd
fliggvényt pedig nem irjak fel az eddigi analitikus formaban.

A csomopontonkénti hat feltétel eldirasa tehat jelentds erdfeszitést igényel a szamitasok
elvégzését tekintve, még a legegyszeriibb C, -folytonos végeselem esetében is. A magasabb foku

interpolacidval a miiveletek mennyisége megsokszorozodik, éppen ezért annak gyakorlati haszna
nincs.

a sotét korokkel jeldlt sarokpontokban

kpontokban fol
a sarokpontokban folytonos 7 folytonos mennyiségek: p, 0 p/0 x, 0 p/0 y

mennyiségek: p, 0 p/0x, O p/0y

a vilagos korokkel jelolt
pontokban folytonos
ennyiségek: p, 0 p/O n

V-

4.30. abra. Nemkonform haromszogelemek
E nehézségek miatt felvetddott a C,-osztalyl elemek egyszerisitésének igénye, bizonyos

engedményeket téve a derivaltak vagy a fiiggvényértékek folytonossaganak tekintetében. Az igy
keletkezett nemkonform elemek az eldbbiekben ismertetett konform elemekhez viszonyitva
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kevesebb szabadsagfokkal rendelkeznek, interpolacids polinomuk valamivel egyszertibbé valik.
Ezek a végeselemek a C, folytonossdgot szigoruan véve nem biztositjak, viszont a gyakorlatban
egészen jo eredményeket értek el velitkk. A 4.30. abra két nemkonform szimplexet mutat be, a
csomopontokban felirt feltételek megjelolésével.

Az abran a baloldali elem esetében példaul csak a fliggvényértékeket és az elsdrendi
derivaltakat irjuk eld, igy egy kilenc szabadsagfokkal rendelkezd harompontos végeselemhez
jutunk. Kilenctagt teljes kétvaltozos polinom nem létezik, ezért a bazisfiiggvények {x} vektoranak
tagjainak felirdsakor az aszimmetrikus tagokat egy javaslat (Tocher) szerint 0sszevonjak:

x'=[1 x y ¥ xy y xX (-y+x-y’) yl. (4.110)
Ekkor viszont az elem [®] matrixa bizonyos geometridk esetében szingularis lehet, tehat a

javasolt megoldast nem lehet altalanosan hasznalni. Ezen a helyzeten segit Zienkiewicz késobbi
javaslata, amely az egy csomopontra vonatkoz6 interpolacios fliggvényeket a természetes
koordinatak fiiggvényében a kovetkezoképpen tekinti:

E.!1+EJ12'EJ2+EJ12'EJ3_EJ]'ég_él'ég

N (&), 8, 8) . |
N;(épéza‘;) = (y1_y2)'(§12'§2+5'§1'éz'§3)_(y3_y1)'(a12'§3+5'§1":2'§3) B
GRS 1 1

—(x, _xz)'(éf '%2"'5'&1 &, E3) +(x; _xl)'(élz -&; +5'EJ1 -§,-E3)

4.111)

a masik két csomopontra érvényes interpolacios fiiggvények ciklikus permutacidval allithatok elo.

A 4.30. abra jobb oldalan lathatd 15 szabadsagfokkal rendelkez6 nemkonform elem mar
kényelmesebben hasznalhato: interpolacidos polinoma a teljes negyedfokt polinom, igy az
interpolacios fiiggvények eldallitaisaban a miveletek elvégzése nem hoz magaval uj feladatot.

A C, -folytonossagu kétdimenzios hipekubusok esetében is a fentiekkel azonos modon jarunk
el, a konform elemeknél csomopontonként hat feltételt irunk el. A Pascal-haromszogre tekintvén
észrevehetjiik, hogy négy csomopontos C, -folytonos feliiletelemet nem tudunk eldallitani, viszont
ha az élek kozepén felvesziink egy-egy harom szabadsagfokkal ( p és annak két elsé derivaltja:
Op/0x, 0p/0oy) rendelkezd csomodpontot, akkor a 36 szabadsagfokkal rendelkezd végeselem
interpolacios polinoma felirasa nem {itk6zik nehézségbe. Ekkor a 36 x36-os [@] matrix inverzének

kiszamitasa szintén numerikusan torténik.

A szabadsagfokok szama most is nagyon nagy, igy a gyakorlatban ezuattal is inkabb
nemkonform végeselemeket hasznalnak. Ilyen példaul a lemezszerkezetek szamitdsara sikeresen
hasznalt 12 szabadsagfoki négycsomopontos végeselem, ahol csomépontonként csak a
fliggvényértékeket és az elsdrendli derivaltak értékét (p, O p/0x, 0 p/ 0 y) irjuk eld. E végeselem

hianyos negyedfoku polinomat a kdvetkezo bazisfiiggvényekkel épitjiik fel:
x'=[1 x y ¥ xy y ¥ xy xy y xy x)'], (4.112)

az egy csomopontjahoz tartozo interpolacios fiiggvényeket pedig a kovetkezd vektor foglalja
magéba:

N (1+&,-8)-(14+n, m)-2-& -1’ +& &+, 1)
Ny p=—- =&, -(1+&,-&)-(1+m,-m)-(1-&") - (4.113)
N; —T],-'(1+E.,,-'é)'(1+nl~'n)'(1—ﬂ2)
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Erdekességként megjegyezheté, hogy a C,-folytonos téglalapelemek interpolacios

fliggvényeit az egyvaltozdos Hermite-polinomok szorzataiként tudjuk eléallitani (ezeknek az
elemeknek az élei parhuzamosak a globalis koordinatatengelyekkel).

4.6. Terfogatelemek

4.6.1. Helyi koordinatak

A haromdimenzids szimplex természetes koordinatait a 4.5. abran lathato tetraéder
feldarabolasabol szarmazé négy kisebb tetraéder térfogatanak a teljes térfogathoz viszonyitott
aranya adja. Egy adott pont koordinatai koziil harmat valamelyik oldallappal parhuzamos
metszetben kell felvenniink, a negyedik koordinata e siknak a tetraéder magassagahoz viszonyitott
helyzete lesz (4.31. abra). &

4.31. dabra. A 3D szimplex természetes koordindtai

A globalis és a lokalis koordinatarendszerek kozotti transzformaciokat az

1 I 1 1 1 &
X X X, X3 X
e R A % (4.114)
YIIn o v Y| |G
z z, oz, zy z,| |&
Osszefiiggés adja. Az inverz transzformacio a kétdimenzids esetnél is bonyolultabb:
&1 dl al bl cl l
1 |d, a, b, ¢ X
E.)Z — . 2 2 2 2 , (4 1 1 5)
& 6-V |dy a; by c | |y
&, d, a, b, ¢ | |z

ahol

| X=Xy M=)V Z17%
Vzg- X=X, V=V, Z,—Z, (4.116)

X=Xy N=Vs 21724
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a tetraéder térfogata (tulajdonképpen a fenti determindns moduluszat kell venni), az elsé sorban
szerepld négy paraméter

1y, z x, 1 z x, y, 1 X, ¥, z
a=—|1 vy, z|,b=—|x; 1 z|,c=—|x y, 1l|,d =|x ¥y, 2z, (4.117)
1y, 2z, x, 1z, X, vy 1 Xy Vi Z4

a tobbi sorban szerepld tag pedig ciklikus permutacioval allithato eld.
A térfogatkoordinatak fiiggvényében a differencialas a kdvetkezok szerint torténik:

i:i%.i_L.ia 0
ox “Sox o, 6.V F ' oog’
0. 5060 1y, 0 (4.118)
oy ‘T oy 0g 6V I l %,
i:i%.i:L 24:0 0
0z ‘oz o 6V T

A 3D hiperkubus helyi koordinatarendszere a kétdimenzios helyi koordinatarendszer
altalanositasa. Ritkabban hasznalt valtozata az élekhez simulo, a gyakoribb a 4.32. abran is lathato
centralis rendszer. A vonatkoztatasi rendszer lehet ortogonalis vagy ferde, egyenes vagy gorbe. Ez
esetben is mindharom koordinata a [0,1] (ha a koordinatarendszer élhez simulo), vagy a[—1,1] (ha
az centralis) intervallumbol vehet fel értékeket.

o-1,1,1)

(1,':1,71) )
4.32. abra. A 3D hiperkubus helyi koordinatarendszere

A globalis koordinatakat a lokalisak fiiggvényében a kdvetkezé modon irjuk fel:

xzzgzai~xi, yzzgzai'y,., z=28:a,.~zl., (4.119)

~ — ~

1 1

ahol
4= (4B (en (14,0, (4.120)

Azinverz §=§&(x, y,z), n=n(x, v, z) és {=C(x, y, z) Osszefliggések analitikus kifejezésére
most sincs sziikség.
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A globalis valtozok szerinti derivaltakat most is a Jacobi-matrix segitségével irjuk fel:

9 9
0x 0§
Ol _gpdat 4.121)
oy on
o 9
Oz oC
A transzformacid Jacobi-matrixanak most kilenc eleme van:
ox 9y oz
0§ 0& 0§
[J]= Ox 0Oy 0z ’ (4.122)
on on on
ox oy oz
|06 08 0C]

s a kétdimenzios esethez hasonldan fejezhetjiik ki annak determinansat €s inverzét.

4.6.2. Interpolaciés polinomok

Xy

zy

4.33. abra. A Pascal-giila emeletei

A haromdimenzids esetben az interpolald fiiggvény felirdsakor a 4.14. polinomok
mindegyikére sziikségilink van. A teljes haromvaltozos n-edfokt polinom a kovetkezo lesz:
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Py =Dyl (4.123)
=1

ahol

=(n+1)-(n+2)-(n+3)

- (4.124)

i+j+k<n, m

m a polinom egyiitthatoinak szama.

A teljes haromvaltozos polinomok tagjait a kétvaltozos polinomok Pascal-haromszogével
analog harom dimenzids Pascal-gulaval illusztralhatjuk (4.33. abra). Itt is rajzolhatunk olyan
savokat, amelyek az azonos kitevdjii tagokat tartalmazo szorzatokat kotik ossze. A teljes n-edfokt
polinom a feliilr6] szamitva n+1-edik vizszintes sikon talalhatd és az Gsszes felette levd tagot
tartalmazza, igy példaul a teljes harmadfoku polinom 20 taggal rendelkezik (ez a 4.33. abran
feltlintetett bazisfiiggvényekkel épitheto fel).

4.6.3. A Cy-folytonos térfogatelemek
A haromdimenzios C,-szimplexek szarmaztatasat a Pascal-gulaval lehet szemléltetni (4.34.
abra). A térfogatelemek C,-folytonos illesztése a kozelitd fliggvény folytonossagat kell biztositsa a

végeselemek érintkezo feliiletei mentén (tehat nem csak a csomopontokban és nem csak az éleken).
A nulladfoku elem tehat ez esetben sem tagja a C, folytonossagi osztalynak, mivel az most is a

fliggvény allando értékét irja eld a végeselem felett.

‘ (nulladfok)
1

els6foku

harmadfoku

4.34. abra. Cy-folytonos 3D szimplexek

A szimplexekhez tartozo interpolacidos polinomok a kétdimenzids esettel azonos modon
épithetdk fel, a csomopontok helyzete €s a Pascal-gula tagjai kozotti megfeleltetés alapjan. Példaul
tekintsiik a linearis esetet, a négy csomopontu tetraédert (4.35. abra). A polinom ekkor a kovetkez6
lesz:

4
p(l)(x’ ya Z):a0+a1.x+a2.y+a3 'Z:Zp(l)(xi’ yi’Zi)'Ni(x’y’ Z)7 (4125)

i=1

ahol az interpolacios fiiggvények most a természetes térfogat-koordinatakkal egyeznek meg:
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Ni(x,y,2)=&/(x,y,2), i=1,2,3,4. (4.126)

Az interpolacios fliggvények grafikus abrazolasa most nem lehetséges, mivel értelmezési
tartomanyuk haromdimenzios, de azonban konnyen észrevehetjiik, hogy ebben az esetben is értékiik
csak egyetlen csomopontban egységnyi, a tobbiben pedig z€ro.

4 4

10

2 5 )
linearis kvadratikus

4.35. abra. A gyakrabban hasznalt Co-folytonos 3D szimplexek

Gyakorlati szempontbol egy masik fontos tipus a masodfoku (kvadratikus) interpolaciot
hasznal¢ tiz csomoponttal rendelkezé végeselem. Interpolacios fliggvényei a kovetkezok:

(2:6,-D-¢
(2-€,-D-¢,
(2:6,-1)-&;
(2-&,-1-¢,
4. -,
4- iz '§3
4- E.)l ":3
4- §1 '§4
4- éz 'E.a4
4- i3 '§4
A haromdimenzios hiperkubusok interpolacios polinomat — akarcsak a kétvaltozos esetben —
az egyvaltozos Lagrange-polinomok szorzata adja:

{N(x,y,2)} = (4.127)

n+l m+1 [+1

Py, 2= > p(x, v, 2) 1) [ ()1 (2), (4.128)

i=l j=1 k=1

ahol n, m és [ az x, y és z szerinti egyvaltozds Lagrange-polinomok fokszama. A végeselem

lehet izotrop, amikor n =m =1, vagy anizotrdp, ha az elébbi harom kitevé nem egyenld.
Az interpolacios fiiggvényeket ekkor tehat harom egyvaltozés Lagrange-polinom szorzata
alkotja:

N, (63, 2) = 1(0) 17 (1) [ (2) . (4.129)

Trilinearis interpolacié esetén az interpolacios fiiggvényeket egyetlen képlettel is
megadhatjuk:
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N (&, C)=é'(l+§'§k)'(1+n-m)-(1+C'Ck), (4.130)

ahol &k a nyolc sarokpontra vonatkozik (e képletekben azok £k index(i lokalis koordinatai
szerepelnek).
A C, folytonossagu 3D hiperkubusok interpolacios polinomanak szerkezetét, akarcsak a

tetraéderekét, a Pascal-gulaval szemléltetjiik (4.36. és 4.37. abra). Gyakorlati szempontbol
fontosabbak a mar emlitett linearis elem és a masodfoki megkdzelitést hasznald parabolikus elem.
Ez utobbi éleinek kozepén, az oldallapjainak kozéppontjaban és a hexaéder geometriai
kozéppontjaban is talalhato egy-egy csomodpont, amelyek koziil az utobbi nincs a peremen, tehat az
belsdé csomopont.

/ ¢ (nulladfoki)
els6foku
o? * & le masodfokt

4.37. abra. Egy Cy-folytonos anizotrop 3D hiperkubus

A hexaéderelemekre vald felosztaskor azt tapasztalhatjuk, hogy a perem geometridjat gyakran
csak kisméretii elemekkel lehet elfogadhato modon kozeliteni. Eppen ezért a haromdimenzios
halogeneralas kedvelt végeseleme a tetraéder, de hexaéderhalok hasznalatakor is sziilethet
elfogadhatdé megoldas. Ekkor, ha nem akarunk tal sok kisméretli végeselemet hasznalni, a
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szabalytalan peremfeliilet kdzelitésében két kiillonb6z6 modon jarhatunk el: vagy elfajult elemeket
vezetiink be, vagy prizmaelemeket hasznalunk.

Az els6 megoldas egyszerlibb és gyakorlatilag minden végeselemes program esetében
alkalmazhat6. Elve két vagy tobb csomdpont egymasra tevésébdl all: a csomopontok szamozasanal
egy tényleges geometriai ponthoz tobb egymast fedé csomopontot rendeliink. Az elemek ilyen
modon torténd degeneraldasa nemcsak haromdimenzios esetben valosithatd meg, gyakorta allitanak
elé igy haromszogelemeket négyszogelemekbdl valamely csomopont megkettdzésével (4.38. dbra).
Ez az eljaras nagyon egyszert, viszont az elemi matrixok erds torzitdsahoz és ezzel fontos szamitasi
hibakhoz vezet. A megkettézott csomopont példaul joval merevebb lesz mint a valdsagban, a
szimmetrikus geometriaju elemek merevsége erOsen aszimmetrikussa valik. A szamitasi
eredmények fliggeni fognak a csomdpontok szamozasatol.

A csomopontok egymasra tevésével nemcsak az abrazolt hasab alakt végeselem hozhat6
létre, hanem barmilyen mas alaki, nullatol kiilonb6z6 térfogati konvex idom is (példaul gula alaka
elemek).

3=4

4.38. abra. Kevesebb csomoponttal rendelkezo elfajulo végeselemek létrehozasa

A masodik megoldas egy ujabb tipusu végeselem (a prizmaelem) létrehozasan alapszik,
amely a szamitasokban sokkal jobban hasznalhatd, mint az el6z6 megoldassal létrehozott elfajult
végeselem. A C,-folytonos prizmaelemet (itt nyilvdnvaléan haromszogprizmakrol van szd) a
abra egy olyan hibrid prizmaelemet mutat be, amelynek xy sikban fekvé alapja hdromszog alaku és

amelyen a kozelités masodfoka. Ebben a sikban tehat az interpolacios polinom a kétdimenzids
szimplexekre vonatkozo elveket fogja kovetni. A prizma magassaganak (a z tengely) iranyaban a
kozelités harmadfokil — ebben az iranyban az interpolacios polinom felépitésében a hiperkubusokra
vonatkoz6 elveket kell szem el6tt tartani.

A prizmaelem interpolacios polinoma tehat a kovetkez6 lesz:

p(x, y,2)=p?(x,y)-p¥(2), (4.131)

ahola p'?(x, y) polinom a kétvaltozds szimplexeknél ismertetett
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PP (x,y)= p(x,¥,)-Ni(x, ) (4.132)

i=1

osszefiiggéssel, p*(z) pedig az egyvaltozos hiperkubusnal felirt
4
PP ()= p(z)1?(2) (4.133)
i=1

Lagrange polinommal adhaté meg.

A haromdimenzios elemek feletti magasabbfokll interpolacional — akarcsak a kétdimenzids
esetben — a magasabbfoku vegyes szorzatoknak megfeleld belsé csomopontok is megjelennek.
Ezeknek a gyakorlati haszonnal nem rendelkezd belsé csomopontoknak elimindlasa folytan
egyszerisitett (serendipity) elemeket kapunk, amelynek csomodpontjai az élek és esetleg az
oldallapok mentén sorakoznak.

4.39. abra. Egy Cy-folytonos prizmaelem

Példaul, mint lattuk, az izotrép kvadratikus hexaéderelem belsejében van egy foloslegesnek
tekinthetd csomopont, amelynek eltavolitasa a szabadsagfokok szamat eggyel csokkenti.
Lényegesen nagyobb a megtakaritds ha az oldallapok kdzepén taldlhaté csomodpontoktol is
eltekintlink: igy egy 20 szabadsagfokkal rendelkezd egyszertsitett végeselemhez jutunk (4.40.
abra). Ennek az egyszertsitett végeselemnek a sarokpontjaihoz tartozé interpolacios fiiggvényei a
kovetkezok:

Ni(aana C)zéﬂ*'éi,)(hrnn,)(“'gC,)(i&,*‘ﬂﬂﬂrgg,_z)a

(4.134)
i=12,..,8,
az élkozepekhez tartozo interpolacios fliggvények pedig:
1 .
N,-(i,n,C)=Z'(1—iz)‘(l+n‘n,~)'(1+C‘C,~), 1=9,10,11,12,
1
N,-(E.,,n,C)=Z-(l—n2)'(l+i'@)'(HC'Q), i1=13,14,15,16, (4.135)
1

NENO=—(1-C)(1+&E)-(+nm,), i=17,18,19,20.

N
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4.40. abra. Egyszeriisitett Co-folytonos térfogatelem

4.6.4. A C,-folytonos térfogatelemek

A gyakorlatban a C, -folytonos illesztésii térfogatelemek nem igazan honosodtak meg, mert a
szabadsagfokok nagy szama komoly szamitasi nehézségeket okoz. A téglatest alaka C, végeselem
interpolacios fiiggvényei ezuttal is az egyvaltozos Hermite-polinomok szorzataiként szamithatok ki.
Az altalanos esetben, amikor a végeselem élei nem parhuzamosak a vonatkoztatasi rendszer
tengelyeivel, minden csomopontban a fliggvény p értéke és a op/dx, Op/dy, Op/oz
elsérendi derivaltakon kivill a magasabb rendii derivaltakat is eld kell irjuk, egészen a
harmadrendiickig. Csomopontonként tehat igen nagy szamu szabadsagfok jelenik meg (17 darab).

A szabadsagfokok igen nagy szdma miatt a ténylegesen C,-folytonos végeselemek nem

nyertek gyakorlati alkalmazast, ez esetben is kézenfekvobb a C,-folytonossagot szigortian nem

teljesitd, a gyakorlati szempontokat viszont kielégitd nemkonform elemek hasznalata. Egy ilyen
egyszeriibb, nemkonform elem példaul a 4.41. abran lathaté 20 szabadsagfokkal rendelkez6
szimplex, ahol a sarokpontokban a fiiggvényértékek mellett csak az elsérendii derivaltakat irjuk eld.
A polinom teljessége miatt tovabbi négy, az oldallapok kozepén fekvo csomopontot is fel kell
venni, ahol csak a fiiggvényértékeket irjuk eld.

a vilagos korokkel jelolt
pontokban folytonos
mennyiség: p

a sotét korokkel jelolt sarokpontokban a sarokpontokban folytonos mennyiségek:
folytonos mennyiségek: p, op/0ox, Op/dy, Op/0z p, Oplox, Opldy, Opléz

4.41. abra. Nemkonform térfogatelemek
Hasonlé megoldas lenne a 32 szabadsagfoku nyolcpontos nemkonform hexaéderelem,

amelynek csomoépontjaiban a fliggvényértékeket és az elsérendt derivaltakat irjuk eld. Interpolacios
polinoma hianyos és negyedfoku, a kdvetkezo tagokkal adhaté meg:
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x}'=[1 x y z x* y 2% xy yz xz X y z

x>y x-y* xtz x-z2 yz yzt x-yz (4.136)

2 2 2 2 2 .2 3 3 3 3 3 3 4
x -y xz yz xy xy yez yz Xz xz x Yy ozl

4.7. Gyakorlati szempontok

4.7.1. Vektorialis fiiggvények kozelitése

Ebben a fejezetben az eddigiekben skalaris fiiggvények kozelitését targyaltuk (ilyen lehet
példaul a homérséklet és a hidrosztatikai nyomas). A vizsgalt mennyiség azonban lehet vektorialis
is, ilyen példaul a rugalmassagtani feladatokban szereplé elmozdulas,— ekkor annak
komponenseivel, skalaris mennyiségekként megadhato vetiileteivel kell dolgoznunk.

A példaként emlitett vektoridlis d(x, y, z) elmozdulas vetiileteit az x iranyu u(x, y,z),az y
iranya v(x, y,z) €és a z irdnya w(x, y, z) skalaris fiiggvények adjak. C, folytonossag esetén
minden csomopontban eld kell irnunk e harom skalaris mennyiség értékét, tehat a szabadsagfokok
szama most csomopontonként harom lesz. Mindharom komponenst az interpolacios fiiggvények
segitségével adjuk meg:

u(x, Y, Z) = Zu(xia Vi Z,’)']Viu(xa Y, Z)a
il

v(x, y,2) =Y v(x, ¥,,2) N/ (x, y,2), (4.137)
i=1

w(x, y, z) = Zw(xi’ Yi»2) N (x, p, 2).
i=1
A harom komponens egymastol fliggetlen, tehat akar egymastol eltér6 rendben kozelithetjiik
Oket — ez esetben az N“, N és N" interpolacios fiiggvények nem azonosak és ez a végeselem

crer

az egy csomopontra vonatkoz6 interpolacios fiiggvények altalaban minden komponensre azonosak.
A bazisfiiggvények {x} vektorat most egy [x] matrixszal kell helyettesiteniink. Példaul

linedris approximacio esetén az interpolacids polinomot a kdvetkezéképpen irhatjuk fel:

u(x, y, z) 1
{dy=4v(x,y,2) =0
w(x, y, z) 0

=[x]-{a}. (4.138)

S O =
S O =
S = O
S x O
S e O
—_— O O
= o O
= O O
il

Az {a} vektor tagjainak meghatarozdsa az ismert eljaras alapjan torténik (eldirjuk, hogy az
interpolacidos polinomok a csomodpontokban a csoméponti elmozdulds-komponenseket adjak
vissza). A végeselem tartomanyan barmely pont elmozdulasat a kovetkezd vektorialis Osszefiiggés
fogja leirni:
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{d(x,y,2)} =[N]-{8}, (4.139)

ahol {8} a csomoponti elmozdulasok vetiileti vektora. Akarcsak a bazisfiiggvények {x} vektora, az
interpolacios fliggvények [N] matrixa is felépitésében kiilonbozni fog a skalaris esetben hasznalt
formatol.

4.7.2. Parametrikus elemek

A geometriai helyzet megadasa rendszerint, akarcsak a fliggvényértékek kiszamitasa, szintén
a végeselem feletti interpolacioval torténik: barmely, az adott végeselemhez tartozéd pont
koordinatait megadhatjuk a csomoépontok koordinatainak filiggvényében. Az ilyen végeselemet
paraméteresnek (vagy parametrikusnak) nevezik. A geometria megkozelitésére alkalmas
interpolacios fiiggvények azonosak lehetnek a tanulményozott fiiggvény kozelitésére hasznalt
fliggvényekkel — ekkor az elemet izoparametrikusnak nevezik.

A geometria magasabbfoku kozelitése gorbe peremek esetében jelentdsen csokkentheti a
végeselemek szamat, példaul egy korlap a geometria kvadratikus kozelitésével egyetlen
paraméteres négyszogelemmel is kielégitd pontossaggal modellezhetd (4.42. abra).

7

4.42. abra. Kvadratikus négyszogelemmel modellezett kérlap

A végeselemek csomopontjainak felvételekor koriiltekintéen kell eljarni, és a varhato
elmozdulas mértékét is figyelembe kell venni, a torzulas miatt 1étrejovo szingularitdsok miatt. A
4.43. abran néhany szemléltetd példat lathatunk. Az elsé (a.) példaban a 4. szamu csomopont
kornyezetében a & és az n koordinatavonalai nagyon kdzel vannak egymashoz és egy adott helyen
egymast fedik. gy a d&-dn szorzat (az elemi teriilet) az adott helyen zérd fele tart.
Kovetkezésképpen a halo 1étrehozasakor gondoskodnunk kell arr6l, hogy minden egyes végeselem
konvex és deformalt allapotaban is az marad.

A b. példaban a hibas sorszdmozas vagy tulzott deformacié miatt a végeselem teriiletének egy
része eltiinik vagy az akar negativva valik. Ha a két metsz6 oldal felezi egymast, akkor a lokalis n
tengely helyzete is hatarozatlan lesz (ezt az oldalfelezéket 6sszekotd vonal kellene adja), ellenben a
koordinatavonalak metszéspontjaban lesz az illeté koordinata hatarozatlan.

A c. példaban a végeselem oldalait leird6 gorbe rogzitett alakja miatt a végeselem
tartomanyanak egy része dnmagat fedi, visszahajlik. A takart részen levo pontok lokalis koordinatai
nincsenek egyértelmilen meghatarozva, egy ponthoz két kiilonbozé (&,m) koordinata-part

rendelhetiink.
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a koordinatasik egy
része az elem
tartomanyan kiviil van

4,
2

€
egymast fedé 4 n
koordinatavonalak /

a & b egymast metsz0

’ * koordinatavonalak
1 1

g
g /l 2
= L o 1 d
c Onmagéra visszahajlo e.
: koordinatasik Az oldalfelez6 pOntOk
hibas helyzete Héaromszogelem, mint

degeneralt négyszogelem

4.43. dbra. Elfajulo elemek

A d. példa a kdzbels6 pontok felvételekor elkdvetett hibat illusztralja: a pontok nincsenek az
¢élek kozepén vagy azok kozelében, ami a lokalis rendszer jelentOs torzulasahoz, szamitasi hibak
megjelenéséhez vezet.

A lokalis rendszer erés torzulasanak esete all fenn a négyszogelembdl degeneralassal
szarmaztatott haromszdgelem esetén is (e. abra). Bar e szarmaztatas gyakran alkalmazott megoldas,
a tulzott mértéki hasznalata az altaluk bevitt szamitasi hibak miatt kertilendo.

......

abrazoltuk).

4.7.3. A hal6 mindségére vonatkozod el6irasok

A végeselemes halo létrehozasanak elsé 1épése rendszerint a pusztan geometriai
szempontokat figyelembe vevo durva haldé megrajzolasa. Ez az adott alakzatot lefedd, a lehetd
legkevesebb végeselembdl allo hald. Ha a diszkretizalt tartomany elkiiloniild rétegekbdl all, akkor a
belsd elvalaszto feliileteket a kiilso peremfeliiletekhez hasonloan kell kezelni. A végeselemek
oldalai e feliiletekhez kell igazodjanak, ugyanis a végeselem anyaga homogén kell legyen. Ha a
diszkretizalt test anyaga anizotrop, akkor a végeselemek lokalis koordinatarendszere az anizotropia
iranyahoz kell igazodjon.

A durva halé finomitasakor a geometriai szempontokon kiviil mar figyelembe kell venni a
tanulmanyozott fiiggvény értékének varhatd alakulasat, a halot példaul a fesziiltséggyiijtd helyek
kornyékén stiriteni kell.

108



Imin

lmax

-
Olyin S A S O < a valodi
min ‘max lmax/lml-n S t | d| - 8
perem
a. b. c.
szogek oldalak aranya eltérés a valodi peremtdl

4.44. abra. A hdlo mindségi jellemzoi (vilagosabb szinnel a megengedhetd tartomdnyok)

A szamitasok kielégité pontossagahoz a végeselemes hald eleget kell tegyen bizonyos
mindségi eldirasoknak, amelyek a kovetkez6é mennyiségekre vonatkoznak (4.44. abra, a vilagosabb
szin a megengedett tartomanyt jeloli):

- az ¢élek altal bezart sz6gek megengedhetd intervalluma;

- az ¢élhosszak aranyanak maximalis értéke (leghosszabb ¢l/legrovidebb él);
- a peremektdl, hatarfeliiletekt6l valo eltérés maximalis értéke;

- a fentieknek eleget nem tevd elemek maximalis el6fordulasi aranya;

- adegeneralt elemek maximalis eléfordulasi aranya.

Az idedlis végeselem geometridja a szabalyos szimplex, illetve hiperkubus.

Altalanos elvaras, hogy a hilo6 a peremfeliiletek kozelében minél szabalyosabb legyen,
ugyanis a vizsgalt fiiggvények altalaban a perem kozelében valtoznak a leggyorsabban.

A végeselemekre osztas egyik feladata a csomopontok és a végeselemek megszamozasa. A
csomopontok szamozasakor néhany altalanos érvényti szempontot figyelembe kell venni:

- a szamozas 1-t6l felfele folyamatosan torténik (egy szdmot sem lehet kiugrani vagy
megismételni; ezt a feltétel a szamitasokat elvégzd program koveteli meg);

- ha egy csomopont szamozdasat megismételjiik, akkor ott két vagy tobb egymast fedd
csomopontot kell feltételezniink (vagasok, repedések — 4.45. abra);

- egy végeselem csomopontjainak szamozasakor a sorszamok kozotti minimalis kiilonbségre
kell torekedni (4.46. abra; ez a feltétel a merevségi matrix szerkezetének optimalasaval
kapcsolatos).

|

R AN AN X

4.45. dabra. Diszkontinuitasok modellezése csomopont-kettozéssel
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Mig az elsd két feltétel konnyen értelmezhetd, az utdobbi némi magyarazatra szorul. Az els6
fejezetben mar szo6 volt a szerkezet merevségi matrixanak Osszeallitasarol: a végeselem matrixanak
elemei a csomopontok sorszamanak megfelelé helyet foglaljak el a strukturalis matrixon beliil.
Szimmetridjuknak koszonhetdéen a strukturdlis matrix is szimmetrikus lesz, amelynek elemei a
féatlo mentén csoportosulnak. Ez a két tény egy szamitasi fogds bevezetését teszi lehetove: a
szimmetria miatt elegendé csupan a foatld egyik oldalan fekvd elemeket tarolni, méghozza ezek
kozil is csak azokat, amelyek a nemzér6 értékek savjaban vannak. Ennek a savnak a szélességét az
egy végeselemhez tartoz6 csomopontok sorszamanak kiilonbsége adja.

helytelen

1 23456 7 8 12345678

1
1

8 7 6 54 3 2
8 7 6 54 3 2

4.46. abra. Csomopontok szamozdsa és a merevségi matrix formdja

A 4.46. abran a szerkezet csomopontjait két kiillonb6z6 modon szamoztuk be. Mig a bal
oldalon levd szamozas egy viszonylag kompakt strukturalis matrixhoz vezet addig a jobboldali
szamozas egy laza szerkezetii matrixot ad, melynek elemei a f6atlotdl nagy tavolsagra vannak
szétszorva.

A csomoépontok sorszamozasat a halozoprogramok két Iépésben végzik. Eldszor a
csomopontokat létrehozasuk sorrendjében folyamatosan megszamozzak, majd az igy nyert, az
optimalistol altalaban messze alld szdmozast valamilyen algoritmussal javitjak. Egy ilyen
algoritmus az olajcsepp- vagy bozottliz-analogia (fire-front): a sorszamozast egy adott pontban
kezdi meg és ahogy az olajcsepp szétterill a pocsolya felszinén vagy ahogy a bozottliz terjed, a
kiindulasi ponttol kifele haladva koncentrikus vonalak vagy feliilletek mentén szamozza meg a
csomopontokat.

A végeselemek sorszamozasa altalaban tetszdleges, rendszerint — néhany késébb ismertetett
kivételtdl eltekintve — nincs kdzvetlen hatdsa a szamitdsok kimenetére. A szamozasnal kovetendd
szempont lehet az azonos anyagl végeselemek sorrendisége, az eredményeket tartalmazo listaban a
végeselemekre vonatkozé adatok ugyanis sorszamuknak megfelel6 sorrendben jelenik meg. A
végeselemek szamozasa is 1-t6l kezdddden folyamatosan torténik. Ha egy végeselem
sorszamozasat megismételjiik, akkor ott két (vagy tobb) egymast fedo végeselemet kell
feltételezniink (kompozit anyagok — 4.47. abra).
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4.47. abra. Kompozit anyagok modellezése végeselem-kettozéssel

4.48. abra. Csomopontok felsorolasi sorrendje (példa)
A végeselemek azonositdsa csomopontjainak felsoroldsaval torténik. A csomopontok
felsorolasanak sorrendje az adott szoftver kivanalmainak kell megfeleljen, melynek illusztralasara a
4.48. abra a SAP program haromdimenzi6s izoparametrikus végeselemét mutatja be (a 21.

csomopont csak a végeselem kozéppontjaban kiszamitott eredmények lokalizalasara szolgal). Az
eldirt sorrendtél vald eltérés hibakhoz vezet (4.49. abra).

4
3 2
4
3

3

1 1
1
2 2
’ . 4
A helyes sorrend Torz elem Negativ teriilet

4.49. abra. A téves csomopont-felsorolas hatdsa
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5. A SZERKEZETEK SZAMITASABAN HASZNALT
GYAKORIBB VEGESELEM-TiPUSOK

5.1. Vonalelemek

A rugalmassagtani feladatokban hasznalt vonalelemeket a radtartok modellezésére
hasznaljuk; e kategoria az egyenes tartokon kiviil magéaba foglalja a gorbiilt iveket és a koteleket is.
Ezeknek az elemeknek a merevségi matrixat analitikus uton, a kozvetlen megfogalmazéssal
pontosan meg lehet allapitani, éppen ezért a szerkezetek elemzésében a 4.4. fejezetben bemutatott
vonalelemekkel szemben a kdzvetlen megfogalmazassal eldallitott elemeket részesitik elonyben.

5.2. Feliiletelemek

A feliiletelemeket sik fesziiltségi vagy sik alakvaltozasi allapottal jellemezhetd szerkezetek
tanulmanyozasakor, valamint sik vagy gorbiilt feliiletek (feliilettartok) modellezésében
hasznalhatjuk.

A sik tartokat igénybevételiik szerint osztalyozzuk, azok lehetnek tdrcsdk, amelyek csak a
sikjukba esd igénybevételeket atvevo sik membranoknak tekinthetd elemek, illetve lemezek,
amelyek a sikjukra meréleges igénybevételeket veszik at. A sik Aéjak egyesitik a tarcsak és a
lemezek tulajdonsagait.

A gorbiilt feliilettartokat héjaknak nevezziik. A membranok olyan héjak, amelyek csak a
kozépfeliiletiikre eso terheléseket veszik at.

Mivel a gorbiilt feliiletek is leirhatok két koordinataval (amelyeket az illetd feliileten vesziink
fel), azokat is két dimenzidsnak tekinthetjiik. Ahhoz, hogy e gorbiilt feliileteket megkiilonboztessiik
a sik, ,,kozonséges” két dimenzids feliiletektl, azokat néha szoktdk még 2.5 dimenzidval
rendelkezé végeselemeknek kellene nevezniink). Természetesen fél dimenziok nem léteznek és
ezek az elnevezések trivialisak, nem matematikai fogalmak.

5.2.1. Tarcsak

A tarcsakat peremfeltételeiktdl fiiggden valamilyen sik allapottal jellemezhetjiik (ha a
vastagsaguk valtozasat nem gatoljuk meg, akkor sik fesziiltségi allapot jon 1étre benniik).

A sik allapotok végeselemes modellezésében elegendd a C,, osztalyl elemekhez folyamodni.

Csomopontonként két szabadsagfokot definidlunk az u és v elmozdulas-Osszetevok iranyaban. A
gyakorlati igényeknek altalaban a linearis haromszogelem és a linearis négyszogelem is megfelel,
azonban egy er6sen gorbiilt peremmel rendelkezd tartomany lefedésekor megtorténhet, hogy egy
parabolikus kozelitésti elem gazdasagosabb megoldast jelent (ilyenkor kevesebb végeselemet kell
l1étrehoznunk).

5.2.2. A lemezekre vonatkozo6 elméletek

A lemezeket (5.1. abra) klasszikus elméletiik szerint (Kirchhoff) hajlitott elemeknek tekintjiik
és a nyiroer0k hatasat elhanyagoljuk. A benniik fellépd fesziiltségi és deformacios allapot nem sik
¢és az elébbi C, osztalyll elemek mar nem vezetnek elfogadhaté eredményekhez. A nyirderdk

elhanyagolasa miatt a terheletlen lemez kdzépsikjara emelt meréleges egyenes szakasz a terhelést
kovetd alakvaltozas utan is egyenes és a meggorbiilt kdzépfeliiletre merdleges marad. Tovabba, a
lemezek tanulmanyozasakor elhanyagoljuk a lemez kozépsikjaban fellépd alakvaltozasokat, a
kozépsikot nyujthatatlannak tekintjiik. Feltételezziik, hogy a kdzépsikra merdleges iranyban hato
normalfesziiltség elhanyagolhato6 (az ebben az iranyban fellép6 alakvaltozast nem gatoljuk meg).
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Amennyiben a lemez tartomanyan egy dxxdy teriiletii feliilletelemet kiilonitiink el, akkor

annak négy oldalan (a lemez ¢ vastagsdgan) az 5.2. abran felrajzolt erdk és nyomatékok fognak
hatni.

v ¥ X

w(x, )

5.1. abra. Hajlitott lemez

[T). + (0T,/0y)-dy]-dx
[Myx + (6Mvr/ay)dy] “dx

[M, + (6M,/0y)-dy]-dx’ [M, + (OM,/0x)-dx]-dy
-————
ly /
& A

M,-d =
— il ly
y y M, d/ e [M,, + (0M,,/0x)-dx]-dy
ad / T My
X

M,-dx

T dy

[T, + (OT/0x) dx] dy
T,edx

5.2. abra. A hajlitott lemez keresztmetszetén hato erck és nyomatékok

Az abrazolt mennyiségeket az oldal egységnyi hosszan értelmezett fajlagos nyiroerdk és
nyomatékok segitségével adtuk meg (e fajlagositott mennyiségeket keresztmetszeti erdknek, illetve
keresztmetszeti nyomatékoknak nevezik és gyakran kis betiikkel jelolik). A kettds indexszel ellatott
nyomatékok a lemez csavarasat (torziojat) idézik eld, migaz M ésaz M, fajlagos nyomatékok azt

hajlitani fogjak. Feltételezziik, hogy a fajlagos nyomatékok és nyirderék az elem tartomanyan
linearisan valtoznak; e valtozas sebességét (mértékét) a feltiintetett parcialis derivaltak adjak. Az
abra alapjan az elkiilonitett elem egyensulyat a kdvetkez6 vetiileti egyenletek adjak (elhanyagoljuk
az infinitezimalis tagok szorzatait):

oM, oM,
A+ ’“:7:(2’
ox oy
oM_ oM
2+ ~=T_, (5.1)
ox oy ’
e e ey
=4 ——=—p(x, y).
ox Oy Piey

Az elsO két egyenletet az elem valamely, y, illetve x tengellyel parhuzamos oldalara felirt
nyomatékok egyensulyat adja, a harmadik egyenlet pedig a fliggbleges vetiiletek zérus ereddjét irja
elo. Mivel az M, fajlagos csavaronyomaték az adott oldalon fellépd t,, nyirofesziiltségekbol

szarmazik, ugyanis
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+1/2 +t/2
T = T dz, T :'[ T _dz,

= /2 el /2 Y

M, =]

—t/2

+t/2 +1/2

zoo.dz, M, =[ "z, d, (5.2)

+t/2

+t/2
My=[zr,dz M, =

z-t dz,
—1/2 rx
(5.3. abra) és mivel a fajlagos M csavaronyomatékot a T, nyirofesziltség adja, t dualitdsabol

eredden

M,=M,. (5.3)

A felsorolt feltételezések alapjan a hajlitasbol szarmaz6 o, és a o, normalfesziiltségek a

lemez ¢ vastagsagan linearis eloszlast mutatnak, a kozépsikon e fesziiltségek értéke nulla. Ez az
eloszlas a hajlitott rudakra vonatkozé Navier-képlettel megadott eloszlassal analog.

A csavarasbol szarmazd t,, =7, nyirofesziiltségek eloszlasa a rugalmassagtan hipotézisei
szerint szintén linearis és a kdzépsikon ezek értéke is zEro.

A nyirasbol szarmazo tovabbi négy csusztatofesziiltség a rudtartokra megallapitott Juravski
képlet szerint parabolikus eloszlasu, azok legnagyobb értékiiket a kdzépsikban érik el.

y

ZA /

T,
P =C) T %S% r%%’nﬂﬂ
! s 6.2)
A . 5
G,v)(z)/ * VTXZ(Z)

5.3. abra. A hajlitott lemez keresztmetszetén fellépo fesziiltségek

Az 5.3. észrevétellel a lemez sztatikai egyenstlyanak 5.1. egyenleteit egyetlen képletté
vonhatjuk dssze (az elso kettét derivaljuk, majd behelyettesitjiik a harmadikba):

FPM, M, M,
0x* +8x.83/+ 6y2, =P ). S

A lemez lehajlasat tanulmanyozvan (5.4. abra) észrevehetjiikk, hogy a kozépsik egy adott
pontjaban a keresztmetszet elfordulasat a pont fiiggéleges iranytt w elmozdulasaval a kovetkez6
geometriai relacio koti dssze:

_ow o, 0w

i = 5.5
=7 2y (5.5)

(példaul egy dx tavolsadgon a lehajlas mértéke a (Ow/0x)-dx mennyiséggel valtozik, amely egy
tg @, =0w/0x elfordulasnak felel meg, és mivel az elfordulas szoge kicsi, tg @, = ¢ ).

Az elfordulast kdveten a keresztmetszet valamilyen z magassagaban levé P pont vizszintes
¢és fliggbleges iranyban is elmozdul. Mivel feltételeztiik, hogy a lemez kozépsikjara emelt normalis
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egyenes a deformaciot kovetden is normalis és egyenes marad, az elfordulas szogével a vizszintes
iranyu elmozdulas
ow ow

U=—z-Q,=—z——, V=—2:Q =—z-—, (5.6)
X ax B

(a képletekben felhasznaltuk, hogy sin ¢~ ¢ ) a fiiggbleges iranyt, a kozépfeliilethez viszonyitott
relativ elmozdulas pedig az elfordulds szogének kicsinysége miatt elhanyagolhato.

z z

Z-8In Q,tg @y =

sl \

®, = Ow/Ox

5.4. abra. A lemez lehajlasa

Amennyiben az igy kapott elmozdulasokat behelyettesitjiik a rugalmassagtani feladat
geometriai aspektusat leir6 2.1. egyenletekbe, akkor a fajlagos alakvaltozasokat a lehajlas
fliggvényeként megado relaciokhoz jutunk:

_Qu__ Ow o _ov__ Ow

Sx_ - Z'_za Sy_ - Z_zy
ox ox T 0y oy

(5.7)
ou Ov o*w
=t —=-2.z

ny—ay ox ﬁx-@yzyw.

E fajlagos alakvaltozasokkal a fizikai aspektus 2.7. egyenleteibdl a 6., o ésa 1, =1,

fesziiltségek meghatarozhatok. A tovabbi 6t fajlagos fesziiltséget nullanak tekintjiik: a kezdetben
feltételeztiik, hogy o elhanyagolhatd és ugyanigy a nyiréerdk hatdsatol is eltekintettiink, tehat

T.=1,~0¢é 1, =1,%0.
E fesziiltségekkel az 5.2. egyenletekbdl M, M és M =M kiszamithato, majd azokat az
5.4. egyensulyi egyenletbe behelyettesitve a

4 4 4
5V4v+2' 62w2+6f4v:p(x,y)
ox ox -0y~ Oy D

(5.8)

negyedrendll differencialegyenlethez jutunk, amely a rugalmas lemezelmélet Sophie Germain-féle
alapegyenlete (a biharmonikus /emezegyenlet). A jobb oldal nevezdjében szereplé D mennyiség a
lemez hajlitobmerevsége:
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2.0V’ -9

Az 5.8. alapegyenlet megoldasa a w(x, y) lehajlas-fiiggvény, amelynek derivaltjai az 5.5.
elfordulasokat ¢és az 5.7. fajlagos alakvaltozasokat adjak, az utdbbiakkal a lemezben fellépd
fesziiltségi allapot is meghatarozhato lesz.

Az alapegyenlet megallapitasakor feltételeztiik, hogy a lemez anyaga homogén és izotrop.
Amennyiben ez a feltételezés nem allja meg a helyét, akkor az anyagegyenletet a megfeleld
rugalmassagi matrixszal kell felirnunk. A gyakorlati szempontb6ol fontosabb ortotrop lemezek
esetében, ha x és y az ortotropia iranyaval azonos, ez az egyenlet a kdvetkezo lesz:

Ex Vyx .Ex 0
l=v v, 1=v v,

o €
' v, E, E, )
G, = : : 0 [1¢, ¢, (5.10)
. 1—vxy Vo, 1—vxy Vo, .
Xy xy

0 0 ny

ahol a rugalmassagtani jellemzok kozott a 2.18.-2.19. 6sszefiiggések érvényesek (itt nyilvan a sik
fesziiltségi allapot hipotézisében vagyunk). Az 5.2. integralok kiszamitasaval, az 5.7.
Osszeférhetoségi egyenletekkel és az elfordulasok 5.5. egyenleteivel a nyomatékok ¢és az
elfordulasok kozott a kovetkezo linearis kapcsolatot kapjuk:

EX Vyx'Ex O a(ph
l—vxy-vw l—ny‘va Ox
M ) )
g 3 v -E E o0,
YA L R y 0 ®, (5.11)
’ 12 |1-v_-v. 1-v_-v oy
M Xy X Xy »x
xy
0 0 G, 8%+a%
ox Oy

Megjegyzendd, hogy a jobboldali vektor a lemez kdzépfeliiletének x és y iranyl gorbiileteit
tartalmazza (a p_, illetve a p, gorbiileti sugarak inverzeit), a harmadik tag pedig a lemez egységnyi

hosszon mért elcsavarodasanak (torzidjanak) szoge.

A Kirchhoff altal bevezetett, a kozépfeliiletre merélegesnek maraddé normalisok hipotézise
nem minden helyzetben allja meg a helyét. Eldallhat olyan helyzet is, amikor a nyiréerdk
elhanyagolasa miatt a szamitasi eredmények nem lesznek kielégité pontossaguak. Ezért a lemezek
klasszikus Kirchhoff-féle elméletét utolag, az emlitett hipotézis elhagyasaval tovabb fejlesztették,
igy keletkezett a nyirderdket is figyelembe vevé Mindlin-lemezelmélet.

Mindlin szerint a normalisok elforduldsat nemcsak a lemez w(x, y) lehajlasa okozza, hanem

a T. ¢és a T, nyir6er6kbdl szarmazd torzulas is. Az elfordulds szogét add 5.5. egyenletek

érvényiiket vesztik. Tehat példaul ¢, nem egyenld a Ow/0Ox parcidlis derivalttal, mert az a
nyirofesziiltségbol szarmazo szogvaltozast is magaba foglalja:

ow
O, =—+7,.. (5.12)

_ow,
(Px sz’ ay

ox
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Ekkor az 5.10. matrixos egyenletet a
sz = Xz "sz’ Tyz :Gyz "sz (513)

relaciokkal kell kiegésziteniink; a z iranyu (a lemez vastagsagaban hatd) o, normalfesziiltséget
tovabbra is elhanyagoljuk. A nyiréerdk és a csusztatd fesziiltségek kozott az 5.2. egyenletek
megfeleld tagjai tartjak a kapcsolatot. A fenti nyirofesziiltségek z iranyu eloszlasat Juravski
eljarasaval hatarozhatjuk meg €s a Juravski képlettel 1ényegében azonos fiiggvényekhez jutunk.

Ha y_-t és v, -t kifejezziik az 5.12. egyenletekbdl, majd behelyettesitjik 7., illetve T,

xz

5.13. képletébe, akkor azok integralasaval megkapjuk a nyiroerdket:

ow ow
I.=t-G_:|—-¢o. |, T .=t-G_:|—-— . 5.14
Xz Xz [ax (pvJ yz yz [ay (pyJ ( )
Ezekkel a Mindlin-elmélet szerint a nyomaték-gorbiilet egyenlet tehat a kovetkezo lesz:
20,
E Sov -E |
r._E LT 0 0 0 0x
o 12 1-v,, v, 12 1-v _-v 6(py
* 3 . 3
il 1t_2'1vw 5 1t_2'1 . 0 N P 6’ya
M, t=— "V Vi "V Vi 409 +_(Py , (5.15)
7 £ oy 0x
x 0 0 —G, 0 0 P
T 0, —
’ 0 0 0 G, 0 by
i 0 0 0 0 tG, _ow
Y Ox

crcr

Az 5.11. és az 5.15. egyenleteket izotrop anyagokra is felirhatjuk, akkor ezek egyiitthatoinak
matrixai leegyszertisodnek.

A mérnoki gyakorlat azt mutatja, hogy a Kirchhoff lemezelmélet a vékony lemezek esetében
kielégitéen pontos (amikor a lemez vastagsaga nem haladhatja meg a lemez legrévidebb sikbeli
méretének 6todét/tizedét), vastagabb lemezek szamitasara — bar az bonyolultabb — inkabb a Mindlin
elmélet alkalmasabb.

5.2.3. Lemezelemek

Ha a lemezt végeselemekkel akarjuk modellezni, akkor az illetd végeselem merevségi
matrixanak megallapitasakor a 2. fejezetben bemutatottak szerint a kiinduldsi pontot a lemez
deformécios energiajanak képlete képzi:

E:I%-{S}T-[E]-{s}dV, (5.16)
V
ahol a Kirchhoff-elméletben a fajlagos alakvaltozasok vektora az 5.7. relaciok szerint
2 2 2 T
e} =| 2.2 Z .0 20 2.z Iw ool (5.17)
ox 0y 0x-0y

a Mindlin-elméletben az pedig
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T
0 0
{8}: _Z.—a(px _Z.—(Py O —Z - —(Py-l,-—a(px — (p ——aw — (pv—_aw . (518)
0x 0y ox 0Oy Y0y to0x

Az 5.16. integral infinitezimalis dV térfogatelemét a lemez ¢ vastagsaganak iranyaban felvett
dz magassagu és a kozépsikban d4 =dx-dy alapteriiletii elemi hasabnak tekinthetjiik. Ekkor z
szerint integralas utan a lemez deformacios energiajat

E=£%'{¢}T'[D]'{<p}dz4, (5.19)

alakra hozzuk, ahol a [D] matrix az 5.11. és az 5.15. relaciokban szerepld aranyossagi matrix
valamelyikének felel meg, a {¢@} vektor pedig az emlitett relaciokban szereplé gorbiiletek €s
elfordulasok vektora.

A Kirchhoff-elmélet szerint a deformacios energia a w lehajlas (elmozdulas) masodik
derivaltjaitol fiigg, tehat a keresett végeselem C, folytonossagu kell legyen (mivel az elsérendi

derivaltak a peremen folytonosak kell legyenek). Szabadsagfokai az elem sikjara merdleges w
elmozdulés, illetve annak Ow/0x ¢és Ow/0y derivaltjai. E derivaltak a lemez pontjainak
elfordulasaval azonosak.

A C, -folytonossagnak megfelelden a lemezelemek érintkezd peremei mentén a gorbiilet is

folytonos lenne. A 4. fejezetben azonban kideriilt, hogy az ilyen C, folytonossagi elemek

hasznalata meglehetdsen kényelmetlen (a legegyszertibb ilyen haromszdgelem a 4.29. dbran lathato,
hat csomoponttal és huszonegy szabadsagfokkal rendelkezik), s ezért inkdbb a megkovetelt
folytonossagi osztalynak szigoruan véve nem megfeleld6 nemkonform elemeket részesitjiik
elényben. Egy ilyen lehet6ség lenne a 4.30. abran lathat6é kilenc szabadsagfokkal rendelkezo
haromszogelem, amelynek csomoéponti szabadsagfokai a lehajlds és annak két elsd parcialis
derivaltja. Valamivel pontosabb eredményeket ad a 4.30. dbra jobb oldalan lathat6 hat csomoponttal
és tizenot szabadsagfokkal rendelkez6 elem.

A négyszogelemek koziil a legegyszeriibb konform elem nyolc csomoéponttal és harminchat
szabadsagfokkal rendelkezne, ezért ez esetben is megelégsziink a szerényebb, nemkonform elemek
altal nyujtott lehetdségek kiaknazasaval. Egy ilyen egyszerii nemkonform elem lenne a 4.112.
interpolacios fiiggvényekkel rendelkezd négy csomoéponti és tizenkét szabadsagfokt végeselem
(ennek interpolacioés polinoma hianyos). Ennél valamivel pontosabb a nyolc csomodponttal és
tizenhat szabadsagfokkal rendelkez6 négyszogelem, amelynek sarokpontjaiban a lehajlast és két
parcialis derivaltjat, az élek kozepén levé csomdpontokban pedig a normalis iranya derivaltat irjuk
eld.

A Mindlin-elméletben az alakvaltozasi energia képletében az elfordulas és a lehajlas
derivaltjai kozott mar nincs azonossag. E képletben csak elsérendi derivaltak szerepelnek, ezért
elegendd a lehajlas ¢és a két elfordulas (w, ¢, és ¢,) C, folytonos kozelitése. E mennyiségeket
kiilon-kiilon, egymastol fiiggetlenill irjuk el6. A hasznalt végeselem-tipusok a 4. fejezetben
ismertetett linedris haromszog ¢és bilinearis négyszogelem (harom, illetve négy csomopont), a
kvadratikus haromszog és a bikvadratikus négyszdgelem (hat, illetve kilenc csomopont), illetve az
utobbi egyszertsitésével, az elem kozéppontjaban levé csomopont elhagyasaval kapott
»serendipity” elem. Mindegyik csomodpontjaban egy-egy matematikai és harom-harom fizikai
szabadsagfok van (mivel az emlitett w, @, @, mennyiségeket kiilon-kiilon interpolaljuk).

Kovetkeztetésként elmondhatjuk, hogy az analitikus szamitdsokban ugyan a Kirchhoff-
elmélet alkalmazasa egyszerlibb, de a végeselem-modszerben a Mindlin elemek jelentds
egyszerlsitést vezetnek be (elkeriiljiik a C, folytonossag bevezetésének sziikségességét).
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A végeselem merevségi matrixat minden esetben egy

[k], = [[B]. -[D],[B], d4 (5.20)

képlet adja, ahol a [B]
tartalmazza, a fajlagos alakvaltozasok és a szabadsagfokokban értelmezett mennyiségek kozotti

{e}, =[0]-[ V], -{8}, =[B]. - {8}, (5:21)

matrix a hasznalt végeselem-tipus interpolacios fiiggvényeinek derivaltjait

e

képlet értelmében.
Egy Kirchhoff-elem esetében a kozelitett mennyiség a lemez lehajlasa:

w, =[N], -{wj., (5.22)

ahol példadul az emlitett tizenkét szabadsagfoku négyszogelem hasznalata esetén a 4.112.
bazisfiiggvényekkel és a csomoponti koordinatakkal meghatarozott 12x12-es [®] matrixszal

e

felépitett tizenkét elemii, egysoros [/V], matrixot a csomoponti lehajlasokat és a lehajlas els6

derivaltjainak csomoponti értékeit tartalmazd {w}, vektoraval szorozzuk Ossze.
A fajlagos alakvaltozas vektorat a végeselem valamely pontjaban, a zérus tagok elhagyasaval
62
Z .
ox’
82
Z .
0y’
82
Z .
0x-0y

&, =y -

-w, ={0}-w, (5.23)

2.

formaban kapjuk, ahol a csomoéponti értékekkel kiszamolt lehajlast behelyettesitve a keresett
{e}, =10} -w, =10} -[N], - {w}, =[B]. - {w}, (5.24)

Osszefiiggéshez jutunk. Itt tehat [B]
Egy Mindlin-elem esetében a kozelitett mennyiségek a lehajlas és a két elfordulas:

w, =[N, -y o =[N 104, ¢, =[N 19,5 (5.25)

ahol e mennyiségeket akar linedrisan is interpolalhatjuk. Ha egy négy csomoéponti linearis
négyszogelemet hasznalunk, akkor a 2.4. fejezetben leirtak szerint kell eljarni, csakhogy az ott
hasznalt nyolcelemi, u és v csomdponti elmozdulasokat tartalmazé {8}, vektort most egy tizenkét

egy 3x12 -es matrix.

e

eleml, a csomoponti w lehajlast és a ¢, € ¢, elforduldsokat tartalmazo vektorral kell

helyettesiteniink:
w(x, y) [N (x, y)]. [0] (0] wi.
0. (x,y)p ={dj.=| [0] [N (x, »)l. (0] |'yio . (=[N].-{8}.. (5.26)
¢,(x, )] [0] (0] (NG L] (o, ).

A fajlagos alakvaltozasokat a szabadsadgfokokban értelmezett mennyiségekkel a
kovetkezOképpen irhatjuk fel (a zérus értékii tagot itt is mellozziik):

119



0 —z~i 0
ox
€, 0 —z-ai
€, 5 6y w
{ghe=yvyr =| O 25 -2 |10, =[0]-{d},, (5.27)
oy ox
’YVZ ('Py e
Plle
xzJe ay
20

a csomoponti értékekkel pedig
{e}. =[0]-{d}, =[0]-[N]. - {8}, =[B]. - {8}. . (5.28)
E példaban [B], méretei 5x12.

5.2.4. A lemezek peremfeltételei

A peremfeltételek a terhelésre és a megtamasztasokra vonatkoznak. Ugy a Kirchhoff, mint a
Mindlin elmélet a lemez sikjaban hato terheléstdl eltekint, tehat a terhelés csak merdleges irany
nyiréerd, valamint hajlitdé és csavar6 nyomaték lehetne, az 5.2. abran lathat6 vektoroknak
megfelelden.

A fajlagos csavaronyomatékok dualitasa miatt (5.3.) azonban nem lehet a terhelést
tetszOlegesen megadni, Osszetevoit egymastol fiiggetleniil eléirni. Ha példaul egy lemez valamely
oldalat mereven befogjuk, akkor az elmozduldsok meggatolasa miatt a befogott oldal sikjadban nem
jelenhet meg nyirofesziiltség s igy csavaronyomaték sem. Ekkor a lemeznek az el6bbire merdleges
oldalan sem szabad megjelenjen csavaronyomaték, legalabbis a sarok kdrnyezetében, azok dualitasa
miatt. Ellenkezd esetben a peremfeltételek nem lesznek kompatibilisek. Mas szavakkal:
matematikailag csak két fliggetlen peremfeltétel irhat6 fel.

Ez az Osszeférhetetlenség a lemezelmélet alaphipotéziseibdl fakad, amelynek feloldasara a
felirhato fizikai peremfeltételek szamat haromrol kettére csokkentették. Ennek érdekében a lemez
keresztmetszetén értelmezett fajlagos csavaronyomatékot z iranyl, a keresztmetszeten eloszlo
eréparok nyomatékanak tekintették. Ezek az erdparok tehat végsé soron a keresztmetszeten két
egymassal ellentétes iranyu fajlagos nyiroerodt alkotnak (5.5. abra).

A keresztmetszetbol elkiilonitett dx  hosszisagh feliiletelemekre egy bizonyos
csavaronyomaték hat. Az dbrazolt két feliiletelemre:

oM
M, =M, -dx és Mzz[Myx+—x“.de.dx. (5.29)

E nyomatékokat az dbrazolt er6parok nyomatékainak tekintjiik:

M, =T -dx és M, =T, dx, (5.30)
ahonnan a nyir6erdk
oM
=M, ¢éT,=M,+ 5 = .dx. (5.31)
’ X

A két szomszédos elem peremén hat6 eredd nyiroerd ekkor
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r=n-1= axyx-dx, (5.32)
ami egy fajlagos
oM
T, '= = (5.33)
’ Ox

eronek felel meg. Ezt az er6t a tényleges 7. Osszetevovel Osszegezziik:

vz

. oM
Z’Z = Tvvz + Tivz = Zfz + - * (534)
o 7 ox

C |
SRS
e b

5.5. abra. A csavaronyomatékok nyiroerckkel valo helyettesitese

A masik koordinata iranyaban hasonléan kapjuk:
. oM,
];z :T;cz-i_j;z':];z-i- - ° (535)
oy

E két fajlagos erdt ,,altalanositott” nyirderének nevezik €s tehat a tényleges nyiroderdn kiviil a
csavaronyomatékot ekvivalens modon helyettesitd tagot is magaba foglalja. Eszrevehetjiik, hogy a
tekintett keresztmetszet két végén az elemi erdpart alkotd egyik erdvektort nem kompenzalja a
szomszédos elemre hato, ellentétes iranyu erd (mert azon az oldalon nincs szomszédos elem).
Eppen ezért az 5.31. képletnek megfelelden e végpontokra egy-egy koncentralt erdt kell allitanunk.
E koncentralt erdonek a nagysaga példaul az x tengely mentén fekvo oldalra hato
csavaronyomatekbol M -nek adodik (a fajlagos nyomaték értéke abban a pontban), mig az arra

merbleges y tengellyel parhuzamos oldalra hat csavaronyomatékbdl egy M, intenzitast

koncentralt erdt szamithatunk. A sarokpontban e két erd egymasra tevodik és ott a
csavaronyomatékok helyettesitésének érdekében egy

F=M,+M, =2-M_ =2-M (5.36)

»x

koncentralt erdt kell eléirnunk.
A csavardnyomatékoknak nyirdéerékkel valo helyettesitésével tehat a lemez terhelését kétfajta
mennyiség jelenti: a lemez sikjara merdleges nyiroero és a hajlitobnyomaték.
A lemez megtamasztasat jelentd kényszerek reakcioerdket eredményeznek, amelyek szintén
csak merdleges iranyt nyiroerdk €s hajlitonyomatékok lehetnek.
A lemez peremének merev befogasa minden iranyt elmozdulast és elforduldst meggatol:
ow 0w _

w=0, —=0,

0 5.37
on ot ( )
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(n a peremre normalis iranyt, ¢ pedig a lemez sikjaba es6 tangencialis iranyt jelenti). A fellépo
reakciok a befogott perem vonalan eloszld merdleges iranyu erd és hajlitonyomaték. A fent emlitett
okok miatt az atvett csavaronyomaték zérus értéki kell legyen.

A tamasz vagy a csuklo (mivel a lemezt vizszintes iranyban nem terheljiik, teljesen mindegy,
hogy melyik tipusrol beszéliink) a lehajlast gatolja meg, ugyanakkor a lemez az alatamasztasi vonal
mentén nem tud meggorbiilni:

w=0, a—W:O. (5.38)
ot

A fellépd reakciderd merdleges, a csavaronyomaték itt is nulla, mert az alatamasztott oldal
sikja nem deformalodik. Az aldtdmasztasi vonalon megjelend hajlitbnyomaték csak a lemez
terhelésébdl eredhet (sem a csuklo, sem a tdmasz nem vesz at ilyen nyomatékot).

A szabad perem szabadon lehajlik és elfordul, reakciderdk és nyomatékok nincsenek.

A felsorolt klasszikus megtamasztasi lehetdségeken kiviill még egyéb peremfeltételek is
el6fordulhatnak. Elképzelheto az az eset is, amikor a peremnek csak az elfordulasat gatoljuk meg,
de a lehajlasat nem. Egy masik lehetdség a lemez rugalmas alatdmasztasa vagy megfogasa, amikor
a perem lehajlasa, illetve elforduldsa aranyos a megfeleld reakciderdvel, illetve nyomatékkal.

A végeselem-moddszerben a terhelés csomdpontokban megjelend koncentralt erd és nyomaték,
valamint az élek mentén, illetve a feliileten eloszld erd és nyomaték lehet. Ez az er6 a 5.34.-5.35.
altalanositott nyirderot is jelenti. A potencial kifejezésébdl (amit fesziiltségxfajlagos alakvaltozas,
eréxelmozdulas és nyomatékxelfordulas jellegli tagok Osszege ad) a terhelésvektort a 2.60.
egyenlettel analoég forméaban hatdrozhatjuk meg:

try, == [[BI -[D), -{8,}, dA+ [ [N -{f} dd+ [INT. -{g} AT+ D (FS,, (539

4,

ahol az els6 tag a kezdeti deformécios allapotnak felel meg, a tovabbi integralok alatt szerepld
vektorok pedig rendre a végeselem feliiletén, korvonalan, illetve csomopontjaiban megadott erket
¢s nyomatékokat jelentik.

5.2.5. Sik héjak

A sik héjak tulajdonképpen olyan lemezek, amelyek a sikjukban hato terhelést is atveszik. Az
eddigiekben olyan sik elemekkel foglakoztunk, amelyeket vagy csak a sikjukban hato erd terhelt
(ezek voltak a tarcsak), vagy pedig csak a sikjukra merdélegesen terheltiik €s hajlitottuk (ezek voltak
a lemezek). A sik héjat e kettd kombinacidjaként foghatjuk fel.

A tarcsaelemek (sik membranok) fesziiltségi és deformacios allapotat az wu, és v,
elmozduldsok hatarozzdk meg, a 2.4. fejezetben bemutatottak szerint. E mennyiségek a tarcsa
vastagsagan allando értékkel birnak (tehat e két mennyiség csak x-tél és y-tol fiigg, de z-t6l
nem).

A Kirchhoff-lemezelméletben e két elmozdulds és a w lehajlas, illetve az elfordulas szoge
kozott az 5.6. relaciok teremtenek kapcsolatot. A Mindlin-elméletben az elfordulds és az
elmozdulés kozott megmarad az

u(2)=-z-¢,, v(2)=-z-9, (5.40)

kapcsolat, de az elfordulas szoge €s a lehajlas kozott mar nincs szoros Osszefliggés (ez utobbit az
5.12. képletek irjak le). Eszrevehetjiik, hogy mindkét elmélet szerint a lemez kozépsikjaban u is és
v is z€rd, azaz a kdzépsik nyujthatatlan.
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Ha megtartjuk a kis deformaciok és a linedris anyag hipotéziseit, akkor kijelenthetjiik, hogy az
elem kozépsikjanak kiterjedését a tarcsa igénybevétele fogja meghatarozni, s erre ratevodik a lemez

terhelésébdl (annak meggorbiilésbdl) szarmazo hatas. A sik héj valamely pontjaban tehat
u(x, ) Z) ZUT(X, y)+uL(xa Y, Z) :uT(xa y)"l‘Z'(PX(X, y)a (5 41)
v(x, y, 2) = v (X, )+ v (%, y, 2) = v (X, y) + 20, (x, ). '

rrrrr

s

kozvetleniil hasznosithatjuk: a sik héj modellezésére hasznalt végeselem egy tarcsaelem és egy
lemezelem ,egyesitésével” allithatd el6. A kétfajta végeselem geometriaja, beleértve a
csomopontok szamat is, azonos kell legyen, a kozelités rendje és a folytonossagi osztaly azonban
elemenként kiilonbozo is lehet.

i

N
o T8
%

C, tarcsaelem Cy Mindlin-lemezelem C) sik héjelem

. Boon
T ow/dx
—»
Va ) j& owloy U
\%
C, tarcsaelem Nemkonform Kirchhoff-lemezelem Nemkonform sik héjelem

5.6. abra. Sik héjelemek eloallitasa

Pé¢ldaként az 5.6. abran a sik héjelemek koziil a felsét egy négy csomodponttal rendelkezd, C,
folytonos linedris tarcsaelem és egy szintén négy csomoponttal rendelkezd, ugyancsak C, folytonos

linearis Mindlin lemezelem kombinacidjaval allitottuk eld, az als6 héjelemet pedig ugyanannak a
tarcsaelemnek egy négy csomodpontu, nemkonform ¢és nemlinedris (harmadfoku) Kirchhoff
lemezelemnek a felhasznalasaval kaptuk meg.

Az els6 példa C,-folytonos sik héjeleme a szabadsagfokokban értelmezett mennyiségeket (a

harom elmozdulast és a két elfordulést) linearisan interpolalja, mig a masodik példa nemkonform
eleme a lehajlast és annak els6 parcialis derivaltjait a 4.112. bazisfiiggvényekkel felirt polinommal
kozeliti (azonban u ¢és v kozelitése tovabbra is linearis marad).

A sik héjelemek merevségi matrixat és terhelésvektorat is az alkotd tarcsa- és lemezelemek
megfeleld matrixaival és vektoraival allitjuk eld.

Mindkét példaban a tarcsaelem szabadsagfokainak szama 8, a lemezelemé pedig 12, a beldliik
alkotott sik héjelemé pedig 20. A szabadsagfokokat tobbféle modon is csoportosithatjuk, azt példaul
megtehetjiik a kdvetkezoképpen is:
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U
u
v, !
. Y
tarcsa : u,
w
V2
(pxl
w (e
"| > sikhé: {u, p. (5.42)
(pxl
¢ "
vl
WZ
lemez: 3w,
(p (pr
x2
(Pyz
(py2

A héjelem merevségi matrixa kovetkezésképpen egy 20x20-as matrix lesz, amelybe a
tarcsaelem és a lemezelem matrixainak tagjait a szabadsagfokoknak megfeleld helyre irjuk be.

5.2.6. Gorbiilt feliiletek

Tekintsiink egy gorbiilt feliileten felvett infinitezimalis feliiletelemet (5.7. abra). Geometriajat
egy, a feliilethez igazodd koordinatarendszer tengelyeinek iranyaban felvett gorbiiletekkel (a
megfeleld gorbiileti sugarak inverzével, k, =1/r, és k, =1/r,) adhatjuk meg a legegyszeriibben.

Akarcsak a sik lemezek esetében, most is feltételezziik, hogy a lemez keresztmetszetén csak
az abrazolt fesziiltségek hatnak, a o_ fesziiltség értéke tehat zérd. A sik lemezeknél emlitett
hipotézisek értelmében a hajlitott héjban ébredo fesziiltségek az 5.3. abran lathato eloszlast kovetik.

A fesziiltségekbdl a feliiletelemet lehatarold keresztmetszeteken szamitott eredd fajlagos (a
kozépfelilleten felvett egységnyi hosszlisagi iv hosszan hatd) erdk ¢és nyomatékok most a
kovetkezok:

—t/2 y

+t/2
z
N, =, -(1+F—sz,
y

+t/2
N= | cx-(1+inZ,
v

—t/2

+t/2 z
Tvz = J. sz '(1+_jdzj
7

—t/2 y

+t/2
z
N,= o, -(1+F—sz,

—t/2 X

+t/2 z
.= J T, | 1+— |dz,
—t/2 ,jv

+t/2
=[x, .[1+ij dz, (5.43)
i r

—t/2 X

+1/2 +t/2
M, = j Gx-(l+£J-zdz, M, = j Gy‘(“_ij‘ZdZ’

12 r ) T
+1/2 +1/2
M. = 1+2 | zdz, M= 1+ |.2dz
o= | T |1+ =|zdz, M = |1, [1+=|zdz,
—t/2 7 —t/2 "

ahol a zardjel az iv z -vel valtozo hosszat jelenti. Az iv hossza a megfeleld gorbiileti sugarral és
nyilasszoggel [/(z)=r(z)-o, amely z=0-ra, a kozépfelilleten, a fenti erdk és nyomatékok
definicidja szerint egységnyi kell legyen. Igy tehat a nyilasszogek nagysaga o, =1/r, és a,=1/r,

V
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amelyek az illetd iranyban mérhetd gorbiilettel azonosak. E nyildsszogekkel a kozépfeliilettol z
tavolsagra az iv hosszat /(z) = (r +z)-o =14z /r -nek kapjuk.

v

5.7. abra. Gorbiilt feliiletelem

A fesziiltségek eloszlasat ismervén az 5.43. integralok kiszamithatok. Eszrevehetjiik, hogy a
h¢jak esetében, bar Kirchhoff hipotézisei szerint a 6, és o, valamint a t, ésa 1, fesziiltségek

eloszlasa linedris €s a kozeépfeliileten értékiik nulla, az azok ereddjeként szamitott N, N, N, és
N, keresztmetszeti erok a feliilet gorbiilete miatt mégsem lesznek zérus nagysaguak. Ugyanakkor,

a gorbiiletek kiillonbozdsége miatt most a csavaronyomatékok kettésségérdl sem beszélhetiink (de a
nyirofesziiltségek dualitdsa természetesen most is érvényben van), tehat ha 7 #r, akkor

M., # M, . Hasonlé okok miatt N, # N, .

A modellezésben, akarcsak a sik elemek esetében, most is kiilonféle sajatsagos eseteket
kiilonboztethetiink meg.

Amennyiben a lemez vastagsaga a gorbiileti sugarakhoz viszonyitva elhanyagolhat6 (7 << r),
akkor a fenti 0sszefliggésekben a zarodjel értéke kozelit az egységhez. Ilyenkor vékony héjakrol
besz¢liink (ellenkezo esetben a héj vastag).

Amennyiben a vékony héjat tisztan hajlitott elemnek tekintenénk, akkor visszakapnank a sik
lemezekre megallapitott 5.2. képleteket. Ilyenkor csak hat keresztmetszeti igénybevétellel kellene
szamolnunk, mivel a kozépfeliilethez érintéleges erdket szamitason kiviil hagynank. Bar a sik
elemeknél a kozépfeliilleten hatdo erdk elhanyagolasa gyakori hipotézis, a gorbiilt feliiletek
szamitasanal ez nem egy szokvanyos eljaras (tehat a hajlitott sik lemezzel analog hajlitott gorbiilt
lemez fogalma nem hasznalatos). Annal gyakoribb a nyirderdk, a hajlito- és a csavaronyomatékok
hatasanak elhanyagolasa, amelyet az igen vékony héjaknal alkalmazhatunk. Ez esetben a héjat
membrannak tekintjiik, amelyben csak a kozépfeliiletéhez érintdleges iranyt

N,=c,t, N,=c,t, N, =N, =1, -t (5.44)
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keresztmetszeti erdk lépnek fel. A membranelmélet a fenti képletben szerepld fesziiltségeket az
elem vastagsagan allando értékiinek tekinti.

Az infinitezimalis héjelemre hatd keresztmetszeti erdket ¢és nyomatékokat az 5.43.
mennyiségek adjak. A kiragadott elem egyensulyat hat vetiileti egyenlet irja le (harom az erdkre,
harom pedig a nyomatékokra vonatkozik); ezek a sztatikai aspektus egyenletei. Csatolvan a
geometriai és a fizikai aspektus egyenleteit egy olyan differencidlegyenletrendszerhez jutunk,
amelynek megoldasa a tanulmanyozott héj fesziiltségi és alakvaltozasi allapotdhoz vezet. Ez a fajta
megoldas azonban csak latszolag ilyen egyszerii, ugyanis a szokvanyos x és y betlijelzésekkel
ellatott koordinatak most feliileti koordinatdk, a z irany pedig a feliilet normalisanak iranyaval
azonos. Mivel vizsgalodasainkban altalaban egy globalis deré¢kszdgli XYZ koordinatarendszerhez
szoktunk ragaszkodni, a feliilethez rendelt koordinatakat ez utdbbiak fliggvényeként kell
megadnunk. A héjak és membranok elméletével foglalkozé konyvek altalaban a gyakorlati
szempontbol fontos forgéasfeliileteket targyaljdk részletesebben, amelyeket rendszerint hengeres
vagy gombi koordindtarendszerben irnak le és igy a héjakat és a membranokat leird egyenletek
sajatsagos eseteit mutatjak be. Ezen eredményekre tamaszkodva a végeselem-modszerben is
specialis forgashéj-elemeket dolgoztak ki, amelyek bemutatasaval azonban most nem foglalkozunk.

Az altalanos alaktl héj végeselemes modellezése soran a szerkezetet diszkrét elemekre kell
bontanunk, amelyek geometridjat bizonyos alakfiiggvények adjdk meg (tehat az nem tetszdleges). E
modellezés soran ugy kell eljarnunk, hogy a végeselemekkel kirakott felillet minél jobban
megkozelitse a tanulmanyozott héjat.

A geometria ezen megkozelitésének a legegyszeribb modozata a gorbiilt felilletnek sik
elemekkel (facettakkal, fazettakkal) vald helyettesitése. Az igy kapott feliilet természetesen mar
nem sima, hiszen élei és cstcsai vannak, viszont a modellezés szempontjabol az jelentds
egyszerusitéseket vezet be. Ezen eljarassal a gorbiilt héj (és membran) modellezésére sik héj (illetve
membran) elemeket hasznalunk. Itt meg kell jegyezniink azt, hogy a sik elemeknél az u, v és w
elmozdulasokat és azok derivaltjait a globalis koordinatak iranyaban vettiik fel, a gorbiilt feliiletek
modellezésében ezen mennyiségeket pedig a feliileti koordinatak iranyaban kell tekinteniink. A sik
elemnek az eddig ismertetett eljarasokkal meghatarozott [k], merevségi matrixa ilyenképpen a

feliilethez rendelt koordinatarendszerben érvényes format fogja jelenteni, amelyet a szerkezet
merevségi matrixanak Osszeallitasa elott at kell transzformalnunk a globalis rendszerbe. A megoldas
soran a globalis rendszerben megadott mennyiségekhez jutunk, azonban a gorbiilt feliiletek
tanulmanyozasanal a kozépsikban és a normalis irdnyaban definidlt mennyiségekre van
sziikségilink — emiatt a posztprocesszalas soran egy 0j Iépést is be kell vezetni ez utdbbiak
kiszamitasara.

A héjak modellezésének egy masik lehetésége a haromdimenzios végeselemek hasznalata.
Egy ilyen lehetséges végeselem a 4.48. abran lathato parabolikus kozelitésti C, elem, amelyet az

alabbi (5.8.a. abran) egyszerisitett formaban is bemutatunk. Husz csomoépontjaban 6sszesen hatvan
szabadsagfokkal rendelkezik; a 4.48. abran lathatdo 21. szdmu csomodpontot csak az adatok
megjelenitésére hasznalja a SAP program. E nagyszdmu szabadsagfok a gyakorlat szempontjabol
rendszerint még az igen vastag héjak esetében is sziikségtelen, éppen ezért a vastagsag iranyaban
megelégsziink az elmozdulasok linearis kozelitésével és igy a kozépfelilleten levd négy
csomopontot elhagyva egy anizotrop kozelitésli, tizenhat csomoéponttal és negyvennyolc
szabadsagfokkal rendelkez6 elemhez jutunk (5.8.b. 4bra).

Ez utobbi végeselem merevségi matrixanak a vastagsag iranyaban ( z ) torténé alakvaltozasra
vonatkoz6 tagjai joval nagyobbak a matrix egyéb tagjainal (a végeselem a vastagsag iranyaban
merevebbnek mutatkozik), tehat a megoldas soran numerikus instabilitdsokra lehet szamitani. Ezek
megkeriilésének érdekében a végeselemet tovabb modosithatjuk olyan forman, hogy elhanyagoljuk
a vastagsag megvaltozasara vonatkozo tagokat, a vastagsag irdnyaban a szomszédos csomodpontok
elmozdulasat egyenl6vé tessziik. Ilyen modon e csomdpont-parok vastagsag iranyu szabadsagfoka
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kozil az egyik foloslegessé valik, tehat a két csomdpontnak Osszesen 6t szabadsagfoka marad. Ezt
az 0t szabadsagfokot egyetlen, a kdzépfeliileten levd csomdpontba lehet koncentralni és igy egy
nyolc csomoponttal és negyven szabadsagfokkal rendelkezd altalanos héjelemhez jutunk (5.8.c.
abra).

Tovabbi egyszerlsitési lehetdéség lenne a kozépsé csomopontok elhagyasa, igy egy négy
csomoponttal és hiisz szabadsagfokkal rendelkezo, lineéris kozelitésti végeselemhez jutunk.

5.8. abra. Héjak modellezésére hasznalt 3D elemek

Az 5.8.c. altalanos héjelem (latszolag) két dimenzids, ¢ vastagsdga mint csomopontonként
megadott paraméter szerepel. Valamely i csomodpontjaban definidlhatunk egy

Il X, - X,
I/i:ti'ei:ti' m; = Yj_Yk (5.45)
n. Z,-Z,

vektort (a jelolések az 5.9. abran), amely az alsé sarokponttol a felsé fele mutat. A diszkretizalt
szerkezet geometridjanak leirasakor két modon jarhatunk el: megadhatjuk a sarokpontok
(példankban a j és k pontok) koordinatdit, vagy pedig megadjuk a kozépsikban levd pont
(példankban az i pont) koordinatait, a fenti vektor iranytényez0it és a lemez vastagsagat. Ez a V,
vektor a héj deformalatlan allapotaban célszerlien az i pontban a kozépfeliiletre emelt normalis
iranyaba mutat.

Az 5.9. abran egyébként harom koordinatarendszert is lathatunk: a nagy betlikkel jelolt XYZ
globalis rendszert, a kis betiikkel jelolt xyz feliileti koordinatarendszert és a végeselem gorog
betlikkel jelolt Eng lokalis rendszerét.

AV, vektor egységvektoraval a héjelem valamely tetszéleges P pontjanak koordinatait a
kovetkez6 formulaval adhatjuk meg:

X X, I

t' i
Y=Y N(Em)-1Y, +ZN,-(&,11)'§3" m ¢, (5.46)
Z i=l,n Zl. i=l,n n;

ahol X, =(X,+X .)/2 és igy tovabb, az N, interpolacios fliggvények pedig a £ koordinatatol
fliiggetlenek. Az elsé Osszeg a kozépfeliileten hataroz meg egy, a & és m lokalis koordinataknak
megfeleld O pontot, a masodik tag pedig az abban a pontban emelt normalison felvett { tdvolsagra
levé P pont Q-bdl hizott helyzetvektoranak vetiileteit adja meg. Az &sszegzésnél szerepld n a
csomopontok szamat jelenti.

Amennyiben az 5.8.c. abran lathaté nyolc csomodpontos végeselemre szoritkozunk, gy a
centralis lokalis koordinatarendszerben a megfeleld interpolacios fiiggvényeket a 4.106. és a 4.107.

kifejezések adjak, abrazolasuk pedig a 4.28. abran lathato (tehat egy egyszertsitett bikvadratikus
végeselemrdl van sz0).
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Az 5.45. képletben szerepld e, egységvektort a vetiileteivel, irdnytényezdivel adtuk meg és az
tehat a kezdetben a héj kozépfeliiletére allitott normalis irdnyaba mutat.

5.9. abra. Az 5.8.c. abran lathato végeselem egy csomopontja

A kozépfeliiletre allitott merdlegesek (mint példaul a jk szakasz) elfordulasanak mértékét két
egymasra merdleges tengely koriil kell megadjuk. E két tengely nyilvanvaldan a kozépfeliilethez
huzott, két egymasra és az e egységvektorra merdleges érintd kell legyen. Kijelolésiikre altalanos
érvényli szabaly nincs, azok lehetnek példaul a fogorbiileti iranyok (amelyekrdl tudjuk, hogy
egymasra merdlegesek), az ortotropia foiranyai (amelyek definicid szerint merélegesek egymasra)
vagy barmilyen mas, mérnoki szempontbdl kedvezének mutatkozo, a fenti eldirdsoknak megfeleld
irany. E két iranyban felvett, az i ponton keresztiil htizott egységvektorokat szintén a vetiileteikkel,
iranytényezodikkel adhatjuk meg mint

I 1;
e = mlx , illetve e, = m%, ; (5.47)
n n

X y

a vektorok iranyitasat ugy valasztjuk meg, hogy az egy jobbos viszonyitasi rendszer bazisat alkossa.
Nos, legyen a tanulményozott jk szakasz elfordulasanak mértéke az elsd tengely koriil ¢’ és

a masodik tengely koriil (p" , €s hasonlé médon adjuk meg a tobbi csomopontra allitott normalisok
elfordulasanak szdgeit is.

csomopontok elmozdulasaival interpolaljuk a szokasos modon. A kozépfeliileten kiviil esd pontok
elmozdulasdhoz a keresztmetszet elfordulasa is hozzajarul:

u u, S

ti ,i i (px
V= 2 NGy o NG ) g -{(pl}, (5.48)
w i=l,n i i=l,n _n;-) n; y

mely képlet felirasanal feltételeztiik, hogy az elfordulas szoge kicsi. Az els6 Osszeg tehat az
emlitett, kozépfeliileten levé Q pont elmozdulasat adja, a masodik dsszeg pediga P pont Q koriili
elfordulasat kovetd elmozdulas vetiileteit kozeliti.

A geometriai aspektus 2.3. egyenletei szerint a fajlagos alakvaltozasokat a fenti elmozduldsok
globalis koordinatak szerinti parcialis derivaltjai adjak. Az elmozdulasok lokalis tengelyek szerinti
derivaltjait az 5.48. egyenlet tagjainak derivalasaval kapjuk:
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ou ON. t. ON ; t. ON, i
p i 0 Q._’._’.} C'—lu—l'x
g ot 2 0¢ 2 0%
ou

Ny g kN, LN,
on on 2 0n 2 0n Y
a_u L i L i k
Q i=l,n 0 aNl _Ct_l% ; Qt—'ﬂ i (P;
ot FR 2 06 7 "2 08 | |e)
ow 0 0 0 -C-XN-m  CLNn
aq L 2 ; 2 _

E képletbdl az N, interpolacios fiiggvények C szerinti derivaltjai azért hidnyoznak, mert e
figgvények e koordinatatol fiiggetlenek. E derivaltakat a Jacobi-matrix segitségével tudjuk a
globalis koordinatak szerinti derivaltakka atalakitani:

ou ou
ox o
ou ou
oY | |[JT' [0] [0] | [on
Quyp=| (00 [T (0] |out, (5.50)
oz [0] [0 [JT']| |o¢
ow ow
oz ac

ahol a [0] jel6lés 3 x 3 -as nullmatrixokat takar, a

ox or oz]
08 0& 0g
[_]]: a_X a_Y a_Z (5_51)
on on 0n
0X oY oz

Eraara

Jacobi-matrix tagjait pedig az 5.46. koordinatak derivalasaval kapjuk:

oN, iy oN, 3
o (XC )Zaa(“(;zm),maa

i=l,n aa i=l,n

=| > 2. [X . 'ZJ > o (mc-%‘-m;j 7 a—N( 5’ j-<5-52>
N, -

tlnan llnan

ti." t_l i _l
}:zw.a-g YN, 5. S

i=l,n i=l,n i=l,n
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A fajlagos alakvaltozasokat add Osszefiiggést az eldbbiek felhasznéalasaval végsé soron az
{e}, =[B], {8}, formaban kapjuk, ahol a {8}, vektor a csomopontok u,, v,, w,, ¢, és @),

elmozdulésait, illetve elfordulédsait tartalmazza. E vektor 5-n elemet tartalmaz (ahol n a
csomopontok szama), az interpolacids fliggvény derivaltjait tartalmazo [B], matrix mérete pedig

6x(5-n). Az elmozdulasokat a globalis, az elfordulasokat pedig a feliileti koordinatarendszerben
értelmezziik.

A fizikai aspektus 2.9. egyenletrendszerét a héjelmélethez igazitjuk, ortotrop héjak esetében
az ortotropia iranyai szerint irjuk fel. Ha az ortotrépia f6irdnyai a feliileti x és y iranyok akkor

o) [E. E, 0 0 0 0]/(s
o,| |E., E, 0 0 0 0||g
el o 0 0 0 0o of]e o
lo}= [Tlo 0 06 o oy =[E"-{e'}. (5.53)
o 0 0 0 G o0y,
] Lo 0 0 0 0 G|y

Az Osszefiiggésben szereplé [E'] rugalmassagi matrixot a 2.16. képlettel megadottal
Osszehasonlitva észrevehetjiik, hogy annak harmadik sora és oszlopa tulajdonképpen hianyzik.
Ennek magyardzata abban rejlik, hogy a héjelméletben a vastagsdg iranyaban fellépd o,
mennyiséget elhanyagoljuk. E tag elhanyagoldsa miatt az egyébként izotrép anyagu héjakra is a
globalis rendszerben felirt fesziiltség-fajlagos alakvaltozas anyagtorvény anizotrop lesz.

Ezt a lokalis matrixot a 2.65. transzformacio felhasznalasaval atirjuk a globalis rendszerben
érvényes alakra:

[E]1=[T,1"-[ET[T]=[T.] -[E[T,] (3.54)

o € € €

(itt felhasznaltuk a transzformacids matrixoknak a 2.5. fejezet végén felsorolt tulajdonsagait), a
végeselem 2.59. merevségi matrixat pedig ezzel szamitjuk ki.

Az egyenletrendszer megoldasaval elsd 1épésben a globalis rendszer tengelyei mentén
értelmezett fajlagos alakvaltozasokat és fesziiltségeket kapjuk meg. A mérndki gyakorlatban
azonban a héj kozépfeliiletéhez érintdleges €s arra merdleges komponensekre vagyunk kivancsiak,
éppen ezért a posztprocesszalas soran az {¢'} =[T.]-{e} és a {o'}=[T.]-{c} relaciokkal azokat is

kiszamoljuk. Megjegyzendd, hogy a [T ] és a [T, ] matrixok tagjai pontrdl pontra véaltoznak.

€ (o

5.3. Terfogatelemek

A harom dimenzios testek rugalmassagtani modellezésében C, folytonossagu végeselemeket

hasznalunk. A kozkedvelt tipusok a kovetkezok: a linearis, négy csomodpontos €s a parabolikus, tiz
csomoponttal rendelkezd tetraé¢der-elem (4.35. ébra), a nyolc csomdpontos hexaéder-elem és a
beldle szarmaztathatd, kevesebb csomoponttal rendelkezé elemek (a 4.38. abra aljan) ¢és a
parabolikus kozelitésti egyszertsitett hexaéder-elem (a 4.40. 4bra jobb oldalan).

A forgastestek modellezésénél specialis, cilindrikus koordinatarendszerben definialt
végeselemeket is hasznalhatunk (héjelemeket és térfogatelemeket). Ezek az elemek a geometriai
modellezés €s a halozas szempontjabol igen egyszeriien hasznalhatok és hatékonyak (a behalozott
sik fél-keresztmetszet megforgatasaval kapjuk a harom dimenzids halot), viszont a merevtest-
elmozdulés jelentds szamitasi pontatlansdgokhoz vezethet. Ugyanis ha a testet sajat tengelyével
parhuzamosan elmozditjuk, akkor a csomopontok » és 0 koordindtdja is megvaltozik, s ez a
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valtozas a szamitdsok sordn, hacsak nem vezetiink be tovabbi ellendrzo és korrekcids 1épéseket, a
valdsagban nem létezo fajlagos deformaciok és fesziiltségek megjelenését eredményezi.

z A

5.10. abra. Forgdstest végeselemes modellezése
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6. A LINEARIS VEGESELEM-ANALIZIS NUMERIKUS MODSZEREI
6.1. Az elemi matrixok és vektorok kiszamitdsa

6.1.1. A numerikus integralas
A végeselem-moddszerben az elemi matrixok és vektorok tagjait a végeselemek feletti
integralassal kell kiszamitanunk. A végeselem merevégi matrixat példaul egy

(k1= [[BI"-[E]-[B]dQ ©6.1)

(O]

alaku integral, mig az elemi terhelés vektorat példaul az

fr}=[INT-{f}dQ+[[N]"-{p}dT (6.2)

alaku 0sszeg adja, ahol ® a végeselem tartomanyat, y pedig annak peremét jelenti.
Mindkét mennyiség tagjai

I=[f(@dQ (6.3)

formaju integralok, ahol az f(€2) integrandusok az interpolaciods polinomokbol és derivaltjaikbol
levezetett kifejezések. A dQ infinitezimalis tartomany felvétele a helyi és az altalanos
vonatkoztatasi rendszerben egyarant lehetséges, ekkor az integrandus valtozoi és hatarértékei is
megfelelden a helyi, illetve az altalanos koordinatak kell legyenek. A helyi rendszer hasznalatakor a
kifejezés kiszamitasat egy transzformacio kell kovesse, a globalis rendszerben érvényes értékek
felallitasanak érdekében.

Az integralok analitikus uton torténd kiszamitdsa altaldban (példaul amikor az integrandus
nem polinom) nehézségekbe iitkozik, ezért inkabb numerikus eljarasokkal, kozelité modszerekkel
fejezziik ki értékiiket.

A 6.3. integral egyvaltozos valtozata

I=[f(x)dr (6.4)

lenne, ahol a és b a végeselem geometriaja altal meghatarozott integralasi hatarok. Ez utobbiak
altal lehatarolt [a, b] intervallumon az f(x) integrandus értelmezett kell legyen.

Altalanossagként elmondhatd, hogy az f(x) fiiggvény numerikus integralasanak
legegyszeriibb megoldasa az integrandusnak egy olyan p(x) polinommal valé helyettesitése,
amelyre az

[ e[ podr (6.5)

kozelités kielégitden pontos (a polinom primitiv fiiggvényének felirdsa nem jelent emlitésre mélto
problémat, tehat a jobboldali integral kiszdmitasa sem). A p(x) polinom megvalasztasakor
tobbféleképpen is el lehetne jarni, de az legyen most egy olyan interpolacids polinom, amely az
[a, b] intervallum bizonyos x, pontjaiban (ahol i=0,1,...,n) éppen az integrandusnak ugyanazon

pontokban szamitott értékét adja (6.1. abra):
f(x)=p(x), i=0,12,.,n. (6.6)
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6.1. abra. Az integrandus interpoldldsa

Amennyiben a fiiggvényértékek egyezését n+1 pontban irtuk elé a p(x) polinom # -edfoku
lesz (annak n+1 egyiitthatdja lehet):

p(x)=py+ p X+ p, X+ p, X' = {x}T Ap}. (6.7)

A fliggvényértékek egyezését eldird 6.6. feltételek tomoren az

f(xo) 1 0 e x{f Po
_ f(x) _ 1 L e X P

=

=

{f} =[V1-ip} (6.8)

f(x,) 1 x, .. x| (o,
formara hozhatdk, ahol [V'] a Vandermonde-matrix. E matrixnak — hacsak nem fordulnak el6

egybeesd pontok — a determindnsa sohasem zérd, kovetkezésképpen a fenti egyenletrendszernek,
ahol az ismeretlenek a p, egyiitthatok, létezik megoldasa:

=

=1 (6.9)
A kozelitd polinom ezzel
p@)= {6 ph =t VT (6.10)
lesz, a 6.5. integral pedig
I=[fG)dv= [ plode= [ de VT4 = X571 (6.11)

ahol az integral aloli kiemelés a tagok konstans volta miatt lehetséges. {x} integraljanak
kiszamitasa analitikusan is elvégezhetd, mivel j-ed foki monomok primitiv fiiggvényeit kell
felirnunk:

X, =[x de=——2"[ | j=01..n. (6.12)

Az utolsd két Osszefiiggéssel tehat az integral kozelitd értéke konnyen kiszamithato. A
kozelités pontossaga az illesztési pontok szamatol és helyzetétdl fiigg. n+1 pont felvételével n -ed
fokt polinomok vagy ahhoz kozel allo fiiggvények integralja jo kozelitéssel szamithato ki, de a
magasabb foku polinomok vagy az interpolacios polinomtol erdsen eltérd fliggvények esetében a
hiba mar jelentds lehet.
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Ha sok pontot vesziink fel, a kozelités pontossaga javulhat, de a [V'] matrix invertalasdhoz
szilkséges 1d0 is rohamosan nodvekszik. Az interpolacids pontok felvételének tekintetében a
legegyszeriibb megoldas az [a, b] intervallum n egyenld, s hosszisagu részre osztasa, ekkor az

integral kozelitését addo Newton-Cotes formulakhoz jutunk. Ilyen példaul a linearis interpolaciora
alapoz6 trapézszabaly:

b
1=jf(x)dx=h~B.f(a)+%.f(a+h)} h=b-a, (6.13)
¢és a kvadratikus kozelitésii Simpson-szabaly (6.2. abra):
1= h-{l-f(a)+i-f(a+h)+l-f(a+2-h)}, h= b-a . (6.14)
3 3 3 2
A Newton-Cotes formulakat
I=(b-a)- Y w-f (6.15)
i=0

formaban altalanosithatjuk, mely szerint az integral értékét a fliggvényértékek sulyozott dsszege
adja. A sulyzotényezoket a kovetkez6 (6.1.) tablazat foglalja Gssze.

Megjegyzendd, hogy a hatarozott integral pontosabb kiszamitasahoz az [a,b] intervallumot
Ax hosszusagu tartomanyokra lehet felosztani és ekkor a fenti formulakat e tartomanyokon kell
alkalmazni. Az [ integral értékét a Ax tartomanyokon szamitott mennyiségek Osszegzésével
kapjuk.

y y y
h=b—a h=(b—a)?2 h=(b—a)3
< > )’ R N
o = ; - -
a b a b © a b
y y

hG-as =5

V.

! i X | |
o) : i Y i i 1 i
a b a b

6.2. abra. Kiilonbozo foku interpoldlds

A Newton-Cotes formulékat a fenti formajukban a végeselem-modszerben is hasznalhatnank.
Az n intervallum (az n+1 interpolacids pont) egyenld tavolsagokra valo felvétele legfennebb az
n-ed foku polinom integralasanak pontossagat biztositja barmilyen korilmények kozott, a
magasabb foka polinomok esetében az eltérés jelentds lehet. Eppen ezért az interpolacios pontok
helyzetének felvételét és a hozzajuk tartozo stlyzoegyiitthatok megallapitasat megprobaltak olyan
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modon optimalni, hogy az n-nél magasabb foki polinom integralasa is lehetévé valjon az elvart
pontossagon beliil (ez az igény a miiveletek szamanak csokkentésének érdekébdl szarmazik). Az
integral kozelitése most is egy

1= w-f(x) (6.16)
i=0
stlyozott 0sszeggel torténik, azonban itt az x; koordinatak és a w, tényezdk egyarant ismeretlenek.

Feltételezziik viszont, hogy létezik az eldbbi esettel ellentétben egy magasabb, m >n-ed foku
polinom (ahol # az intervallumok szama), melyre

f)=p(x)=py+p, X+p, X +.tp, -x". (6.17)

Intervallumok szdma w, sulyzotényezdk
(az interpolacio foka)

n w, w, w, w, w, Wy

1 1/2 1/2

2 1/6 4/6 1/6

3 1/8 3/8 3/8 1/8

4 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90

5 19/288 75/288 50/288 50/288 75/288 19/288

6.1. tablazat. A Newton-Cotes formulak egyiitthatoi

Ekkor az utolso két 6sszefiiggés értelmében az integral kozelito értéke
I=w,-(py+p, - Xg+.ctp, X))+t W (py+p, X, +.ckp, - X (6.18)

lesz. A kozelité polinom integraljat analitikus médon is ki tudjuk szdmitani:

i+ b
x./

j+1a'

b m
[sz(x)dXZij' (6.19)
a Jj=0
A két utolso Osszefiiggés azonos p; egyitthatoji tagjait egyenldvé téve egy m+1
egyenletbdl all6 rendszert kapunk, ahol az ismeretlenek szama 2-(n+1). Az ismeretlenek a w,
sulyzoegyiitthatok és az interpolacios pontok x, koordinatdi. A megoldhatosag feltétele tehat a
kozelité polinom m foka és az interpolacios pontok n szama kozotti

m=2-n+1 (6.20)

Osszefliggéshez vezet, melynek fennéalldsa esetén az x;,, w, értékparok egyértelmilien

megallapithatok. Ez az eljaras a Gauss-Legendre modszer.

Joval egyszeriibbé valik a szamitds, ha az integralokat a lokalis koordinatarendszerben
szamitjuk ki, példaul a [-1, 1] értelmezési tartomanyon. Ekkor a 6.19. integral egyszeriibb formara
hozhato, példankban:

‘ 2 1-(-nm!
[p@de=2-py+ 3 pyr iDL 6.21)

az emlitett egyenletrendszer pedig
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Wy +w o+ w =2
wy -y +w § +.+w - =0

(6.22)
[1 _ (_ 1)m+l]

m+1

W&y +w &y +. W, & =

lesz. A kiilonb6z6 n -ekre kapott illesztési pontokat és sulyzotényezdket a 6.3. dbra mutatja be és a
6.2. tablazat sorolja fel.

w
w

w
& L \& | | \&
-1 0 1 1 0 - 0 1

n=0 n=1 n=2

m || "
1 | le A T I A
-1 0 1 - 0 |- 0 1

n=3 n=4 n=>5

6.3. abra. A Gauss-Legendre integralds illeszkedési pontjai és

sulyzotényezoi
Illeszkedési pontok Illeszkedési pontok Sulyzoegyiitthatok
szama koordinataja
n+l1 3 w,
1 0.000 000 000 O 2.000 000 000 O
2 +0.577 350 269 1 1.000 000 000 0O
3 0.000 000 000 O 0.888 888 888 8
+0.774 596 669 2 0.555 5555555
4 +0.339981 043 5 0.652 145 154 8
+0.861 136 311 5 0.347 854 845 1
5 0.000 000 000 O 0.568 888 888 8
+0.538 469 310 1 0.478 628 670 4
+0.906 179 8459 0.236 926 8850
6 +0.238619 186 0 0.467 913934 5
+0.661 209 386 4 0.360 761 573 0
+0.932 469 514 2 0.171 324 492 3

6.2. tablazat. A Gauss-Legendre integralas illeszkedési pontjai és sulyzotényezoi

Az igy kapott sulyzotényezok és koordinatak felhasznalasaval az integralas néhany szorzassal
¢és Osszeadassal megoldhato, az elvégzendd miiveletek szama pedig alacsonyabb, mintha a pontokat
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egyenletes beosztassal vettiik volna. Ezért a Gauss-Legendre-modszer a végeselemes szamitasokban
igen nagy fontossaggal bir.

A két- és haromvaltozos integralok kozelitése hasonld modon, a fiiggvényértékek sulyozott
Osszegzésével torténik:

11

[[rEmdean=Y 3w w, 1), (6.23)
illetve
[[[rEnodeands=> > ww, w, fEom,. G- (6.24)

A koordinatakat és a sulyzoegylitthatokat az elbbi tablazatbol olvashatjuk ki. Az illeszkedési
pontokat a (&,m;) koordinata-paros, illetve a (§,,m;,C,) harmas adja. A pontok szima
iranyonként valtozhat az esetleges anizotropia miatt. A 6.4. abran példaul a & tengely iranyaban az
alacsonyabb foku interpolacié miatt csak harom illeszkedési pont van, mig az n tengely iranyaban
a magasabb fokl kozelités miatt négy — igy 6sszesen 12 pontot kapunk.

n=08611363115-\"9

n=-0.3399810435 -\

& = 0.0000000000

n=-0.8611363115 -~ & = 0.7745966692

£ = ~0.7745966692

6.4. dbra. A Gauss-Legendre integralas illeszkedési pontjai
kétdimenzios tartomanyon (példa)

A szimplexek feletti integralds a természetes koordinatak fiiggvényében az elobbiektdl eltérd
modon is megvaldsithatd. A végeselemes szamitasokban az integralandod kifejezésekben a
természetes koordinatak kiilonb6zo egész, nem-negativ kitevojii hatvanyainak szorzata szerepel. E
szorzatok integraljanak kiszamitasara a kdvetkezo altalanositott formuldkat vezették le:

o B _ OL"B' .
!él E”zdL_—(a+[3+1)! L, (6.25)
o bt g OB
{él Q8= A (6.26)
OL‘ B Y‘ S — OL"B"Y"S' . .
1‘;’1 Ss s dr (0+B+7+5+3)! oV, 6.27)
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ahol L, A illetve V' a szimplex hossza, teriilete, illetve térfogata. Ez esetben is hasznosabb lehet
viszont az integralokat a sulyozott fliggvényértékek Osszegeként megadni; a pontok természetes
koordinatait és a megfeleld sulyzotényezoket a 6.3.-6.5. tablazatok foglaljak magukba.

Az integralok kiszamitasaban a helyi koordinatak hasznalata tehat 1ényeges egyszerusitéseket
visz be. A helyi és az altalanos koordinatarendszerben kiszamitott értékek kozotti kapesolatot a
koordinata-transzformaciok adjak, példaul:

111
[feey 2y dV =[[[rEnor1JEn,C)|dedndg, (6.28)
V -1-1-1
ahol |J | a transzformdci6 Jacobi-matrixdnak determindnsa.
Pontok Illeszkedési pontok koordinatai Sulyzoéegyiitthatok
SZéma l ali &2[ M}l
n
1 1 | 0.500 000 000 0 | 0.500 000 000 0 1.000 000 000 0
(els6foku) 1
2 1 102113248655 |0.7886751345 0.500 000 000 0
(masodfokit) | 2 | 0.788 6751345 | 0.211324 8655 0.500 0000000 | — T 2
3 1 {0.112701 6654 | 0.887 298 334 6 0.277 777 777 8
(harmadfokd) | 21 0.000 000 000 0 | 0.000 000 000 0 0.444 444 444 4 o
3 10.8872983346 | 0.112701 665 4 0.277 777 777 8
6.3. tablazat. Numerikus integralds egydimenzios szimplex felett
Pontok Illeszkedési pontok koordinatai Sulyzoegyiitthatok
szama [ & &y Wi
n
E.!3i
1 1 103333333333  0.3333333333 1.000 000 000 0
(elséfoku)
0.333 3333333 A
3 1 | 0.666 666 6667  0.166 666 666 7 0.333 3333333
(masodfoki) 0.166 666 666 7
2 1 0.166 666 666 7 | 0.666 666 666 7 0.333 3333333 ‘
0.166 666 666 7
31 0.166 666 666 7  0.166 666 666 7 0.333 3333333 .
0.666 666 666 7
4 1 10.3333333333  0.3333333333 -0.562 500 000 0
(harmadfoku) 0.333 3333333
2 1 0.600 000 000 0  0.200 000 000 0 0.520 8333333
0.200 000 000 0
3 10.200 000 0000 0.600 000 000 0 0.520 8333333 |
0.200 000 000 0
4 10.200 000 000 0 | 0.200 000 000 0 0.520 8333333
0.600 000 000 0

6.4. tablazat. Numerikus integralds kétdimenzios szimplex felett
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Pontok Illeszkedési pontok koordinatai Sulyzoegyiitthatok
szama & &y Wi
n
é3i E.>4i
1 0.250 000 000 0 0.250 000 000 0 1.000 000 000 0O
(els6foku)
0.250 000 000 0 0.250 000 000 O
4 0.5854100200  0.138 196 600 0 0.250 000 000 O
(masodfoki) 0.138196 6000  0.138 196 600 0
0.138 196 6000  0.585410 0200 0.250 000 000 0
0.138196 600 0 0.138 196 600 0
0.138196 6000  0.138 196 600 0 0.250 000 000 O
0.5854100200  0.138 196 600 0
0.138196 6000  0.138 196 600 0 0.250 000 000 O
0.138196 6000  0.5854100200
5 0.250 000 000 0 0.250 000 000 0 -0.800 000 000 0
(harmadfoku) 0.250 000 0000 0.250 000 000 0
0.3333333333  0.166 666 666 7 0.450 000 000 O
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7
0.166 666 666 7 | 0.333 333 3333 0.450 000 000 O
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7 0.450 000 000 O
0.3333333333  0.166 666 666 7
0.166 666 666 7  0.166 666 666 7 0.450 000 000 O
0.166 666 666 7 | 0.333 333 333 3

6.5. tablazat. Numerikus integraldas haromdimenzios szimplex felett

6.1.2. Alkalmazas

Az elmondottak illusztralasara tekintsiik a kétdimenzids linearis izoparametrikus végeselem
(6.5. abra) merevségi matrixanak kiszamitasat. A felvett szabadsagfokok a csomdpontok x és y
tengely iranyl elmozdulésai, u, és v,.

A végeselem interpolacios polinomanak interpolacios fiiggvényei a 4. fejezetben leirtak
alapjan:

Ny = 0=8)-0=m, Ny = (+9)-(-m),
(6.29)

N, =i'(l+i)'(l+n), N, =i'(l—i)'(l+n)-

A végeselem barmely pontjanak elmozduldsat (annak két komponensét) a csomopontokban
szamitott értékek, mint altalanositott koordinatak és az eldbbi interpolacios fliggvények, mint
bazisfiiggvények altal alkotott interpolacids polinomok adjak:
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u@n)=u,-N,+u, N, +u,-N;+u,-N,, (6:30)
v n)=v, N, +v, N, +v,-N, +v,-N, ’

4

vagy, tomdrebben:

p fu] [N, O N, O N, O N, 0 1—N6 631
{(é,n)}—v—o NoO N, 0 N 0 N4'--- =[N]-{8}. (6.31)

7 A

X
—

o

6.5. dabra. Kétdimenzios linearis izoparametrikus végeselem

Mivel az elem izoparametrikus, a geometriai helyzetet (az x ¢és » koordinatékat)
ugyanazokkal a fiiggvényekkel interpolaljuk, mint az elmozdulas vetiileteit:

xl
C(x&mw) [N, 0 N, 0 N, 0 N, 07]” 1
MEW em/ o v 0 N 0 N 0 N[ (632
Xy
Vs

Ez utobbi képletben a jobb oldali vektor a csomdpontok globalis koordinatarendszerben
felvett koordinatait tartalmazza.
A végeselem merevségi matrixa az ismert 0sszefliggés szerint

[k]=[[B] [E]-[B]dS, (6.33)

ahol az integralési tartomany, mivel kétdimenzios végeselemrdl van szo, az elem S feliilete. Az
[E] rugalmassagi matrix a feladat jellegétdl fiiggden a sik fesziiltségi vagy a sik deformacios

allapotok valamelyikének felel meg. A [B] matrix az interpolacids fliggvények derivaltjait
tartalmazza, a fajlagos alakvaltozasok és a csomoponti elmozduldsok kdzotti kapcsolatot adja:
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{e} =[B]-{8}, (6.34)

mely kapcsolat bévebben a kdvetkezé modon irhato fel:

ou/ox
.| [0/6x 0 1 00 0
| u oul/ody
€ =1e t=| 0 a/ay[-1"l=l0 0 0 1] . (6.35)
| lasey a/0 01 1 of [0V
X
Yo g ovIdy

Ez utdbbi Osszefiiggés az elmozdulasok globalis koordinatak szerinti derivaltjait tartalmazza,
amelyek interpolacios fiiggvényeit a lokalis rendszerben hataroztuk meg. A derivaltak kozotti
relaciot a lancszabaly adja, melyet most matrixos formaban irunk fel:

o) [ox ax) (2 o
d o8 0 d d
SL_| 08 05 Joxl_pp)ox (6.36)
o Jex eyl T2
onj [On On] [0y dy
Ennek megforditasaval
9 0
Ol 8 (6.37)
o[ o '
dy on

A globalis koordinatak interpolalasaval (6.32.) a kifejezésben szerepld Jacobi-matrix a
kovetkezd lesz:

ON, ON, oN, oN,|[x »
05 05 08 0% ||Ix, »

[J(En]= ; (6.38)
ON, ON, ON, ON,||x5
on dn  on  On]|x
amelyet a 6.29. fiiggvények derivalasaval konnyen felirhatunk:
ON, 1 ON, 1
N Caen), o a-p,
e 4 (1-m) on 3 1-2¢)
ON, 1 ON, 1 (6:39)
t=—-(1-n), t=——-(1+9),
o0& 4 on 4
M laem, DL,
og 4 on 4
ON. 1 ON, 1
Lo (), SH=a-v)
0§ 4 on 4

A Jacobi-matrix inverze
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oy _0y

on 0
ppt=L on 95 (6.40)
]| _ox Ox
on 0¢
ahol a determinans
g2 2x.0y _0x Oy (6.41)
0§ on 0on 0¢

Ezek alapjan a 6.35. kifejezésben a globalis koordinatak szerinti derivaltakrol attérhetiink a
lokalis koordinatak szerinti derivaltakra. A 6.37. relaciobol

0 - 0 - 0
——=Jmt o

Ox 0§ on (6.42)
0 - 0 =+ 0 '
~——=hi ot T

dy g)a on

ahol a j, ; egyiitthatok a Jacobi-matrix inverzének tagjai, melyeket a 6.38. és az azt kovetd

kifejezések alapjan hatarozunk meg. A fajlagos alakvaltozasok és az elmozduldsok kozotti 6.35.
kapcsolat tehat a kovetkezoképpen irhato fel:

Lo 0 o dul/dx Lo 0 o X 5J 0 0 | (ouldg
w=lo 0 0 149" o o o 1| P2 O O JOuONL ¢4
0110 ov/ox 0110 0 0 {“ {1’2 ov/0§

ov/oy 0 0 J,, J,,| |0v/dnm

1 0 00 S e 000
_2 1 ‘72 2 0 0
{et=[0 0 0 1 2
0110 0 0
0 0 2,1 2,2
[ON, 0o 9N, 9N 9N, 0' u,
0§ 0§ 0§ 0§ v
dN, 0 dN, 0 ON, 0 dN, 0 u,
on on on on v, (6.44)
0o N, ON, 0N, 0N, ug | '
ok Gl o0& 0g | |
0 dN, 0 dN, 0 ON, 0 ON, | |u,
on on on on | |,

Ez utobbi kifejezésben az elsé harom tag szorzata adja a [ B(E, )] matrixot. E hdrom matrix
koziil az els6 egy pozicionaldé matrix, a masodik pedig a Jacobi-matrix inverzének tagjait
tartalmazza. A szorzat harmadik tényezdje az interpolacids fliggvények derivaltjainak matrixa
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(6.38. képletek). A két utobbi matrix koordinataktol fliggd tagokat foglal magaba,
kovetkezésképpen a [ B(&, )] matrix értéke fiigg a geometriai helyzettol.

A 6.44. képletbdl kiindulva azt mondhatjuk, hogy a [B(&, )] matrix a fajlagos deformaciok
interpolacids polinoménak interpolacios (vagy bazis-) fliggvényeit tartalmazza.

A merevségi matrix globalis koordinatarendszerben kifejezett 6.33. képletét, amelyben a
globalis vonatkoztatdsi rendszerben meghatarozott [B(x, y)] matrix szerepel, a 6.28. formdaju
transzformacioval hozhatjuk a lokalis koordinatakkal megadott alakra:

[k]=[[B]-[E]-[B]dS = [ [[B(& W -[ET-[BE W]} | J(E )| dedn. (6.45)

-1-1

A fenti integralt a [B(&, )] matrix elemeinek és a Jacobi-matrix determindnsanak adott
(&>m;) koordinataju pontokban valo meghatarozasaval a Gauss-Legendre modszer alkalmazéasaval

szamitjuk ki:

[K]=33 w,-w, (B 1] [ET[BE. 1)} JE.n,)]. (6.46)

i=l j=1

6.1.3. Gyakorlati jellegli megjegyzések

A Gauss-Legendre modszer szerinti integralds pontossaga az illeszkedési pontok szamaval
egylitt nd. A hibak csokkentésén tilmenden az integraldsi pontok szamanak novelése a numerikus
instabilitasok elkeriilésének szempontjabol is javasolt. Ezek az instabilitasok a szakirodalomban
kiilonb6zo elnevezésekkel fordulnak eld (példaul hourglassing), 1ényegiik az integralasi pontok
olyan kevésbé szerencsés megvalasztasaban all, mely pontokban a fiiggvény értéke éppen zérd vagy
ahhoz nagyon kozel van. A 6.6. abra két ilyen helyzetet mutat be; mindkét esetben az integralasi
pontokban a fajlagos alakvaltozasok értéke zéronak vagy ahhoz igen kdzelinek adodik.

6.6. dbra. A numerikus integralds hibas eredményét okozo elmozdulas-modok

Az integralasi pontok szamanak novelése ellen viszont tobb tény is szol, melyek koziil az elsd
az elvégzendd miveletek szamanak novekedése. Ugyanakkor észrevették azt, hogy az alacsonyabb
rendl kozelités altal okozott pontatlansagok a polinomialis interpolaci6 altal bevitt hibaforrasokkal
ellenkez0 hatast fejtenek ki, mintegy azokat kompenzaljak (ha tobb integralasi pontot alkalmazunk,
a végeselem a valosagnal merevebb lesz).

Egyértelmi eldirasok a numerikus integralas rendjét illetden nincsenek, a 6.20. dsszefiiggés
alapjan azonban elmondhato, hogy egy m -ed foku interpolacios polinom esetében az integralas
rendje legalabb (m—1)/2 felfele kerekitett értékével kell egyenld legyen az integralok pontos
kiszamitasanak érdekében.

A tapasztalat azt mutatja, hogy a C, és a C, folytonossagi osztalyok esetén irdnyonként annyi

illeszkedési pontot kell felvenniink, ahany csomépont van a végeselem megfeleld irdnyban levo
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¢lén (ez lenne az optimalis integralasi rend). A forgalomban levd programok egy része az
instabilitdsok elkeriilésé¢hez elegend6 minimalis integralasi renddel dolgoznak, masok pedig az
instabilitdsok megjelenését probaljak kisztini. Ha a tapasztalat nem vezet egyéb
kovetkeztetésekhez, akkor nem tanacsos a gyakorlatban bevalt integralasi rendtdl eltérni.

6.2. A globalis matrixok osszeallitasa és taroldsa

A globalis matrixok és vektorok Osszeallitasa az elemi mennyiségek kiszamitasaval
egyidében torténik: miutdn egy végeselem matrixanak kiszamitdsa megtortént, elemeit a globalis
matrix megfelelé elemeihez adjuk hozza, ahogyan azt az 1.1.6. fejezet bemutatta. Mig a strukturalis
vektorok tarolasa nem okoz kiilondsebb problémat, a matrixok esetében ugyanez nem mondhato el.

A matrixok tarolasaban a legegyszeriibb megoldas a teljes matrix hasznalata lenne,
kétvaltozos tomb formajaban. A végeselem-modszer elemi matrixai azonban szimmetrikusak és
ennek koszonhetden a strukturalis matrixok is szimmetrikusak lesznek. Ez a tulajdonsag egy
megtakaritast tesz lehetové: a szimmetria miatt elegendd csupan a f6atld egyik oldalan levo tagokat
tarolni (beleértve az atlon levo tagokat is), egy also vagy fels6 haromszogmatrix formajaban. Mivel
haromszog alaka tomb nem létezik, a haromszoget soronként vagy oszloponként egy vektorba kell
rendezni. Az elemek helyzetének megallapitasa nem jelent nehézséget: ha tudjuk, hogy a matrix
oszlopainak ¢€s sorainak szama n, akkor a vektor els6 n eleme példaul a matrix elsé sorat, a
kovetkezd n—1 eleme a matrix masodik soraban a f6atloton levo és az attol jobbra fekvo elemeket
jelenti és igy tovabb (6.7. abra).

1 2 345 6 7 8

1

NE=n-(0.5n+1)

Q
S = poels] ][ fskels] ][ pepola] [ o)

8 7 6 54 3 2

NEQ

6.7. abra. Haromszogmatrix taroldsa

A haromszogmatrix azonban igen sok zérus elemet tartalmazhat és nagyobb szerkezetek
tagok optimalis csomdpontszamozas esetén egy atlé menti savban talalhatok, tehat elegendd lenne
az e savban fekvo elemeket tarolni. Ezt a lehetoséget két eljaras is kihasznalja.

Savmatrix (szalagmatrix, angolul band-matrix) hasznalata esetén a taroland6 részt az a
foatloval parhuzamos, attdl jobbra levo sav jelenti, amely a nem-zéro elemeket foglalja magaba. A
savszélességet (MBAND ) az atlotol legtavolabb fekvo nem-zérd elem adja, mig a matrix sorainak
(NEQ) szama valtozatlan marad (megegyezik a szabadsagfokok, azaz az egyenletrendszer
egyenleteinek szdmaval). E sdv nem ad egy szabalyos paralelogrammat: a matrix jobb alsé sarkat
zérus elemekkel kell kitolteniink (6.8. dbra).

Az indexek atszamitisa most sem okoz gondot: az eredeti globalis matrix 7, j indexil,

tarolasra keriilé eleme a savmatrix i, k cellajat foglalja el, ahol

k=j—i+1. (6.47)
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Ezzel az osszefliggéssel a két forma kozotti megfeleltetés barmikor egyszeriien elvégezheto, a
jobb also, zérus elemeket tartalmazo haromszog alaka tartomany kivételével.

A savmatrix hasznalata megfelelé csomdpontszdmozas mellett jelentds tarolasi kapacités-
megtakaritast tesz lehetové, az indexek atszamitasara forditott id0 elenyészik a hattérmemoria
kezeléséhez sziikséges id6 mellett.

1 2 345 6 7 8 1 2 3 4
N 9
e N
< %’ < =
7o) = —_— 7o) §
[N ©
o ~
%) )

6.8. abra. A savmatrix szemléltetése

A savmatrixot szemiigyre véve észrevehetjiik, hogy az viszonylag sok nullat tartalmazhat és a
jobb als6 haromszoget is foloslegesen foglaltuk le. Ez a helyzet a nagyobb matrixoknal még
feltliin6bbé valik. A csomopont-szamozast sem mindig sikeriil az éppen legkisebb savszélességet
adé modon megoldani. A konturvonal (angolul sky-line) hasznalata esetén a tarolandoé részt az atlo
feletti legmagasabban fekvo (vagy az atlotol jobbra levo legtavolabbi) nem-zéro tag hatarozza meg,
tehat a sdvmatrixnal is gazdasadgosabban hasznalhatjuk fel a memoriat. A globalis matrix ekkor is
egy vektorban lesz 6sszecsomagolva. A cimek atszamitasa azonban most joval nehezebb, mivel az
oszlopok magassaga véletlenszeriien valtozik. Eppen ezért a métrix tarolasara szant vektoron kiviil
most egy masodik vektort is 1étre kell hoznunk, mely az atlon levo tagok cimét tarolja (6.9. abra).

Az éabran a fels6, NE elemi vektor tartalmazza az dsszecsomagolt globalis matrixot, vagyis
annak a f64atlo ¢és a kontirvonal kozotti oszlopait. Az elemek felsorolasa oszloponként, alulrél
felfele torténik. A f6atlon levo elemek cimét az also, NEQ+1 eleml {4} vektor tartalmazza, igy

a, a k| elem, a, a k, , elem cime €s igy tovabb.

A globalis matrix i, j indexti, kontirvonal és foatlo kozotti eleme a vektorban a
k=a,+i—j (6.48)

indexnek megfeleld helyet foglalja el, ahol az a; cimet az {4} vektor adja. A kiolvasasnal meg kell

gy6z0dni arrol, hogy az adott elem valoban a konturvonal alatt van: ha a kiszamitott index

kza,,,

(6.49)

akkor az azt jelenti, hogy a merevségi matrix i, j indexi tagja a kontirvonal feletti zérus tag. A
szamitasok algoritmizalasdnak megkonnyitésére az {4} vektor utolsé tagja a nemlétezd NEQ +1-
edik atlon levo tagra (k, , ) mutat.

Az utobbi két modszer alkalmazasa gyokeresen kiilonbozik. A sdvmatrix hasznalata esetén az
elemi matrixok kiszdmitasat megel6zden ki kell szamitani a siv MBAND szélességét, amelyet a
végeselemek csomopontjainak szamozasa hatdroz meg:
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MBAND =max(n__—n

max min

+1)-ND, (6.50)

ahol a sorszdmok maximalis kiilonbsége és a csomopontonkénti szabadsagfokok ND szama
szerepel. A savszélesség meghatarozasa gyakorlatilag tigy torténik, hogy minden végeselemet sorra
véve meghatarozzuk a legnagyobb sorszamkiilonbséget. A savszélesség meghatarozasa utan le kell
foglalni egy NEQx MBAND nagysagu tombot, amelynek elemeit zérokkal inicializaljuk. Minden
egyes elemi matrix kiszamitdsa utan a 6.47. Osszefiiggéssel meghatarozzuk tagjainak a
savmatrixban elfoglalt helyét és hozzaadjuk a mar ott tarolt értékekhez.
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NEQ

6.9. abra. A konturvonal modszere

A kontirvonal hasznalata esetén el6zetesen meg kell hataroznunk az {A4} vektor elemeit.
Ehhez egy ideiglenesen hasznalt NEQ elemt {H} vektort foglalunk le és inicializalunk, amely a

konttrvonal alatti oszlopok magassagat (aktiv oszlopmagassadg) fogja tarolni.
Egy i, j indexi elem magassagat az atlotol mért tavolsaga, vagyis a

h=i—j+1 (6.51)

mennyiség adja. A hozzdadando tagot az elemi matrix egy oszlopanak legmagasabban (az els6
soraban) fekvo eleme alkotja, melyre kiszamitjuk a /# magassagot. Ha az igy kiszamitott 4
mennyiség a {H} vektorban tarolt H,-nél nagyobb, akkor ez azt jelenti, hogy az 01j elem az aktualis
konttrvonal felett helyezkedik el. Ekkor a H, elem értékét £ -ra allitjuk, amely az illeté oszlop 0j
aktiv magassagat jelenti.

A miveleteket az 0sszes elemi matrix minden oszlopara megismételjiik mig végiil megkapjuk
a végleges oszlopmagassagokat. Az oszlopmagassagok segitségével felépitjik az {A4} vektort,
melynek elemeit az

a=a, +h_,, i=23,.,NEQ+1 (6.52)
rekurziv képlettel hatarozzuk meg, ahol az els6 elem a, =1.

A globalis matrixot tarol6 vektor hossza

NEQ

NE ="h; =ay, —1 (6.53)
i=1
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lesz. A vektor hosszanak meghatarozasa utan le kell foglalni egy NE nagysagu tombot, amelynek
elemeit zérokkal inicializaljuk. Minden egyes elemi matrix kiszdmitdsa utdn meghatdrozzuk
elemeinek a vektorban elfoglalt helyét és azokat hozzaadjuk a mar ott tarolt értékekhez.

6.3. Az egyenletrendszer megoldadsa

6.3.1. Az LU és az LLT dekompozicid
A strukturalis egyensulyt, mint lattuk, egy

[K]-{D}={F} (6.54)

alaku linearis egyenletrendszer fejezi ki, ahol az ismeretlenek (a szabadsagfokok) szama
megegyezik az egyenletek szdmaval. Az egyenletrendszer megoldasanak klasszikus modszere az
1.2.7. fejezetben ismertetett Gauss-eliminacid. Nagyobb egyenletrendszerek esetén a miveletek
nagy szama €s a sorozatos kerekitések miatt a Gauss-modszer hatékonysaga alacsony, ezért mas
megoldasi eljarasokat kell bevezetni.

A Gauss-mddszer elsé két Iépésének ismétlése a strukturalis [K]
haromszogmatrixsza vald atalakitasat eredményezte. Az LU -dekompozicid (mas néven
faktorizalas) modszere szintén haromszogmatrixok kialakitasara alapoz, melyek koziil az egyik egy
als6 haromszog- ([L] — lower triangular), a masik pedig egy fels6 haromszogmatrix ([U] — upper
triangular matrix). E matrixok csak a féatlon és az alatt, illetve felett tartalmaznak zérétol
kiilonboz6 elemeket és kielégitik a

matrixnak egy

[K]=[L]-[U] (6.55)
Osszefiiggést. Ekkor a 6.54. egyenletrendszer megoldasa, amelyet most
[L]-([U]-{D}) = {F} (6.56)
alakban irunk fel, visszavezethetd két kiilonalld
[L]-{E}={F} (6.57)
és
[U]-{D} ={E} (6.58)

egyenletrendszer megoldasara. Mivel mindkét matrix haromszégmatrix, mindkét egyenletrendszer
megoldasa csupan a visszahelyettesités miiveleteit foglalja magéba.
Az also ¢és a felsé haromszogmatrixok elemeit a 6.55. egyenlet tagjainak megfeleltetése adja:

Ll,l 0 0 0 1 _Ul,l Ul,2 Ul,3 Ul,n Kl,l KI,Z K1,3 Kl,n
L2,1 L2,2 0 0 0 U2,2 U2,3 U2,n K2,1 K2,2 K2,3 K2,n
L3,l L3,2 L3,3 0 : 0 0 U3,3 U3,n = K3,l K3,2 K3,3 K3,n
L, L, L, .. L, 0 0 o ..U, K,, K,, K,, .. K,
(6.59)
ahonnan
L, U +L,U,,+.+L U ;=K 6 hai<},
L, U +L, U, +.+L, U, =K, hai=j, (6.60)
L, 'UU+L,.’2«U2’j+...+L,.’j'U,.’j =Kl.!j hai>j.
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A fenti egyenletrendszer n° egyenletbél all és n”>+n ismeretlene van (az L, ésaz U,

tagok). Megoldasanak érdekében n ismeretlennek tetszoleges értéket kell adnunk. Egy megoldasi
eljaras (Crout) az L, , tagokat egységnyinek tekinti:

L. =1, (6.61)

a két haromszogmatrix tagjait pedig j-nek 1-t0l n-ig rendre értékeket adva a kovetkezd 1épések
ismétlésével szamitja ki (a X alatt szerepld tagok ekkorra a megel6zd 1épésekbdl ismertek):

—minden i < j-re
U, =K, ,-)> L.,U,.; (6.62)
—minden 7 > j-re

J-1
Li,_i = Ul (Kl/ _zLi,m 'UWI,_iJ : (663)
i m=1

JsJ

Helymegtakaritas céljabol az L és U komponenseket ugyanabban a tdmbben taroljak, hiszen
csak az atlon fekvo tagok fedik egymast. Az atlon levd L, ; tagok pedig mind egységnyiek, igy az

Ul,l Ul,2 Ul,3 Ul,n
L2,1 U2,2 U2,3 U2,n
L3,1 L3,2 U3,3 U3,r1 (664)
Ln,l Ln,2 Ln,3 Un,n

tomb minden komponenset egyértelmiien meghataroz.
A szerkezet merevségi matrixa szimmetrikus, tehat barmely i €s j esetén K, =K, ,, és

Jsi?

pozitivan meghatarozott (pozitiv definit), azaz barmely {v} vektor esetén
" [K]-{v}>0. (6.65)

E tulajdonsagok lehetdvé teszik az LU dekompozicid egy specidlis esetének alkalmazésat,
amelyet Cholesky vagy LLT dekompozicionak neveznek. Ekkor a [K] matrix felbontasakor
kikotjiik, hogy a fels6é haromszogmatrix az als6 transzponaltja legyen:

[U]=[L]". (6.66)
A merevségi matrix tehat a kdvetkezoképpen irhato fel:
[K1=[L]-[L]". (6.67)

Mivel barmely i és j esetén L, =U,, a felirhatd egyenletek szama megegyezik az

ismeretlenek szamaval, tehat most a [K] matrixot nem bonthatjuk fel tetszélegesen. Az eldbbi
(6.67.) egyenletben a matrixok szorzasat elvégezve és a megfeleld tagokat egyenlové téve a 6.62. és
a 6.63. egyenletekkel analog
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i—1
Li,i :\,Ki,i _ZL?,W (6.68)
m=1

1 i—1
L. =r.(1<,.,j —Z_ILW ~Lj’mj (6.69)

i,i

és

rekurziv kifejezésekhez jutunk, a tagokat most is j-nek 1-t6]1 n-ig rendre értékeket adva
1épésenként szamitjuk ki.

A merevségi matrix 6.65. tulajdonsdga, mely szerint az ,pozitiv definit”, fizikai
megfontolasokbol szarmazik. Ha példaul a rugalmassagtani feladatrol van sz6, akkor a 6.65.
szorzatok a rugalmas alakvaltozasbol szarmazé potencidlis energiat jelentik (pontosabban annak
kétszeresét), ahol a {v} vektor egy tetszéleges, zérotdl kiilonbozé elmozdulasnak felel meg. Az

energia mindig pozitiv mennyiség tehat e szorzatok is mindig nulldnal nagyobb szamot adnak. E
tulajdonsag a 6.68. képletben szereplé gydkvonas miatt fontos.
Erdemes megjegyezni azt, hogy az LU dekompoziciot egy négyzetes [ M ] matrix inverzének

kiszamitasara is felhasznalhatjuk: ekkor a 6.56. egyenletben az {F} vektor az [M]-mel azonos
méretli [1] egységmatrix oszlopait tarolja és a megoldasként kapott {D} vektorban az [M]" inverz

matrix megfeleld oszlopat ismerhetjiik fel. A dekompoziciot csak egyszer kell elvégezni de a 6.57.-
6.58. visszahelyettesitéseket minden oszlopra kiilon ki kell szamolni.

6.3.2. Iterativ eljarasok

Az eddig ismertetett ,,direkt” eljarasok (a Gauss-modszer kiilonb6z6é formai és az elobbi
fejezetben ismertetett dekompoziciokon alapulé megoldasi modszerek) mellett ismeretesek iterativ
eljarasok is, amelyek egy kozelitd6 megoldas 1épésenkénti finomitasaval érik el a kivant pontossagu
eredményt. Nagyobb egyenletrendszerek esetében a sorozatos kerekitések miatt az eddigi direkt
eljarasokkal kiszamolt megoldas pontatlan lehet, ezért azt egy iterativ eljarassal finomithatjuk. Sok
esetben azonban a finomitandé megoldasvektor nem egy elézetes direkt eljaras eredménye, hanem
egy tetszOleges mennyiség — ez esetben a megoldoprogram csak egy iterativ algoritmust tartalmaz.

Egy ilyen iterativ eljaras tehat egy kezdeti {D+ AD} megoldasvektorbol indul ki, amely a

{AD} mennyiséggel tér el a tényleges {D} megoldastol. Ha ezt a vektort behelyettesitjiik a

megoldandd 6.54. egyenletrendszer bal oldalan all6 szorzatba, akkor a kapott eredmény egy
bizonyos {AF} mennyiséggel fog eltérni az egyenletrendszer jobb oldalan all6 szabadtagok {F}

vektoratol:
[K]-{D+AD}={F +AF}. (6.70)

Ha ebbdl a kifejezésbol kivonjuk az eredeti 6.54. egyenletrendszer megfeleld tagjait, akkor azt
kapjuk, hogy
[K]-{AD} ={AF}. (6.71)
A {AF} mennyiséget a 6.70. egyenletbdl ki lehet fejezni és azt behelyettesitve az el6bbi
egyenletrendszer a kovetkezéképpen modosul:
[K]-{AD} =[K]-{D+AD}—{F}. (6.72)
E forma jobb oldala ismert elemeket tartalmaz, hiszen {D+AD} a finomitando

megoldasvektor, {F} pedig a szabadtagokat jelent6 terhelésvektor. Ezt az egyenletrendszert {AD} -
ben oldjuk meg, amely a finomitandd6 megoldas korrekcidjat jelenti. A finomitott megoldast az
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eredeti vektor és a {AD} vektor kiilonbsége adja. Amennyiben e korrekcié mértéke meghalad egy

bizonyos kijelolt hatarértéket, akkor a 6.72. egyenletrendszert az igy kapott finomitott vektorral
ujbol megoldjuk és ezt a folyamatot iterativan ismételjiik a kivant pontossag eléréséig.

Ha a merevségi matrixot elézetesen LU vagy LLT dekompozicioval faktorizaltuk, akkor ez
az iterativ eljaras csupan szorzasokbol és visszahelyettesitésekbol fog allni. Ez az eljaras azonban
még nem a legtokéletesebb, mert a merevségi matrix dekompozicigjat is el kell végezni, amely mar
Oonmagaban is szamitasi hibakat vezet be. Léteznek olyan eljarasok is, ahol a merevségi matrix
inverzének kiszamitasara nem keriil sor, ezek a tovabbiakban ismertetett konjugalt gradiens
modszerére alapoznak.

A megoldandd [A]-{x}={b} linearis egyenletrendszer egyiitthatéinak nxn méretl

szimmetrikus és pozitiv definit [ 4] matrixara nézve az {u} ¢és {v} nullatol kiilonb6z6 vektorokat
egymas konjugaltjainak nevezziik, ha

{uy" -[A]-{v} =0. (6.73)

Amennyiben meg tudunk hatdrozni n darab {p,} vektort, amelyek paronként egymas

konjugaltjai az [A]-ra nézve, akkor azok egy bazist alkotnak az R" térben és a linearis
egyenletrendszer megoldasat

fx)=a, () (6.74)

formaban adjak meg. Az altalanositott koordinatakat bizonyithatéan az

~ {f,-}T {b} (6.75)
{p.} -[4]-{p;}

hanyadosokként kapjuk.
Azt is be lehet bizonyitani, hogy az egyenletrendszer megoldasa az

VACES)) =%-{x}T [A]-{x} = {B} - {x} e (6.76)

kvadratikus forma minimumahoz vezet; itt ¢ egy tetszéleges allando. E kvadratikus forma egy
vektorialis argumentumu fliggvény, amely egy skalaris szdmot ad vissza. E forma gradiense

grad (/({x})) =[4]" {x} - {b}, (6.77)

tehat ha {x} a tekintett egyenletrendszer megoldasa, akkor az elébbi gradiens zérus lesz.

Az egyenletrendszer megoldasa a bazist alkotd »n darab vektor meghatarozasara vezetodik
vissza, azonban ez az ut nem a legkézenfekvobb megoldasi eljaras. Ehelyett a konjugalt gradiens
modszere egy iterativ eljarason alapszik, amelynek soran az els6 1épésben a megoldast egy
tetszélegesen megvalasztott {x,} vektorral kozelitjik. Ezt a vektort a gradiens képletébe
behelyettesitve, hacsak az nem éppen a keresett megoldasvektorral azonos, egy zérustdl kiilonb6zo
vektort fogunk kapni, negativ eldjellel vett értéke az

{ny}y = b} —[A]-{x,} = —grad (f ({x,})) (6.78)

rezidualis vektor lesz. Ez a csokkend értékek iranyaba mutat (a gradiens maga a legnagyobb
novekedés, tehat pont ellenkezd irdnyaba mutat), de egyaltalan nem biztos, hogy az n dimenzios
térben a minimumpont éppen e vektor tartoegyenesén van. Ahhoz, hogy szemléletesebb képet

alkossunk, tegyiik fel, hogy a vektor két elemii és igy R’ értelmezési tartomanya az xy
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koordinatasikkal 4abrazolhatdo. A kvadratikus forménak az értelmezési tartomany feletti
abrazolasaval egy parabolikus feliiletet nyeriink, amelynek legmélyebben fekvd pontja jelenti a
linearis egyenletrendszer megoldasat (a felillet e formajat az [A] matrixra tett kikotések

kovetkezményeként nyeri). Valamely pontban a gradiensvektor merdleges a feliilet ott meghuzott
szintgOrbéjére, tartdoegyenese azonban a mélyebben fekvd szintgorbékkel egy bizonyos,
derékszogtol kiilonbozo szoget zarhat be. Azt tudjuk, hogy a mélypontot lefele kell keressiik, tehat a
gradiensvektor tartbegyenese mentén lefele kell ereszkedniink. Ezt az ereszkedést addig folytatjuk,
mig az egyenes zErotol kiilonbozo szoget zar be a szintgdrbékkel: amikor ez a szog éppen zéro,

akkor az egyenes az illet gorbét az {x,} koordinatdkkal rendelkezd pontban érinti és onnan kezdve

a mélyebben fekvo rész fele mutato irany az eddigire éppen az elébbire merdleges lesz (az abban a
pontban megrajzolt gradiens irdnya). Ha a tartoegyenes mentén tovabb haladnank, akkor e ponttol
kezdve a feliilet szemben fekvd lejtdjén kapaszkodnank felfele. Az érintd koordinatait az

{x1} = {xo} +a,- {ro} (6-79)

Osszefiiggéssel adhatjuk meg, mivel az az {x,} ponton atmend, az {r,} vektor iranytényezdivel

megadott egyenesen van. A két pont tavolsagat eldontd o, tényezd nagysaga bizonyithatoan

Ay = —{I‘O}T {b} P
{ro}T '[A]'{ro}

azaz a gradiensek egymas konjugaltjai az [ A]-ra nézve.

(6.80)

6.10. dbra. A konjugalt gradiens modszere két dimenzioban

Innen a folyamatot tovabb folytatjuk az 0j gradiens meghatarozasaval és a lépéseket addig
ismételjiik, mig eléggé kozel nem keriiliink a keresett minimumhoz, vagyis az egyenletrendszer
megoldasahoz.

Az elvégzendd miiveletek szamat csokkenthetjilk, ha a 6.79. relaciot balrol beszorozzuk
—[ A]-val és ha mindkét oldalon kivonjuk {b}-t. Ekkor

{r.=1{r}—a,[4]-{r}, (6.81)

tehat a 6.78. relacid matrix-vektor szorzatait nem kell kiilon kiszamitanunk (a 6.80. kifejezés
nevezOjében és a 6.81. egyenldség jobb oldalan ugyanaz a szorzat szerepel).
A meghatarozott {r,} vektorok nem alkotjak feltétleniil az emlitett bazist, azonban az

{xiﬂ} = {xi} +a, {rl} (6-82)

rekurziv képlettel megadott mennyiség konvergal a keresett megoldas fele.
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6.3.3. A nagyméretii egyenletrendszerek megoldasa

Az egyenletrendszer megoldasa — barmelyik eljarast is valasztjuk — sokkal gyorsabban megy
miveleteket is ott végezziik el. A szerkezet merevségi matrixanak méretei azonban meghaladhatjak
az operativ tarét és ilyenkor a hattérmemoria is felhasznalasra keriil. A hattérmemoria (ami
memoriaé, éppen ezért a feladat megoldasahoz sziikséges ido jelentésen megnovekedik. Ezen a
helyzeten a szerkezet, illetve az annak egyenstlyat leird egyenletrendszer részekre vald bontasaval
lehet segiteni.

Ha a szerkezet feldarabolasa mellett dontiink, akkor a részeket — szubstruktirakat — tgy kell
megvalasztani, hogy azok Ilehetdleg a legkevésbé fiiggjenek egymastol, a rajuk vonatkozo
szamitasokat kiilon-kiilon végezziik el. A részek kozotti kapcsolatot a kdzos csatlakozasi pontokban
atadott erd és azok elmozdulésa jelenti, éppen ezért a megoldandd egyenletrendszernek egymastol
fiiggetlen darabjaira vald bontasa altaldban nem lehetséges.

A részekre vald bontés elonyeit abban az esetben is érvényesithetjiik, ha tobb processzoros
szamitogépet vagy parhuzamosan kotott szamitdogépeket hasznalunk a feladat megoldasakor. Ebben
az esetben a részekre vonatkozd szamitasok nem egymast kdvetden, szekvencialisan zajlanak le,
hanem egyidejiileg, parhuzamosan futnak a processzorokon vagy a szamitogépeken.

A szubstruktirak modszerének tobbféle formaja is van, tekintsiink az alabbiakban egy-egy
altalanos verziot.

6.3.3.1. A parallel szamitasok elvégzésére alkalmas valtozat

Legyen tehat a 6.11. abran lathatdo végeselemekre osztott ,,szerkezet”, amelyet két részre
vagtunk (a szerkezetet akar tobb részre is vaghatjuk, a bemutatasra keriilo eljarast altalanositani is
lehet). Legyen e két szubstruktira S, ¢s §,, amelyek a kozds B, perem, elvalaszto feliilet mentén

érintkeznek egymassal. Ez a feliilet nemcsak a szerkezetet osztja két darabra, hanem annak peremét
is; legyenek a megfeleld peremrészek £ és P,.

P,

Py

6.11. abra. Szubstrukturdakra bontas

A két részre kiilon-kiilon felirt egyenstlyi egyenletrendszer a kovetkezoképpen oszthato fel:

Ki Ki Di Fi
(K] 1K,1] [1on]_ [ 653
(K, ] [K,,]1| {D,}] ({F,}
ahol i a szubstrukturat azonositja (tehat az ,,1” vagy ,,2”), a p indexek a kozos elvalaszto feliileten
levé csomopontokra, az s indexek pedig az egyéb, nem kdzos csomdpontokra vonatkoznak. Az

i

egyenletrendszer szimmetridja miatt [ K S"’p] es [K, |

] egymas transzponaltjai.

Elképzelhetd, hogy a kozds elvalaszto feliileten kiilsé erok is hatnak. Ekkor ezen erdk
vektorat a kovetkezo 6sszegként irhatjuk fel:

{F,}={F, ,}+{F, .}, (6.84)
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ahol a b index a részek 4ltal egymasra kifejtett csomoponti belsd erdk vektorat, a & index pedig a
kiilsé er6k vektorat jelenti; mindkettd az i részre hat. Ezzel a felbontassal a 6.83. egyenletrendszert
tovabbalakitjuk:

{{F’}— K -{D’}+ (K. ,]-{D,}, (6.85)

{F, ,} +{F, }=[K, ] {D}}+[K, ,1-{D,}.

A kozos feliileten levd csomopontok elmozdulasa a két szomszédos részre nézve ugyanaz,
tehat {D }={D;}={D,}, a hatis-cllenhatés torvényének értelmében pedig a belsé erdk csak
eléjelben kiilonboznek egymastol, tehat {F ;q oy =—1F p2 »} - Az elobbi egyenletrendszer masodik sorat

a két részre Osszegezvén

{Flb}+{ poit TAF b}+{ i) =

=[K, J- (D} +[K, - (D)} +[K; 1- (D} +[K;, ]-{D;} @50
mely Osszeg az eldbbi két észrevétellel a kdvetkezOképpen alakithatd tovabb:
F, J+{F, }=[K, 1-{D}+[K, 1-{D}}+((K, 1+[K, ,])-{D,}. (6.87)
A 6.85. egyenletrendszer elsd sorabol
D} =[K; T -({F}-[K; ,1-{D,}), (6.88)
s ezeket az elmozdulasokat a 6.87. relacioba behelyettesitvén egy
{F,}=[K,,]1-{D}+[K, ,]-{(D,} (6.89)

egyenletrendszerhez jutunk, ahol a feliilvonassal megjelolt tagok a kdvetkezok:

(Fly={F. }+{F2,} & (FL={F}+{F.,},
(K. 1=K, 1+[K2,] ¢ [K2,1=[K>,1+[K} ], (6.90)
(F! ) ={F. \~[K' )[K. T"{F}, [K 1=K 1-[K, ] [K T"[K.].

A 6.89. relacioval és a 6.85. egyenletrendszer elsé soraval egy Uj egyenletrendszert

alkothatunk:
Ki Ki Di Fi
[ ;‘,S] [_j,p] . { j} — {_Sl} , (6'91)
(K, ] [K,,]1| {D,}] ({F,}

amelyet az eredeti 6.83. egyenletrendszerrel egybevetve megallapithatjuk, hogy a szomszédos

szubstrukturak kolcsonhatasat a 6.90. egyenletek két feliilvonassal jelolt tagjai vezetik be.
A moédszer alkalmazasa soran a valamely rész egyensulyat kifejez6 6.91. egyenletrendszer

felirasahoz el6szor is meg kell hataroznunk a szomszédos rész a [K ,] matrixat s {F '} vektorat.

Ezek kiszamitasdhoz a [K, ] matrixok inverzét is ki kell szamitani. E matrixok azonban a 6.91.

egyenletrendszerek matrixainak particioi s ez utdbbiak inverzét szintén ki kell majd szamitani. E
miveletek iddigényesek, két szubstruktira esetén négy matrix inverzét kell megkapjuk. A

szamitasok elvégzéséhez szikséges idét a [K' ] maétrixok elemein végzett miiveletek egyszeri

elvégzésével lehet csokkenteni. A Gauss-eljaras alkalmazasa ilyenkor a kdvetkezo 1épésekbdl all:
—megalkotjuk a részek egyensulyat leird egyenletrendszerek kiterjesztett matrixait, azok:
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b

{[K;,S] (K, ,] {F;}] {[Kf,s] [K?,] {Ff}}

(K .] [K ] (FL | TR (K] (R

—a fels0 particio sorain elvégezziik a normalizalas ¢és a redukalas lépéseit, minek
kovetkeztében a kiterjesztett matrixok a kovetkezoképpen fognak kinézni:

{[U:,S] [K' ¥ {F;*}] {[Ujs] (K2 *] {Ff*}}

K] [K ] (FL| IR (KL, (R

ahol [U;,s] felsd haromszogmatrixokat jelent, a csillaggal jelolt tagok pedig az emlitett 1épések alatt
modosult tagokat jelolik;
—a felsO particié soraiban, a [K si,p*] matrix oszlopain és az {F'*} vektoron elvégezziik a

visszahelyettesitést. Ekkor e matrixok és vektorok helyett az alabbi mennyiségek jelennek meg:

w,,1 (K, 1"[K 21 [K T -{F} 5 W:1 [K:,T'-[K:,1 [KT"{F}
(K] (K ] {F) .} (K] (K>, {F .}

b

—a [K] T"-[K, ] é a [K, ]'-{F} szorzatokat balrol megszorozzuk a particié bal also

sarkaban levo [K;,,S] matrixszal, majd a [K;’ ,] matrixbol, illetve az {F;’ .} vektorbol e szorzatokat

kivonva kapjuk a [szj,‘p], illetve a {flj ,} mennyiségeket (a 6.90. képletek utolsé soraban levd
relaciok). E mennyiségeket a két parhuzamos processzor vagy szamitogép kozott atadjuk és
Osszegezziik a megfeleld feliilvonds nélkiili tagokkal, igy a [I_(; ,] matrixokhoz és az {I_’]j" i}
vektorokhoz jutunk (a 6.90. képletek elsd két sora):

(0] (KK, KT AR | U] DT RG] KT AR
[K,.]  [K,,] {F, (k,.] (K] {Fy .}

V4

b

—a redukalast az [U, ] particiok alatt folytatjuk, mignem ott zérokat alakitunk ki, aztan a

normalizalast és a redukalast az alsé sorokban is elvégezziik a szokasos modon:

(O] UKD IKE,) TR AR | CJT00) TR IKE, ) TS A
[0] v,,] F" [0] v, x|

Itt az [U;! ,] mennyiségek szintén felsd haromszogmatrixok, a csillaggal jeldlt vektorok pedig e

1épések alatt modosult tagokat mutatjak;
— az als6 sorokban elvégezziik a visszahelyettesités 1épéseit:

(O8] UG TR, ) UG AR | U] TR IR, ) TR AR
[0] [1] (D} [0] [1] 0 |

A gyakorlatban az [U’

,.,] matrixokon a visszahelyettesités miveleteit folosleges elvégezni,

elegendd csak a {I_?';’ ¥} tagokra szoritkozni. Mivel a {D;,} vektorok a részek kozos elvalasztd

feliiletén levé csomopontokra vonatkoznak, a két kapott vektor a szamitasi hibak hianyaban egyenl6
kellene legyen és igy elegendd lenne az utobbi két 1€pést csak az egyik szubstruktiran elvégezni;
—a 6.83. egyenletrendszerbdl
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D} =(K, T {F}H-(K, 1"[K DD}
és
(DI} =(K; T -{F})-(K 1T"[K DD},

a zarojelbe tett tényezok az el6bbi Iépések soran mar kiszamitasra keriiltek. Az elmozdulasokkal a
szokasos eljarasokkal kiszamoljuk a masodrendii ismeretleneket.

6.3.3.2. A szekvencidlis szamitasok elvégzésére alkalmas valtozat
Tekintsik még egyszer a 6.11. abran lathatdo két részre osztott szerkezetet. A részek
egyensulyat most is a 6.83.-hoz hasonl6 egyenletrendszerekkel irjuk fel, de itt a p index az i rész

peremének egészére vonatkozik (beleértve a kozos elvalaszto feliiletet is), mig az s index a rész
belsé csomopontjait azonositja:

K 1 [K D; F!
[K,.] [K,, 1] {D,}) [{F,}
Az {F]j} vektor most is az i részre hato kiilsd és bels6 erék komponenseit tartalmazza, de

latni fogjuk, hogy a bels6 erdkkel nem kell majd kiilon foglalkoznunk.
Ha a felsd sorbol kifejezziik a belsé csomopontok elmozdulasanak vektorat:

{D}=[K, " -({F}-[K ,1-{D,}), (6.93)

¢és azt behelyettesitjiik az also sorral megadott egyenletrendszerbe, akkor a kdvetkezo kifejezéshez
jutunk:

(K, ,1-[K, ] [K T"[K DAD,}={F,}-[K, 1-[K " {F]}. (6.94)
A
(K 1=[K, 1-[K, ] [K T"[K,] (6.95)
és az
{F}={F,}-[K, ] [K ] {F} (6.96)

jelolések bevezetésével, ahol [K}] az i szubstruktura ,kondenzalt” merevségi matrixa és {F }
annak ,.kondenzalt” terhelésvektora, ez a kifejezés tomoren a

[K,]1-{D,} = {F} (6.97)

kondenzalt formaban irhato fel.
Amennyiben minden terhelt vagy megtamasztott (mas szavakkal: eldirt peremfeltételekkel
rendelkez0) csomopontot a peremhez tartozonak tekintiink, akkor a kondenzalt terhelésvektor

azonos lesz a szubstrukturara haté er8k vektoraval. Tehat ekkor {F,}={F,}, mivel {F,} osszes

eleme nulla és igy a 6.96. egyenletben a kivonandonak szintén nullat kapunk. Ekkor a fenti
egyenletrendszer gy értelmezhetd mint a szubstruktira belsé csomodpontjainak eliminalasaval
kapott ,,makroelem” egyensulyat leiré egyenlet, ahol a kondenzalt merevségi matrix a makroelem
merevségi matrixa, a peremen levo csomdpontok elmozdulasanak és terhelésének vektorai pedig a
makroelem megfeleld elemi vektorait képezik.

A részekre megallapitott kondenzalt matrixokkal és vektorokkal, vagyis a szubstruktirakat
modellezé makroelemekkel a szokvanyos végeselemeknél hasznalt eljarasokkal felépithetiink egy
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[K,]-{D,} ={F,} (6.98)

linearis egyenletrendszert. Itt felidézziik, hogy az {F]j} vektor az elvalaszto-feliileten hatd belsd
erbket is tartalmazza. Az {F,} vektor Osszedllitdsanal a kozos szabadsagfokokban az erdket
Osszegezziik: a belsd erdket kész szomszédos részre Osszegezveén zérust kapunk, s ezért nem kellett
ezekkel kiilon foglakoznunk az eddigiek soran.

Ha a szerkezetnek Osszesen n, peremen levé pontja van €s csomdpontonként n
szabadsagfokrol beszéliink, akkor a szerkezet [K,] kondenzalt merevségi matrixat
(n,-n.)x(n, n_) nagysaginak kapjuk, a terhelésvektornak és az elmozdulas-vektornak pedig
egyarant n,-n_ eleme lesz. Mivel altalaban a belsé csomopontok szama joval nagyobb a peremen

levoknél, a most megoldand6 egyenletrendszer joval kisebb lesz annal, mint amit a szerkezet
egészére irhatunk fel.
A 6.98. egyenletrendszer megoldasa a peremen (beleértve a szubstruktirakat elvalasztod

feltleteket) levé csomopontok elmozdulasaihoz vezet. A {D,} vektorbdl a részek {D;,} vektorait

kiemelhetjiik, majd azokat a 6.93. egyenletbe behelyettesitve megkapjuk a bels6 csomopontok
elmozdulasait is.

A modszer alkalmazasa soran, ha a Gauss-eliminaciot kovetjiik, a kovetkezd 1épéseket kell
végrehajtanunk:

—megalkotjuk az i rész egyensulyat leird egyenletrendszer matrixat és elvégezziik a 6.92.

formaju particionalast:
[K;,] [K ]|
(K,,] [K,,1|

—a felsd particid sorain elvégezzilk a normalizalas ¢és a redukalds 1épéseit, minek
kovetkeztében a kiterjesztett matrix a kovetkezoképpen fog kinézni (az eldbbi fejezetben hasznalt
jelolésekkel):

;.1 [K;,*].
[K,.] [K,,1]

— a fels6 particid soraiban, a [ K ; ,*] matrix oszlopain elvégezziik a visszahelyettesitest:

Ww. 1 (K. T"[K 1|
(K] K1 |

—a 6.95. osszefliggéssel kiszdmoljuk a szubstruktira [K|] kondenzalt merevségi matrixat,
majd a hattérmemoriaban taroljuk a tovabbiakban sziikséges [K, 1" -[K, ,] matrixszal és {F,}

vektorral egyiitt;
— a fenti miiveleteket minden szubstruktirara elvégezziik;

—miutan minden [K;] matrixot és {F,} vektort kiszamoltunk Osszeallitjuk a szerkezet
kondenzalt merevségi matrixat és terhelésvektorat. Iddmegtakaritast jelenthet, ha van elegendd
memoriakapacitas a [K, ] matrix és a {F,} vektor tarolasara, ugyanis ilyenkor a [K ;] matrix és az
{F ;} vektor kiszamitasat kovetden azokat rogton beépithetjiik és igy megtakarithatjuk a beiras és a

kiolvasas miuveleteit;
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—megoldjuk a 6.98. egyenletet;
—minden i szubstruktirara a {D,} vektor megfeleld tagjaival meghatirozzuk az {D;}

elmozdulas-vektor elemeit majd a 6.93. egyenlettel, a tarolt [K 17 -[K_ ,] szorzat beolvasasa utan

kiszamoljuk a {D!} vektor elemeit is. Az elmozduldsokkal kiszdmoljuk a masodrendii
ismeretleneket.
Ez az eljaras szintén kiterjeszthetd a tobb részre bontott szerkezetek szadmitasara is. A

bemutatott algoritmus kismértékii modositasaval a miiveletek parhuzamos elvégzésére alkalmas
valtozathoz juthatunk.

6.3.3.3. Az egyenletrendszer feldarabolasanak lehetoségei

A tényleges szerkezet tényleges feldarabolasaval tulajdonképpen az invertalandd merevségi
matrix méreteinek csokkentését kdvettiik. Ennek célja az volt, hogy a sziikséges miiveleteket a
feldarabolasaval érhetjiik el.

A 6.11. abran lathatd szerkezet darabjait 6.83. formdaju egyenletek irjak le. Ha a két
szubstrukturara felirt egyenlettel a teljes szerkezetre vonatkozd egyenletrendszert felépitenénk,
akkor az a kovetkez6képpen nézne ki:

(K, ] (K, ] [0] {D}} {F}
[K;,s] [Ki,,p]Jr[Kf,,p] [Kf,,s] D, = {F,:}+{Fp2} . (6.99)
[0] (K] ] [K2.1| |{D}} {F’}

) K] Y (F}

6.12. abra. Az egyenletrendszer tombokre bontdsa

Ennek alapjan elképzelhet6 egy olyan algoritmus, amely a 6.12. abra szerint a merevségi
matrixot konnyebben kezelhetd tombokre darabolja fel és az igy létrehozott tombokoén az
elébbiekben ismertetett modszerek alkalmazasat a tényleges szubstrukturdk elkiilonitése nélkiil
alkalmazna. A tombok atfedésében levo tagokat meg kell osztani az illetd tombok kozott, ezt
példaul az érintett tagok megfelezésével érhetjiik el. Ugyanigy a terhelésvektor érintett tagjait is
meg kell osztani a tombok kozott (de az elmozdulasok azonossdga miatt az elmozdulds-vektor
tagjait nem kell megosztani).

Alkothatunk azonban egyéb, hatékonyabb algoritmusokat is. Tekintsiik példanak a
kovetkezot, amelyet a klasszikus Gauss-eliminacioval €s az LU vagy LLT dekompozicioval
egyarant megvalosithatunk. Legyen tehat a [K]-{D}={F} linearis egyenletrendszer, amelyet
tombokre bontunk:
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K, [1K,,]] (0] [t -
(K, 1| [K,,1| [P} |{F,}[ (6.100)
Itt [K, ,] é [K,,] négyzetes szimmetrikus matrixok és [K, ;] =[K, ,]. Az eredeti

egyenletrendszer tehat tulajdonképpen két kisebbre lett bontva, azok:

[KA,A]'{DA}+[KA,B]'{DB}:{FA}a

(6.101)
[Ky () AD, 5+ Ky 5]-AD, ;= {Fy}.
Az elsébdl az ismeretlen

{D,=IK, " {F}-[K, " [K,,1{D} (6.102)

elmozduldsokat kifejezve €s azokat a masodikba behelyettesitve a
(K, ,1-[K, 0" [K,,D)AD,} = {F,}~[K, ,J-[K, ] {F,} (6.103)

egyenletrendszerhez jutunk, amelyet

[K*]-{D*} ={F*} (6.104)

tomor alakban is felirhatunk. Eszrevehetjiik, hogy ez utobbi kevesebb egyenletbdl 4ll és kevesebb
ismeretlent tartalmaz, mint az eredeti egyenletrendszeriink. Azt is észrevehetjiik, hogy a [K*]
matrix ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az eredeti egyenletrendszer [ K| matrixa.
A feladat megoldasa tehat az ismeretlenek egy részének eliminalasaval kapott egyenletrendszer
megoldasara (elméletileg a [ K*] matrix inverzének) redukalodik, az eliminalt ismeretleneket pedig
a 6.102. képletbe vald visszahelyettesitéssel kapjuk. Ezen szamitdsok elvégzéséhez azonban
sziikséglink van a [K, ,] partici6 inverzének kiszamoldsara is. E particio méreteit ugy kell

megvalasztani, hogy a 6.104. egyenletrendszer egyiitthatéinak matrixat és a szabad tagok vektorat
az operativ memoridban ki lehessen szamitani. Amennyiben a kapott 6.103. egyenletrendszer
megoldasahoz sziikséges memoriaigény meghaladnd a rendelkezésre allo kapacitast, ugy a
tombokre vald bontast tovabb folytatjuk a bemutatott modon.

6.3.3.4. Frontalis megoldasi modszerek

Az eddig ismertetett modszerekben az egyenletrendszer megoldésara a strukturalis merevségi
matrix Osszeallitasat kovetden keriilt sor. 1970-ben B. M. Irons egy 1j, altala frontdlisnak nevezett
eljarast javasolt, ahol a Gauss-eliminacid az elemi merevségi matrixok és terhelésvektorok
kiszamitasaval parhuzamosan torténik.

E szamitasokat valamely — példaul az els6 — végeselemhez (annak csomodponti
szabadsagfokaihoz) tartozé merevségek és terhelések kiszamitasaval kezdjiik, azaz kiszamitjuk a
strukturalis merevségi matrix megfeleld sorait és a terhelésvektor megfeleld elemeit. Amennyiben e
kiragadott végeselem valamely csomopontja a diszkretizalt szerkezet egy sarokpontja, akkor a
merevségi matrix keresett elemeit csak az illetd végeselem elemi merevségi matrixa tartalmazza és
a terhelésvektor keresett elemeit is csak annak elemi terhelésvektoraban talaljuk meg. Ellenben, ha
a csomopont két vagy tobb végeselem kozds csomopontja, akkor a merevségi matrix tagjait €s a
terheléseket a megfeleld elemi mennyiségek Osszegzésével kapjuk meg, ehhez pedig ki kell
szamitanunk a szomszédos végeselemek merevségi matrixait és terhelésvektorait is. E kiszamitott

crcr

s
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6.13. abra azt a frontalis matrixot mutatja be szimbolikusan, amelyet az 1.7. dbran lathat6 szerkezet
els6 két csomopontja kozotti végeselemére irhatunk fel.

zérok
[k13]
(k)] —— ] A
¢ ny
[k23] — = J
[koa] —— f——=
— [ | "

"

az [F] frontalis matrix

1

[425]

zérok

ny ng

6.13. dabra. A frontalis matrix az elsd lépésben

Konnyen belathatjuk, hogy a frontalis matrix a kiragadott végeselem szabadsagfokaira
vonatkoz6 tagokat (példankban az elsé és a masodik csomdpont két-két szabadsagfokarol van szo)
mind tartalmazza, azaz a megfelel sorokban és oszlopokban a frontdlis matrix korvonalan kiviil
esO tagok mind zérok. A frontalis matrixot e szabadsagfokok szerint particionaljuk:

(6.105)

ahol tehat az [F, ,] partici6 azon sorok ¢s oszlopok metszete, amelyekben a frontalis matrixon
kiviil csak zérok vannak. Ezt a particiot egyébként , teljesen Osszegzett”’-nek nevezi a szakirodalom,
mivel tagjaihoz a strukturalis merevségi matrix Osszeallitdsanak folyaman a tovabbiakban mar nem
kell tovabbi elemi merevségeket hozzaadni. Tegyiik fel, hogy a vonal {616tti rész n, sort tartalmaz,
alatta pedig tovabbi n, sor talalhato.

Mivel a szerkezet merevségi matrixban, a frontalis matrixon kiviil az [F, , | particiotol jobbra

¢s az alatt csak zérok vannak, a Gauss-eliminaci6é normalizalas-redukalas 1épéseit elegendd lesz a

majd azzal az alatta levo sorokat (az also particiot is beleértve) redukaljuk. E 1épések elvégzése utan
az [F, ,] helyett egy fels6 haromszogmatrixot kapunk, [F, ,] egy nullmatrix lesz, [F, ;] €és [F, ,]
pedig megfelelden modosulnak. A normalizalas és redukalas miveleteit a szabad tagok vektoranak
¢rintett tagjain is elvégezzik. Az [F, ,] helyében megjelend haromszogmatrixot €s a sorainak

magassagaban levd szabadtagokat — tulajdonképpen a tanulmanyozott szerkezet egyensulyat leird
egyenletrendszer elsé n, egyenletét — mentjiik, példaul a merevlemezen taroljuk, a fennmarado n,
egyenletet pedig a kovetkezd 1épés frontalis matrixanak felépitésében hasznaljuk fel.
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A kovetkezo 1épésben azokat a végeselemeket vessziik, amelyek az elébbinek a szomszédjai.
Kétfeleképpen jarhatunk el: az illeté elemeket vagy egyenként targyaljuk, vagy pedig azokat
egyszerre illesztjik be a frontdlis matrixba. A gyakorlati megvalositdsnal az utobbi eljarast
részesitik elonyben, mivel az illeté elemek merevségi matrixai mar az eléz6 1épésben bekeriiltek a
frontalis matrixba, igy bizonyos miiveleteket takarithatunk meg és a szamitdsok elvégzéséhez
sziikséges 1d6 kevesebb lesz.

Az 1.7. abran lathato szerkezet példajat kovetvén, az elsd 1épés végén a frontdlis matrix az
1-2 végeselem és az azzal szomszédos 1-3, 2—-3, 2—-4 és 2-5 elemek merevségi matrixait
foglalja magaba és e matrixbol az 1 és a 2 csomdpontoknak megfeleld sorokat és oszlopokat
tordlhettiik. A masodik 1épésben az elébb felsorolt elemekkel szomszédos 3—-4, 4-5, 4—-6, 4-7
¢s 5—6 radelemek merevségi matrixait kell beilleszteniink. A frontalis matrix uj formajat a 6.14.
abra mutatja be.

az el6z6 1épésben kialakitott sorok

[/3,4]

zérok

(%4, 6]

[kss] — | L ™
az el6z0 1épésben kialakitott zérok _ E—— ny

az [F] frontalis matrix,
mely az elébbi 1€pésbol
szarmazo6 tagokat is tartalmazza

[ks, 6]

np

ka7 ——

S s s e &

zérok

ny np

6.14. dbra. A frontalis matrix a masodik lépésben

Eszrevehetjiik, hogy most a 3, 4 és 5 csomépontok szabadsagfokainak megfeleld tagok a
teljesen Osszegzettek, tehat a megfeleld sorokban és oszlopokban a frontalis matrixon kiviil csak
zérok vannak. E Iépésben is elvégezziik a normalizalas €s redukalas 1épéseit (az alsé n, sorban
most is csak redukélunk), s ilyen médon a bal felsé n, xn, részen most is egy haromszdgmatrixot
alakitunk ki. Az egyenletrendszer felsé n, sorat mentjiik, majd az algoritmust a kovetkezd 1épéssel
folytatjuk. E 1épések ismételése mindaddig tart, amig a merevségi matrixot tejes egészében felsd
haromszogmatrixsza alakitjuk at.

Az utolsé 1épésben a frontalis matrix minden tagja teljesen Osszegzett, ekkor n, =0 ¢és e
matrix a 1épés végén egy felsdé haromszogmatrixsza alakul at.

Példankban a kovetkezo 1€pés egyuttal az utolso is, a frontalis matrixba az elobbi 1épésben
targyalt elemek szomszédai, a 67, 6—-8 és 7—8 végeselemek keriilnek be (6.15. abra).

Miutan a haromszogmatrixot kialakitottuk, a kimentett egyenleteket sorra beolvasvan, alulrél
felfele a visszahelyettesitéseket elvégezvén megkapjuk a keresett elmozdulasokat.

Mint lathatjuk, a frontalis matrix a diszkretizalt szerkezet valamely végeselemétdl indul el és
az algoritmus soran egy taguld-sziikiild hulldmfrontként — innen szdrmazik az elnevezése is—
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végigsepri a teljes végeselemes haldt. Ezalatt mérete folyton valtozik; legnagyobb méretét a front
szélességének nevezik. A frontszélesség nagyobb szerkezeteknél mindig joval kisebb a strukturalis
merevségi matrix méreténél, éppen ezért a Gauss-elimindcio 1épéseinek elvégzéséhez sziikséges
kdzponti memoria mérete is megfelelden csokken az algoritmus alkalmazéasa soran.

az el6z6 1épésekben kialakitott sorok

J
az el6z0 1épésekben kialakitott zérok
e ®
az [F] frontalis matrix,
mely az elébbi 1épésekbol 1
szarmazo6 tagokat is tartalmazza R ——y =
s | e e —
[ke,7] — 11
E— I —— n
(k7. 5] . 4
[ke,s] >
-
ny

6.15. dbra. A frontalis matrix a harmadik lépésben

A gyakorlatba iiltetésnél meg kell oldani az adott végeselemmel szomszédos elemek
megkeresését. Bizonyos programokban e keresgélés helyett a végeselemeket megszadmozasuk
sorrendjében veszik mindaddig, mig teljesen Osszegzett elemekhez jutnak, s ekkor végzik el a
normalizalas €s redukalas miiveleteit a megfeleld sorokkal. Az ilyen programokban az [F, ,]

particid kialakitasahoz rendszerint a sorokat és az oszlopokat is permutalni kell, mivel a teljesen
Osszegzett tagok szortan jelenhetnek meg. E programok hatékonysaganak novelésének
szempontjabol, a 4.7.3. fejezetben leirtakkal ellentétben a végeselemek szdmozasa nem tetszoleges,
hanem az a csomodpontok szamozasi modszerét kovetvén a legrovidebb mérettel parhuzamos
iranyban torténik.
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7. NEMLINEARIS SZERKEZETEK
7.1. Az anyagi nemlinearitas

7.1.1. A rugalmas test

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a fesziiltség és az alakvaltozas kozott egyenes aranyossag,
egy linearis Osszefiiggés, anyagegyenlet 1étezik, amelyet Hooke torvényeként ismeriink. Egy
dimenzidra felirva e torvény:

82%'0 vagy c=¢-F. (7.1)

Az ilyen viselkedést mutat6 testet tokéletesen €s linearisan rugalmasnak nevezziik. A valodi
testek viselkedése tobbé-kevésbé eltér ettdl az idedlis viselkedéstdl, azonban a gyakorlati
szempontbol ez az anyagmodell bizonyos hatarok kozott kell pontossaggal tiikrozi a valosagot.

A deformalhat6 test legegyszeriibb modellje tehat a tokéletesen €s linearisan rugalmas test,
amelyet Hooke-modellnek (testnek) is neveznek. A tokéletesen és linedrisan rugalmas modell
reverzibilis folyamatokat feltételez, maradandé alakvaltozas ¢és belsd surlodas okozta
energiaveszteségek nélkiil, ahol az erd és az altala okozott elmozdulas kozotti egyenes aranyossag
barmikor fennall. Ezt az ardnyossagot az egy dimenzids Hooke-modell szimbdolumaval egyiitt a 7.1.
abran lathatjuk. Ezen egy dimenzids modell egyetlen paramétere az £ Young-modulusz.

E
° —AWW—

E alland6

7.1. abra. A Hooke-modell és jelleggorbéje

Megallapitast nyert, hogy nem minden tokéletesen rugalmas test esetében all fenn a fajlagos
alakvaltozasok és a fesziiltségek kozotti linearis aranyossag vagy pedig ez az aranyossag csak
bizonyos hatarértéekek kozott érvényes. Ilyenkor az alakvaltozasok tovabbra is reverzibilisek, nincs
maradand6 alakvaltozas és energiaveszteség sem, de a Hooke térvényében szereplé paraméterek
nem allanddéak. Az egy dimenziés modell Young-modulusza a fajlagos alakvaltozas fliggvénye:

c=¢-E(g), (7.2)

a o —¢ kapcsolatot pedig valamilyen gorbe irja le (7.2. abra).

A gorbe gorbiilete barmilyen lehet. Negativ gorbiilet esetén az anyag merevségét jellemzo
Young-modulusz mértéke csokken (ugyanakkora alakvaltozas-novekedésnek egyre kisebb
fesziiltség-novekedés felel meg), az ilyen anyagot lagyulonak nevezik — ilyen példaul a legtobb
fém.

A pozitiv gorbiilet az egyre merevebbé valéo anyagot jellemzi, az ilyent keményedének
nevezik — ilyen anyag példaul a gumi.

A fesziiltség €s a fajlagos alakvaltozas kapcsolatat add gorbe egy adott pontjahoz huzott érintd
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E.(e) :% (7.3)

meredeksége (7.3. abra) a tangencidlis (érint) rugalmassagi moduluszt adja, amely tehat az ¢
fajlagos alakvaltozas fiiggvénye.

c c
E csokken
E novekedik
€ €
e — e — e
a. b.

7.2. abra. Nemlinearisan rugalmas test jelleggorbéje
(a. - lagyulo, b. - keményedd anyag)

E modulusz ismeretében az adott ¢ fajlagos alakvaltozasnak megfelel6 fesziiltséget a

o(e) = j.Et (e)de (7.4)

integrallal szamithatjuk ki. Ezzel szemben a 7.2. kifejezés a két mennyiség kozotti kapcsolatot
kozvetleniil, egy E (€) szekdns (metsz0) rugalmassagi modulusz segitségével, a linearis eset 7.1.

torvényével analog modon fejezi ki. A szekans modulusz meghatarozza az aktualis alakvaltozasnak
megfelel fesziiltséget, de nem nyujt kdzvetlen informaciot az € — o kapcsolat alakulasarol.

|

o, = arctg E(€)

o, = arctg 115‘5(8)

7.3. abra. A tangencialis és a szekans rugalmassagi modulusz

A két egyenletet (7.2. és 7.4.) egybevetve megallapithatjuk a szekans Young-modulusz
értékét:

Es(e)zéj.Et(s)ds. (7.5)

Egyszerisitésként a o(e) gorbét gyakran kozelitik egyenes szakaszokkal, ekkor a modellt
linearizalmak mondjak. Példaként a 7.4. abra a bilinearis modellt mutatja be.
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E, = Ez =all.

E, =E,; =all

€
|

€1
7.4. abra. A bilinearis anyagmodell

A szerkezetet felépitd elemek anyaganak nemlinearitdsa miatt a merevségi matrix tagjai nem
lesznek allandok, vagyis az egyensulyt kifejezd [K]-{D} = {F} egyenletrendszer sem lesz linearis.
Az egyenletrendszer megoldasat ilyenkor iterativ eljarasokkal végzik el.

Alapjaban véve a kidolgozott iterativ eljarasokat két kategoriaba sorolhatjuk attol fiiggden,
hogy a merevségi matrix tagjait milyen modon fejezziik ki: vannak olyan numerikus modszerek,
amelyek a szekans anyagjellemzok ismeretére alapoznak (ilyen a tovabbiakban bemutatott
,kOzvetlen” eljaras), és vannak olyan mddszerek (Euler, Newton-Raphson), amelyek a tangencialis
anyagjellemzoket igénylik. Az alkalmazott modszer kivalasztasanal tehat dontd szerepe van annak,
hogy az anyagegyenletet milyen modon fejezziik ki. Amennyiben a 6 —¢ gorbét pontonként, vagyis
(e,0) értékparokkal adjuk meg, ugy a szekans Young-modulusz kiszamitasa valik lehetségessé (az
origbra vonatkoztatva E (¢)=oc/¢), mig ha azt egy derivalhatd o =oc(e) fiiggvénnyel irjuk le,

akkor a tangencialis Young-moduluszt is kifejezhetjik (az wugyanis e fiiggvény
derivaltja: £, (¢) = do(e)/de).

7.1.1.1. A kdzvetlen eljaras
A nemlinedris szekans anyagparaméterek (£, v) ismeretében a szekans merevségi matrix
kiszamitasa nem {itk6zik nehézségekbe:

%], =[[B]. [E.], [B].d7. (7.6)

Ve

Mivel a 7.6. egyenletben a fajlagos alakvaltozas értékét nem ismerjiik elére, a szamitasok
kezdetén az [E_ ], szekans rugalmassigi matrixot egy tetszOleges {g,}, kezdeti alakvaltozasi

allapotra hatarozzuk meg (megtorténhet azonban az is, hogy az anyagparamétereket a fesziiltség
fiiggvényében adjak meg, ekkor a kiindulasi allapotot {o,}, jelenti). E kiindulasi allapot lehet

példaul a zérus fajlagos alakvaltozasokat jelentd fesziiltségmentes allapot, ez esetben a szekans
egylitthatok az origdban felvett tangencialis egylitthatok lesznek. Végeselemenként, a valasztott
kiindulasi allapotnak megfeleld rugalmassagi matrixszal meghatarozzuk az elemi szekans
merevségi matrixot €s dsszeallitjuk a szerkezet [K ] szekans merevségi matrixat, majd a

[K]- 1D} = {F} (7.7)

egyenletrendszert megoldva kiszamitjuk a {D,} elmozduldsokat. Ezekkel az elmozdulasokkal
meghatarozzuk az 0j alakvaltozasi allapotot, végeselemenként:

&), =[B], ., (7.8)

illetve az uj fesziiltségi allapotot:
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0,5, =[E,].-[B],- 4, (7.9)

melyek legfennebb véletleniil egyeznek az eldre feltételezett {g,}, -val, illetve {o,} -val. Ezzel az j
{e,}, alakvaltozasi vagy {o,}, fesziiltségi allapottal a szadmitdsokat a rugalmassagi matrix
kiszamitasaval kezdddéen megismételjiik.

s A

€
o

€ €1 & &3 &,
7.5. abra. Iteraciok a szekans rugalmassagi egyiitthatok hasznalataval

Az eljarast iterativ, 1épéseit tehat példaul az

e}, =[B], -}, , (7.10)
[K(g)]-{D,, ) ={F} (7.11)

egyenletek adjak. Konvergenciajat az elmozdulasoknak az adott 1épésben torténd
€ =1D;,,; — D} (7.12)

valtozasa, pontosabban ¢ mennyiség

le|=\{e}" {e} (7.13)

vagy
| e|=max (e,) (7.14)

norméjanak vizsgalata adja: ha ez egy elfogadhatonak tekintett ¢, értéknél kisebbé valik, akkor a
szamitasokat befejezettnek tekinthetjiik. A szamitdsok menetét a 7.5. abra mutatja be.

7.1.1.2. Az Euler-moédszer

Eszrevehetjiik, hogy mig a linearisan rugalmas szerkezetek esetében az egyenletrendszert csak
egyszer kellett megoldani, a nemlinearis esetben e miiveletre tobbszor is sor keriil. Eppen ezért a
nemlinearis szerkezetek analizise sokkal iddigényesebb mint a linearisoké, s ennek
kovetkezményeként felvetddik tehat a konvergencia felgyorsitasanak igénye.

Az elobb ismertetett ,,direkt” modszer konvergenciajanak gyorsasaga a szerkezet fokozatos,
lépcsézetes terhelésével novelhetd. Ekkor az {F} terhelésvektort néhany, rendszerint egyenld

nagysagu {AF,} komponensre, terhelésfokozatra bontjuk fel:
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(F} =Y 0F}. (7.15)

Valamely {AF} terhelésfokozat (ndvekmény) esetén az elézé (i—1) lépésben kiszamolt
alakvaltozasi és fesziiltségallapottal meghatarozzuk a tangencialis anyagjellemzoket, azokkal az
elemi merevségi matrixokat és 0sszeallitjuk a globalis merevségi matrixot. A

[Ki]-{ADi}:{AE.} (7.16)

egyenletrendszer megoldasaval kiszdmitjuk az adott terhelés-ndvekmények altal okozott {AD,}
elmozdulas-névekményeket, amelyekkel az elmozdulasokat az

{D,}={D_}+{AD,} (7.17)

1

Osszegként szamitjuk ki. Az elmozdulas-novekményekkel a fajlagos alakvaltozas, illetve a
fesziiltség-ndvekményei

{Ae,}, =[B],{Ad},. (7.18)
és
{ac,}, =[E.].-[B],-{Ad},. (7.19)
a fajlagos alakvaltozasok és a fesziiltségek aktualis értéke pedig
{o.}, ={o.\}, +{Ac ], (7.20)
illetve
{e.}, ={e.}, +{Ae ], (7.21)

Ez a megoldasi mddszer tulajdonképpen az els6foku differencidlegyenletek megoldasanak
legegyszeriibb eljarasaval, az Euler-modszerrel azonos. Menetét a 7.6.a. abra mutatja be.

[¢) (e

A a |
[e% 5 G,

z
//
2
7
z
J
G2 G2 4
(] S|
€ €

(o) - - ; o (o) - - ; o
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7.6. dabra. Az Euler-modszer (a.) és a modositott Euler-modszer (b.) iteracioi

Amint az adbra szemrevételezésével is kidertil, az eljarassal megallapitott pontok az iteraciok
szamanak novekedésével egyre tavolabb keriilhetnek a tényleges viselkedést leird gorbétél. Az
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abran ezt az eltérést a gorbe felett elhelyezkedd tort vonal tavolsdga mutatja. A tangencialis
merevség hasznalata miatt, a tort vonalat alkotd egyenes szakaszok a gorbéhez huzott, szaggatott
vonallal abrazolt érintékkel parhuzamosak. E hiba kikiiszobolésére vagy csokkentésére az Euler-
moddszernél pontosabb eljarasokat kellene alkalmaznunk, mint amilyen példaul a Runge-Kutta
eljaras lenne. A pontosabb eljarasok azonban a miveletek szdmanak novekedéséhez vezetnek s
éppen ezért a végeselem-modszerben nem igazan népszertiek. Gyakorlati szempontbol kielégito
pontossagii €s gyorsasagi a modositott Euler-mddszer, amelynek soran az inkrementumok
kiszamitasat az adott terhelés-fokozathoz tartozo szamitas-sorozaton belill a merevségi matrix
egyszeri Ujraszamolasa koveti. Minden iteraciot tehat egy

{e,'} =(1-0)-{e,,} +6-{A¢,}, 0€(0,1) (7.22)
alakvaltozasi vagy

{U,- '}2(1—9)-{6i71}+9'{A0‘i}, 6<(0,1) (7.23)
fesziiltségallapotnak megfeleld [ K, '] merevségi matrixszal megismételiink:

[K,'1-{AD,"} = {AF}, (7.24)

az Uj {AD,. '} elmozduléas-inkrementummal az iteraci6 végén a 7.17.-7.21. relaciokkal
meghatarozzuk a keresett mennyiségek 1) értékeit. A 0 egyiitthato értéke altalaban 0.5.

A modositott Euler-modszerben a gorbét kozelitd tort vonalat alkotd szakaszok mar nem
lesznek parhuzamosak a kezd6pontban megrajzolt érintdkkel, hiszen a merevségek valamilyen
koztes allapotnak felelnek meg. A 7.22. (vagy a 7.23.) stlyozott atlagnak megfeleld tangencialis
merevség — az abran: Young-modulusz — idedlis esetben éppen az i—1 €s az i pontokon keresztiil
huzott szekans merevséggel azonos (a gyakorlatban remélhetdleg annak eléggé pontos kozelitését
adja), ekkor a tort vonal hurokkal kozelitené a gorbe iveit. A szekans merevség ilyen kozelitése
akkor kielégitd, amikor a nemlinearis o—¢ kapcsolatot leiro gorbe gorbiilete nem valtozik
szamottevoen az emlitett két pont kozott.

7.1.1.3. A mddositott Newton-Raphson eljaras

A nemlinearis feladatok megoldasaban egy masik gyakran alkalmazott modszer a
transzcendens egyenletek numerikus megoldasanak Newton-Raphson eljarasa. Ebben az esetben is
a merevségi matrixot a kezdetben egy tetszoleges — leggyakrabban a fesziiltségmentes — allapotra
hatarozzuk meg, majd a

[K\]- 1Dy} = {F} (7.25)

egyenletrendszer megoldasaval kiszamitjuk az elmozdulasok elsd, {D,} kozelitését. Ezen

elmozdulasokkal a szokasos modon meghatarozzuk az alakvaltozasi és a fesziiltségallapot els6
kozelitését is, végeselemenként:

{e,}, =[B],d,},, (7.26)
illetve
{0}, =[E ], -{&}.. (7.27)

Az igy meghatarozott fesziiltségi és alakvaltozasi allapotok a rugalmassagi paraméterek
tetszéleges megvalasztasa miatt nem elégitik ki az analitikus formaban ismert vagy (o,¢)
értékparokkal megadott
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{o}. =f({&}.) (7.28)

Osszefiliggést. A jelentkezo

{Ac ), = f({e} ) —[E ] -{e}, (7.29)
kiilonbséget mint kezdeti fesziiltségallapotot tekinthetjiik, amelynek elemenként egy-egy
f), =—[[B], -1Ae )}, dV (7.30)

Vv,

terhelésvektort feleltethetiink meg. Az elemi {Af,}, vektorokbdl a rezidualis erdk strukturalis

AR} =) {Af) (7.31)

vektorat Osszedllitva, az mint kiegyensulyozatlan terhelés jelentkezik. Az egyensuly
helyreallitasdhoz a

[K,]-{AD,} ={AF} (7.32)

egyenletrendszer megoldasaval kiszamitjuk az elmozduldsok {AD,} korrekciojat. A [K,] matrix az

eredeti Newton-Raphson eljarasban az el6z6 iteracid végén kapott alakvaltozasi vagy fesziiltségi
allapotnak megfeleld matrix lenne. E modszerben tehat a szerkezet merevségi matrixat minden
iteracioban Ujra ki kellene szamitani és annak az inverzét is meg kellene allapitani, ez pedig egy
tulsagosan iddigényes feladat. E hatranyok kovetkezményeként a Newton-Raphson eljarast
olyanképpen modositottak, hogy megtartottdk a kezdeti merevségi matrixot (tehat ekkor
[K,]=[K,]), s igy annak Osszedllitdsat és inverzének kiszamitasat csak egyszer kell elvégezni.

Ezzel az egyszerisitéssel a konvergencia lelassul, tehat ugyanolyan pontossagi eredmények
eléréséhez tobb iteracio sziikséges, azonban az iddigényes muveletek egyszeri elvégzése miatt a
szamitasi id6 jelentdsen csokken.

Az elmozdulasok korrekciojaval kiszamitjuk a fajlagos alakvaltozasok

{Asl}e :[B]e .{Ad]}e (733)
és a fesziiltségek
{Aol}e = [EZ ]e ' {Asl}e (734)
korrekcidjat is. A korrigalt értékek tehat
{DZ}e = {Dl}e + {AD]}E’
{82}ez{sl}e+{Asl}67 (735)
{02}6 = {o.l}e + {Acl}e'

A fajlagos alakvaltozasok korrigalt értékével a szamitasokat a 7.29. egyenlettdl megismételve
tehat egy iterativ eljarashoz jutunk. A konvergencia mértéke ez esetben a {AF} rezidualis erd
valamely normaja.

Amennyiben a 7.28. dsszefliggésnek az

{e} =/ ({o}) (7.36)
forditottja ismert, akkor a 7.29. fesziiltségi allapot helyett egy
{Ae ), = f({o,}.)—{& ). (7.37)
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kezdeti alakvaltozasi allapottal dolgozunk, az elemi rezidualis erdket pedig ekkor a

fy=—[[B]. -LE,]. - {Ae }dV (7.38)

v,

e

Osszefiiggés adja.
Az iteraciok menetét — mindkét esetben— a 7.7. dbra szemlélteti. A konvergencidn a
Iépcsdzetes terhelés alkalmazasa is javithat.

c A o A
a b.
12 / /l/
/ -
7z
€ £
- -
Eh) €] €8E3€, ) €1 € &3 €

7.7. abra. A Newton-Raphson modszer (a.) és a modositott Newton-Raphson modszer (b.)

7.1.2. Az elasztoplasztikus test

A rugalmas test alakvaltozasa reverzibilis: a kiils6 hatds megsziinése utan az Gjra felveszi
eredeti alakjat. A valodi testek alakvaltozasa gyakran megkozelitdleg sem reverzibilis, a kiils6 hatas
megsziinése utan kisebb-nagyobb maradando, remanens alakvaltozas észlelhetd (7.8. abra).

(e}

maradando reverzibilis
alakvaltozas  alakvaltozas

7.8. abra. Rugalmatlan alakvaltozas

Az abrazolt esetben a testet (példaul egy acélbol késziilt rudat) az anyag o, rugalmassagi

hatarat meghaladé mértékben terheltiik; e folyamat alatt a fesziiltség valtozasat folytonos vonallal
rajzoltuk meg. Ez a vonal egy darabig egyenes — ezen a szakaszon a probatestiink linearisan
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rugalmas —, a linedris viselkedés tartomanyat feliilrél lehatdrolé o, ardnyossagi hatar elérése utan
pedig az meggorbiil. Ha a terhelést tovabb folytatnank, akkor a o, folyashatar elérése utan a gorbe
vizszintessé valna: ekkor a rad alakvaltozasa allando terhelés alatt novekedne.

A rugalmassagi hatar atlépése utan (de még a folyashatar elérése eldtt, a o, pontban) a

terhelést megsziintettiik: az igénybevétel csokkenésével a test alakvaltozasa is csokkent ugyan, de a
terheletlen test nem nyerte vissza eredeti méreteit. A tehermentesités folyamatat szaggatott vonal
jelzi, amely parhuzamos a rugalmas alakvaltozast jelentd szakasszal. Megjegyzendd, hogy ez a
parhuzamossag nem minden anyag esetében érvényes.

7.9. abra. A Bauschinger-hatas

Ha most a probatestet Ujra megterheljiilk, akkor e folyamat a o—g¢ grafikonon a
tehermentesités el6z6leg megrajzolt gorbéjét fogja kdvetni (megkdzelitleg, legalabbis).

A képlékeny (plasztikus) alakvaltozast szenvedett anyag Ujraterheléskor tehat mar nem az
eredeti o(e) gorbét fogja kdvetni, a fesziiltség addig elért maximumaig rugalmas viselkedést
mutathat (ez a keményedés jelensége). Ehhez rendszerint az ellenkezd eldjelti terhelés
folyashataranak megfeleld csokkenése tarsul (Bauschinger-hatds), amint az a 7.9. abran igen
leegyszertsitett formaban lathatd. Ezen okok miatt az anyag viselkedésére pusztan a pillanatnyi
alakvaltozasi és fesziiltségallapota alapjan mar nem kdvetkeztethetiink, a terhelés tovabbi valtozasa
altal eldidézett alakvaltozas kiszdmitasdhoz ismerniink kell azt is, hogy az el6zéleg milyen
folyamatokon ment keresztiil.

Az ilyen viselkedést mutatd anyagot — amelyben tehat a rugalmas mellett maradando és
allando terhelés mellett idében nem valtozo alakvaltozas is megjelenik — elasztoplasztikusnak
nevezik.

7.1.2.1. A Ramberg-Osgood modell

A Ramberg-Osgood modell egy gyakran hasznalt elasztoplasztikus anyagtérvény, amely az
elébbi példanktol eltérden feltételezi hogy a rugalmatlan alakvaltozas mar a kezdetektdl fogva
megjelenik. E modell a fajlagos alakvaltozast két 6sszetevd dsszegeként irja le:

c o)
ge=¢g +e =—+k-|—|, 7.39
< r g (Ej (7.39)

ahol az E, k és n anyagallandokat a kisérletileg meghatarozott c—¢ gorbe alapjan allapitjuk
meg. Az dsszeg két tagja a rugalmas (elasztikus), illetve a képlékeny (plasztikus) alakvaltozasnak
felelnek meg, az utobbit pedig a Ramberg-Osgood modell az elébbi fiiggvényeként adja meg. A

170



rugalmas Osszetevot a 7.8. abra szaggatott tehermentesitési gorbéjének megfeleld alakvaltozassal
helyettesiti, az £ paraméter e vonal ddlésének felel meg. A &k és az n allandokat ugy allapitjak
meg, hogy az eldbbi képlettel megrajzolt gorbe minél kozelebb alljon a kisérletileg meghatarozottal.
A képlékeny alakvaltozas a c—¢ gorbe mentén végig kdveti a rugalmas alakvaltozast, tehat ez a
torvény a megadott formajaban csak olyan anyagok esetében hasznalhatd, amelyeknél a legkisebb
igénybevétel is maradando alakvaltozashoz vezet.

E modell gyakorlatban meghonosodott formaja a fenti 6sszeg masodik tagjat a rugalmassagi

hatar o, értékével fejezi ki, az a=k-(c,/E)"" jelolés (Gjabb anyagi allando) bevezetésével:

g=2 402 [EJ . (7.40)

E EF (o

I3

Ez az 6sszefliggés csak az els6 terhelés gorbéjét adja meg, a ,,szlizgérbét”. Ha a fesziiltség o,
értekénél megallunk €s az elasztoplasztikus probatestiinket tehermentesitjiik, akkor meg kell adnunk
a tehermentesités c—¢ gorbéjét is. Ezt a gorbét Masing szabalya szerint alkottak meg. E szabaly
szerint, feltételezvén, hogy az anyag huzasra és Osszenyomasra szimmetrikusan viselkedik,
megrajzolhatjuk az origéra nézve szimmetrikusan elhelyezkedd, a o,'=-c, fesziiltségnek
megfelelé pontot. Ekkor a —o, és a o, fesziiltségnek megfeleld pontok kozott a terhelésgdrbét a
szlizgorbe skalazasaval kapjuk meg (azt kétszeresére kell felnagyitani).

o/o, A

—_—

c. oo,

—&i/€,

= E/E,

ele,

7.10. abra. A Ramberg-Osgood modell

Ahhoz, hogy e gorbék egyenletét egyszerii képletekkel megadhassuk, a 7.40. anyagtorvényt
végigosztjuk a rugalmassagi hatarnak megfelelé ¢, =c,./E fajlagos alakvaltozassal, igy dimenzio

nélkiili mennyiségekhez jutunk. fgy a sziizgérbe (a 7.10. abran hiizasra a.-val jeldlve, az a'. gorbe az
Osszenyomas sziizgorbéje):

izim.(ij , (7.41)

€ (@) o

r r r

a tehermentesités és a forditott irany0 terhelés gorbéje (az abran b.):

CTE 070k g | 2 , (7.42)
2., 20 2-0,

r
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az jraterhelés gorbéje pedig (c.):

8+8k:c+c"+a-[6+6kj . (7.43)

2, 2-0, 2-0,

Eszrevehetjiik, hogy a ciklikus terhelés hiszteretikus, a zart gorbe altal lehatarolt teriilet az
egységnyi térfogatban hévé alakuld mechanikai energiaval aranyos (& és o koordinatakkal
abrazolvan azzal egyenld).

7.1.2.2. Linearizalt modellek

A Ramberg-Osgood modellnél joval egyszertibbeket is felépithetiink az idealizalt tokéletesen
merev - tokéletesen képlékeny de Saint-Venant test segitségével (7.11. dbra).

N A Go

Go

Vo

7.11. abra. A de Saint-Venant-test

A de Saint-Venant test egyetlen paramétere a o, hatarérték, amely alatt az tokéletesen merev,
felette pedig tokéletesen rugalmatlan (képlékeny). A deformalodo test altal kifejtett ellenalld erd (az
abran: fesziiltség) nagysaga a o, hatarérték.

A de Saint-Venant testet altaldban nem onmagaban, hanem mas testekkel Osszekapcsolva
hasznaljak. Vannak olyan anyagok, amelyeknél a rugalmatlan alakvaltozasok csak a fesziiltség
bizonyos hatarértéke, a rugalmassagi hatar felett jelentkeznek. Viselkedésiik egyszerti reologiai
modelljét a de Saint-Venant és a Hooke testek kombinacidjaként kapjuk, ez pedig a Prandtl-modell,
amelyet a 7.12. abran lathatunk.

(e}
A E=all. E S0
Oy /' ______ AAAAAA -
/
//
/
Vi
7
/ €
4%>

7.12. abra. A Prandtl-test

Ez a modell a o, hatarértékig rugalmas alakvaltozast mutat, amely a Hooke-test
alakvaltozasabol fakad. E hatarérték felett a Prandtl-test o, ellenallas mellett deformalddik, ekkor a
Hooke-test rugalmas alakvaltozasdhoz a de Saint-Venant test képlékeny alakvaltozasa is
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hozz4adddik. Tehermentesitéskor a modell alakvaltozéasa elasztikus (ez a Hooke-test alakvaltozasa),
a de Saint-Venant test képlékeny alakvaltozdsa megmarad. Mig az egydimenzids elemekbdl allo
szerkezetek esetében a rugalmatlansag (képlékenység) allapotanak elérését a o, rugalmassagi hatar,
a képlékenység allapotanak elérését pedig a o, folyashatar egyértelmiien meghatarozza, a sik- vagy
a térbeli fesziiltségallapot esetén nem ennyire egyszerl a helyzet. Ekkor az adott

fesziiltségallapothoz rendelt egyenértékli egytengelyli (redukalt) fesziiltségallapot vizsgalatara
szoritkozunk.

7.1.2.3. Redukalt fesziiltségek, tonkremeneteli kritériumok

Sik- vagy a térbeli fesziiltségallapot esetén az adott tobbdimenzios fesziiltségallapothoz egy
vele egyenértékii egytengelyll (redukalt) fesziiltségallapotot rendelnek, a maradandoé alakvaltozast
vagy torést okozo allapot elérését pedig a o, redukalt fesziiltségnek az adott fesziiltséghatarokat
meghalado értéke jelzi (példaul o, >o,). A terhelés ndvekedésekor az adott hatarértéknél

nagyobb redukalt fesziiltség eldszor altalaban csak egy bizonyos helyen keletkezik, ott példaul az
anyag plasztikussa valhat.

A redukalt fesziiltség meghatarozasat tekintve tobb elmélet is 1étezik, ezek koziil a gyakorlat
szempontjabol a kdvetkezOk birnak kiemelt jelentdséggel.

a). A legnagyobb nyirofesziiltség Tresca-féle feltétele a nyirofesziiltség legnagyobb értéke és
a redukalt fesziiltségnek megfeleld legnagyobb nyirofesziiltség kozé tesz egyenldséget (a redukalt
allapotban a masik két fofesziiltség nulla):

Ty == 2 (7.44)
T 2

ahonnan az egyenértékli normalfesziiltség

G, =0,—0;. (7.45)

b). A torzitasi energiasiirliség feltétele (von Mises) a redukalt fesziiltséget az u, torzitasi
energiastirliségek (a fajlagos u, alakvaltozasi energia ¢és a fajlagos u, térfogatvaltozasi energia

kiilonbsége, u, =u, —u,) egyenldségébdl allapitja meg:

I+v 1+v
u, = 6'E”[(Gl ~06,)" +(0,~0,)" + (o, _63)2] - 6 E 2:Gy (7.46)
ahonnan
— 1 2 2 2
G, = 5-[(51—52) +(0,-06,)" +(0,~0,)* |. (7.47)
Az alakvaltozasi energia altalanos képlete:

U, :%-I(Gx 6, +0,°6,+0_ & +T YV, +T.V.+T.7,.)dV. (7.48)

v

A fofesziiltségekkel ennek stirtiségét (térfogatra fajlagositott mennyiségét)

1 v
u; = 2.E'(612+G§+0§)_E.(61 *G,+0, 0, +0,-0;) (7.49)
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formaban kapjuk. A térfogatvaltozéasi energiasiiriiséget ugyanezzel a kifejezéssel szamithatjuk,
amikor mindharom irdnyban a térfogatvaltozasért feleldés oktaéderes nyujtofesziiltség (a harom
fofesziiltség atlaga, 6, = (o, + 0, +0,)/3) hat:

. 2
uvzﬁ.(}cg)_%.(}gg):;z}-(1—2-v). (7.50)

Az u, mennyiség tehat e két utobbi kiilonbségeként szamithato ki.

c). Mohr feltétele gyakorlati megfigyelésekre alapoz. Mohr a redukalt fesziiltség
meghatdrozasat kisérleti uton végezte el, azonos mindségli probatestek kiilonbozo
fesziiltségallapotu, maradand6 alakvaltozashoz vezetd terhelésével. A tonkremenetelhez vezetd
fesziiltségallapotok Mohr-koreinek burkologorbéje a tonkremeneteli (intrinszek, folyasi)
hatargorbét adja (7.13. abra).

A kapott gorbét két egymast metsz0 egyenessel lehet megkdzeliteni. Ha ez a két egyenes a
tiszta nyujtas (c,, ) és a tiszta nyomds (o, ) hatarkoreihez érintdleges, akkor a redukalt fesziiltség

értéke

c d:cl—G”-G3 (7.51)

lesz. A o, rugalmassagi hatarok helyett mas értékeket (példaul a folyashatarokat) is hasznalhatunk.
Ha o, =0, (az anyag huzads és nyomas esetén egyforman viselkedik), akkor a Tresca-féle

legnagyobb nyirofesziiltség elméletével meghatarozott redukalt fesziiltséghez jutunk; ekkor a
burkologorbét kozelitd egyenesek egymassal parhuzamosak lesznek.

7.13. abra. A Mohr-féle tonkremeneteli hatargorbe

A rugalmatlansag, a torés, illetve barmilyen fontosnak tartott jelenség bekovetkeztét tehat a
Gred = cylim (752)

egyenldség jelzi, ahol G,, az adott 4llapot egytengelyli terhelés alatti bekdvetkeztének hatarértéke.
Ezt az egyenldséget

F({c})=0 (7.53)

formaban is felirhatjuk. A fenti két Osszefiiggés az adott allapot elérésének feltétele vagy
kritériuma.
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Az F kritérium analitikus kifejezése a redukalt fesziiltség megallapitasara hasznalt feltételek
alapjan irhat6é fel. Az F kritérium a o,0, koordinatarendszerben egy hatarvonalat, a ©,0,0,

koordinatarendszerben pedig egy hatarfeliiletet ir le, ez a szilardsdgi feliilet. Amennyiben egy adott
terhelés altal eldidézett fesziiltségi allapotnak megfeleld pont a hatarfeliilet altal lehatarolt térrész
belsejében van, akkor az illet feltétel altal leirt allapot — példaul a maradand6 alakvaltozasok
megjelenése — még nem kodvetkezhet be. Ha azonban e pont az adott feliileten vagy azon kiviil van,
akkor az F kritériummal leirt esemény megtorténésével kell szamolnunk (megjegyzendd, hogy a
ténylegesen lehetséges fesziiltségallapotnak megfeleld pont elméletileg nem lehet a szilardsagi
feliileten kiviil).

) 2

Glim

-Olim Giim

~Glim

7.14. abra. Tresca és Mohr (a.), valamint von Mises (b.) feltételének abrazoldsa

Vo

G

7.15. abra. A Tresca- (a.) és Mohr-feltétel (b.) szerinti tonkremeneteli kriteriumok
altal leirt feliiletek

Tresca és Mohr feltételei sik fesziiltségi allapotban a 7.14. 4bran lathatd szabalytalan
hatszoget adjak mig a von Mises-feltétel egy ellipszishez vezet. Amennyiben o, modulusza

huzasra és O0sszenyomdasra nem ugyanaz, akkor a felrajzolt idomok ezen értékeknek megfelelden
torzulnak.
Térbeli esetben a 6, =, =, egyenlette]l megadott tengelyli idomokat kapunk: amennyiben

az anyag huzéasra és Osszenyomdsra ugyanugy viselkedik €s izotrop, Tresca kritériuma egy
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szabalyoz hatszog alapt hasab, Mohr kritériuma egy szabalyos hatszog alapti gula, von Mises-
feltétele pedig szabalyos korhenger feliiletét adja. A sikbeli esetnél megallapitott idomok e feliiletek
0,0, sikkal alkotott metszetei.

7.1.2.4. A képlékenység elméletének alapjai

A képlékenység elméletében az F mennyiséget folyasi fiiggvénynek nevezik, az a
képlékenység allapotanak bekovetkezését jelzi. E fliggvény (feltétel, kritérium) mellett a jelenségek
leirasahoz még két dologra van sziikségiink, a képlékeny alakvaltozast leird folyasi torvényre és a
keményedést leird torvényre.

A képlékeny alakvaltozast egy folyadék potencidlos aramlasdhoz hasonlitottak s igy
hozzéarendeltek egy barmely pontban derivalhatdé O({c}) skaldris potencialfiiggvényt, amelyet az

F({o}) folyasi fliggvényhez hasonléan a fofesziiltségekkel, mint koordinatakkal irtak le. Ennek
ismeretében a képlékeny alakvaltozas novekménye

{de,} =dn- {S—Q} (7.54)

(o

1

formaban adhat6 meg. Ezen eredmények a fenti analogiabol szarmaznak, ugyanis az aramlastanban
a potencialfiiggvény koordinatdk szerinti derivaltjai a lokalis aramlasi sebességeket adjak, azok
pedig a folyadék alakvaltozasi sebességével hozhatok Osszefliggésbe. A fenti képletben dA egy
aranyossagi tényezO, a képlékenységi tényez6. Ez nem anyagi allando, nagysaga a pontonként
kiilonbozhet €s a terhelési folyamat alatt folyamatosan valtozhat.

A fenti Osszefiiggést a normalitas elvének is nevezik, mivel szerinte a képlékeny alakvaltozas
iranya a Q fliggvény altal leirt feliiletre mer6leges lesz.

A folyasi térvény adott megfogalmazasban a {de,} vektor az alakvaltozasi allapot foértékeit

tartalmazza, de mindkét fliggvényt (F -et és (Q-t) kifejezhetjiik valamely tetszélegesen
megvalasztott koordinatarendszer tengelyeinek iranyaban megadott fesziiltségekkel és fajlagos
alakvaltozasokkal is; ekkor de” =dA-0Q /0o, ésigy tovabb.

Ahhoz, hogy e torvényt hasznalni is tudjuk, sziikségiink van a Q potencidlra és a dA
képlékenységi tényezore.

Bizonyos megfontolasok alapjan von Mises és Drucker megfogalmaztak azt a posztulatumot,
mely szerint a ( potencialfiiggvény az F' folyasi fiiggvénnyel azonos, a képlékeny alakvaltozas
torvényét pedig asszocialtnak nevezték (ellenben, ha ezt a posztuldtumot elvetjiik, akkor a
képlékeny alakvaltozas torvénye nem asszocialt). A tapasztalat szerint a O =F azonossag sok
esetben helytalld, azonban vannak olyan (4ltaldban szemcsés szerkezetll) anyagok is amelyeknél
egy nem asszocialt torvény a valosag jobb kozelitését adja.

Az anyagok tobbségénél az F' =0 folyasi feliilet nemcsak a pillanatnyi fesziiltségallapottol
fligg (mint ahogyan azt eddig felirtuk), hanem a korabbiaktol is. Sziikségessé valt tehat az anyag
korabbi allapotat is figyelembe vevo keményedési torvények megalkotasanak.

A Prandtl altal megfogalmazott izotrép keményedés elve eltekint a Bauschinger hatéstol;
szerinte a modosuld folyasi fliggvény altal leirt F =0 feliiletek alakjukat megtartjak és
koncentrikusak lesznek. Példaul ha az F kritériumot a Mohr-elmélet alapjan allapitottuk meg,
akkor a keményedés soran mind nagyobb nyilast gulakat kapunk. A 7.16.a. abra ennek a feliiletnek
a gula magassagara merdleges metszetét mutatja be.

Az anizotrop (vagy kinematikai) keményedés elve a Bauschinger hatast is figyelembe veszi,
ekkor a folyasi fliggvény altal leirt F =0 feliiletek egy merevtest-elmozdulast szenvednek. A
Mohr-elmélet alapjan felallitott kritérium esetében a gula tengelye onmagaval parhuzamosan
mozdul el, amint az a 7.16.b. abran lathato.
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7.16. d@bra. Izotrop (a.) és anizotrop (b.) keményedés

A képlékenység allapotanak elérését ekkor az elobbi két hipotézis kombinaciojaval felirhato
F({o},{a},p)=0 (7.55)

kritérium jelzi, ahol {a} és p a keményedést figyelembe vevd paraméterek, melyek koziil {a} az
F feliilet tengelyének elmozdulasat, p pedig a feliilet tagulasat irja le. Az eldbbit definicioja
szerint az

o = [ k-{de,} (7.56)

Osszefliggéssel szamitjak ki (ahol £ egy anyagi allandd), az utdbbit pedig rendszerint a plasztikus
alakvaltozas munkajanak tekintik:

p =I{G}T {de,} . (7.57)

A rugalmatlan allapot elérése utan a fesziiltségallapot az F kritérium altal megadott feliileten
marad, mely feltételt az

F({o}+{do}, {a}+{da}, p+dp)=0 (7.58)

egyenlet ir le. A 7.55. és a 7.58. Osszefiiggésekbol kovetkezik, hogy a rugalmatlan allapot elérése
utan

dF:{a—F} -{dc}+{a—F} -{doc}+a—F-dp:O. (7.59)
oc oa op

i i

A fesziiltségi és az alakvaltozasi allapot {g,} rugalmas Osszetevdje kozotti Osszefiiggés
inkrementalis formajat Hooke altalanositott térvénye adja:

{do} =[E]-{de,} (7.60)
ahol a rugalmas 6sszetevo a teljes és a képlékeny alakvaltozas kiilonbsége:
{de,} ={de}—{de }. (7.61)
Hooke altalanositott torvénye tehat

{do} =[E]-({de} —{de,}), (7.62)
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a d\ paraméter
dr={C}" - {de} (7.63)

formaban hatarozhat6 meg, ahol

(€17 =[ ()" 1E] {a} - c- (o) {a} ~k-1a} -1} ] 18" LED, (7.64)

az {a} vektor O, a {b} pedigaz F fiiggvény fesziiltségek szerinti parcialis derivaltjait tartalmazza,
a ¢ mennyiség pedig a 0 F' /0 p parcialis derivaltat jelenti.
Hooke 7.62. altalanositott torvénye a plasztikus alakvaltozas 7.54. inkrementumaval

{do} =[E]-({de} —dL-{a}) (7.65)
lesz, amely d\ behelyettesitésével
{do} =[E,,]-{de} (7.66)
alakra hozhato, ahol
[E,]=[E]-(1-{a}" -{C}) (7.67)

az elasztoplasztikus matrix. Amennyiben a von Mises-Drucker posztulatumot elfogadjuk (Q = F'),
akkor az [E ] matrix szimmetrikus lesz, vagyis a végeselem-modszer szokvéanyos eljarasaiban
minden tovabbi kiilonleges 1€pés bevezetése nélkiil alkalmazhato.

7.1.2.5. A képlékenység-elmélet végeselemes alkalmazasa

Az el6bbi [E, ] matrix egy tangens rugalmassagi matrixként foghato fel, amelyet egy adott
fesziiltségi és alakvaltozasi allapotra hatarozunk meg és amely egy tangens merevségi matrix
meghatarozasat teszi lehetove.

Ekkor az inkrementalis szamitasok menete a deformacioktol mentes szerkezetbol indul ki,

feltételezvén, hogy kezdetben az {€}, {a} és p mennyiségek zérok. Az elsé elasztoplasztikus
matrix tehat a kezdeti rugalmas allapotnak megfelelé [ E] rugalmassagi matrix lesz.

A szerkezet merevségi matrixanak Osszeallitdsa utan meghatdrozzuk a {AF}, terhelés-
inkrementum 4ltal eléidézett {e}, alakvaltozasi és {c}, fesziiltségi allapotokat. Ehhez minden egyes

végeselem felett megvizsgaljuk a hasznalt F kritérium értékét. Amennyiben a képlékenység
allapotat még nem értikk el (F <0) vagy pedig a fesziiltségek abszolut értéke csokken
(tehermentesités), akkor az adott elemre a rugalmassagi matrix tovabbra is a fesziiltségi allapotnak
megfeleld [ E] matrix lesz és a fesziiltségek inkrementuma egyszeriien

{Ac}, =[E]., -{Ag}, (7.68)
lesz. Ellenben a kdvetkezé mennyiségeket szamitjuk ki:

-a 7.63.-7.64. oOsszefiiggésekbol, F ¢és Q parcialis derivaltjainak ismeretében, ahol a
merevségi matrix szimmetriajanak érdekében rendszerint Q = F':

Al ={C};, -{Ag};; (7.69)

- a 7.54. 6sszefiiggéssel
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{Ag,}, = AN, -{a) (7.70)

i-17

- a 7.62. kifejezésbol

{Ac}, =[E] - ({Ag}; —{Ag, },); (7.71)
- a 7.56. definicio felhasznalasaval
{Aa}, =k-{Ae,}, (7.72)
(k ismert anyagi allando);
- a 7.57. kifejezéssel pedig
Ap, ={c}] {Ag, },. (7.73)

Gyakorlatilag csak az utobbi két paraméter egyikét szoktak hasznalni, a keményedést tehat
tisztan izotropnak vagy tisztan kinematikainak tekintik, ezzel az azel6tti mennyiségek kiszamitasa is
leegyszertisodik.

- helyreallitjuk az

F({c, }+0-{Ac,} =0 (7.74)

feltételt (a fesziiltségallapotnak megfelelé pont az F kritérium altal leirt feliileten kell legyen), a
fenti egyenlet megoldasaval meghatarozzuk 0 értékét;
- a kiegyensulyozatlan (1-0)-{Ac,} fesziiltséggel kiszamitjuk a megfeleld

). =—[ 1B -(1-6)-{Ac,}, dV (7.75)

elemi terhelésvektort. Az adott terhelés-inkrementum alatt az eredményt tovabbi belsd iteraciok
elvégzésével lehet finomitani, ekkor e kiegyensulyozatlan terhelésvektorokat hozzdadjuk a 1épés
elején megallapitott szerkezeti terhelésvektorhoz és a szamitasokat megismételjik. Ekkor a
rugalmassagi matrixot, — és azon elemek esetében, amelyek éppen az adott terhelés-inkrementum
alatt érték el a képlékeny allapotot az elasztoplasztikus matrixot,— a kiszamitott
fesziiltségallapotnak megfeleléen modositjuk. Egyszertisitésként, a szamitasi id6 csokkentésének
érdekében azonban a felsorolt miiveleteket csak egyszer végezziik el, a kiegyensulyozatlan erék
vektorat a kovetkezo 1épés terhelésvektorahoz adjuk hozza. Ez a modszer azonban kevésbé pontos
eredményekhez vezet.

7.1.3. Id6ben lejatszodo alakvaltozas

Az anyagok lassu folyasa (kuszas, hideg folyas) az alakvaltozas id6beni folyamatos
novekedését jelenti, mialatt a terhelés értéke nem valtozik. A tisztan (tokéletesen) viszkozus eset
egy Newton-testnek felel meg.

Jelen tanulmanyaink soran ugyan nem tériink ki a folyadékok ¢és gazok végeselemes
modellezésére, mégis fontos megemliteniink a viszkozus folyadék reologiai modelljét. Az aramlo
folyadékokban egymason elcsuszo rétegeket kiilonboztethetiink meg, amelyek valddi folyadékok
esetében surlédassal mozdulnak el egymason. E strlodas az aramld folyadék belsejében egy
csusztatofesziiltséget idéz eld, Newton empirikus torvénye szerint annak nagysaga az aramlasi
sebesség gradiensével, vagyis az alakvaltozas sebességével aranyos, egy dimenziora felirva:

T=N— =Ny (7.76)
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(amennyiben ezt a formulat vektorialisan irjuk fel, akkor a képletbe egy ,,— eldjel is bejon, mert a
gradiensvektor a fesziiltséggel ellentétes iranyll). Az aranyossagi tényezOt, az m mennyiséget a
folyadék dinamikai viszkozitasanak nevezziik és az igen sok folyadék és gaz esetében, tulzott
mértékben nem valtoz6é koriilmények kozott, allandonak tekinthets. Az allandd viszkozitast
fluidumokat newtoninak nevezziik.

Az 6sszenyomhatatlan viszkézus newtoni folyadékok egyszerii reoldgiai modellje a Newton-
test (7.17. abra), amelynek alakvaltozasa allando terhelés alatt az id6 linearis fiiggvénye:

e() =21 (7.77)
n

(ez az Osszefliggés az eldbbi integralasabol szarmaztathatd). Az anyagegyenletben tehat ezuttal
megjelenik az idg is.

7.17. abra. A Newton-test
Az alakvaltozas idObeni lefolyasat a deformaciosebesség jellemzi:

80 =L o(0), (7.78)
n

a Newton-test fajlagos alakvaltozasa egy adott ¢ pillanatban pedig ennek az Osszefiiggésnek az
integralasaval:

e(t)=—[(0)do. (7.79)

© —

1
n
A tisztan viszkézus test a szerkezetek szamitasanal eléggé ritkan fordul eld. Annal
gyakoribbak az olyan esetek, amelyeknél az anyag nemcsak lassi folyasbol eredd alakvaltozast
mutat, hanem elasztikus, esetleg plasztikus alakvaltozast is.
Egy egyszeri viszkoelasztikus modellt mutat be a 7.18. abra. Az ott lathatd Maxwell-test egy

Hooke-testbdl és egy vele sorba kapcsolt Newton-testbol all. Terheléskor a modell a Hooke-test
elasztikus

g, () =—7+ (7.80)

alakvaltozasanak kovetkeztében egy azonnali alakvaltozast mutat, amelyet a Newton-test
folyamatos,
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i (6) =+ o(1) (7.81)
n

sebességli  viszkozus alakvaltozasanak kovetkeztében egy id6ben folyamatosan ndvekvo
alakvaltozas kovet. A terhelés alatti folyamatos alakvaltozds miatt a o —¢ kapcsolatot leiro
anyagegyenlet ez esetben az ido fiiggvénye lesz.

Mivel a két elemi test soros kapcsolasu, barmelyik pillanatban mindkettdre azonos terhelés
hat, az alakvaltozas pedig a két elemi test alakvaltozasanak 0sszege lesz:

() =¢,(t)+&,(1). (7.82)

Behelyettesitvén a Hooke-test és a Newton-test alakvaltozasat egy adott ¢ pillanatban a
Maxwell-test deformacioja:

e =20, 1. [o0)de, (7.83)
E mny
az alakvaltozas sebessége pedig
e(t)=¢,(1)+¢,(2) :%4_1.0(0‘ (7.84)
n

Az alakvaltozas tehat terhelés alatt folyamatosan novekszik. A 7.18. abran lathato grafikon
egy allandd o terhelésti Maxwell-test alakvaltozasat mutatja. A grafikon a Hooke-test azonnali
o/ E alakvaltozasaval indul és folyamatosan, linedrisan emelkedik. Az emelkedés mértéke a
Newton-test 1 viszkozitasaval forditottan aranyos. Amennyiben egy adott pillanatban a deformalt
Maxwell-testet tehermentesitjiik, akkor a Hooke-test eredeti méretére ugrik dssze, de a Newton-test
alakvaltozasa megmarad.

T rugalmatlan valasz
G/E (lassu folyas), o = all.

___—— azonnali rugalmas valasz

t

7.18. abra. A Maxwell-test

Az anyagok relaxacidja (elernyedése) szintén iddben lejatszodod folyamat, de ekkor a
alakvaltozas egy hatarérték fele tart, mialatt a deformaciosebesség folyamatosan (t6bbnyire
exponencialisan) csokken. A relaxacio a terhelés és a tehermentesités soran is fellép. Egy relaxaciot
mutato viszkoelasztikus modellt (ez a Kelvin-Voigt-test) a 7.19. dbran lathatunk.

A Kelvin-Voigt test egy Newton-testbdl és egy vele parhuzamosan kapcsolt Hooke-testbdl all.
Az elemek parhuzamos kapcsolasa miatt e két test alakvaltozasa barmely pillanatban azonos:

g, =g, =¢, (7.85)

e 4
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mialatt mindkett6 a teljes terhelésnek egy adott részét veszi at:
6=06,+0,. (7.86)

A Hooke-test és a Newton-test alakvaltozasdnak ismeretében a fajlagos alakvaltozasok
egyenldségébol:

e

o, _1
E n

‘jcv(e) do. (7.87)

el

n
=
E

o/E

késleltetett rugalmas valasz (¢ = all.)

t
7.19. abra. A Kelvin-Voigt-test

A hirtelen hato terhelés ez esetben nem hoz létre azonnali alakvaltozast a Newton-test
jelenléte miatt. A kezdetben a terhelést a Newton-test veszi at, majd a viszkozus alakvaltozasok
novekedésével az fokozatosan a Hooke-testre tevodik at.

Ha a terhelés idében valtozik, akkor a 7.86. relacio értelmében a modell anyagegyenlete

o(t)=o,(1)+0,(t) = E-&(t)+n-£(1). (7.88)

Egy adott ¢ pillanatban a fajlagos alakvaltozas az elobbi differencialegyenlet megoldasa:

e(t) = -jc(e) e g (7.89)

1
n
Amennyiben a terhelés allando, ugy a fajlagos alakvaltozas az el6bbi integralbol

&(t) :%-(1 —etMy=g, - (1—eFM), (7.90)

amely id6ben aszimptotikusan tart az €, = 6/ E hatarérték fele.

A terhelés megszintetésekor a Hooke-test igyekszik eredeti hosszat felvenni, mely
igyekezetnek a vele parhuzamos Newton-test all ellen. Ekkor a két testben ugyanakkora, de
ellentétes iranyt erd 1ép fel: c,(f) =—c,(¢), de ,kifele” a 7.88. fesziiltség minden pillanatban zéro:

E-g(t)+n-€(1)=0. (7.91)
Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa a t =0 — €(0) = ¢, kezdeti feltétel mellett
e(t)=g,-e """, (7.92)

mely szerint az alakvaltozas aszimptotikusan csokken a zérus fele. A Kelvin-Voigt test
alakvaltozasa tehat nem maradando (7.20. abra).
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késleltetett rugalmas valasz

s\

viszkozus visszaeresztés

7

V.

cd

V-

7.20. abra. A Kelvin-Voigt-test késleltetett vdlasza

Egy Hooke- ¢és egy Kelvin-Voigt-test soros kapcsolasabol szarmazé modell a ,,standard
linedris szilard test”, amely az elébbihez viszonyitva hirtelen terhelésre azonnali rugalmas
deformaciot is mutat (7.21. 4bra).

c(E+ E\)/(EEy) n

—F

késleltetett rugalmas valasz
(o=all)

o/E azonnali rugalmas valasz E;

t

7.21. abra. A standard linearis szilard test

Az azonnali alakvaltozast az E rugalmassagi modulusszal rendelkezd Hooke-test okozza,
mig a Kelvin-Voigt-test idében lezajlo folyamatot idéz el6. E két sorba kapcsolt testre hatd terhelés
barmely pillanatban azonos:

c=FE-¢,=E €, +Mn€E,. (7.93)
A Hooke-test fajlagos alakvaltozasat a 7.1., a Kelvin-Voigt-testét pedig a 7.89. anyagegyenlet

adja, a standard linearis modell alakvaltozasa pedig e két mennyiség 0sszege:

) 1
e(t)=¢,(t)+e, ()= o) +— -IG(G) e e (7.94)
E ny
A Biirger-test viselkedése a standard linearis szilard testétél a remanens alakvaltozasok
megjelenésében kiilonbozik (7.23. abra), amelyet egy soros Newton-test idéz eld. Allando
terheléskor a Biirger-test €(f) gorbéje a soros Newton-test o/mn doélésit egyeneséhez,

183



tehermentesitéskor pedig a soros Newton-test alakvaltozasaval megrajzolt vizszintes egyeneshez
(7.24. ébra) tart aszimptotikusan.

késleltetett rugalmas valasz

€ . .
rugalmas visszaeresztés
A ' - Tug
azonnali rugalmas vélasz viszkozus visszaeresztés
t
P
o
t
P

7.22. abra. A standard linearis szilard test késleltetett valasza

étc/n

0

ANAAAA I uh

T késleltetett rugalmas valasz
és lassu folyas E,
(c=4ll)

o/E . ,
azonnali rugalmas valasz

t
7.23. abra. A Biirger-test

késleltetett rugalmas valasz és lasst folyas

) - rugalmas visszaeresztés
azonnali

, viszkdzus visszaeresztés
rugalmas valasz

lassu folyasbol szarmazd maradandoé alakvaltozas

V-

L

7.24. abra. A Biirger-test késleltetett valasza
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A plasztikus allapotban fellépd lasst folyas modellezésének eszkdze a parhuzamosan kotott
de Saint-Venant- és Newton-testekbdl allo viszkoplasztikus Bingham-test (7.25. abra).
Terheléskor, a o, hatarérték alatt a de Saint-Venant-test megakadalyozza a Bingham-test

deformalodasat. Az adott hatarérték felett a Newton-test a de Saint-Venant-test 4ltal 4t nem vett
6—o0, terhelés hatdsara viszkozus alakvaltozast mutat. A Bingham-test alakvaltozasa tehat

folyamatosan novekszik, az a terhelés allando értékére:
azl-(c—co)-t, (7.95)
n
idében valtozo terhelésre pedig anyagegyenlete

e(t) =

(6(0)—0,)d0, |o(0)|>c,. (7.96)

© —

1
n

o >0y, c=all n

Go

~

7.25. abra. A Bingham-test

A Bingham-test csak a o, hatarérték meghaladdsa utan deformaldédik, egyébként az teljesen

merev. Egy Hooke-test sorbakapcsolasaval (7.26. abra) felépithetd egy elaszto-viszkoplasztikus
modell, amely alacsony intenzitasu igénybevétel esetén rugalmas alakvaltozast szenved és amely a
de Saint-Venant-test paramétere altal definialt hatarérték felett lassu folyast is mutat. Ezt a modellt
néha szintén Bingham-testnek nevezik.

6> 06y, 6 =all.

Go
o/E

~

7.26. abra. Az elaszto-viszkoplasztikus test
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A modell alakvaltozdsa egy azonnali €, rugalmas és egy id6ben valtozé ¢, viszkdzus
komponens Osszege

e=¢,+¢,, (7.97)

ahol a Hooke-test rugalmas alakvaltozasat és a Bingham-test viszkozus alakvaltozasat az ismert
Osszefliggésekkel szamithatjuk.

lassu folyas
azonnali rugalmas vélasz

3 -

rugalmas visszaeresztés

maradando alakvaltozas

t

Op

t

7.27. abra. Az elaszto-viszkoplasztikus test alakvaltozdsa

Az anyagmodellek fenti felsoroldasa nem meriti ki a lehetOségek teljességét, az egyszeri
reologiai modellek (a Hooke-, a Newton- és a de Saint-Venant-testek) kombinacidjaval barmilyen
bonyolult reologiai modellt fel lehet épiteni. A nemlinearis viselkedés modellezésében az E, n és

G, paraméterek bizonyos valtozok fliggvényei lehetnek.

7.1.3.1. A lasst folyas végeselemes modellezése
A két- és haromdimenzios feladatok esetében a lassi folyas alatt fellépd fesziiltségek és
deformaciok kiszamitasakor a viszkoézus folyadékokra megallapitott

GX:k-(sx+sy+82)—§-n-(éx+é},+éz)+2-n-éx,

2 .
0),=k~(8x+sy+sz)—?n'(sx+sy+sz)+2'n'sy,
csz:k-(sx+sy+gz)—§-n-(éx+éy+éz)+2-n-éz,’ (7.98)

Ty =1 =N Yy
Tyz :sz :n'yyz’
sz :sz :n'sz’

Hooke torvényével analdg fizikai egyenletekbdl indulunk ki, ahol & a folyadék térfogati
rugalmassagi modulusza. Ezeket az egyenleteket tomoren
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lo}, =[C]-{&}, +[D]-{&}, (7.99)

formaban is felirhatjuk. A fenti Gsszeg elsO tagja a térfogat megvaltozasanak hatasat foglalja
magaba, amelyet altalaban elhanyagolnak a folyadékok csekély mértékii sszenyomhatdsadga miatt.
A masodik tag egy anyagparaméterekbdl, legtobbszor konstansokbol allé matrix és az alakvaltozasi
sebesség vektoranak szorzata. A térfogatvaltozas elhanyagoldsaval a lassu folyds soran fellépd
alakvaltozasi sebesség tehat

{&}, =[D]" {o},, (7.100)

ahol {o}, az alkalmazott reoldgiai modell alapjan hatarozhaté6 meg (példaul a Maxwell-testre az
egyenld lesz a teljes {c} fesziiltséggel). A fenti egyenlet altalanositasa egy

{&}, = B({o}. {e})} (7.101)

alaku kifejezéshez vezet.

A végeselemes analizis konkrét lépései a valasztott reologiai modellhez igazodnak. A
Maxwell-test példajanal maradva a teljes alakvaltozas a rugalmas és a viszkozus Osszetevok ereddje
lesz:

{e} ={e}, +{g},, (7.102)
ahol a rugalmas 0sszetevo
{e}, =[ET" -{o}, (7.103)

a lassu folyasbol adod6 komponens pedig a 7.101. Osszefiiggés integralasaval szamithato. Az
integralast numerikusan, altalaban allandé Az 1épéssel lehet elvégezni. A viszkozus alakvaltozasok
ndvekményét egy idolépés alatt a

(A}, = {Ag(t + At)}, —{Ae(t)}, = At-{B(t+0-Ar)} (7.104)

egyszerlsitett formaban is felirhatjuk, ahol 6 egy 0 és 1 kozotti szdm. Az alakvaltozas sebességét
egy atlagos értékkel adjuk meg, altalaban:

{B(t+0-At)} = {B({c(t+0-At)}, {e(t+0-A1)})}; (7.105)

a példaként tekintett linearis Maxwell-modell alkalmazasanal [ kifejezésében a fajlagos
alakvaltozasok nem szerepelnek.

Mivel a fesziiltségek és a fajlagos alakvaltozasok 7+0-Ar értékét eldore nem ismerjiik, e
szamitas nyilvan csak iterativ lehet. Gyakran elfogadjak azonban azt a hipotézist, mi szerint az
alakvaltozasi sebesség nem valtozik 1ényegesen a kell6képpen kicsinek megvalasztott Az id61épés
alatt, s ekkor a 6 =0 paraméternek megfeleld, a 1épés kezdetén érvényes fesziiltségekkel és fajlagos
alakvaltozasokkal szamitunk (igy elmarad az iterativ szamitas).

A 7.102. egyenlet differencidlasaval, a fenti dsszefliggések felhasznalasaval egy

die} =[[E]" +0-Ar-[S(t+0-Ar)] |- d{c} (7.106)
relacidhoz jutunk, ahonnan meghatarozhat6 egyfajta tangens rugalmassagi matrix:
[E(t+0-An], =[[ET" +6-Ar-[S(t+6-A0]] . (7.107)

Ezekben a képletekben az [S] matrix a lassu folyas {B} fiiggvényének Of/0c parcidlis
derivéltjait tartalmazza. Uj métrixunkkal a lassti folyas anyagtorvényét az egyszert
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d{c} =[E(1)], -d{e} (7.108)

alakban irhatjuk fel.

A végeselemes szamitasok elvégzése soran a terhelést 1épcsds fliggvénnyel modellezziik. A
rugalmas alakvaltozasok kiszamitasat elkiilonitjik a As ido alatt lezajld viszkdzus alakvaltozasok
tanulmanyozasatol olyan modon, hogy az adott 1épésben eldszor meghatarozzuk a szerkezet
azonnali rugalmas valaszat. Ezt a rugalmas valaszt a terhelés Ar id6 alatti {AF (¢t + A7)}

novekményére szamoljuk ki, a kapott {Ag(f+A¢)}, novekményt hozziadjuk az addig kiszdmitott
{e(¢)}, rugalmas fajlagos alakvaltozasokhoz. E szamitasokban a [K] merevségi matrix a 1épés

elején érvényes allapotnak felel meg, az elvégzett miiveletek pedig a linearisan rugalmas
szerkezetek szamitasanal elvégzettekkel azonosak.

Ezutan a At periodus alatt a terhelést allandonak tekintvén meghatarozzuk a fesziiltségi €s az
alakvaltozasi allapotban a lassti folyas miatt fellépd valtozasokat. A lassu folyds hatasanak
szamitasdhoz az id6lépés kezdetén fennallo {oc(z)} fesziiltségallapotnak és ha az sziikséges, az

elébbiekben kiszamitott rugalmas ndvekményt is magaba foglald {e(¢)} alakvaltozasi allapotnak
megfelelden kiszamitjuk az elemi {B} vektorokat (0 =0), ez utobbiakkal pedig meghatarozzuk a
lassu folyas altal okozott fajlagos alakvaltozas inkrementumanak elsé kozelitését:

(Ae(t+ A0} = At-{B(t)} . (7.109)

A szabad alakvaltozast, az egydimenziés Maxwell-testtel ellentétben, a szomszédos,
egymassal Osszekapcsolt végeselemek gatoljak. Ertékiikkel meghatarozzuk a lassu folyasbol
szarmazo fajlagos alakvaltozas-ndvekménynek megfelelé csomoponti eréket. Az elsé lépésben
mivel 6=0, a 7.108. anyagtérvény rugalmassagi matrixa az [ E] matrixszal azonos:

{Ar(t+At)}'= J[B]T [E]-{Ae(t+ A0}, 'dV, (7.110)
v,
majd ezen elemi csomoponti erokkel felépitjiik a szerkezeti {AR(¢+ A¢)}' vektort és a
[K]-{AD(t + At)}' = {AR(t + At)}' (7.111)

egyenletrendszer megoldasaval kiszamitjuk az elmozdulasok inkrementumanak elsé kozelitését.
Ezzel a fesziiltségek inkrementuma:

{Ac(t+ M)} =[E]-([B]-{AD(t + At)}'—{Ae(t + A1)}, ') , (7.112)

ahol a [B]-{AD(t+At)}' szorzat a fajlagos alakvaltozasok {Ag(z+Af)}' inkrementumanak els6
kozelitését jelenti.

Az elsd 1épésben meghatarozott mennyiségek csak kozelitd mennyiségek, amelyeket tovabbi
iteraciokkal finomithatunk. A fesziiltségek és az alakvaltozasok uj (jelzett, ,,'”) értékeivel és egy
megfelelden megvalasztott O paraméterrel, linedris interpoldcioval meghatarozzuk az aktudlis At
id6lépés alatti atlagokat:

(6(t+0-A) = (1-0) - {o (A1)} +0-{o(t + AP}, (7.113)
(e(t+0-At)} = (1-0)- {e(A1)} +0-{e(t + A1)} . (7.114)

Ezen értékeknek megfeleléen akar a [K] merevségi matrixot is Ujra kiszdmolhatjuk,
mindenesetre meghatarozzuk a {B} vektorok korrigalt értékeit és a 7.106. relacioval kezdve a
szamitasokat megismételjiik. Ekkor a képletekben szereplé [E] rugalmassagi matrixot a pontossag
novelésének érdekében a 7.107. [E(¢+0-Ar)], matrixszal helyettesithetnénk. A merevségi matrixot
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¢s a rugalmassagi matrixot a gyakorlatban az iteraciok alatt nem szokdas ujraszdmitani, mivel az
jelentésen meghosszabbitana a szamitasok elvégzésére forditott id6t. Az [E], matrix hasznalata

kiilondsen megnehezitené a szamitasok elvégzését, mivel az nem szimmetrikus a féatlora nézve.
Kovetkezésképpen a gyakorlatban a rugalmassagi €s merevségi matrix a Iépés elején érvényes
formajaban szerepel, sot, gyakran az emlitett iteraciok is elmaradnak (a szamitasokat csak egyszer
végezzilk el a 6=0 ¢értéknek megfelelden), a pontossagon pedig a Ar 1épés csokkentésével
javitanak. Gyakorlati megfigyeléseken alapul az a szabaly, mi szerint ha a A¢ 1épés alatt a lassu
folyasbol szarmaz6 fajlagos alakvaltozas nem haladja meg a rugalmas alakvaltozas felét, akkor a
szamitas eredménye elfogadhatdan pontos lesz. Az id6lépés megvalasztasanak avagy a szamitasok
pontossaganak feltétele tehat:

At-{Bt<c-{e}., (7.115)

ahol ¢ nem lehet tobb 0.5-nél. Ar akar lépésenként is valtozhat.

7.1.3.2. A viszkoelasztikus test végeselemes modellezése

Tegyiik fel, hogy az elemzett test anyagegyenlete a 7.21. abran lathat6é standard linearis
szilard testé vagy legalabbis azzal formailag azonos (ha annak paraméterei nem allandok, akkor egy
nemlinearis modellel van dolgunk). A Hooke testre felirhato:

{o} =[E]-{g},, (7.116)

az azzal soros Kelvin-Voigt testre pedig, a lassu folyds modellezésénél a viszkézus
alakvaltozasokra tett észrevétellel

d d
{o} =[E,]-{e}.. D] {e},. = [[El]+[p].a]{s}w, (7.117)
ahonnan
d -1
le},. = {[EI]HD]'E} {o}. (7.118)
Mivel
e}, = {e} —{g},,, (7.119)
a viszkoelasztikus alakvaltozasok vektoraval a 7.116. képlet tovabb alakithato:
d -1
{o} = [E]'{{s}{[ElHD]E} ~{c}} . (7.120)
Ez utobbi atrendezésével a tanulmanyozott modell viszkoelasztikus anyagtorvényéhez jutunk:
a1
{o} ={[l]+[E]~{[E1]+[D]E} } [E]-{e! =[E], (€}, (7.121)

ahol [I] az egységmatrix. Eszrevehetjiik, hogy ebben az anyagtorvényben a fesziiltségek és a
fajlagos alakvaltozasok aranyossagat kifejez0 matrix tulajdonképpen egy operator-matrix. Ez az
egyenletrendszer nem linearis, hanem egy differencidlegyenletrendszer. Integralasat iddbeni
diszkretizalassal, iterativ eljarassal lehet elvégezni. A gyakorlatban, akarcsak a lassi folyas
esetében, 1épcsdzetes terheléssel dolgozunk, ahol valamely At hosszasagl 1épés alatt a terhelést
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allandonak tekintjiik. Ekkor a fesziiltségek is a 1épés alatt allandoak maradnak. A 1épés elején a
rugalmas szerkezetekre megallapitott modszerekkel kiszamoljuk fajlagos alakvaltozasok rugalmas
Osszetevojét és a fesziiltségeket; kozottiik a kovetkezd osszefiiggés all fenn:

{o(t+ A1} =[E]-{e(t + AD)}, . (7.122)

A fesziiltségek és a viszkoelasztikus alakvaltozas kozotti 0sszefliggés egy inhomogén linearis
differencialegyenletrendszer:

o)} =[E ]- &)}, +[D]-{&®)},, » (7.123)

amelynek analitikus megoldasa a késdbbiekben targyalt sajatérték-feladat megoldasaval lehetséges.
Ez azonban igen iddigényes eljaras, s éppen ezért bizonyos egyszertsitésekhez kell fordulnunk,
példaul elfogadjuk azt a feltételezést, mi szerint elegendden kicsi Az esetén a viszkoelasztikus
alakvaltozas sebessége linearisan valtozik, masképpen: {€}, 4allando. Jeldljik a ¢ pillanatnak

megfeleld mennyiségeket i -vel, a ¢+ Af -nek megfeleloket pedig i +1-gyel. Ekkor:
. AP
{8i+1 }ve = {si}ve + At ' {si}ve +7 : {8i+l}ve (7 124)
és
{éiﬂ}wz = {éi}wz +At {éiﬂ}ve' (7125)

E mennyiségeket behelyettesitvén a 7.123. egyenletrendszerbe, annak atrendezése utan a
: A 3y
{0,.,} =[E]-{e.},, +(At-[E]+[D]) (&}, + 7'[E]+ At-[D] |- &} (7.126)

relacidhoz jutunk, ahol az egyediili ismeretlent a {g,,},, mennyiség jelenti. A

differencialegyenletek helyett tehat egy kdzonséges linearis egyenletrendszert kell megoldanunk,
majd a kiszamitott gyorsulasokat a 7.124.-7.125. egyenletekbe visszahelyettesitve megkapjuk a
minket érdekld6 mennyiségeket. A feladat megoldasat tehat e rekurziv képletek adjak, ahol az
azelotti 1épésben kiszamitott mennyiségekre van sziikség. Az els0 1épésben a viszkozus
alakvaltozast €s annak sebességét tekintve kezdeti feltételeket kell megadjunk (mivel ekkor nincs
azelotti 1épés): azokat rendszerint zérusnak tekintjiik.

7.1.3.3. A viszkoplasztikus eset

Tokéletesen rugalmas anyag nincs, a rugalmatlan alakvaltozdas mar a legkisebb
igénybevételnél jelentkezik, azonban az sokszor észrevehetetleniil csekély. Vannak olyan testek,
amelyek viszkozus alakvaltozasa csak egy bizonyos hatart meghaladd igénybevételnél lesz
szamottevd; az ilyen testet (elaszto-) viszkoplasztikusnak tekintjiik. A tisztan viszkoplasztikus
esetben a lasst folyas megjelenése elott a test abszolut merev lenne.

Tegyiik fel, hogy egy ilyen anyag viselkedését a 7.26. abran lathatdo modellel irjuk le. Ez az
eset a 7.1.3.1. alpontban targyalt lasst folydshoz hasonlit. A kettd kozotti kiilonbség a Newton-test
helyén megjelend Bingham-testben all: mig a Newton-test a legkisebb fesziiltség hatdsara
deformalodik, a Bingham-test a o, hatarérték alatt teljesen merev. A viszkoplasztikus test

végeselemes modellezésben tehat a lassi folyasnal leirt algoritmust alkalmazhatjuk, figyelembe
véve a Bingham-test jelenlétébol fakado kiilonbséget: minden Az 1épés elején meg kell vizsgalnunk
az egy dimenzioban az egyszerli ¢>o, egyenl6tlenséggel leirt kritériumot. Ez a végeselemes
analizisben a plasztikus alakvaltozasnal targyalt F kritérium vizsgalatat jelenti. Amennyiben
F <0, akkor az anyag csak rugalmas alakvaltozast szenved. Ha azonban F' =0 (vagy a szamitasok
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eredményeképpen egy F >0 mennyiséghez jutunk), akkor az anyag viszkoplasztikus alakvaltozast
is szenved. Képletekkel, az alakvaltozas sebességének felhasznalasaval felirva:

. {{0} ha F <0

B ha F—0 (7.127)

Az algoritmus tehat a lasst folyasnal leirttal azonos, ahol {g}, helyett most {e}, -t kell irnunk

¢és az alakvaltozas sebességének egyszerii 7.101. kifejezése helyett az elobbi, 7.127. definiciot kell
hasznalnunk.

7.2. A geometriai nemlinearitas

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a szerkezet elmozdulasa és alakvaltozdsa minden esetben
kicsi. Ha az elmozdulasokra és az alakvaltozasokra vonatkozo a feltételek nem teljesiilnek, akkor a

crer

7.2.1. Nagy elmozdulasok

Egyes végeselem-tipusok (hajlitasnak kitett végeselemek) esetében az altalanositott
koordinatak kozott nemcsak a csomoépontok elmozduldsa, hanem azok elforduldsa is szerepel.
Esetiikben a végeselem alakvaltozas nélkiili (mas szoval: merevtest) elfordulasa a valosagnak
ellentmondo hajlitonyomatékok megjelenéséhez vezet, ugy, ahogyan az a 7.28. abran lathato. E
nyomatékok a szamitasok soran a végeselem két végpontjanak abszolut elforduldsa miatt jelennek
meg. Ugyanilyen szamitdsi hibakkal taldlkozhatunk a polaris vagy cilindrikus
koordinatarendszerekben torténd merevtest-elmozdulas esetében még akkor is, ha , koézonséges”,
rotacios szabadsagfokokkal nem rendelkez6 végeselemekkel dolgozunk.

a rudelem két végpontja a klasszikus eljaras
alkalmazasanak esetén o szogil elfordulast
szenved, amely egy latszolagos
hajlitonyomaték megjelenéséhez vezet

a rudelem tényleges allapota

merevtest-elfordulas utan a a

|
—_—
\/

a rudelem eredeti helyzete

7.28. abra. Nagyszogii merevtest-elfordulds miatt létrejove latszolagos hajlitoigénybevétel

A helyzet orvoslasa az alakvaltozast nem okozd merevtest-elmozdulas €s az alakvaltozasbol
fakado elmozdulasok kiilonvalasztasaval lehetséges: a fesziiltségek kiszamitasaban csak az utobbi
komponenst kell figyelembe venni. A kés6bbiekben ismertetett dinamikus esetben természetesen a
merevtest-elmozdulas alatt fellépd tehetetlenségi erdket is szamitasba kell venni, amelyeket a
szerkezet terhelésvektordhoz kell hozzaadni.

A merevtest-elmozdulas és az alakvaltozas szétvalasztasa rendszerint egy inkrementalis
szamitasi eljarassal torténik. Az {F} terhelésvektort olyan {AF} inkrementumokra osztjuk fel,
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amelyek altal eldidézett {AD} elmozdulas-inkrementumok a kis alakvaltozas hipotéziseit kielégitik.
A merevtest-elmozdulast okoz6 komponenst becsléssel lehet megallapitani, ennek leggyakrabban
alkalmazott eljarasa a korotacios (egyiittforgd) modszer. E modszer az elmozdulasokat a
végeselemhez rendelt lokalis vonatkoztatasi rendszerben szamitja ki, igy azok csak az elem
alakvaltozasat fogjak tikrozni. A 7.29. abra mindezt egy kétdimenzids hajlitott ridelemmel
példazza.

X

7.29. @bra. A korotdcios eljards koordinatarendszerei

A végeselemhez rendelt Xy lokalis koordinatarendszert a végeselem csomodpontjai (i €s ;)
rogzitik. E szokvanyos lokalis rendszer mellett a végeselemhez egy masik, Xy koordinatarendszert
is hozzarendeliink, de azt csak az egyik csomoponthoz kotjiik. E mésodik rendszer a kezdetben az
elsovel egybeesik. Mindkét lokalis rendszer az elmozduld végeselemmel egyiitt mozog a
rogzitettnek tekintett globalis XY vonatkoztatasi-rendszerben, azonban mig a szokvanyos Xy
lokalis rendszer helyzetét az alakvaltozasok miatt elmozduld i és j pontok egyiittesen hatarozzak
meg, addig a masodik, Xy rendszer helyzete csak a kivalasztott i csomoépont elmozduldsatol és
elfordulasatol fiigg.

A merevtest-elmozdulast az xy ¢és az Xy koordinatarendszerek egymashoz viszonyitott
helyzetének vizsgdlata alapjan becsiilhetjik meg: egy merevtest-elmozdulds esetén a két
vonatkoztatasi rendszer relativ helyzete nem valtozik meg (7.30.a. abra), viszont ha kdzben a

radelem elhajolt, akkor a két koordinatarendszer egymashoz képest elfordul. Az alakvaltozas a
relativ elfordulasbol kovetkezik (7.30.b. abra).

a.

7.30. abra. Merevtest-elmozdulas (a.) és alakvaltozas (b.) a korotacios eljarasban

192



7.2.2. Nagy deformaciok

A fajlagos alakvaltozasok eddig hasznalt 2.1. egyenleteit a rugalmassagelmélet a kis
deforméciok hipotézise alapjan allitotta fel. Ennek kovetkeztében azok haszndlata a nagy
alakvaltozasok fellépésének esetében hibas eredményekhez vezet.

A fajlagos alakvaltozasok pontosabb meghatarozasa soran a kovetkezo egyenletekhez jutunk:

ou, 1 |(0u, ’ Ou, ’ ou, ’
g, =—*+—- + +
ox 2 ox ox o0x

-

2 2 2
ou, Ou, Oou,
. + +
oy oy oy

Ou, 1 |(0u, ’ ou, ’ Ou, ’
g, = +—- + + ,
oz 2 0z Oz 0z (7.128)
ou, Ou, Qu, ou, Ou, Ou, Ou. Ou

’YV:’YVX: x4 )’_,’_ X, x4 Y. )’_,’_ z, z’
Yo 9y ox o0x 0y 0Ox Oy Ox Oy

ou, ou, Ou, Ou, Ou, Ou, odu, Ou,
e S
0z 0Oy Oy 0z 0Oy 0z 0Oy Oz

Oou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Qu, Ou,
YZxZsz: + + . + = + . .
0x 0z 0z Ox 0Oz 0Ox Oz O0Ox

-

'sz = YZy =

Amennyiben a fenti dsszefiiggéseket a kis deformaciok hipotézisében felirt 2.1. egyenletekkel
hasonlitjuk 6ssze, akkor észrevehetjiik, hogy ez utobbiak az eldbbiek sajatsagos, egyszerisitett
esetének felelnek meg, amikor a magasabb rendii tagokat a 7.128. egyenletekbdl elhanyagoljuk.
Nagy deformaciok esetén a geometriai aspektust leird Osszefiiggést ki kell egésziteniink a 7.128.
egyenletekkel megadott formara és ennek alapjan az Osszes bel6le szarmaztatott formulat
modositanunk kell.

Mindemellett megjegyzendd, hogy a fajlagos alakvaltozasnak (és a fesziiltségnek is) 1éteznek
az eddig hasznalttol eltérd definicioi is, ezeket a 7.1. tablazat foglalja 0ssze.

E tablazatban a ,valodi” fajlagos alakvaltozads annyiban kiilonbozik az eddig hasznalt
»mérnoki”-t6l, hogy a méret megvaltozasait nem az eredeti, hanem a deformalt mérethez
viszonyitjuk. Ugyanigy a ,,valodi” Cauchy-fesziiltség is abban kiilonbozik a ,,mérnoki’-tol, hogy a
terhelést a tényleges, deformalt keresztmetszethez viszonyitjuk és nem annak kezdeti nagysagahoz.
E ,valddi” és ,mérnoki” mennyiségek kozott szamitasba jovo kiilonbség csak a nagy
alakvaltozasok esetében van. Ugyanez a tablazat a 7.128. képleteknek megfelelé Green-Lagrange
fajlagos alakvaltozasokat is tartalmazza.

A téblazatban

[Ou, ou, ou, ]
ox Oy Oz
ou. Ou. Ou

[J]= - - - (7.129)

ox Oy Oz
Ou, Ou, Ou,

| 0x Oy 0z |

az elmozdulas Jacobi-matrixa, [I] pedig az azzal azonos méretli egységmatrix.
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Nagy elmozdulasok és alakvaltozasok, varhaté geometriai nemlinearitasok esetén a
végeselemes szamitdsokat inkrementdlisan, 1épcsdzetes terheléssel végzik. Gyakori megoldas a
deformalt szerkezet ujrahaldzasa: ha a fajlagos alakvaltozas (a végeselemek torzulasa) egy
bizonyos, megengedhetének tekintett mértéket meghalad, akkor a deformalt szerkezetet
ujrahalozzak, az addig elért fesziiltségallapot pedig a szadmitasok folytatdsdban kezdeti
fesziiltségallapotbdl szarmazo terhelésként jelentkezik.

Fajlagos

, , Linearis Térbeli
alakvaltozas

,»Valodi” 11—
(True) by /

L
(Engineering) [0 ]

(Green-) _ l 2
Lagrange &= 9 (=1 k=2

Fesziiltség Definicio

,,Mérnoki”

N eré/nemdeformalt feliilet
(Engineering)

L, Valodi” er6/deformalt feliilet
(Cauchy)

7.1. tablazat. A gyakrabban hasznalt fajlagos alakvaltozasok és fesziiltségek definicioja

7.3. A terhelés nemlinearitasa

A rugalmassagtani feladatok peremfeltételei a csomopontok elmozduléasaira, illetve a
csomopontokban haté erdkre vonatkoznak. E mennyiségeknek a szerkezet alakvaltozasatol valo
fliggése a nemlinearitas egy Ujabb forrasa lehet. Erre példa a 7.31. dbran lathatoé tomitGszalag
(kéder) esete: az egymashoz kozeled sik feliilletek kozé szoruld gumialkatrész (aminek egy
keresztmetszetét latjuk) egyre inkabb kilapul, a geometria jelentés megvaltozasa mellett a sik
feliiletek altal a red hato terhelés is Ggy intenzitasat, mint eloszlasat tekintve folyamatosan valtozik.
Az ilyen jellegti feladatokat altaldban kontakt-feladatoknak nevezik. Az eddigiekhez viszonyitva
egy Ujabb probléma megoldasa vetddik fel: a deformalodo kontaktfeliilet meghatarozasa €s az ott
fellépo reakciderdk kiszamitasa.

7.31. dbra. Erintkezé feliiletek

A kontakt-feladat megoldasa leggyakrabban a master-slave, masképpen penalty- (,,biintetd”)
modszerrel, inkrementalis szamitassal torténik. Ekkor az eldirt elmozdulast (példaul az elébbi
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feladatban a két feliilet kozeledését) tobb, megfeleléen kicsiny 1épcsére osztjuk fel. Minden egyes
elmozdulas-inkrementumra megvizsgaljuk az elemzett szerkezet feliiletén levé csomopontok relativ
helyzetét. Az érintkez6 feliiletek kozil az egyiket (példaul a merevebbet) master (,,mester’)
feliiletnek, a masikat slave (,,szolga”) feliiletnek nevezik.

Az algoritmus a két feliileten levd csomopontok relativ helyzetének vizsgalatabol all.
Végeselemes eljarasban a slave-feliileten levé csomopontok helyzetét egyenként a master-feliileten
levé legkozelebbi harom csomoépont altal meghatarozott sikhoz viszonyithatjuk. Amennyiben gy
talaljuk, hogy a slave-feliilet valamely csomépontja a master-feliillet mogé keriilt, akkor ez azt
jelenti, hogy ott a két feliiletnek egymassal érintkezniiik kellene (7.32. dbra). Az érintkezés akkor
torténne meg, ha a slave-feliilet csomdpontja éppen a master-feliileten lenne. Az athatolas o
mértékével és egy megfelelden megvalasztott £ merevségi egyiitthatoval meghatarozhat6 az

N=k-§ (7.130)

penalty-erd, amellyel a feliiletre merdleges irdnyban a slave-feliilet athatolé csomopontjat terheljiik.

N -et a master-feliilet altal kifejtett reakciderdként értelmezhetjiik. Ha a master-feliilet is
deformalhat6, mint a 7.32. dbran, akkor a penalty-erd, mint a slave-feliilet altal gyakorolt terhelés, a
master-feliilet érintett végeselemének feliileti csomopontjai kdzott oszlik el.

slave-feliilet
\ N1:N‘d2/(d1+d2) NZZN'dl/(dl +d2)
'y

v

N=kd
‘ . dy » ‘ ‘ d, »

master-feliilet

7.32. dabra. A penalty-modszer két dimenzios szemléltetése

A szamitas legtobbszor iterativ, ugyanis egyrészt a k egyiitthatd megfeleld értékét nehéz
eltalalni, masrészt a feladat nemlinedris a geometria és a terhelés valtozasa miatt. A hiba mértéke a
d penetracid nagysaga.

A két feliilet kozott haté merdleges reakciderdket a csomdpontokban szamitott penalty-erdk
jelentik. Bizonyos esetekben az érintkezési feliilet sikjaban fellépd surlodasi erdket is szamitasba
kell venni, e csoméponti eréket Coulomb tdrvénye szerint, a

T=u-N (7.131)

formuléaval szamitjuk, ahol p az érintkezd feliiletekre meghatarozott surlodasi tényezo.
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8. LENGESTANI SZAMITASOK
8.1. Kényszerrezgések

Egy szerkezet kényszerrezgést végez ha valamilyen kiils6 hatds miatt mozgasba jon. E kiils6
energiadtado hatds gyakorlati szempontbol fontosabb megnyilvanulédsai a rendszerre hatd kiils6 erd
¢s az alatdmasztasi feliilet elmozdulasa.

A gerjesztés lehet periodikus (ismétlédd) vagy aperiodikus, harmonikus (szinusz- vagy
koszinusz-fiiggvénnyel leirhaté) vagy nemharmonikus, determinisztikus (jol meghatarozott) vagy
sztochasztikus (véletlenszertien valtozo).

Az egy dinamikai szabadsagfokkal rendelkez6 rendszer (amely a kiilsé hatas folytan csak egy
iranyban mozdulhat el) kényszerrezgésének mozgasegyenletét, d'Alambert elve alapjan, a
rendszerre hat6 erék egyensulya adja (8.1. abra):

m-X+c-x+k-x=f(1), 8.1)

ahol a bal oldalon az els tag az m tomegl rendszer tehetetlenségi ereje, masodik a strlodasi erdk
miatt fellépd, viszkozusnak tekintett csillapitas, a harmadik tag pedig a rugalmas alakvaltozas miatt
megjelend erd. A jobb oldalon a gerjeszt6 hatast jelentd, iddben valtozd f(¢) erd all. Ez az erd lehet
egy valtozd intenzitasu kiils6 erd de az szarmazhat a rendszer alapjanak elmozdulasabol is: ha az
alap egy bizonyos a,(¢) gyorsuldssal mozog, akkor a gerjesztést az

S(@)y=—a,(t)-m (8.2)
tehetetlenségi erd adja.
)
0 X
k
MM~ f

L S0

8.1. abra. Kiilsé erd altal gerjesztett egy dinamikai szabadsagfoku rendszer

A valddi szerkezetek végtelen sok dinamikai szabadsagfokkal rendelkeznek, mivel végtelen
sok anyagi részecskébdl allanak. Tulnyomoé résziiknek viselkedése azonban egy véges szamu
dinamikai szabadsagfokkal rendelkez6 rendszer segitségével modellezhetd, mint amilyen példaul a
8.2. abran lathato.

fl X1 f2 x2 // Xi ﬁl Xn
kl i:’ kZ 7_4’ k/ kn 7_4’
L = .
00 *“oo ' 00

8.2. abra. Tobb dinamikai szabadsagfokkal rendelkezd rendszer
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8.1.1. Végeselemes modellezés

A szerkezetek végeselemes modellezése soran vizsgalddasaikat a pontok végtelenje helyett
néhany csomodpontra korlatoztuk. Mint latni fogjuk, ez az észrevétel a végeselemekkel torténd
lengéstani modellezésnél is igaz. Igy kijelenthetjiik, hogy a végeselemekre felosztott szerkezetek
lengéstani vizsgalata egy tobb, de véges szamu dinamikai szabadsagfokkal rendelkezé modell
tanulmanyozasat jelenti.

A végeselem anyagi pontok sokasdgaként foghato fel. Minden anyagi ponthoz hat
szabadsagfokot rendelhetiink, harom eltolodast és harom elforduldst. Mivel az anyagi pont
kiterjedés nélkiili objektum, kdvetkezik, hogy a végeselemet alkotd anyagi pontok szama végtelentil
nagy, tehat a végeselem — akarcsak barmely valddi szerkezet — tulajdonképpen végtelen sok
dinamikai szabadsagfokkal rendelkezik.

A végeselem az idében valtozd gerjesztés hatasara mozgasba jon, mialatt dinamikai
egyensulyban van. Az egy szabadsagfoku rendszer esetén az egyensuly egyenletét d'Alambert elve
alapjan irtuk fel, azonban a végtelen sok szabadsagfokkal rendelkezd végeselem esetében a
dinamikai egyenstlyt célszertibb Hamilton elve alapjan felirni:

[8(E, ~E)dr+[8(L, +L,)di=0, (8.3)

4 4

.....

(esetiinkben a végeselem) mozgasi, E, pedig annak potencidlis energidja, L, a rendszerre hato

gerjesztd erdk, L, pedig a disszipativ er6k mechanikai munkdja. E mennyiségeket egy

infinitezimalis virtualis elmozdulasra szamitjuk és azokat egy végeselemre felirva, a 2. fejezetben
hasznalt jelolésekkel egy

[(8ay - 1f1,dv + [ {3d}] -{p},dS =

. . (8:4)
= [ (e} {o}dv + [ (8a}] -p-{d}, AV + [ (3d}] -c-{d}, dV

egyenlethez jutunk, ahol a bal oldalon a térfogati és a feliileti erdk, a jobb oldalon pedig a
végeselem anyagaban fellépd fesziiltség, a gyorsulassal aranyos tehetetlenségi és a sebességgel
aranyos disszipativ er6k szerepelnek. Megjegyzendd, hogy a disszipativ erdket itt a sebességgel
aranyos viszkozus er6knek tekintettiikk ugyan (ez a leggyakrabban hasznalt modell), azonban azok
lehetnek maés természetiiek is. Altalaban a végeselem anyagat homogénnek vessziik, ekkor az
egyenletben szerepld p és ¢ mennyiségek allandok.

A végeselemet alkotd anyagi pontok elmozduldsa, sebessége és gyorsuldsa a csomopontok
elmozdulasanak, sebességének, illetve gyorsulasanak segitségével a szokasos modon fejezhetd ki:

{d}, =[N],-{8},,
{d}, =[N1,-{8}., (8.5)
{d}, =[N1],-{8}.,

amelyekkel az egyensuly 8.4. egyenlete a tagok atrendezése utan a kdvetkezo alakra hozhato:
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{SS}Z{JMN] [N, dV {8}, +j N1, dV -8}, +j {c}ng}
. (8.6)
= {38}, L [INT -4y dv + [INT -4pb, dS}.
v, s,
Itt az {€}, fajlagos alakvaltozasokat a csomdponti elmozdulasokkal fejeztiik ki (2.53. képlet).
A {o}, fesziiltségek a 2.57. kifejezés alapjan szintén felirhatok a csomoponti elmozdulasok
segitségével, minek kovetkeztében a bal oldalon a harmadik integral az elemi [k], merevségi

matrix és a {38}, elmozduldsvektor szorzata lesz. Tovabba az elsd integrdl a végeselem
tomegmadtrixanak (vagy altalanosabban és helyesebben: tehetetlenségi matrixanak) nevezheto:

j o[ Ldv, (8.7)

a masodik a csillapitas elemi matrixa:

(], = [e-[NT] [N, dV, (88)

a jobboldali zardjel pedig a terhelés elemi vektora:

), = [INT (s} dv + [INT. -{p}. dS. (8.9)

7.

E jelolésekkel a végeselem dinamikai egyenstlyanak egyenletétét, {58} -vel vald
egyszerisités utan

m], {8}, +[c], - {8}, +[K],-{8}, = {r}, (8.10)

formaban kapjuk. A végtelen sok dinamikai szabadsagfokkal rendelkezd végeselem egyensulyat a
csomopontokhoz rendelt szabadsagfokok iranydban szamitott értékek fiiggvényében kapjuk, tehat a
végeselemes modellezés soran a dinamikai szabadsagfokok szama is véges lesz.

A szerkezet mozgasegyenletéhez a 8.10. elemi egyenletek felhasznalasaval jutunk:

M]- {3} +[C]- {8} +[K]-{8} = (R} (8.11)

ahol a szerkezeti vektorok és matrixok Osszeallitasa a sztatikus esetnél bemutatott eljarassal
torténik. Ez az egyenlet a tobb szabadsagfokkal rendelkez6 rendszerek szokvanyos
mozgasegyenletével azonos.

8.1.3. Egyszertisito feltételezések

A 8.11. egyenletrendszer [M] tomegmatrixanak és [C] csillapitasi matrixanak felépitése a
[ K] merevségi matrixéval azonos, melyet konzisztensnek vagy kompatibilisnek neveznek.

A konzisztens matrixok hasznalataval a dinamikai feladat megoldasara alkalmas program
memoriaigénye a sztatikai feladaténak mintegy haromszorosa lesz. Bizonyos egyszeriisitd
hipotézisek bevezetésével azonban a memoriaigény 1ényegesen csokkenthetd.

A tomegmatrix egyszerlsitett valtozata a nemdiagonalis tagoktol eltekint, az igy keletkezd
diagondlis (vagy koncentralt) tomegmatrix pedig vektorialis formaban tarolhatd. A diagonalis
tomegmatrix felépitésekor a végeselem tomegét a csomopontokba koncentraljuk, az Ossztomeg
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megorzésével. Pontosabban: barmely szabadsagfok irdanyaban a megfeleld tagok Osszege a
végeselem tomegét adja.

A tomeg csomopontok kozotti elosztasaban tobbféle mddszer is elterjedt. A legegyszeriibb
eljaras soran a végeselem tomegét a csomopontok kozott egyenletesen osztjak el, az elem alakjatol
¢s a csomopont helyzetétdl fiiggetleniil.

Egy, a konzisztens tomegeloszlast jobban kozelitd eljards a konzisztens tomegmatrix
diagondlis tagjait skaldzza be olyan moddon, hogy a szabadsagfokok iranyaban Osszegezve a
végeselem tomegét kapjuk.

A rendszer csillapitdsanak fizikai mibenléte az alakvaltozds ¢és az elmozdulds
irreverzibilitdsdban rejlik, amidén a kiilsé er6k munkajanak egy része hové alakul at. E csillapitas
egy komplex folyamat, amelyet bonyolultsdga miatt altalaban egy ekvivalens viszkézus disszipativ
erdvel modelleziink. Ez a viszkozus ellendllds a szerkezetek dinamikai valaszanak szdmitasaban a
valésaghoz kozel allo eredményekhez vezet. A szerkezetet felépitd anyagok altalaban nem keriilnek
a plasztikus folyas allapotaba, tehat a viszkozus csillapitas nem annyira a szerkezetet felépitd
elemek anyagahoz, mint magahoz a szerkezethez kétheté. Eppen ezért az elemi csillapitasi matrix
8.8. kifejezésében szerepld ¢ egyiitthatd meghatarozasa nem egyszert feladat. A kutatasok szerint a
strukturalis csillapitas részben a szerkezet tomegével, részben pedig a merevségével aranyos (az
»proporcionalis™), tehat

[Cl=a,-[M]+a,-[K]. (8.12)

A fenti képlet a strukturalis csillapitds Rayleigh-féle modellje, ahol a, és a, a szerkezetet

jellemzo skalaris paraméterek. E paraméterek megallapitasa kisérletileg torténik, tehat a tervezés
folyaman szigoruan véve ismeretlenek. Megvalasztasuk rendszerint a tervezetthez hasonlo
szerkezeteken mért mennyiségek elfogadasabol all, de létezik egy elméletileg megalapozott eljaras
is: a Rayleigh-modell azokat a

Lo

G 1o 1 %

{gz}_z 1, {al} (8.13)
(’02

egyenletrendszer megoldasaként adja meg. Ebben a kifejezésben o, és o, a szerkezet két els6 sajat
korfrekvencidja (a két legalacsonyabb rezonans korfrekvencidja), £, és £, a két elsd sajatmodus

csillapitasi foka. A sajatértékekrol €s a sajatmodusokrol bdvebben a kovetkezd fejezetben lesz szo6,
a csillapitasi fokokat pedig mérésekkel lehet megallapitani.
Az egyenletrendszer megoldasaval tehat

_ 2'031'032'(C1'032_C2'031)

a , 8.14
0 0);_0)12 ( )
2.(¢ . —C. -
g2 =bra) (8.15)
W, — 0,

A csillapitds matrixanak Rayleigh-féle kifejezése nagy megtakaritast jelent, ugyanis a
tomegmatrix és a merevségi matrix segitségével tagjai barmikor eldallithatok, igy tarolasa
foloslegessé valik. Mivel a csillapitds matrixa a tdmegmatrix €s a merevségi matrix linearis
kombinacioja, az emezek tulajdonsagaval rendelkezik: a féatlora nézve szimmetrikus €s pozitiv
definit (e tulajdonsagok egyébként a 8.7.-8.8. meghatarozasokbdl is erednek).
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A Rayleigh-modellnek egyébként 1étezik egy, a gyakorlatban ritkdbban hasznalt altalanositasa
is, amely az els6 n sajatmodust hasznalja fel:

[C1=(M]-Y (1M1 " [K]) , (8.16)
(€} =501 a, 8.17)
o, o "

o= | (8.18)
(}071 o (‘024173

Ha n>2, akkor nyilvan e modell a gyakorlat szempontjabdl talsagosan bonyolult lesz,
viszont ha n =1, akkor egy egyszeri, tomeggel aranyos csillapitashoz jutunk.

8.1.4. A mozgasegyenlet megoldasa

A szerkezet mozgasegyenletét tulajdonképpen a 8.11. differencidlegyenlet-rendszer jelenti.
Analitikus megoldasara nem vallalkozhatunk, éppen ezért numerikus eljarasokhoz kell
folyamodjunk. E mddszerek az elmozduldsnak és derivaltjainak (a sebességnek és a gyorsulasnak)
kozelitését célozzak. Mindezeket el0szor bemutatjuk az egy szabadsagfokii rendszer 8.1.
mozgasegyenletének megoldasara, majd a kapott relaciokat kiterjesztjiik a tobb szabadsagfokkal
rendelkezd rendszerekre is.

8.1.4.1. A véges differenciak modszere (kozvetlen explicit integralas)

Az egyik altalanos eljaras a véges differencidk modszere, amely a tanulmanyozott fiiggvényt
néhany konkrét értékével kozeliti a tanulmanyozott tartomany felett. Ezeket a fliggvényértékeket
altalaban egy iranyonként allando 1€pésti ,,hald” vagy ,,racs” csomopontjaiban veszik fel. E halot
egy annyi dimenzioval rendelkez6 térben kell elképzelniink, ahany valtozdja van a tanulmanyozott
fliggvénynek. A halo6 kiterjedése a fliggvény értelmezési tartomanyat fedi.

Esetiinkben a tanulmanyozott fiiggvény az x(¢) elmozdulas. Egyetlen valtozdja a ¢ ido, igy a
haléo egy dimenzios lesz: azt az idOtartamot, amelyen a rendszer dinamikus valaszat akarjuk
kiszamitani, n darab A¢ hosszisagu intervallumra osztjuk fel, a valaszt pedig az intervallumokat
egymastol elhatarold pontokban szamitjuk ki (8.3. abra).

x(?)

At At At AL

tia tin 4t b2

8.3. abra. A tanulmanyozott fliggvény diszkretizdlasa a véges differenciak modszerében
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Az i csomodpont szomszédsagaban szamitott elmozdulasokat Taylor-sorba fejtéssel kapjuk:

2 3

At At

Xy =X +A- X, +—— X +— X +..., (8.19)
2 6
A L AP

xl._lzx,.—At-)'cl.+—2t -5c'i——6l X Fe s (8.20)

ahol x,=x(f=t,). Ha csak az elsd két-két tagot tartjuk meg, akkor az el6bbi két kifejezés
kiilonbségével a sebesség i csomopontban approximalt értékét kapjuk:

. dx 1
X, =—
odr 2-At

~
~
i

(X = X). (8.21)

(ezt a kozelitést a pontok elhelyezkedése miatt centralis differencianak mondjak).
A harmadik tagot is szamitasba véve a 8.19. és a 8.20. kifejezések Gsszegzésével a gyorsulas
kozelitése

(=24 (8.22)

(i

X =
ds?

~
=~
i

lesz.
Az elmozdulas derivaltjaira emigy kapott megkdzelitésekkel a 8.1. mozgéasegyenlet

Xig — 2 XX X — X
m- +c- +k-x. = f. 8.23
{ At? } [ 2-At } =/ (8.23)

alakra hozhato, ahol f = f(t=t) és amely kifejezés mar nem differencidlegyenlet. Innen az x,,,
elmozdulas kifejezheto:

1 2-m c m
X, = . -k |-x + —|x +fr. 8.24
i+1 m N c {|: AtZ :l i |:2At Atz:l i-1 ﬁ} ( )

A? 2-At

A kapott 0sszefliggés egy rekurziv képlet, amely x,,, értékét az azeldtti 1épésekben kiszamolt
x, és x_, elmozduldsokkal adja meg. Az els6 1épésben x, kezdeti feltételként adott. Az x
elmozdulds kiszamitasdhoz a gyorsulds X, kezdeti értékére is sziikségiink van, amelyet az
eddigiekben hasznalt kezdeti feltételekkel a mozgéasegyenletbdl hatarozhatunk meg:

.X'O:

i'(fo_c'xo_k'xo)' (8.25)
m

A kezdeti értékekre felirt

. 1 . .. 1
X, = WY “(x,—x,), illetve X, =F‘(x1 -2-x,+x) (8.20)
képletekbdl
h2
xﬁlzxo—h-fc0+?-5éo. (827)

Megemlithetd, hogy a véges differenciak modszerének (8.21. képlet) jobboldali:
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dx 1
¢ =—| =—(x, —x), 8.28
xl dt ) At (xl+1 xz) ( )
és baloldali:
dx 1
. =—| =—-(x,—x, 8.29
xl dt \ At (xl xl—l) ( )

valtozata is van, de altalaban a kozponti megfogalmazast kedvelik nagyobb pontossaga miatt.

A modszer megnevezésében az ,explicit” jelz azt jelenti, hogy a szamitasokban az el6z6
Iépésekben kiszamitott adatokra tdAmaszkodunk és azok kozvetleniil, explicit médon hatarozzak meg
az aktualis értékeket. Altalanossagként elmondhaté, hogy az explicit integralas csak a megfeleléen
kicsinek vett Ar 1épés esetén stabil és pontos. Az instabilitds azt jelenti, hogy a kiszamitott
mennyiségek nagy, esetleg névekvé amplitiddval ingadoznak a tényleges gérbék mentén.

8.1.4.2. A Runge-Kutta modszer
A Runge-Kutta modszer az elsérendii differencidlegyenletek megoldasanak kozelitd
modszere, amelyben a fliggvény értékeit

fiu=f+D 0,k (8.30)
j=1

forméaban keressiik. Az o, tagok konstans szorzOk. A k, tagok meghatdrozasa az f fliggvény

Taylor-sorba fejtésével torténik, ahol a fenti kifejezés jobb oldala meg kell egyezzen a kapott
Taylor-sor elsé n tagjaval. Igy n konkrét értékétél fiiggden a modszer kiilonbozé rendi
valtozataihoz jutunk.

A rezgd dinamikai rendszer mozgasegyenlete egy masodrendi differencialegyenlet, amelynek
elsérendiiveé alakitasahoz azt

x:l-[f(t)—c-x—k-x]zf(x,x,t) (8.31)
m

formaban irjuk at. Az y=x valtozd bevezetésével ez a kovetkezd linearis egyenletrendszerré
alakithato at:

x=y 8.32
y=f(x,p1) (5.32)

(x(0)} ={x(”} 6 (F({x(0)}.0)} ={5‘“)} (8.33)

y(1) y(®)

jelolések bevezetésével, a szerkezetek dinamikdjaban gyakrabban hasznalt negyedrendii Runge-
Kutta modszerben (n =4), egy adott i+1 pontban {x(¢)} értékét az

Xy = {xi}+é‘({k1}+2'{k2}+2‘{k3}+{k4}) (8.34)

rekurzié adja, ahol
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{kl} = At'{F({xi}a ti)}a
thy} = Ar-{F({x.})+0.5- 1k}, 1, +0.5-A0)},
(hyy = At-(F({x,}+0.5-(k,}, 1 +0.5-At)},
{k4} = At'{F({xi}-i-{k}}’ t,'+1)}'

Az {F}-ben szerepl6 masodrendil derivalt (az y(z) gyorsulas) kiszamitasa a 8.31. képlettel
torténik, az ugyanott szerepld elsérendi derivalt (az x(¢) sebesség) pedig a megfelelé {x} tag
masodik eleme.

Ez a modszer az elébbihez hasonléan a mozgasegyenlet ,explicit” integralasa, de azzal
ellentétben nem igényli az elsé 1épés kiilon kiszamitasat.

(8.35)

8.1.4.3. Kozvetlen implicit integralas

A numerikus médszerek masik osztalyat a mozgasegyenletek kozvetlen ,,implicit” integralasa
alkotja. Az implicit modszerekben ugyancsak az el6z6 1épésben kiszamitott mennyiségekre fogunk
tamaszkodni, de azok nem irjak eld mereven, explicit médon az aktudlis értékeket. Azokat egy
iterativ eljarassal hatarozzuk meg.

A szamitasi eljards ez esetben is Ar Iépésenként allapitja meg a rendszer valaszat,
algoritmusanak felallitdisdhoz viszont egy hipotézis elfogadasara van sziikség a gyorsulas valtozasi
sebességét tekintve (az X derivaltat az angol nyelvii irodalomban ,jerk” névvel illetik — amit
lokésnek fordithatunk le — és j-vel jelolik). A gyakorlatban a gyorsulast altalaban allandonak
(X =0) vagy linearisan valtozonak tekintik (ekkor X =4all., ¥ =0). Mindkét eset a valosag
bizonyos foku kozelitését adja, amelynek pontossagaban a At 1épés hossza fontos szerepet jatszik.

Az éallando és a linedrisan valtozo gyorsulasok esetét a 8.4. abra mutatja be.

X() alland6 gyorsulas a tényleges gyorsulds

linearis gyorsulas

8.4. abra. A gyorsulas kozelitése a kozvetlen integrdldas modszerében

Ha a gyorsulas allando, akkor a kinematikabol ismert 0sszefliggések alapjan a At 1épés végén
a sebesség

X, =X +AE (8.36)

(ez az egyenes vonalu egyenletes mozgas sebességtorvénye), az elmozdulas pedig

2
X =x +AE +A7’.x,. (8.37)

(ez pedig az uttérvény).

Ha a gyorsulds linedrisan valtozik, akkor a keresett egyenleteket az X =all. egyenlet
integralasaval kapjuk (a gyorsulés értékeit eldirvan), ekkor a sebesség
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X, =% +%.(x,. +%,), (8.38)

az elmozdulas pedig
2 2
Sy VIS IC N S (8.39)
3 6
Ha a fenti 6sszefiiggéseket behelyettesitjiik a 8.1. mozgasegyenletbe, akkor egy olyan algebrai
egyenlethez jutunk, ahol az ismeretlen az X, gyorsulés lesz. Ez az egyenlet az 4lland6 gyorsulasok

hipotézisében
. : . V.Y
m-xmzfl.ﬂ—c-(xl.+At-xl.)—k- xi+At-xi+7-xi , (8.40)
a linearis gyorsulasok esetében pedig
2 2
(m+%-c+%-kj-jéiﬂ :fm—c-(xl.+%-xij—k-(x,.+At-x,.+AT’-x,j. (8.41)

Mindkét egyenlet egy-egy rekurziv képlet, azok a At 1épés elején ismert értekek és a
gerjesztés aktualis nagysaganak felhasznalasaval a gyorsulas kovetkezo értékét adjak (az allando
gyorsulasok esetében ez a kovetkezd 1épés gyorsulasa lesz, tehat a 8.4. abran lathato 1épcsozetes
vonal jobb oldali értéke). Az elmozdulas és a sebesség értékét a 8.36. - 8.39. képletekkel szamitjuk
ki. Az elsO 1épésben a kezdeti értékeket a véges differencidk modszerében ismertetett eljarassal
kapjuk.

A kozvetlen integralads fenti modszerének pontossagat a Ar lépés megvalasztdsa nagy
mértékben befolyasolja. Egy tal hosszu 1épés a valdsagtol nagymértékben eltérd valaszhoz vagy
instabilitasokhoz vezet, egy indokolatlanul rovid 1épéssel pedig a muiveletek szama szaporodik és a
szamitasi id6 novekedik meg. Egyértelmii el6iras a 1épés hosszanak megvalasztasaban nem létezik,
de altalaban At¢ fels6 hatarértéke a sajatrezgés periodusanak tizede (vagy, ha a gerjesztés
frekvencidja a sajatfrekvencianal nagyobb, akkor a gerjesztés periddusanak tizede). A pontossag és
a konvergencia ellendrzése a szamitasok megismétlésével lehetséges, ahol a As 1épés hosszat a
felére csokkentjiik.

()

At (1-0)-Ar !
O O o———————
: \
l \ tirg=110-At
L = L+ At

8.5. abra. A kiterjesztett lépés
Az emlitett instabilitas elkeriilése végett tobb, a fent ismertetett linearis gyorsulasok

modszerébol szarmaztatott eljarast is kifejlesztettek. Ezeknek a mddszereknek egy része a linearis
gyorsulas hipotézisét egy kiterjesztett id6lépésre irja eld, amint az a 8.5. dbran lathato.
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Az integralas 1épésének hossza tehat ekkor 6-Af, ahol 6>1 (altaldban nagysaga 1.37 és
2.00 kozott van). A kiterjesztett 1épés végén szamitott értékeket a tovabbiakban feliilvonassal
jeldljiik. Ezt a modszert kifejleszt6jérol Wilson-modszernek nevezik.

Egy masik eljarasban, a Newmark-moddszerben az elmozdulas és a sebesség kiszamitasara
felirt kinematikai képleteket két (y és ), egység alatti egyiitthatoval korrigaljak, mely korrekciot a
gyorsulas nemlinearis valtozasa indokol.

E kétfajta eljarast kombinalva a kovetkezo altalanositott képleteket irhatjuk fel:

X, =X +0-At-%, +(1/2-B)-07 A% +B-07 - A - § (8.42)
X, =% +(1-7)-0-At-X, +7-0-At-%,,, . (8.43)
E két 6sszefiiggésbdl az ¥, gyorsulds és a x,,, sebesség kifejezhetdk, mint:
z’“:m'@“ﬁ")_ﬁ.elm'x"+(1_2L.[3j'x"’ (8.44)
illetve
X, = -(fi+1—xi)+(l—lj-5ci+( —Lj-e-m-x,.. (8.45)
B-0-At B 2B
Ha a 8.1. mozgasegyenletet a tomeggel beosztva azt
¥+2-Cw, X+ x=—a(t) (8.406)
formaban irjuk ujra, ahol
®, = % sz-@co-m’ a(t):—%, (8.47)
akkor a sebesség 8.45. és a gyorsulas 8.44. kifejezéseivel ez a
ET,=1 (8.48)

formara hozhatd, amely a sztatikus terhelés és az altal okozott alakvaltozas kozotti 6sszefiiggéssel
analdg. A fenti képletben szerepl6 tagok a
feaie— L 2E@y
B-07-At B-0-At

(8.49)

»effektiv merevség” és a

A —

o = fo xl.+G-At-5cl.+(%—Bj-92-At2-xi+

1
+—.
B-0°-Ar? [

+—2'C'®°'y-{x.+(1—Ej-e-At-x.+(l—Ej-92-At2-5€}
B-0-Ar | Y 2y '

»effektiv terhelés”. A 8.48. egyenlet megoldasaval a kiterjesztett 1épés végén az elmozdulas

(8.50)

%, =2 (8.51)
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amit a 8.44. egyenletbe behelyettesitve ¥,, a 1épés elején érvényes adatokkal kiszdmithaté (a

gerjesztés f,,, értéke ismert). A kapott X, felhasznaldsaval a Ar intervallum végén az ¥,
gyorsulas linearis interpolacioval

3

i+l

(fi+l - xi)

—m‘fg+(l—2.é‘ﬁj'5€i. (8.52)

Az x,,, elmozdulés és az x,,, sebesség a 8.42, illetve a 8.43. képletekbdl kovetkezik, ahol
ezittal 6=1:

it (% —5&)——1
i e i+1 i [3-93-At2

X =X +AEX +(1/2-B)- A 5% +B-A X, (8.53)
illetve
X, =X +(1-y)-At-% +y-At-%, . (8.54)
A fenti két képletben szerepld %M gyorsulas kifejezhetd, mint
X, =05, -(0-1)-%, (8.55)
ezzel pedig azok olyan formara hozhatok, ahol minden tag ismert:
1 1 : 1Y A2? 1
X = (1—§j')€i +(1_E)AI'X" +(1—6j'7')€i +§'XH1 , (856)
F S pu— I § P O P VIS — . (8.57)
B-0°-At B-0 2-8-6 B-0°-At
¢és amelyek a 8.52,
. 1 _ 1 . 1 .
Y=o (G, — X)X+ 1= i (8.58)
B-0°-At B-07-At 2-0-B
formulaval egylitt egy rekurziv algoritmust alkotnak.
A mobdszer a kdvetkezo 1épésekkel irhato le:
a). az
t=0)=
H=nm (8.59)
x(t=0)=x,
kezdeti feltételekbdl kiszamitjuk X, értékét:
¥, =a(t=0)+2-¢ @, X, + @, - x,] (8.60)

és az effektiv merevséget (&, 8.49. képlet);
b). kiszamitjuk az effektiv ﬁH terhelést (8.50. képlet);
¢). meghatarozzuk az X, elmozdulast (8.51. képlet);

d). kiszamitjuk az aktudlis 1épés végén érvényes elmozdulast (8.56), sebességet (8.57) és
gyorsulast (8.58);
e). a masodik ponttdl kezd6d6en a szamitasokat megismételjiik a kdvetkezo 1épésre.
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Az eljaras a megfelelden megvalasztott 0, illetve y és [ hasznalatakor altalaban stabil,

viszont a pontossagot At hossza ebben az esetben is kozvetleniil befolyasolja. A hasznalt
egylitthatok optimalis értékét empirikus Uton allapitottdk meg, a gyakorlatban a kovetkezd
kombinaciok terjedtek el a leginkabb:

y=1/2, B=1/4, 6=1 (Newmark-mddszer);
y=1/2, B=1/12, 6=14..2 (Wilson-modszer).
Megemlitendd, hogy a szakkonyvek tobbségében a fenti két modszert kiilon targyaljak.
8.1.4.4. A kdzvetlen explicit integralas tobb szabadsagfok esetén
Az egy szabadsagfoku rendszer esetében az elmozdulasokat egy csomopont kornyezetében
Taylor-sorba fejtettiik, ahol a csomodpont az idétengely egy kijeldlt pontja. Tobb szabadsagfokkal

rendelkez0 rendszerek esetében a Taylor-sorba fejtést minden szabadsagfok iranyaban el kell
végezniink, a 8.19. és a 8.20. kifejezéseket tomdren

AP

{sm}={8,-}+Ar-{8i}+%’2-{8,-}+7{'&}+... , (8.61)
illetve
8= 8- A3+ 208 B (5 (8.62)

formaban lehet felirni.
Az egy szabadsagfoku rendszer esetével azonos modon a sebességek kozelitését

: 1
O }=—"({8,,,}—{8,,}), 8.63
{0} Al ({81} —18,,}) (8.63)
a gyorsulasok kozelitését pedig
. 1
{5,~}=A—12-({5i+1}—2-{5,~}+{5,~,1}) (8.64)

alakban kapjuk.
E kozelitésekkel a mozgasegyenletet egy

[M]‘|:{8i+l}_2.A{82i}+{8i1}:|+[C]‘|:{8i+1}_{8i1}
t 2-At

}[K]-{Si} ={R} (8.65)

egyenletrendszerrel helyettesithetjiik, ahonnan a 7, , pillanatban fellépd elmozdulés

i+l

[1 [M]+L~[C]]{8,-H}={RJ{%{M]—[K]}{&}{

B b 1
At* 2-At

Z_At'[C]—F'[M]]{&_I}
(8.66)

lesz. Az els Iépésben a rekurzidhoz sziikséges elmozdulast most is a kezdeti feltételekbol
hatarozzuk meg:

At?

{8_1}={60}—Az'{80}+7~{80}. (8.67)
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Ha a tOmegmatrix és a csillapitds matrixa egyarant koncentralt (csak diagonalis tagjaik
vannak), akkor a 8.66. egyenletrendszer a dinamikai szabadsagfokok szamaval egyenld szamu
egymastol fliggetlen egyenletbol all. A nemdiagonalis tagok elhagyasaval a pontossag kisebb lesz
ugyan, viszont a szamitasi id6 jelentsen csokken, ugyanis nem kell minden Iépésben a baloldalon
talalhatd matrixot triangularizalni. Emiatt a koncentralt tomeg- és csillapitds-matrix hasznalataval
megoldott explicit integralas gyakran alkalmazott eljaras.

8.1.4.5. A kdzvetlen implicit integralds tobb szabadsagfok esetén

A tobb szabadsagfoku rendszerek mozgasegyenletének kozvetlen implicit integralasa tobb, a
gyakorlatban bevalt médszer szerint hajthatoé végre, amelyeket az egy szabadsagfokkal rendelkezo
rendszernél bemutatottak alapjan altalanosithatunk. A rekurziv algoritmus alapjat a

B =155 [+ 1-5: o s [1-g | A BB s

elmozdulas, a

§ 1o S | Ar1E Y3
Bl =55 {8,-}{1 B,ezj{a,-}{ Z‘B,ej M8 Bl (5:69)
sebesség €s a
.. 1 - 1 : 1 s
{SHI}:m'({SHI}_{Si})_B‘ez‘At.{Si}—i_(l_Z‘—e‘BJ'{Si} (8.70)

gyorsulas alkotjak, a mar ismert jelolések hasznalataval. A {3,,,} elmozdulasvektort most a

i+l
(K148} =R} (8.71)
linedris egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, ahol az effektiv merevségi matrix

. 1 2.y

[K]:[K]JFWO[MHB-G-At.[c]’ (8.72)
az effektiv terhelésvektor pedig
R 1= (R L o Y e
Rt} = Ryt s (M U+ 5 [CL (8.73)
mely utobbi kifejezésében
{Ul.}:{8,.}+9-At-{8i}+(%—[3j-92-Atz-{Si}, (8.74)
{V}—{a}+(1—EJ.9.Az.{8}+(1—EJ.92~M.{8’} (8.75)
iy WY v i 2 y iS .

Az effektiv merevségi matrix a tomeg- és a csillapitdsi matrix koncentralt formainak
hasznalata mellet is tele matrix lesz. Ennek kovetkeztében az implicit integralas esetében minden
egyes lépés alatt meg kell oldani a csatolt egyenletekbdl allo 8.71. egyenletrendszert, s ez a tény az
explicit integralashoz viszonyitva sokkal iddigényesebb algoritmusokhoz vezet (a pontossaga
viszont varhatdéan nagyobb annal).
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8.1.5. Nemlinearis rendszerek dinamikaja

A nemlinearis viselkedés okai, mint lathattuk, lehetnek anyagiak és geometriaiak. Néha
beszélnek a terhelés nemlinearitasarol is, azonban ezt a kategériat gyakran a geometriai
nemlinearitashoz soroljak.

A nemlinearis dinamikai feladatoknal a [K], [C] és ritkdbban az [M] matrix a tagjai nem
allandoak, hanem valamilyen toérvény szerint valtoznak. E valtozas oka lehet anyagi, példaul a
merevség a nemlinedris oc—¢ kapcsolat miatt folyamatosan valtozhat a tanulmanyozott jelenség
alatt. Anyagi oka lehet a csillapitds nemlinedris jellegének is, a Rayleigh-modell hasznalatakor
példaul a merevség nemlinearitdsa automatikusan a csillapitds nemlinedris jellegéhez vezet. A
merevség ¢€s a csillapitds nemlinearis jellege lehet geometriai eredetii is. A tomeg (vagy a
tehetetlenségi) matrix tagjai is megvaltozhatnak a mozgas folyaman: e valtozas oka lehet példaul a
tomeg tényleges megvaltozasa vagy pedig a tanulméanyozott szerkezet részeinek nagy elfordulasa.

A nemlinedris feladatoknal tehat altalaban a mozgasegyenletek egylitthatoit jelentd matrixok
nem allanddak, de ugyanide sorolhatok az eldbbi fejezetben ismertetett kontakt-feladatok is.

A mozgasegyenletek megoldasat célzd szamitdsok ez esetben inkrementalisak. A feladat
megoldasanak legegyszeriibb modszere egy megfeleléen kicsi At 1épés megvalasztasa, amely alatt
a nemlinedris viselkedés hatasa elhanyagolhat6. Minden 1€pés elején az érintett nemlinedris
matrixokat az azel6tti 1épés végén kapott adatokkal Gjra kiszamitjuk.

A pontosabb eljarasok egy ,,belsd” iteracidt alkalmaznak az eredmény finomitasahoz. Az
implicit integralas esetében a kdvetkezo algoritmus kinalkozik:

a). a nemlinearitas természetétdl fliggden minden 1épés elején kiszdmitjuk az [M], [C] és
[ K] matrixokat;

b). kiszamitjuk és triangularizaljuk az effektiv merevségi matrixot (8.72. képlet);

¢). kiszamitjuk az effektiv terhelésvektor inkrementumat a 8.73.-8.75. képletekkel. A 8.73.
kifejezésbol ez esetben kivonjuk az aktualis fesziiltségi allapotnak megfeleld [K]-{3,} tagot, hogy a
terhelés inkrementumahoz jussunk;

d). megoldjuk a 8.71. egyenletrendszert, amely az elmozdulas inkrementuménak elsé {A§'}

megkozelitéséhez vezet;
e). az elmozdulas inkrementumat az elmozdulas addigi értékével Gsszegezve kiszamitjuk a

{3,.,'} elmozdulés értékének elsd megkozelitését a kiterjesztett intervallum végén:
{8

i+l

=18} +1{A8'}; (8.76)

). meghatérozzuk a sebesség {8} és a gyorsulds {8, '} elsé kozelitését (kifejezésik a

i+l
8.45, illetve a 8.44. képletbdl szarmaztathato):

5T (5 ) osref1-— )0 a8
(8.} =gy (8 {8,-}){1 Bj {6,-}{1 Z-BJON 8.} (8.77)
5@t b [1-— ) 6
B} =g ar (BB - {6,-}{1 wj 8. (8.78)

2). kiszamitjuk a kiegyensulyozatlan er6k vektorat (az eddig kiszamitott elmozdulasokat,
sebességeket és gyorsulasokat behelyettesitve a 8.11. mozgasegyenlet bal oldalaba a jobb oldalon a
megfeleld terhelést kellene visszakapjuk, e két mennyiség kiilonbségét kiegyensulyozatlan
terhelésnek tekintjiik):

(AR} = (R}~ [M]-{8,,} ~[C]-{8..} ~[K]-(3...} ; (8.79)
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h). a
[K]-{A8'} = {AR"} (8.80)

egyenletrendszer megoldasaval kiszamitjuk az elmozdulasok elsé {A8'} korrekci6jat, amellyel azok
ujabb, javitott értéke

(8,71 =18,,"} +{A8"} (8.81)

lesz;

i). amennyiben az utoljara kiszamitott korrekcié normaja egy adott tolerancia felett van és az
iteracio konvergens, akkor a szamitasokat az f). ponttdl kezdddéen megismételjiik. A konvergenciat
a belso iteraciok n, . maximalis szamanak eldirasaval ellendrizhetjiik: ha a korrekcié normaja (a

tagok atlaga vagy legnagyobb abszolut értéke) az n, -edik belsd iteracio elvégzése utan is az eldirt,

megengedhetonek tekintett hatarérték felett van, akkor az eljarast divergensnek tekintjiik. Ez utobbi
esetben a szamitasok menete megszakad. Ha a korrekcid norméja az eldirt tolerancia ala csokken,
akkor a 8.68.-8.70. képletekkel kiszamitjuk az elmozdulas, a sebesség és a gyorsulds értékeit. A
szamitasok menete a kovetkez6 1épéssel, az a ponttal kezd6d6en folytatodik.

8.1.6. A dinamikai rendszer merevtest-elmozduldsa

A 7.2.1. fejezetben targyalt korotacios eljaras a merevtest-elmozdulast az alakvaltozastol egy
egylittmozgo koordinata-rendszer segitségével kiilonitette el. A dinamikai rendszerek esetén az
alakvaltozasbol szarmazo fesziiltségek kiszamitasara ezt az elvet megtarthatjuk, de ugyanakkor a
merevtest-elmozdulasbol szarmazo tehetetlenségi erdket is ki kell szamitanunk.

Az ilyen tipust feladatnak klasszikus példajat azok a szerkezetek alkotjak, amelyek
gerjesztését az alatdmasztasi feliilet elmozdulasa (pontosabban: gyorsulasa) jelenti, mint amilyenek
példaul a mozgd alvazra szerelt emeldszerkezetek vagy a foldrengés altal mozgasba hozott
épitmények.

A 8.6. abran egy ilyen, egyetlen dinamikai szabadsagfokkal rendelkez6 rendszer lathatd. Az
abran d,(t) az alap (talaj) elmozdulasat jelenti egy rogzitett, nyugvonak tekintett

koordinatarendszerben, x(z) pedig az m todmeg elmozdulasa ugyanabban a nyugvo vonatkoztatasi
rendszerben.

0 X
k
m
=
c 00

df1)
8.6. abra. Az alatamasztds elmozduldsa dltal gerjesztett egy szabadsagfoki rendszer

Az alap elmozdulasat jelentd gerjesztésnek a szerkezet sajat tehetetlensége miatt ellenszegiil,
ezt a tehetetlenségi er6t az m-X szorzat adja, ahol X(¢) az m tomegl test abszolut gyorsulasa. A

rugd megnyulasat az x(¢)—d,(¢) relativ elmozdulés adja, a lengéscsillapitd két végpontja kozotti

tavolsag pedig x(t)—d’t (¢) relativ sebességgel valtozik. E mennyiségekkel a rendszer egyensulyat
az
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m-i+c-(x—d)+k-(x—d)=0 (8.82)
egyenlet adja, amelyet
m-(x—d)+c-(i-d)+k-(x—d)=-m-d, (8.83)

formaban is felirhatunk. Ezt a format 8.1. egyenlettel 6sszehasonlitva a kovetkez6 kiilonbségeket
talaljuk:

- a mozgasegyenlet a relativ elmozdulas, a relativ sebesség és a relativ gyorsulas kozotti
Osszefliggést adja;

- a gerjesztést az alap gyorsulasanak és a rendszer tomegének szorzata jelenti.

E két megjegyzés alapjan a tobb szabadsagfokkal rendelkezd, csak transzlacidos merevtest-
elmozdulést végz6 rendszert az eddig ismertetett modszerekkel tanulmanyozhatjuk, amelynek soran
az

[M]-{8} +[C]- {8} +[K]-{8} =—[M]-{r}-q, (8.84)

mozgasegyenlet megoldasat keressilk. A 8.11. egyenletrendszerrel ellentétben itt a baloldali
vektorok relativ mennyiségeket jelentenek, mig a jobb oldalon a talaj a, gyorsulasat a

szabadsagfokok irdnyaba vetitd {r} vektort taldljuk. E vektor valamely 7 tagja az egységnyi
a,/|a,| vektor i szabadsagfok irdnyaba esé vetiilete, mely ,,részesedési tényezd” nevet viseli. A
képletben szerepldé a, mennyiség a talaj gyorsulasanak pillanatnyi eldjeles nagysagat adja.

Ha a merevtest-elmozdulas egy bizonyos szogl elfordulas, akkor az eldbbinél bonyolultabb
helyzettel allunk szemben, ugyanis az elfordulds kovetkeztében a csomopontok nemcsak
elfordulnak, hanem — hacsak nem fekszenek éppen az elfordulds tengelyén — helyzetiiket is
megvaltoztatjak (8.7. abra). Ha az elfordulas szoge nem tul nagy és az radianban van kifejezve,
akkor elfogadhatjuk a Ax=y-sinB=0 és a Ay ~0 megkdzelitéseket, az elfordulasbol szarmazo

tehetetlenségi nyomatékokat pedig elhanyagoljuk.

Ax = y-sin 6,

- _—
- _—

O *

A7Ay =y(1 —cos 0,

8.7. abra. Az elfordulas dltal okozott elmozdulas

Az altalanos haromdimenzios esetben a részesedési tényezdket a kdvetkezO matrixban
foglalhatjuk 0ssze, mely a transzlacios €s a rotacios tagokat egyarant tartalmazza:
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1 00 0 =z -y
[r]={0 1 0 -z 0 x |, (8.85)
001 » —x O

amellyel a mozgasegyenlet a kovetkezé modon irhaté fel:

[M]- {8} +[C]- {8} +[K]- {8} =—[M] [r] {a,}, (8.86)
ahol
0, 0,] (8.87)

{at} = [axt ayt azt ext vt

(a gyorsulas vetiiletei mellett az elfordulas radidnban megadott szogének komponensei
szerepelnek). E képletek csak a transzlacios szabadsagfokokra vonatkoznak. Amennyiben az
elfordulds, mint csomoponti szabadsagfok megjelenik, akkor a részesedési tényezok matrixat is ki
kell béviteniink:

1 00 0 z -y 000
010 -z 0 x 0O0O
001 » —x 0 0O00O0
[r]= , (8.88)
000 0 O 0 100
000 O O O 010
000 0 0 0 0 0 1|
a gerjesztés vektora pedig ekkor
{at} = [axt ayt azt ext Oy[ ezl le 8yt 8zt ]T > (889)
ahol az ¢, mennyiségek az alap szdggyorsulasanak vetiiletei.
8.2. Sajatlengések
8.2.1. A sajatérték-feladat
A tobb szabadsagfoku rendszer csillapitatlan szabadlengésének mozgasegyenletét az
[M]-{8} +[K]- {8} = {0} (8.90)
differencialegyenletrendszer fejezi ki. Feltételezvén, hogy ennek megoldasat a
{0,()} ={4, -sin(w-t+¢)} (8.91)
harmonikus fiiggvények adjak, a mozgasegyenletet
(-0’ [M]+[K])-{4} = {0} (8.92)
alakra hozhatjuk, amelyet a
A= (8.93)
jelolés bevezetésével
([K]=A-[M])-{4} = {0} (8.94)
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formaban is felirhatunk. A mozgasegyenlet e formajaban, amely ezuttal egy kozonséges homogén
linearis egyenletrendszer, az ismeretlenek az ® korfrekvencia négyzete (1) és a szabadsagfokok
iranyaban mért amplitadok {4} vektora. Ez az egyenletrendszer a klasszikus sajatérték-feladat,

ahol A és {A} az egyenletrendszert szimultan kielégité sajatérték, illetve sajatvektor. A (A,{A})
part sajatmodusnak nevezik. A sajatérték-feladat megolddsa tehat az [M] tdomegmatrixszal és a
[K] merevségi matrixszal rendelkezd csillapitatlan szerkezet rezonans (fermészetes)

korfrekvenciait €s az adott frekvencian rezg6 szerkezet deformalt alakjat fogja adni.
A homogén egyenletrendszer nemtrivialis (nemzérd) megoldasanak Iétfeltétele az egyenlet
determinansanak zéro értéke:

|[K]-A-[M]|=0, (8.95)

amely egy A-ban n-ed foku karakterisztikus egyenlethez vezet, ahol n a determindns mérete (tehat
a merevségi matrix mérete, nxn). Bebizonyithatd, hogy mivel [K] és [M] pozitiv definit
matrixok, a karakterisztikus egyenletnek n valds pozitiv gyoke van (lehetnek ismétlddo gyokei is).
A sajatmodusokat a korfrekvenciak ndvekvo értéke szerint allitjuk sorba:

0<0,<...f0, (8.96)

ahol a legalacsonyabb korfrekvencia az alapmodus korfrekvenciaja. Amennyiben a rad/s -ban mért
o korfrekvencidkrol Hz-ben megadott f frekvenciakra akarunk attérni, gy az el6bbi értékeket

2-m-vel kell elosztanunk (ugyanis @ =2-7- f").
A 8.94. mozgasegyenlet a

(A -[K]-[M])-{A} = {0} (8.97)

alakban is felirhatjuk, ez esetben a sajatértékek a sajat korfrekvencia négyzetének reciprokai
lesznek:
A=—. (8.98)

0)2

Ehhez a formahoz viszont hozzd kell fiizniink azt a megjegyzést, hogy ha a rendszer
merevtest-elmozdulassal is rendelkezik, akkor a merevtest elmozdulasnak megfeleld
sajatfrekvencidk (€s a megfeleld korfrekvenciak) értéke zEro, igy a karakterisztikus egyenlet gyokei
kozott végtelen nagy értékek is fel fognak bukkanni. Ez a forma gyakorlati szempontbol fontos,
ugyanis a szerkezetek elemzésekor nem sziikséges az 0sszes sajatmodust meghatarozni, elégséges
az elsé néhany alacsonyabb frekvencidju modus kiszamitdsa. A gyakorlatban alkalmazott
algoritmusok a legnagyobb sajatértékeket meghatarozasara alkalmasak, ezért ebbdl az
egyenletrendszerbdl kell kiindulni. Ezt balrdl a merevségi matrix inverzével beszorozva egy
egyszeriibb

(A -[I]-[D])-{4} = {0} (8.99)

formahoz jutunk, mely a sajatérték-feladat standard tormaja. Ez utobbi képletben [I] az n -edrendii
egységmatrix, [ D] pedig az ugynevezett dinamikai matrix:

[D]=[K]"-[M]. (8.100)
A standard forma esetében a nemtrivialis megoldas l1étezésének feltétele

|A-[I]-[D]|=0, (8.101)

amely, az elmondottak alapjan, A =1/®’-ben 7 -edfoku karakterisztikus egyenlet.
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Mivel a karakterisztikus egyenletnek n gydke van, az n szabadsagfokll szerkezetnek
sajatmodusa van. Egy sajatérték és a hozzatartozo sajatvektor ki kell elégitse a sajatérték-feladat
egyenletrendszerét, tehat

J

(o? [M]-[K])-{A}, = {0}, (8.102)

barmely j=1,n sajatmodus esetén. Ezek az Osszefliggések homogén és linearis
egyenletrendszerek, ahol az ismeretlenek az 4, ; amplitddok. Mivel a trivialison kiviil végtelen sok

megoldasuk van, az amplitidok abszolut értékét meghatarozni nem lehet, csak egymaéashoz
viszonyitott értékiikrél kapunk informaciot. A viszonyitas alapja barmilyen zérotol kiilonbozo érték
lehet, példaul a sajatvektor legnagyobb abszolut értékii tagja:

D, =1L (8.103)

Ez utobbi esetben az amplitidok aranyaibol felépitett

()

Lj
D,
{@}, = (8.104)

O

n,j

sajatvektor elemei a [—1, +1] intervallumon vesznek fel értékeket és a j modusban rezgd szerkezet

deformalt alakjat adjak.
A természetes korfrekvenciakbol felépitett spektralis matrix a diagonalis

o 0 .. 0
0 o, .. 0

[Q]= (8.105)
0 0 .. o

n

matrix (hasonloképpen épithetd fel a sajatértékek diagondlis [A] matrixa is), a moddalis matrix
pedig a sajatvektorokbol allithato dssze:

(Dl,l q)l,Z (Dl,n
® D,

[@]=[{®}, (@}, .. {®},]= ' 2 (8.106)
(I)n,l q)n,Z (Dn,n

Legyen o, #®; ket kiilonbozd sajat korfrekvencia, valamint {®}, és {®@} a megfeleld
sajatvektorok. Mivel a két sajatmodus a sajatérték-feladat megoldasai:

e

E két egyenletet {®@}] -vel, illetve {®}; -vel balrél beszorozva,

[M]-{®}; =[K]-{D},;,
[M]-{®}, =[K]-{®} .

J

(8.107)

~ N TN
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{mi DY} -[M]-{®}, = (®)] [K]-(®}, = (@} -[K]-{D},, 5.108
®; (@} [M]-{®}, = o} -{®}] - [M]-{®@}, = {®}; [K]-{®},
ahol a matrixok szimmetridjat is felhasznaltuk. A két egyenlet kiilonbsége az
(0] —0))-{®}} -[M]-{®}, =0 (8.109)
Osszefliggéshez vezet, ahonnan, mivel o, # ©,
(@} -[M]-{®@},=0. (8.110)
Ezzel, a 8.108. egyenletek barmelyikébol
(@} -[K]-{®}, =0. (8.111)

Ez utobbiak szerint a sajatvektorok ortogonalisak a szimmetrikus tomegmatrixra, illetve a
merevségi matrixra nézve — a sajatvektorok fontos, a tovabbiakban felhasznalt tulajdonsaga.
Tovabba bebizonyithatd (a Rayleigh-modell alkalmazasadval azonnal kovetkezik), hogy a
sajatvektorok a szimmetrikus csillapitasi matrixokra nézve is ortogonalisak.

8.2.2. A sajatérték-feladat megoldasa

8.2.2.1. A Sturm-szekvencia alkalmazasa
A sajatérték-feladat megoldasara az elobbi fejezet alapjan egy két 1épésre oszthatd eljaras
kinalkozik:

1). a sajatértékek (a karakterisztikus egyenlet gyokeinek) kiszamitésa;
2). a sajatvektorok meghatarozasa.

A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet, tehat egy n-ed foku p(A) polinom gyokei.
Megallapithato, hogy a sok szabadsagfokkal rendelkezd rendszerek esetében e karakterisztikus
egyenlet analitikus megoldasa nem johet szoba, tehat a p(A) polinom gydkeit valamilyen kozelitd
numerikus eljarassal kell meghatarozni.

A végeselem-moddszer 8.94. alaka sajatérték-feladatainak megoldasaban kiemelkedd
szerephez jut a Sturm-szekvencia alkalmazasa. Ez az eljaras azon a tulajdonsagon alapszik, mely
szerint a p-nél kisebb sajatértékeinek szama egyenld a 8.94. egyenlet bal oldalan szereplé matrix

[K]-wn-[M]=[L]-[D]-[L]" (8.112)

dekompoziciojabol szarmazo [D] diagondlis matrix (ez nem azonos a dinamikai matrixszal)
negativ elemeinek szamaval. E dekompoziciéban [L] egy olyan als6 haromszdogmatrix, amelynek
az atlgjan levo elemek egységnyiek, a [D] diagondlis matrixnak pedig csak az atlgjan vannak
zerotol kiilonbozoé elemei. Ez az ,,LDLT” dekompoziciét a mar ismer LU dekompoziciohoz
hasonloan lehet megvalositani, az

10 0 .. 0|[p 0 o0 L, L, . L,
L, 1 0 ..0[|lo D 0 .. 0|0 1 L, -
L, L, 1 .00 o D 0 1 = (8.113)
L, L, L, 1o o o D,[lo 0 o0 -
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i D1 Dl 'L2,1 D1 'L3,1
Dl'Lz,l DI'L3,1+D2 Dl'Lz,l'Ls,l"'Dz'Ls,z
= Dl'L3,1 Dl'Lz,l’L3,1+D2'L3,2 Dl’L§,1+D2'L§,2+D3
Dl'Ln,l Dl'Lz,l’Ln,l""Dz'Ln,z D1’L3,1'Ln,l""Dz'Ls,z'Ln,z"'Dz'Ln,s
Dl'Ln,l ]
Dl 'Lz,l 'Ln,l +D2 'Ln,z

Dl 'L3,1 'Ln,l +D2 'L3,2 'Ln,z +D3 'Ln,3

+D,-L’ ,+D,-L ;+..+D, -’ +D

n,n-1 n

D,-L

n, 1

T

azonossag kifejtésével. A rekurziv képleteket az [L]-[D]-[L] szorzat elemeinek a [K]—-p-[M]
szimmetrikus matrix elemeivel valo azonositasaval kapjuk. Ha ez utobbi matrixot réviden [§]-sel

jeldljiik, akkor a kdvetkezo relaciokat irhatjuk fel:

- j=1-re,barmely i =2,3, ..., n esetén:

D, =S, ,, (8.114)
S
L ;= D ; (8.115)
J
- j=2,3,...,n-re, rendre, barmely i = j+1, j+2,..., n esetén:
J
D, =S, . -> DL, (8.116)
k=1
j-l
Si,/ - Dk 'Ll,k
L ;= "z . (8.117)

A Sturm-szekvencia alkalmazasa a kovetkezo 1épésekbdl all:

a). a keresett sajatértékek p, maximumara és p, minimumdra elvégezzik a 8.112.
dekompoziciot és meghatarozzuk a [0, ), illetve [0, pu,) intervallumba es6 sajatértekek n,, illetve
n, szamat (megszamoljuk a diagondlis matrix negativ elemeinek szdmat). Az adott hatarértékek

altal lehatarolt [u,, u,) intervallumon levd sajatértékek szdmat az

n.=n,—n, (8.118)

1

kiilonbség jelenti;
b).ha a [p,, n,) intervallumon tobb sajatérték is van, akkor azt megfelezve meghatarozzuk a

(u,m,) ésalp,,n,) intervallumokra esd sajatértékek szamat, ahol

b, = (8.119)
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¢). ha valamely fél-intervallumon tobb sajatérték van, akkor annak felezését tovabb folytatjuk.
Ha egy megfelelden sziik intervallumon beliil két vagy tobb sajatértéket talalunk, akkor a szamitas
pontossagan beliil azokat kétszeres, illetve tobbszords sajatértékeknek tekintjiik (8.8. abra);

kétszeres sajatértéket
tartalmazo intervallum
egyszeres sajatértékeket

p(A) =det([K]-1-[M]) tartalmazo intervallumok

|

(

3. felezés
4. felezés
2. felezés
1. felezés
5. felezés

8.8. dabra. A sajatértekek izoldlasa

d). a sajatértékek izolalasa utdn a sajatértékeket valamilyen, az intervallumok felezésénél
gyorsabban konvergald numerikus modszerrel hatarozzuk meg. E feladatra alkalmas modszer a
Newton-moédszer, amely a [u,, 1,,,) intervallumon levd A, gyok meghatarozasara az iterativ

k
PO 4040, (8.120)

7\.]-(“ — 7\’/» _
’ A

formulat hasznalja, ahol A, =, . A szamitas végét a

AT - <eg 8.121
i M (8.121)

feltétel teljesiilése adja, ahol € egy, a kivant pontossagnak megfeleloen megvalasztott tolerancia. A
8.120. kifejezés nevezdjében szerepld derivalt kiszamitasa — polinomrdl 1évén sz6 — nem jelent

nehézséget. A szamitas menetét a 8.9. abra illusztralja.

A sajat korfrekvenciak kiszamitasat kovetden az iterativ eljards masodik 1épését a megfeleld
sajatértékek kiszamitasa alkotja. A megoldand6 feladatot a &8.102. linearis homogén
egyenletrendszer jelenti, ahol az ismeretlen az {4}, sajatvektor. Ezt a relaciot atrendezhetjiik:

([K]-o; - [M])-{4}, =1{0}. (8.122)
Az igy nyert
S S, Sl 14 0
S0 S, - 5, . A4, _ 0 (8.123)
Soi S, o S| A4, 0
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formaju egyenletrendszerrdl megallapitottuk, hogy gyokeinek csak relativ értéke szamithato ki.

)

A

=2 A A

8.9. abra. Az egyenletek iterativ megolddasanak Newton-féle modszere

Ha példaul a sajatvektor elsé 4, elemét egységnyinek vessziik, akkor az el6bbi homogén
egyenletrendszert egy nemhomogén

Sin Sy o S| (4 A
S0 Sis o Syl 4 - Ss, (8.124)
S, S, S 1 A4, A

egyenletrendszerré alakithatjuk at, amelynek megoldasaval az {4}, sajatvektor felépithetd. Ez az
eljaras ebben a formaban csak akkor alkalmazhato, ha 4, #0.

Ennél az eljarasnal sokkal gyorsabb eredményhez vezet az igynevezett inverz iterdcio, amely
azon a tulajdonsagon alapul, miszerint ha A, a [D] dinamikai matrix valamely sajatértéke (vagy
annak kozelitd értéke), akkor az iterativ

(ID]=A; - LD - {x}, = xS (8.125)
eljaras soran az {x} vektor a megfeleld {4}, sajatvektor egyre jobb megkdzelitését adja. Az eljaras
tehat a sajatértékek kiszamitasat kovetden a kdvetkezoket kell magaba foglalja:

a). A [D] dinamikai matrix kiszamitasa (8.100. képlet);
b). A 8.125. 6sszefiiggésben szerepld szorzat kiszamitasa. Az elsé 1épésben rendszerint

1
1

x}o=1 5 (8.126)
1

¢). Ha {x},,, és {x}, kozotti eltérés elfogadhatd (egy adott € hatarérték alatt van), akkor az
utoljara kiszamitott {x},,, vektor a A, sajatértéknek megfeleld {A}, sajatvektor jo kozelitése,
ellenben a 8.125. képlettel kiszamitjuk a sajatvektor kovetkezo kozelitését.

A sajatmodusokat a fentiek alapjan tehat kozelitdleg, iterativ eljarasok alapjan hataroztuk
meg. A fenti eljaras alkalmazdsanal gondot jelenthet az egybeesé sajatértékeknek megfeleld
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sajatvektorok elkiilonitése (ugyanis a sajatértékek egyenldsége esetén a megfeleld sajatvektorok
nem azonosak).

8.2.2.2. A Householder-modszer
A Householder-modszer a sajatérték-feladat standard megfogalmazasabol indul ki és azon a
tételen alapul, mely szerint a dinamikai matrix

[D]1—[D]'=[Z]"[D][Z] (8.127)

transzformacidja annak sajatértékeit nem valtoztatja meg. Ha a [Z] matrix ortogonalis, akkor

inverze annak [Z]' transzformaéltja lesz, tehat ez a miivelet igen leegyszeriisodik. Amennyiben a
transzformaciéo eredményeként kapott [D]' matrix diagonalis lesz, akkor annak foatlojan a
sajatértékek jelennek meg (tehat az egyszeri miiveletekkel a spektralis matrixsza alakithato at). Ezt
a transzformaciot a [ D] matrix diagonalizaldsanak is nevezik.

A szimmetrikus matrixok diagonalizalasanak elsd gyakorlatban bevalt modszere a Jacobi-
transzformacio volt, ahol a

0 0

0 0 .. 0 0 .. 00 0 ..

00 .. 0 ¢ 0 ..0 s 0 .. psor

00 ..0 0 1 ..000 ..

[Z],, = (8.128)

00 .. 0 0 0 .. 0 0 ..

00 .. 0 =s 0 .. 0 c 0 ..| g.sor

0

p-oszlop q.oszlop

ortogonalis transzformacids matrix a [ D] matrix p. és ¢. oszlopat (transzponaltja pedig p. és gq.
sorat) valtoztatja meg. s és ¢ egy ¢ elfordulas (szog) szinusza, illetve koszinusza. A ¢ szog

megvalasztasaban a céla D, ésa D, , elemek nullazasa; e feltételekbdl:

P

D D
2. s S (8.129)

s:sin(p:ﬁ, € =008 Q== —,
\/DPsP +D‘]s[’ VDPaP +D‘]sP

A Jacobi-transzformacion alapuld algoritmusok meglehetésen hosszadalmasak, ugyanis a
transzformacié nemecsak a D, ¢ésa D, , elemeket €rinti, hanem az illeté oszlopok €s sorok dsszes

elemét. Az eredeti Jacobi-eljaras a legnagyobb nemdiagonalis tag keresésével indult, azon és a vele
szimmetrikusan elhelyezkedd elemeken végezték el. A legnagyobb tag keresése azonban csak a
miveletek szamat szaporitotta, igy az eljarast modositottak: a nemdiagonalis elemeket sorra véve
megvizsgaltdk azok abszolut nagysagat, s ha az nagyobb volt egy meghatarozott mértéknél, csak
akkor végezték el a transzformaciot. A hibahatar példaul az atlo alatti tagok moduluszanak
S= Z‘D,.’ j‘ Osszegével: £=S/(5-n"). Az egymast kdvetd 1épésekben a mar lenullazott elemek

i<j
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helyén 0jbol zérotol kiilonbozo tagok jelenhetnek meg, igy a szamitdsokat tobbszor is meg kell
ismételni, az algoritmus a tapasztalat szerint 3-n° és 5-n° kdzotti szamu transzforméciot igényel a
keresett diagonalis forma tlirheté pontossagi megkdzelitéséhez. Bebizonyithatd, hogy az egymast
kovetd transzformaciok matrixainak [Z], -[Z],-[Z],-... szorzata a sajatvektorokat tarolo modalis
matrix fele kozelit.

A Householder-moédszer a Jacobi-transzformaciok muveletigényének hatranyat egy mas fajta
transzformacioval kiiszoboli ki, amelynek sordn a dinamikai matrixot els6 1épésben a kdvetkezd
tridiagondlis formara hozza:

[, B, 0 O 0 0 0 |
Bl aZ BZ 0 0 0
0 B, oy B 0 0 0
0 a 0 0 0

[D]= Py o (8.130)

0 0 0 O a,, B,, O
0 0 0 0 anZ a‘nfl anl

L 0 0 0 Bn—l a‘n |

A tridiagonalis forma eldallitdsa egy ortogonadlis [P] transzformacids-matrix alkalmazasan
alapszik. Ezt a transzformaci6s matrixot a

[PI=[1]-2-{w}-{w}" (8.131)
Osszefiiggés definialja, ahol {w} egy olyan valos vektor, amelyre
[{w}[*={w}" - {w}=1. (8.132)
Mivel
Wl owew, wew,
O ()T = w W, Wi Wy w, ’ (8.133)
wew, Ww,-w. .. W:

a [P] matrix definicigjabol kovetkezik, hogy az szimmetrikus lesz. Ha e matrixot dnmagaval
megszorozzuk akkor az egységmatrixot kapjuk vissza:

[PT =(L1]-2-{w}-{w}" )-(L1]-2-{w}- {w}")

; ; ; (8.134)
=[I]-4-{w}-{w}" +4-{w}-({w}" - (w})- pw}" =[],
minek alapjan levonhato az a kdvetkeztetés, hogy [ P] a sajat inverzével azonos. Tehat:
[P]=[P]" =[P], (8.135)

vagyis [ P] ortogonalis.
A Householder-matrixot felépitd {w} vektor a 8.132. eldirasnak eleget kell tegyen. Ezért ha

srer

modositanunk:
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2
[}
Legyen {v} egy {e} egységvektor és a [D] matrix megfeleld oszlopabol alkotott vektor,
példaul:

[P]=[I] (8.136)

Dl,l 1
D, , o, |0
(= (D= D) e =1 =30 (8.137)
Dn’l 0
Ekkor
[P]-{D}, = (D}, —ﬁ'(w}l _|(D}|-teh,)- (1D}, ~ |} |-tet, )" - (D}, =
_py 2 (Ph D[ e ) (D), ~[iD} [ feh) (D), _ 5.138)

(D}, ~[(D}|-te3,) (D}, ~[(D}|-te})
21D}, [0} |-te,)- (103 |0} |- D,
2Dy [ ~2-[iDy |- D,

={D}, :|{D}1|'{e}1’

tehat a szorzas eredményeként kapott vektornak csak egyetlen eleme (esetiinkben az elsd) lesz
z€rotol kiilonbozo.

A matrix tridiagonalis alakjanak elsé soraban, illetve oszlopaban nem csak az elsd, hanem a
masodik elem is z&rotol kiilonbozo kell legyen, ezért elsé 1€pésben a transzformacidban szerepld

mennyiségeket
1 {0 D, {d} 0}
P} = — |, D= T, =1 8.139
W {{0} [P]J 2] [{d}l [D]J w {{v}l (8.139)

formaban particionaljuk. A transzformacié ekkor a matrix D, elemét érintetleniil hagyja, a
D, , =D, elemeit egy z€rotol kiilonbozo értékre allitja be, mig az elsd sor €s az els6 oszlop dsszes
tobbi eleme (D, ;, D, ,, ahol i=2,3,...,n) zér6 lesz:

(8.140)

D, dy [P
[D]ZZ[P]lT'[D]f[P]l:{ b { }1 [ ]] }

[P] -d}, [P} -[D],[P],
(itt a transzponalds a transzformacios matrix ortogonalitadsa miatt csupan szimbolikus, Dll’1 pedig az

eredeti dinamikai matrix D, , elemével azonos). A [P], Householder-métrixot adé {v}, vektort a

8.137. megallapitas alapjan fejezziik ki, ahonnan
v}, = {d}, +sgn (D) | {d}, | {e}, (8.141)

(itt {e}, az n—1-ed rendli egységvektor).

A tridiagonizalas masodik 1épése [ D] elsO sorat és oszlopat, valamint a f6atlon levé masodik
elemet kell valtozatlanul hagyja, mivel ezek a 8.130. formanak mar eleget tesznek. A 8.139.
particionalas tehat most a kovetkezoképpen kell kinézzen:
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1o D, Dl {0 0
[PL=| 0 1 {(O"|. [DL=|D}, D}, {dy|. {},=1 0 |. (8.142)
0 10} [P, 0} ), (D], &,

Az eljaras igy folytathato tovabb, a kdvetkezd algoritmus szerint:

a). az i-edik lépésben, amikor az i-edik sorral és oszloppal dolgozunk, a {d}, vektort a
[D], , matrix i -edik oszlopanak f6atlo alatti elemeibdl épitjiik fel;
b). a {d}, vektorral a {v}, vektort 8.141. formulaval hatdrozzuk meg, ahol {e}, az n—i-ed

rendli egységvektor, az eldjelfiiggvény argumentuma pedig az el6zd 1épésben kiszamitott [D], ,

i—

matrix D’

i+l,i

eleme;

c). a [P], matrixot a {v}, vektor felhasznaldsaval a 8.136. képlettel szamitjuk ki;
d). felépitjik a teljes [P],

1

Householder-matrixot ¢és elvégezzik a 8.140. formaju
transzformaciot. Minden i<n—1-re a fenti 1épéseket megismételjiik (az utolso két sorral és
oszloppal nem kell foglalkozzunk, azok mar tridiagonalisak lesznek).

A tridiagonalis forma ilyen médon torténd létrehozasa sokkal kevesebb miivelet elvégzését
igényli, mintha azt Jacobi-transzformaciokkal valositanank meg (n—2 transzformaciot kell
elvégezni). Miutan megkaptuk e tridiagonalis format, a Householder-modszerben a sajatértékeket (a
diagonalis formakialakitasat) a ,,QR ” dekompozicioval hatarozzuk meg. Ez a dekompozicio azon a

tulajdonsdgon alapul, miszerint barmely valdos matrix — tehat a tridiagonalis [D] matrix is—
felbonthat6 egy [@] ortogonalis és egy [R] felsé haromszdgmatrix szorzatara:

[D]=[Q]-[R] (8.143)

Megjegyzendd, hogy létezik egy analdog ,,QL” dekompozicid is, ahol [L] egy also
haromszogmatrix. Az LU dekompoziciotdl eltérden az itt hagyomanyossa valt jelolések az angol
right (jobboldali) és left (baloldali) szavakbol erednek.

A 8.143. kifejezést jobbrol az ortogonalis matrixszal, balrol pedig annak transzponaltjaval
(inverzével) beszorozva kapjuk:

[Q]" -[DP]-[Q]=[R]-[0], (8.144)
tehat a

[D]'=[R]-[Q] (8.145)

crer

A QR algoritmus a fenti 1épések, ortogonalis transzformaciok ismételgetésébol all:

a). [D], =[Q];-[R];; (8.146)
b). [D].. =[R],-[Q] =[Q]; -[D],[Q],. (8.147)

Alapjan egy nem magatol értetédo tétel all, mely szerint ha a [D] matrixnak n kiilonallo
sajatértéke van és ha i — oo, akkor a matrix transzformaltja egy fels6 haromszogmatrix fele kozelit
melynek f64atlojan a sajatértékek jelennek meg, novekvé sorrendben. A [Q], -[Q], ... szorzat a

modalis matrix egyre jobb kozelitését adja. Ha egybeesd sajatértékek is vannak, akkor a
haromszogmatrix alatt a megfeleld sorok és oszlopok keresztezddésében zérotol kiilonbozo elemek
maradnak.
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A QR algoritmus megvalositasanak egyik egyszeri lehetdésége a Jacobi-matrixokkal
elvégzett

(2], (2], (2], [ D]=[R] (8.148)

sorozatos transzformacio, amely csak az atlo alatti elemeket nullazza le. [ D] bal oldalan ortogonalis
matrixok szorzata all, tehat

(23,120, 21, =0T (8.149)
ahonnan a QR dekompozicié ortogonalis matrixa
[01=(Z],,[Z],,-..-[Z], .- (8.150)

A QR dekompozicié megvalositasa utdn a dinamikai matrix transzformaltja mar kozelebb
fog allni a diagonalis formahoz mint az eredeti [ D] matrix. A 8.146.-8.147. 1épéseket ismételgetve
a sajatértékek és a sajatvektorok egyre pontosabb megkozelitéséhez jutunk. A gyakorlatban a
sajatvektorokat altalaban nem a [@Q] matrixok szorzataként, hanem a mddszer utolsé 1€pését jelentd,
mar ismertetett inverz iteracidoval hatarozzak meg.

11. 124.0 kHz 12. 124.0 kHz

2. 39.1 kHz E 3. 391kﬂz®
® 13. 149.5 kHz 14. 149.5 kHz

4. 63.5kHz 5. 63.5kHz

15. 156.8 kHz
6. 72.2 kHz
@ 16. 159.3 kHz 17. 159.3 kHz
18. 193.1 kHz 19. 193.1 kHz

9. 109.0 kHz 10. 109.0 kHz

8.10. abra. Egy korong néhany elsd sajatmodusa

Az inverz iteracioval az ismétlédé vagy az egymashoz nagyon kozeli sajatértékeknek
megfeleld sajatvektorok koziil csak egyet lehet meghatarozni. A sajatvektorok meghatarozasanak
egyszerll modszere a mar kiszamitott vektor két kiilonboz6 tagjanak (példaul a legnagyobbnak és a
legkisebbnek) a felcserélése €s az inverz iteraciok ujboli elvégzése. Ha a sajatérték haromszoros
vagy még ennél is tobbszor fordul eld, akkor meg kell jegyezniink a mar elvégzett cseréket, hogy ne
ugyanazokat a sajatvektorokat szamitsuk ki. Ezt a cserét jol tudjuk értelmezni ha megtekintjiik a
8.10. abrat. Ezen az abran egy 15mm atmérdji, 0.4 mm vastag lemezbdl kivagott, peremén
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rogzitett acélkorong elsé néhany alapmodusat lathatjuk. Eszrevehetjiik, hogy e korong sok kettés
sajatfrekvenciaval rendelkezik, ezek koziil a masodik méddus csomoépontjai az el6z6 modus
orsopontjainak megfelelé helyen jelennek meg, és forditva, ez el6z6 orsopontjai a masodik
csomopontjainak helyén vannak.

8.2.2.3. A sajatértékek eltolasa

A sajatérték-feladatok megoldasara kidolgozott algoritmusok egy része a feladat standard
megfogalmazasabol indul ki, mely esetben a kiszamitott sajatértékek a sajat korfrekvencidk
négyzeteinek inverzei. A merevtest-elmozdulashoz tartozo sajatmodusok frekvencidja zérd, tehat a
megfeleld sajatértékek végtelen nagyok lesznek és numerikus modszerekkel nem szamithatok ki.

E probléma feloldasara azt a tulajdonsagot hasznaljuk fel, mely szerint ha a 8.95. egyenlet
[ K] merevségi matrixat a tdmegmatrixszal €s egy pozitiv valos p egylitthatoval felépitett

[K]=[K]-p-[M] (8.151)
matrixszal helyettesitjiik, akkor a
([K]-p-[M])- {4} = {0} (8.152)
sajatértek-feladat megoldasat jelentd sajatvektorok az eredeti 8.95. feladat sajatvektorai lesznek:
(A} =1{A4}; (8.153)

sajatértékei pedig a 8.95. feladat sajatértékeinél a p mennyiséggel lesznek nagyobbak
L=A+p. (8.154)

A sajatértekek eme eltolasaval elérhet6, hogy minden sajatérték pozitiv legyen, viszont a
szamitasok elvégzése utan a szamitott értékekbdl le kell vonnunk a p mennyiséget, hogy
megkapjuk a tényleges értékeket.

Megjegyzendd, hogy a sajatértékek eltolasat egyes algoritmusok konvergenciajanak
felgyorsitasara is fel lehet hasznalni.

8.2.3. A sajatmodusok felhasznalasa

A sajatmodusok meghatarozasanak egyik, azonnal értet6dd célja a rezonans frekvenciak
kiszamitasa lehet. A sajatmodusok azonban a linearis dinamikai feladatok megoldasaban is
segitséget nyujtanak: a Iépésenkénti integralas helyett 01j alternativat nyuajtanak. Ezen sajatérték-
analizisre tdmaszkodd moddszerek elénye az elvégzendd miiveletek mennyiségének csdokkenésében
all. Hatranyaik viszont jelent6sek lehetnek: csak linearis feladatok megoldasara hasznalhatok, és
mivel rendszerint csak az elsé par alacsonyabb frekvenciaju sajatmodust veszik szamitasba, az
elkdvetett hibak jelentdsek lehetnek.

8.2.3.1. Modal-analizis

A sajatvektorok ortogonalitasuk miatt egymastol linearisan fiiggetlenek, azaz egy sajatvektor
nem irhato fel a tobbi sajatvektor linearis kombinacidjaként. A sajatvektorok tehat egy n -dimenzids
vektortér bazisat alkotjak, vagyis ebben barmely tetszéleges vektor (esetiinkben a leng szerkezet
{8(7)} elmozdulasvektora) az n linedrisan fliiggetlen {®}, sajatvektor segitségével kifejezhetd, mint

B0} = >3, ()-1®},. (8.155)
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Itt az y, szorzokat (altalanositott vagy generalizalt koordinatdkat) modalis részesedési

tényezének (participacios faktornak) nevezik. Ezt az egyenletet balrol a {®}' -[M] vektorral
beszorozva egy olyan egyenlethez jutunk, amelybdl az altalanositott koordinatak meghatarozhatok:

(@} -[M]-{8(1)} _ (@} -[M]-{8(1)}
(@} [M]-{®}, m¥ ’

1

Y= (8.156)

ahol a nevezd az m* altalanositott tomeg (az i-edik médusban). E képlet felirasanal felhasznaltuk
azt a tényt, hogy a sajitvektorok ortogonélisak a tomegmatrixra nézve, azaz {®@}, -[M]-{®} ;=0 ha
i # j. Ha a sajatvektorok normalizalasat ugy végezziik el, hogy

[@]" - [M]-[®]=[]] (8.157)
legyen, akkor az altalanositott tdmeg barmely modusban egységnyi lesz, tovabba

[@]" -[K]-[®@]=[A]. (8.158)

A 8.157. egyenletnek eleget tevé normalizalassal kapott sajatvektorokat ortonormdlisnak
nevezzilk a tdmegmatrixra nézve, hasznalatuk jelent6s megtakaritasokhoz ¢és a szamitasok
pontossaganak noveléséhez vezethet.

Ha a modalis részvételi tényezoket minden modusban kiszamitjuk és azokat egy {y}

vektorban taroljuk, akkor az elmozdulasvektort tomdren a
{8} =[@]-{y} (8.159)

egyenlettel adhatjuk meg. Altaldban a kivant pontossagon beliil a {8} elmozdulas mar az elsd
n¢hany & modus segitségével kifejezhetd, ekkor a sajatvektorok matrixanak csak a baloldali nxk

crer

Az elmozdulas sajatvektorokkal és részvételi tényezokkel valo kifejezését a gerjesztett tobb
szabadsagfoku rendszer mozgasegyenletébe behelyettesitve egy

[M]-[@]-{y} +[C]-[®]- (¥} +[K]-[®]-{y} = {R} (8.160)

egyenletrendszerhez jutunk, amelyet ha balrol {®}' -vel beszorzunk, a sajatvektorok
ortogonalitasabol kovetkezd

{@}) - [M]-{®}, =0,
{@}; -[C]-{®}, =0, (8.161)

Osszefiiggések figyelembe vételével n darab egymastdl fiiggetlen (nem csatolt) masodrendii
differencialegyenlethez jutunk:

mF yo+cf oy k¥ oy =, i=Ln. (8.162)

A hasznalt jelolések a kovetkezok:

- m* ={®} -[M]-{®}, — az altalanositott tomeg; (8.163)
- ¢* ={®}] -[C]-{®}, — az altalanositott csillapitas; (8.164)
- k* ={®}] -[K]-{®}, — az altaldnositott merevség; (8.165)
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- ¢ ={®} - {R} — az altalénositott erd; (8.166)
(mindegyik az i -edik modusban), ahol, ha a sajatvektorokat a tomegmatrixra ortonormalizaltuk
mf =1 ¢é k¥ =\, (8.167)
¢s ha a csillapitds matrixat a Rayleigh-modell alapjan irjuk fel, akkor
=0, +B A, (8.168)

ahol o, és B, az o, sajat korfrekvencianak megfeleld Rayleigh-egyiitthatok.

A 8.162. egyenletek formailag az egy szabadsagfoki rendszer gerjesztett rezgésének
egyenletével azonosak, amelyet

j}i+2'gi'mi'yi+m?'yi:ai* (8169)
formaban is felirhatunk, ahol
& =2-C o -m¥, (8.170)
k=) -m¥, (8.171)
7"-*
af =——, (8.172)
m

€, pedig az i-edik modus csillapitasi hanyadosa.
A 8.162. és a 8.169. differencialegyenletek megoldasa az altalanositott koordinatak keresett

fliggvénye. Példaul ha az utébbi formabol indulunk ki, akkor a megoldast a kovetkez6 Duhamel-
integral (konvolicids integral) adja:

yi(0) = % 1 j"/,*('t) ~exp[-C, -, - (—-1)]-sin[w,, - (r—1)] dt, (8.173)
m: -,

i O‘)td 0

ahol
o, =0 +1-C (8.174)

a csillapitott rendszer sajat korfrekvencidja. Innen y,(z) -t Az 1épésenkénti numerikus integralassal

hatarozzuk meg, a rendszer valasza pedig a modusok hatdsanak szuperponalasaval (egymasra
tevésével)

801 =Y. 7,0 1@}, =

(8.175)

-3 &jrﬁ"(r) ~exp[-C, -, - (t—1)]-sin[w,, - (t—1)]dt

om0y,
lesz (8.11. abra).

Hasonl6 moédon jarunk el akkor is, amikor a gerjesztés az alatamasztasi feliilet

elmozdulasabol all. A Duhamel-integral ekkor az
pr ,
yi(t):m* l. -Jat(t)-exp [-C -, -(-1)]sin[o,,-(-1)]dt (8.176)

i id 0

226



alakot 6lti, ahol a, a talaj gyorsulasa,

Pt ={®}; -[M]-{r}, (8.177)

az alaki tényezO, ahol {r} a részesedési tényezok vektora. A rendszer valasza ez esetben a

kovetkez6 linearis kombinacio lesz:
n £ t

8(0)) = Z‘;ﬂ [a,0)-exp[-¢, -0, (-0 sin[o,, (- D] dr. (8.178)
i=1 i Wid o

1 1

di2 d153 &

8l,l
5, 82 82 K
+ + \ =
63’1 83,2 63’3 83
I

7/

Bh={@h»n (8= {Phm {8}3 = {®@}33 {x} =[®]-{y} = 2{8}:

8.11. abra. A modal-analizis elvének szemléltetése

A rendszer dinamikai valaszat sebességekben vagy gyorsulasokban kifejezve is megadhatjuk.
Ehhez az elobbi konvolicids integralok idé szerinti elsd, illetve masodik derivaltjat kell
meghataroznunk. Ekkor:

m

1

(2 =L*j r*(1)-exp[-C; -, - (1 —1)]- {-cos [w,, - (¢t —D)]+C,, -sin[o,, - (—1)]dT,
(8.179)

1

5O =224 [ 1 (0)-exp [0, (=D (1= -sin [, (1~ )]+ 2-C, i [, ¢~ )] ke,
mi 0

(8.180)
ahol

Ciu =G 167, (8.181)

s e képletekkel a sebesség és a gyorsulas:
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B0} =23, 0)- (@), (8.182)
illetve
B0} =250 (@), (8.183)

A mozgasegyenletek 1épésenkénti integralasaval szemben a modal-analizisnek vitathatatlan
elénye abban all, hogy mig az elébbi minden egyes 1épés esetén egy nxn egyenletrendszer
megoldasat igényli, addig az utébbi n darab egymastdl fiiggetlen egyenlet integralasabol all. A
modal-analizis esetében viszont a sajatérték-feladatot is meg kell oldani.

8.2.3.2. Spektral-analizis

A dinamikai feladatok eddig targyalt megoldasi modszerei (a mozgasegyenletek integralasa és
a modal-analizis) a rendszer idoben valtozé dinamikai valaszat adtak, példaul a szabadsagfokok
elmozdulasanak idObeni lefolyasat. A gyakorlatban azonban leggyakrabban nem a mennyiségek
idébeni valtozasa, hanem azok maximuma érdekel, hiszen e maximumok adjak a szerkezetet
leginkabb igénybe vevo terhelést. Ez a megallapitas kiilondsen kihangsulyozodik akkor, amikor a
szerkezetet a tervezési fazisban elére nem ismert, csak statisztikus mddon leirhatd sztochasztikus
gerjesztésre méretezziik.

Linearis szerkezetek esetében a sajatmodusok tulajdonsagainak alkalmazasa ekkor egy ujabb
eljarashoz vezet: ez a spektral-analizis modszere.

A spektral-analizisben bizonyos valasz-spektrumokat (az elmozdulds, a sebesség ¢és a
gyorsulds spektrumait) hasznalunk. E spektrumok egy adott gerjesztésnek kitett, egyetlen dinamikai
szabadsagfokkal rendelkez6 rendszer y(¢) altalanositott koordinatdjanak és e koordinata p(z) és

J(t) derivaltjainak maximumat adjak meg. E gerjesztést jelentheti valamilyen mért mennyiség
vagy valamilyen szintetikusan eldallitott fiiggvény. A spektrumok felépitésekor a Duhamel-integralt
egységnyi modalis tomegre (m*=1) szamitjadk ki, a sajat-korfrekvencia (w,) és a csillapitasi
hanyados (&) kiilonbozo értékeire; az r»* mennyiség gerjesztést leiro fliggvényt jelenti. Az igy
kiszamitott y(¢) fliggvény az o, sajat-korfrekvenciaji és ¢ csillapitdsti egy szabadsagfoku

rendszer elmozduldsa lesz. E fiiggvénynek most csak az y, (o,,C) maximuma érdekel, az

elmozdulas-spektrum a kiilonboz6 allandé £ értékekkel megrajzolt y,  (o,, € =4all.) gorbékbdl 4ll.

Bebizonyithatd, hogy ha a gerjesztés egy tetszoleges erd, akkor az elmozdulas, a sebesség és a
gyorsulas maximuma k&zott dsszefiiggeés all fenn:

1. I .
ymax:_‘ymax:_z'ymax‘ (8184)
O)I‘l mn

Ez a megallapitas a 8.179. és a 8.180. integralok kiszamitasat foloslegessé teszi. Ha az
elmozdulasokra megallapitott spektrumot S, -vel jeldljiik, akkor a maximumok kozotti dsszefiiggés
értelmében az S, sebesség- és az S, gyorsulasspektrum is azonnal kdvetkezik, azokat skalazéassal is
megallapithatjuk:

1
S, =—"-8,. (8.185)

s L.
o, ®

n
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Amennyiben a gerjesztés az alatamasztasi feliilet elmozdulasa, a fenti relacido a relativ
elmozdulas, a relativ sebesség €s az abszolut gyorsulds maximumaira, illetve spektrumara lesz
érvényes.

Megjegyzendd, hogy léteznek kiilonbozd egyezményesen megrajzolt (tehat nem kiszamitott)
valasz-spektrumok is, amelyeket bizonyos gyakorlati szempontoknak megfelelden allitottak dssze.

Su(C, ®)

/’\'——”—’_/ £=04

8.12. abra. Tipikus valasz-spektrum
(az 1940. V. 18.-i El-Centro-i foldrengés E - D iranyu komponensének sebesség-spektruma)

Az el6z0 fejezetben a rendszer valaszat a sajatmodusok linearis kombinacidjaval allitottuk
eld, ahol az altalanositott koordinatakat a 8.173. vagy azzal analog kifejezések adtdk. Az y,(¢)
altalanositott koordinata az m* tomegli, o, sajat-korfrekvencidji és C, csillapitasu egy
szabadsagfoku rendszer elmozdulasat jelenti. Ezen altalanositott koordinatak felhasznalasaval az n
szabadsagfoku rendszer valaszanak az i -edik modusi komponensei

{8}, =y, 1@},
8}, =y, 1@}, (8.186)
{8}, = y, ’ {q)};
E kifejezések maximumat a fentiek alapjan a kdvetkezoképpen irhatjuk fel:
1 1 1 1 1
18} o @} S,y. :W'E['@}i S, S o @)+ S,.:»
: 1 1 1 1
{8} r =@, D@} - S, ; =—— D@}, S, , =———{®},- S, ;, (8.187)
’ m* YomF ’ * o, :

i i i i

. 1 1 1
{6}1',111ax = % .O‘)iz ' {q)}t .Sd,i = * '0‘)1' ' {(D}z 'Sv,i = * '{q)}i 'Sa,i’
m m’ m;

ahol az S, spektralis értékeket a gerjesztés megfeleld spektrumabol olvassuk ki, a sajatmodus o,
korfrekvenciajanak és C; csillapitasi hanyadosanak megfelelden. Amennyiben a gerjesztés az alap
elmozdulasa, a fenti kifejezések spektrumait még a 8.177. p* alaki tényezdvel is be kell

szoroznunk.

A modalis maximumok egyszeri 6sszegzése a keresett legnagyobb értékek kiszamitasara nem
hasznalhato biztonsagosan, mivel a kiilonb6z6 modusok maximumai valdszinileg nem egyszerre
1épnek fel, példaul
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{8} ar < D48} - (8.188)

Emiatt a keresett maximum kiszamitasara, amit rekombindcionak neveznek, kiilonb6zo
valdszintiségi (probabilisztikus) képleteket allapitottak meg, ilyenek:

R = >R, . (Rosenblueth): (8.189)
{R}:%[i{R}ﬁ i{Rz},}, (Jennings); (8.190)
{R} = %'({R}l + i {R}ij . (Merchant). (8.191)

A Rosenblueth-formula a négyzetes atlag Jn -szeresét, adja Jennings-képlet a maximumok
egyszerli 0sszegének és a Rosenblueth-formula altal adott mennyiségnek atlagat jelenti, mig a
Merchant-képlet pedig az alapvetd modus meghatarozo jellegét domboritja ki. E képletekben az
{R} mennyiségek az elmozdulasok, a sebességek vagy a gyorsuldsok maximumat jelentik.

8.2.4. Csillapitott sajatértékek

Az egy szabadsagfoku rendszer csillapitott sajatkorfrekvenciaja kisebb a csillapitatlannal. E
mennyiségek kozott az 8.174. Osszefiiggés 1étezik, mely szerint a kritikus csillapitasu rendszer
(amikor ¢ =1) sajatkorfrekvenciaja nullara esik vissza, a csillapitas e hatarértékétol kezdve a lengés
aperiodikussa valik.

A szerkezetek nagy részénél a csillapitas mértéke altalaban tavol all a kritikustol, tehat a
csillapitott sajatlengések korfrekvenciaja kozel all a csillapitatlan korfrekvenciakhoz. Eppen ezért
rendszerint megelégsziink a csillapitatlan sajatértékek kiszamitasaval, hiszen azokat amugy is csak
bizonyos hibahatarokon beliil tudjuk meghatarozni.

Vannak azonban rendhagyd esetek is, amikor a rendszer csillapitasa legalabb néhany
modusban jelentds lehet, ilyenkor a sajatkorfrekvencidkra vonatkozo fenti megkozelitést mar
kockazatos lenne hasznalni. Ilyenkor a szabadlengések mozgasegyenletében a csillapitast jelentd
tagot nem lehet elhanyagolni, az tehat most az

[M]-{8} +[C]-{8} +[K]-{8} = {0} (8.192)

homogén egyenletrendszer lesz.
A mozgasegyenletek megoldasanak egyik lehet6sége a Runge-Kutta modszernél alkalmazott
valtozocsere, amellyel az altalanos 8.11. mozgasegyenletet a

{[C] [M]] {{;ﬁ}H{K} [0] } {{é}}}: {{R}} (8.193)
(M] [0] ] ({8}) L[[0] —[M]] ({8} {0}
formara lehet hozni. Ezt a format tomoren is felirhatjuk:

[A]-{2} +[B]-{z} = {F} (8.194)

ahol a tagok jelentése az elébbi formaval torténd egybevetéssel azonnal kovetkezik. Eszrevehetjiik,
hogy a mozgasegyenletek ekkor els6fokuak lesznek, de a szabadsagfokok szama megkétszerezddik.
Az egyiitthatok [A] és [ B] matrixai szimmetrikusak.
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E valtozdcserével a csillapitott szabadlengések egyenletét a terhelés nullazasaval a
kovetkezoképpen kapjuk:

[A]-{z} +[B]-{z} = {0}. (8.195)
Ha feltételezziik, hogy e homogén egyenletrendszer megoldasfiiggvényei
z,(t) =D, " (8.196)
alaktak, akkor azt a
L-[A]-{D}-& +[B]-{®} - = {0} (8.197)

formara hozhatjuk. Mivel az e’ szorzé nem nulla, egyszeriisités és atrendezés utan a csillapitott
sajatértekekhez vezetd

()L'[A]+[B])'{®}={0}, (8.198)

a 8.97. egyenlettel analog relaciohoz jutunk. A sajatérték-feladat standard formajanak felirasdhoz
ezt az egyenletet balrol az [ A] inverzével kell beszoroznunk és ekkor a 8.99. formahoz jutunk, ahol

[D]=[A]"-[B]. (8.199)

- _ _ _ (8.200)
_[lC1A), +[M)-[4),, [C)[A),, +[M)-[A),, {[1] [0]}
[M]-[A],, +[0]-[A],, [M]-[A],+[0]-[4],, | [[0] [I1]
ahonnan a tagok egyenl9ségébdl azonnal kovetkezik:
[M]-[4],, +[0]-[4],, =[0]=[4],, =[0].
[M]-[A], +[0)-[],, =U]=[4],, =[M] ",
— — - 1 (8.201)
[C]'[A]l,l +[M]-[4],, :[1]3[14]2,1 =[M]",
[C]-[A],, +[M][4], , =[0]=[4], , =-[M]"-[C]-[M]"
A dinamikai matrix tehat
o= [ 1) ”H[K] [0] H (0] i } (8.202)
M M| -[C]-[M] (0] —M]| [[M] -[K] [M] -[C]

ami egy nem szimmetrikus matrix. Ennek kovetkeztében a dinamikai matrix szimmetridjara alapozo
eljarasok a csillapitott sajatmodusok kiszamitdsara nem hasznalhatok, ilyenkor altalanosabb
modszereket kell alkalmaznunk.

Egy ilyen, az altalanos matrixok sajatmodusainak kiszamitasat célz6 modszer a mar
ismertetett QR algoritmuson alapszik, amelyet a dinamikai matrix Hessenberg-alakra val6 hozasa
el6z meg.

A Hessenberg-alakra hozott matrix egy olyan felsd haromszogmatrix, amelynek oszlopaiban
kozvetleniil a f6atlo alatt van még egy-egy zérotol kiilonbozo elem és az a kovetkezoképpen néz ki:
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Dl,l D1,2 D1,3 D1,4 Dl,n—2 Dl,n—l Dl,n
D21 D2,2 D2,3 D2,4 DZ,n—Z D2,n—1 DZ,n
D3,2 D3,3 D3,4 D3,n—2 D3,n—1 D3,n

0O 0 D, D D,., D, ., D,

4,3 4,4 4,n-2 4,n-1 4, (8203)

0 0 0 0 Dn—2,n—2 Dn—2, n—1 Dn—Z,n
O O O O Dn—l,n—l Dn—l,n

0 0 0 0 0 D, .., D,,

A Hessenberg-alakra hozas a Householder-transzformacioval is megvaldsithatd, azonban
annak vannak fejlettebb technikai is.

8.3. Kiilonleges végeselemek

A végeselemes szamitasokban a terhelést ado erdket gyakran mar a modell megalkotasakor a
csomopontokba koncentraljuk. Ha ezek az erék a szerkezet gyorsuldsaval aranyos tehetetlenségi
erdk, akkor csak az ardnyossagi tényezOt jelentd tomeget— ha a szabadsagfokok kozott az
elfordulds is megjelenik, akkor a tehetetlenségi nyomatékokat — kell megadnunk. Ezt egy
kiilonleges, egyetlen csomoponttal rendelkezé végeselemmel oldhatjuk meg, amelynek csak egy
diagonalis tomegmatrixa (tehetetlenségi matrixa) van:

m 0 0 0 0 0
0O m 0 0 0 0
00 m 0 0 0
[m], = : (8.204)
000 J 0 0
00 0 0 J, 0
00 0 0 0 J.

merevségi matrixa nem pedig 1étezik. Ez a fajta végeselem a tokéletesen merev test modelljének
felel meg (ez az Euklidesz-test), amelynek anyagtérvénye

£=0. (8.205)

Mivel ez az elem maéas, merevségi matrixszal rendelkezé végeselemek csomopontjahoz
kapcsolodik, a szerkezet merevségi matrixa nem lesz szingularis.

A dinamikai szamitasok (€s nemcsak azok) masik gyakrabban hasznalt eleme a rugdelem,
illetve annak kiilonb6z6 valtozatai. Egy rugdelem két csomoponttal rendelkezik. Az elemben
fellépo erd a két pont relativ elmozdulasaval aranyos. Ez az aranyossag lehet a Hooke-torvénynek
megfeleld linearis kapcsolat, de lehet valamilyen nemlinearis anyagtorvény is.

A rugoelem lehet egy dimenzids, amikor a benne fellépd erd a két végpont tavolsaganak
megvaltozasaval aranyos. Lokalis koordinatarendszerében meghatarozott elemi merevségi matrixa:

W= &k 8.206
W= | (8.206)

amelyet egyetlen egyiitthatoval megadhatunk.

A rugéelem lehet harom dimenzids, amikor a benne fellépd erdk és nyomatékok a végpontok
relativ elmozdulasaval, illetve elfordulasaval aranyosak. Ez a meghatarozas egy harom dimenzids
koordinatarendszer felvételét igényli, amelyet a rugoéelem valamely csomopontjahoz kotiink. Ez a
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koordinatarendszer az illetd csomoponttal egyiitt mozdul és fordul el, benne az elem merevségi
matrixa:

k. 0 0 0 0 0 -k 0 0 0 0 0
0 kK 0 0 0 0 0 -k 0 0 0
0 0 k 0 0 0 0 0 —k 0 0 0
0 0 0 k O 0o 0 0 0 -k O 0
o 0 0 0 k O 0 0 0 0 -k O
0 0 0 0 0 k O 0 0 0 0 —k,
[k], = ’ 1, (8.207)
k. 0 0 0 0 0 -k 0 0 0 0 0
0 -k, 0 0 0 0 0 -k 0 0 0 0
0 0 -k O 0 0 0 0 —k 0 0 0
0 0 0 -k O o 0 0 0 k O 0
o 0 0 0 -k O 0 0 0 0 k O
0 0 0 0 0 —k 0 0 0 0 0 K,

amelyet izotrop esetben két, anizotrdp esetben hat egyiitthatoval definialunk.

Mindkét tipusu rugd végpontjai egymast fedé (de nem azonos) csomopontok is lehetnek.
Ezeknek az elemeknek nincs tomegmatrixuk, azonban ezek sem okoznak szingularitdsokat, mert
tomeggel rendelkez6 végeselemekhez kapcsolodnak.

8.13. abra. Rugoelem

Léteznek az eldbbi rugdelemekkel analdg csillapitd elemek is. Merevségi matrixuk és
tomegmatrixuk nincsen, csillapitdsi matrixuk viszont egy dimenzios esetben a 8.206, harom
dimenziés esetben a 8.207. merevségi matrixszal azonos felépitésii. Ha ilyen diszkrét csillapito
elemeket hasznalunk, akkor a szerkezet csillapitasat nem lehet a Rayleigh-modellel leirni, tehat az
erre alapozo algoritmusokat sem hasznalhatjuk a szamitasok elvégzésében.

A rugodelemekhez és a csillapitd elemekhez hasonléan, a nemlinedris szerkezetekkel
foglakoz6 fejezetben bemutatott anyagtorvények és testmodellek alapjan, masfajta elemeket is el
lehet allitani.
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9. EGYEB ALKALMAZASOK
9.1. A hotagulas végeselemes analizise

A szerkezetek analizisének szempontjabol lényegesebb, a végeselem-modszerrel megoldhatod
feladatok kozott kiemelt fontossaggal birnak a hoémérséklet megvaltozasaval kapcsolatos
jelenségekhez fiz6d6 problémak. Ezek az eddigiekben taglalt fesziiltségi ¢s alakvaltozasi
allapothoz kozvetleniil kothetok, mert egyrészt az anyagparaméterek (példaul a Young-modulusz és
az anyag szilardsaga) fligghetnek a hémérséklettdl, masrészt a hdmérsékletvaltozas alakvaltozassal
jar.

Ha elfogadjuk a hdmérsekletvaltozas €s az alakvaltozas kozotti linearis kapcsolat hipotézisét,
akkor egy dimenzidra felirvan a homérsékletvaltozasbol fakado fajlagos linedris alakvaltozas

e=o-AT 9.1

lesz. Az a aranyossagi faktort linedris hdtagulasi tényezonek nevezik, mértékegysége 1/K vagy
1/°C. E tényez6 az anyag egyik jellemzdje, sziikebb-tagabb homérséklethatarok kozott allandonak
tekinthetd. A legtobb halmazallapot-valtozast, fazisatalakulast nem szenvedo, stabil szerkezetii és
Osszetételli szilard anyag esetében a hdétagulasi tényezd pozitiv, ugyanis azok a homérséklet
novekedésekor kiterjeszkednek.

A homérséklet megvaltozasabol szarmazo alakvaltozas a fesziiltségi allapothoz kdothetd
alakvaltozashoz adodik hozza, tehat egy dimenziora felirva, Hooke-torvényének kiegészitésével

e=—+q-AT. 9.2)
E

A minden irdnyban azonos mértékii h6tagulas nem vezet a forma megvaltozasahoz, azaz y
értékére nincsen hatassal. A hotagulasi tényezd bizonyos esetekben iranyfiiggd lehet, ekkor az
egyenldtlen mértékii tagulas a forma torzulasat okozhatja.

A mémnoki gyakorlatban o anizotrépidja példaul a szalerdsitésti és a rétegelt anyagoknal
fordul el6. Ortotropia esetén, ha a fajlagos alakvaltozas vektoranak elemeit az ortotrdpia irdnyaban
vessziik fel, y-t a hdmérséklettdl fiiggetlennek talaljuk. Ekkor a hotagulas kovetkeztében megjelend

fajlagos alakvaltozasok vektora

L

R

Q

{e,} =1 7 t-AT ={a}-AT (9.3)

S O O

lesz, ahol a harom z€rotol kiilonbozo tag az ortotropia iranyaban mérhetd hotagulasi tényezok. Ezt a
tagot hozzdadvan az eddigi fejezetekben hasznalt {€} vektorhoz a hdtagulds hatdsat minden

kiilonosebb erdfeszités nélkiill modellezni tudjuk. Amennyiben a végeselem tartomanyan a
hémérsékletet

T(x,y,2)=[N(x, y,2)],-{T}, (94)

formaban interpolaljuk, ahol {T}, a csomoponti hémérsékleteket tartalmazza, a homérséklet
megvaltozasa miatt 1étrejovo terhelés-0sszetevo
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o). = [IBL -[E],-{a}, (N1, AT}, )dV 9.5)

v,

lesz, ahol a kerek zarojelben levd tag a homérséklet csomoponti valtozasat veszi figyelembe (a
{AT}, vektor tagjai a csomoponti hdmérsékletek megvaltozasat jelentik).

A csak a hdmérséklet-valtozas miatt 1étrejovo {8,} elmozdulasokat a

[K]- {8} = {F;} (9.6)

egyenletrendszer megoldaséaval kapjuk, ahol az {F,} vektort az el6bbi elemi {f,}, vektorokkal

allitjuk Ossze. Ha ezeket az elmozduldsokat meggatoljuk, akkor a szerkezetben a homérséklet
megvaltozasa a fesziiltségallapot megvaltozasahoz vezet. Egyéb esetekben, amikor a szerkezetre
egyéb terhelés is hat, az {F,} vektort a szerkezeti terhelésvektorhoz kell hozzdadnunk és az

elmozdulasokra vonatkozo feltételeket is be kell vezetniink.

9.2. A hévezetés modellezése

A 9.4. relacioval a skalaris homérsékleti mez6t kozelitettik. Amennyiben a csomodponti
hémeérsékletek nem eldirt értékek, akkor azokat a megfeleld perem- és kezdeti feltételekkel meg kell
hataroznunk, vagyis meg kell oldanunk a hoterjedés feladatat.

A hoterjedést ugy idealizaljuk, mintha azt harom kiilonb6z6 mechanizmus esetleg szimultan
hatasa idézné el6. Igy beszélink a molekuldk termikus mozgasaval magyarazott hévezetésrdl, a
mozgd-aramlo anyag konvekcidos hdszallitasarol és az anyagot alkotd elektromosan toltott
részecskék rezgésébol szarmazo elektromagneses hosugarzasrol. Szilard anyagok belsejében a
héterjedés egyediili modozatanak a hvezetést tekintik, a konvekcios hoszallitas csak azok feliiletén
Iéphet fel, a hdsugarzas pedig csak az anyagon athatolni képes frekvencidkon lenne lehetséges — ezt
a komponenst azonban rendszerint elhanyagoljak. A konvekcidos hdatadas folyaman a ho
tulajdonképpen nemcsak az anyag aramlasaval, hanem vezetéssel €s sugarzassal is terjed.

A hoévezetést Fourier egyenlete irja le, mely szerint stacionarius koriilmények kozott az
egységnyi feliileten idOegység alatt ataramlé hé mennyisége (fluxusa) a hémérséklet gradiensével
aranyos:

¢=—-A-grad T, 9.7)
ahol a A aranyossagi tényezd a hdvezetési egyiitthato. A értéke az anyagonként kiilonbozik, de fligg

az adott anyag szerkezetétdl és allapotatol is (porozitas, nedvesség, homérséklet stb.). A Ilehet
iranyfiiggo is. Ortotropia esetén:

0, A, 0 0] (oT/ox
o, t=—| 0 A, 0 |10T/dy}. (9.8)
0. 0 0 A ||oT/oz

Amennyiben az anyag altalanos anizotropiat mutat, akkor a fenti 0sszefiiggés szimmetrikus
[A] matrixa hat, egymastol fliggetlen tagot tartalmaz; ekkor példaul A =2 .

Nemstacionarius koriilmények kozott a felhalmozodo vagy fogyd hé mennyiségét is
szamitasba kell venni. Az egységnyi tomegli anyag homérsékletének egységnyi emeléséhez
sziikséges ho mennyiségét fajhonek nevezik és c-vel jelolik. E mennyiség bizonyos hémérséklet-
intervallumon beliil 4llandonak tekinthetd. Felhasznalasaval:

pe 0T o[, oT o, or) of, or| 09
ot Ox ox) oy\ " oy) o0z 0z
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ahol a bal oldalon az egységnyi id6 alatt felhalmozodo vagy felszabadulo ho térfogatra fajlagositott
mennyisége, a jobb oldalon pedig az onnan elszallitott hé mennyisége (a héfluxus negativ eldjellel
vett divergencidja) all. p az anyag stirlisége.

Bizonyos esetekben a test belsejében hé keletkezik vagy nyelédik el. Igy példaul a
lengémozgast végzo szerkezetek belsejében a mechanikai energia egy része a disszipativ er0k miatt
hoévé alakul, de ugyanigy hot fejlesztenek az drvényaramok, a radioaktiv bomlas és sok mas egyéb
folyamat. A forditott iranyu folyamat ritkabb, hé elnyelése példaul fazisatalakuldsok, endoterm
reakciok és a termoelektromos Peltier-jelenségnél fordul elé. Ezt az idoegység alatt felszabaditott
vagy elnyelt, térfogatra fajlagositott hdmennyiséget jeldljik g, -vel; ezt az eldbbi egyenlet bal

oldalabol kell kivonni (pozitiv értéke a fejlodd hot jelenti). Tehat a hovezetés teljesebb egyenlete:

pedT_, _0f, or) of, o) of, or) 010
ot Ox ox) oy\ ~ oy) oz 0z

A test feliiletén torténd konvekcids hoatadas egyenlete igen egyszeri formaji, az Newton
lehiilési egyenlete:

o=o-(T,-T,), (9.11)

ahol T, a test, 7, pedig a hét szallito kozeg hdmeérséklete. Az eredeti lehiilési térvény egyébkeént a
hémérséklet 0T /0t valtozasi sebességét tekintette linedrisan aranyosnak a T, —T, kiilonbséggel,

innen ered az elnevezése is. A homérséklet valtozasa a fajhd és a siiriség segitségével a
hémennyiséget, tehat a fluxust adja, innen ered az eldbbi egyenlet.

A lehtilési torvény a valdsagot igen egyszerisitett modon modellezi, hiszen a hdatadas
intenzitasa sok-sok paramétertl fiigg, igy példaul az aramlé kozeg anyagatol, az aramlas
sebességétol €s iranyatodl, a feliilet orientacidjatol, allapotatdl €s alakjatol. Mindezen koriilmények
hatasat az a egyiitthato foglalja magaba, tehat tulajdonképpen az egy sokvaltozos fiiggvény értéke.
Ezeket az értékeket bizonyos gyakorlati fontossag esetekre szoktak kisérletileg meghatarozni és
megadni.

A hoterjedés harmadik mechanizmusa a hésugarzas, amelyet a Stefan-Boltzmann térvény ir
le:

p=¢c-0-(T,-T,)". (9.12)

Ebben a képletben € a test emisszios tényezdje és ¢ a Stefan-Boltzmann allandd. A zarojel
azt veszi figyelembe, hogy a hdésugarzas kétiranyu folyamat: a test nemcsak szétsugarozza az
energiat, hanem a kornyezetében levo testek sugarzasat is felfogja. E képletben 7, a kornyezet
hémérséklete. A Stefan-Boltzmann torvényben szerepld homérsékletek K -ben (és nem °C-ban)
kifejezett abszolit hémérsékletek. Az ¢ tényezd egységnyi értéke az abszolut fekete testre
elméletileg megallapitott torvényhez vezet. Ha ¢-t egyetlen értékkel adjuk meg, akkor az illetd
testet ,,sziirkének” tekintjiik, ,,szines” testek esetében annak értéke az elektromagneses sugarzas
frekvenciajanak fliggvénye.

A feladathoz tartozo peremfeltételek a kdvetkezok lehetnek:

- a perem bizonyos S, részén eldirhatjuk a hdmérséklet 7, értékét (ez Dirichlet-féle lényeges
feltétel);

- aperem S, részén eldirjuk a h6 merdleges iranyll ¢, fluxusat (ez Neumann-féle természetes
peremfeltétel);
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- a perem S; részén szintén a fluxusra vonatkozo feltételt irunk eld, megadvan a konvekcios
héatadas o egyutthatojanak z€Erdtol kiillonbozo értéket €s az aramlo fluidum 7, hémérsekletét;

- a perem S, részén a fluxusra nézve egy harmadik fajta feltételt irunk el, megadvan a (0, 1]
intervallumba es6 & emisszivitasi tényez6t €s a kornyezet T, hémérsékletét;

- a perem azon részén, ahol az elobbi 6t feltétel valamelyikét nem irtuk fel, zérus fluxussal
szamolunk (adiabatikusan szigeteltnek tekintjiik).

Ahhoz, hogy a feladat megoldhatd legyen, legalabb egy peremfeltételt meg kell adnunk az
adiabatikus szigetelésen kiviil.

A hovezetés végeselemes modellezésének varidciés megfogalmazasaban a feladathoz tarsitott
funkcionalt a virtualis munkaval analog moédon, a Q ho és a virtualis 67 homérséklet szorzataként

definialt ,,virtualis h6” adja:

2 2
1 oT oT 8T 6

vV

(9.13)
—qu -TdS - ja ( T~ Tj TdS- jK gc @.T—Tfj.TdS.

E kifejezés mar magaba foglalja a peremfeltételeket is, az eldirt homérsékletek kivételével.
A hoésugarzas képletében a homérséklet negyedik hatvanya szerepel. Ezen a probléman a
kovetkez6 megoldassal tehetjiik til magunkat: a Stefan-Boltzmann-torvényt

9=c-0-(I' =T} ) = (I’ +T))-(T, +T))-e-0-([,~T) =k -&-0-(T, -T,)  (9.14)

formaban ,,linearizaljuk”, ahol « egy, a test hOmérsékletétol fiiggd egyiitthato lesz.
Ha e funkcionalbol elhagyjuk az idében valtozé tagot, akkor a staciondrius hdévezetés
funkciondljahoz jutunk (ez esetben a peremfeltételek és a g, mennyiség idében allanddak kell

legyenek).

9.2.1. A stacionarius eset

A variacios eljarasban a funkcionalt végeselemenként irjuk fel, a teljes szerkezetre vonatkozo
értékét algebrai Osszegzéssel kapjuk. Az integralokban szereplé mennyiségeket egy végeselem
felett a csomopontokban, a szabadsagfokoknak megfelelden felvett értékeikkel interpolaljuk. A
tanulmanyozott mennyiség most a homérséklet, amely egy skalaris mennyiség és igy a C,

kozelitésben csomopontonként elegendd egy szabadsagfokot felvenniink.
A 9.13. funkcionalt a staciondrius esetre felirvan a kovetkezd kifejezéshez jutunk:

E:J%-{gradT}T-[K]-{gradT}dV—qu-TdV—

" | ' | (9.15)

—qu-TdS—ja-(E-T—Tf)-TdS—jK-s-c-(E-T—Tfj-Tds.
Sa

S, S5

A homérsékletet a csomdponti értékekkel interpolaljuk, a 9.4. Osszefliggés szerint. Ennek
kovetkeztében a homérséklet gradiensét a

{grad T'(x, y, 2)}, =[B(x, y, 2)], -{T}, (9.16)
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kifejezés adja, ahol [B], az [N]

, interpolacios fliggvényeknek a gradiens-szamitasbol eredd
derivaltjait tartalmazza:

0 0
a([N]e'{T}e) E[N]e
0 0
{erad (V] T3], =455 (INIATS) =] 5INL | ATL =[BT 017)
0 0
E([N]e'{T}g) e _E[N]g_

Ezek alapjan az egy végeselemre felirt funkcional tehat a kdvetkezo lesz:

E =+ [ATY!-[B] -, [B). - T, 4V = [ g, -[N] AT}, 4V -

= [ IN1 AT 08 =2 [ o (IN] 4T3, 08 + [ e T [N) (T3, ds = ©08)

Se2 Se3 Se3

_%.J'K.g.c.([N]e~{T}e)2dS+JK'S‘G'T,-'[N]e‘{T}edSa

ahol felhasznaltuk a ([B], -{T}, )T ={T}!-[B]! tulajdonsagot.

Mivel ([N],-{T},)" =(IN],-{T},)" -(IN1, AT}, ) = (T3] -[NT. [N, {T},, és mivel a

csomoponti hémérsékletek mint parameterek szerepelnek, a funkcionalt a kovetkezoképpen tudjuk
atalakitani:

—%-{T}Z [ [1B1-[AL, (B, dVJ-{T}e —{T}! [ g, IN1,dV (T} - [ g5 [N],dS -

—%'{T} (Ia dSJ (T}, +{T}"- ja -T,-[N],dS - 9.19)

Se3

—%-{T}Z«(J K'8~G'[N]Z~[N]gdS}'{T}g+{T}Z'J.K'S'G'Tf~[N]gdS.

Sea

Ha a
:j 1, dv - ja T.[N].dS- j x-g-0-[N]'-[N],dS (9.20)

matrixot a végeselem ,,merevségi matrixanak”, az

)= [gq [NLdV+ [ g5-[NLdS— [ a-T,-[N],dS— [ x-&--T, [N],dS  (9.21)

Sea

vektort pedig a végeselem ,terhelésvektoranak™ tekintjiik (a rugalmassagtani feladattal valo
analogia magatol értet6dd), akkor a funkcionalt réviden az

E,={T} -([k],-{T},—{r}.,) (9.22)

238



formara hozhatjuk.
Az egyensuly allapotat az

E=)E, (9.23)

funkcional minimuma adja, tehat a csomdponti hdmérsékletek szerinti derivaltjat zéroval egyenlové
tévén egy linedris

[K]-{T} = {R} (9.24)

egyenletrendszerhez jutunk. Innen a rugalmassagtani feladat megoldasanak menetét kovetvén, az
eloirt csomoponti hémérsékletekre vonatkozé peremfeltételek bevezetése utan az egyenletrendszer
megoldasaval meghatarozzuk az ismeretlen csomoponti hdmérsékleteket. A feladat rendszerint nem
linearis, mivel egyiitthat6i (példaul a hévezet6-képesség) a hdmérséklettol fiiggenek.

9.2.2. A nemstaciondrius eset
A nemstacionarius esetben az elemi funkcional képletében a I p-c-(0T/0t)-TdV tag is
v,

megjelenik, amelyben a hémérséklet idObeni valtozasa szerepel. A homérsékletet a csomoponti
értekek segitségével interpolaljuk és annak valtozasi sebességével, idd szerinti derivaltjaval is
hasonloképpen jarunk el:

oT(x, v, 0
%4%, 32 AT,

e

(9.25)

E megkozelitéssel a funkcionalban megjelend 0j tag végeselemes kifejezése

or - 0 ~
JpocoE'Tdhl{T}e NI -pre[N],-—{T},dV =
‘ (9.26)

14

— T [[NT -pec. Oy ot e
= (T} (j [N1]-p-c [N]edVJ AT =T €], AT},

lesz, ahol a [c], matrix a végeselem hokapacitdsanak matrixa.
A végeselem tartomanyara felirt funkcionalt e taggal kiegészitve:

E, ={T}} -([c], AT}, +[K),-{T}, - {r}, ). (9.27)
Az E :ZEL) Osszeg homeérséklet szerinti derivalasaval a minimum feltétele egy

differencialegyenletrendszerhez vezet:
[C]-{T}+[K]-{T} ={R}, (9-28)
ahol

D
=T} (9.29)

Ezt az egyenletrendszert idébeni diszkretizacidval, 1épésenkénti integralassal oldhatjuk meg.
A megoldando feladat — mindamellett, hogy differencidlegyenleteket kell megoldani — nem
egyszerl, mert a bal oldal egyiitthatoéi a hémérséklettdl fiigghetnek. Mivel ezek az egyiitthatok
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altalaban csak lassan valtoznak a hdmérséklettel, elfogadhatd az a hipotézis, mi szerint értékiik az
iddlépés alatt allando. Ezeket az értékeket az idolépés elején érvényes hdmérsékletekkel szamitjuk.

Egy masik egyszeriisitd hipotézis a hdmérséklet idobeni valtozasara vonatkozik: ezt a
valtozast bazisfiiggvények és csomodponti értékek felhasznalasaval is felirhatjuk, akarcsak az
elmozdulast az egy dimenzids végeselem tartomanyan:

T}y =N,-{T}, + N, {T} (9.30)

i+1°

ahol ¢' az i és az i+1 pillanatok kozott az [0, Af] intervallumon vehet fel értékeket, {T}, a At
1épés kezdetén, {T'},,, pedig a végén érvényes csomoponti homérsékletek vektora. Az N kozelitd

fliggvények nem a térbeli, hanem az id6beni diszkretizaciora vonatkoznak (tehat nem a végeselem
tartomanyan, hanem a At hosszusagu idé-intervallumon definidljuk azokat), linearis interpolacio
esetén azok:

t'"  ON 1
N(@)=1-—, —Lt=——, 9.31
O=1" o T ©31)
és
t" ON, 1
N,(t")=—, L=— 9.32
O= o Ta ©-32)
ahol
t=t+t'. (9.33)
A homérséklet interpolalasaval tehat az egyensuly 9.28. egyenlete a kdvetkezOképpen irhatod
ujra:
ON, N.
[C]'[a—t"{T}i+ : {T},ﬂj [K1-(N, T}, + N, -{T},,)={R}, (9.34)

amely a linedris interpolacio (9.31.-9.32. képletek) esetében a

[C]-é({T},-H (T},)+[K]-{T},., = (R},... 9.35)

rekurziv képlethez vezetne, ahol a matrixokat a lépés elején érvényes homérsékletekkel lehet
megallapitani. A gyakorlatban azonban ennél pontosabb kozelitést szoktak kovetni, a sulyozott
reziduumok modszerének alkalmazéasaval az

At
I{W}T'{[C] ( FATS + Ak {T},H] ]‘(Nl‘{T},-+Nz'{T}i+l)—{R}}df=0 (9-36)
0

egyenldség eldirasaval, amely az eddig hasznalt linearis interpolacié esetében a

1 At : 1 At .
{Ej{w} dt«[C]+E.J{w} ~tdt«[K]]{T}M—
i N (9.37)
_Lit.f{w}sz. +— J{w} tde-[ I{W} de-[ } }i—J{W}Tdt'{R}:O

.....
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Doy =3(N, AT} + N, -{Th) =[N, N,]-[8T}, (8T}.,] =[N1-[3T1, (9-38)

s ezzel

At

T 1 1 T 1 T, . . —
[ST] {A_tj.[N] dt-[C]+A—t‘j[N] tdt [K]:| {T}m

=1
=1

T 1 At " 1 At . At .
-[87] {E'![N] dz.[C]+E.£[N] ~tdt'[K]—£[N] dz'[K]}{T}I_— (9.39)

(817 -T[N]T d¢-{R} =0.

.....

Mivel a hdmérsékletek variacidja nem lehet zérd, a [ST]' matrixszal végig lehet osztani, a
fenti relacio pedig két egyenletre bomlik fel:

1 At 1 At
L_r'!N" dr-[C]Tt-{N,» -tdt-[Kl]{T}m -

(9.40)
1 At 1 At At At
—{E-'[det-[CHE-'[Nj-tdt-[K]—'([det-[K]]{T}i—'([det-{R}:O,
ahol je{l,2}. A 9.31. és a9.32. fiiggvények behelyettesitésekor
dez—jN dt— jN tdt_A’ jN de =B (9.41)
3
a két egyenlet pedig a kovetkezo lesz:
1 At ] 1 At ] At
—[Cl+=[K]|{T} —|=-[C]-=[K]|-{T} -={R}=0, 9.42
_2[]6[]_{},ﬂ_2[]3[]{},2{} (9.42)
és
1 At ] 1 At ] At
—[Cl+=[K]|{T} —|=[C]-==[K]|-{T} -=-{R}=0. 9.43
_2[]3[]_{},ﬂ_2[]6[]_{},2{} (9.43)

E két egyenlet koziil barmelyiket hasznalhatjuk a 1épésenkénti integralasndl, mindkettd
rekurziv képlet.

9.3. A nedvesség hatasa

A szerkezeteket felépitd anyagok egy része nedvszivo lehet, azaz tomegiikben bizonyos
mennyiségli vizet, nedvességet képesek tarolni. E nedvszivo-képesség tobb jelenség egyiittes
hatasanak tulajdonithat6. Az anyagok egy része poérusos, tomegében kisebb-nagyobb iiregek,
kapillaris rostok lehetnek, amelyek feliiletén a viz megtapad (ezt adszorpcionak nevezik). A
nedvesség megkotésében molekularis jelenségek is részt vehetnek, beszélhetiink a polarizalt
molekulak kozotti kdlesonds vonzas miatt eldidézett fizikai abszorpeiordl és a molekulak kozotti
kotések miatt 1étrejové kémiai abszorpciorol. Az abszorpcid az anyag tOmegében, nemcsak a
pérusok feliiletén jatszodik le.

A nedvszivc') anyagok nedvességtartalma egyensﬁlyban all a kérnyezete’vel Mivel a

s
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anyagokbol allo szerkezeti elemek nedvességtartama még szaraznak tiind kornyezetben is
folyamatosan valtozik.

Az anyag nedvességtartama nem lehet tetszélegesen nagy, az telitodik és tobb vizet nem tud
felvenni. A nedvességtartalom szamszerl kifejezése a C koncentracioval torténik, ami példaul a
folyadék és a szilard anyag tdmegének hanyadosa.

A nedvességtartalom kifejezésének egyszeriibb modozata a telitettségi allapot eléréséhez
sziikséges mennyiséghez viszonyitott M relativ nedvesség hasznalata. Az egy 0 és 1 kozotti szam
(vagy, ha szazalékosan fejezziik ki, az 0...100 % kozott lehet), ahol a zérus érték a tokéletesen

széraz anyag relativ nedvességét jelenti, az egységnyi érték pedig a telitési C,  koncentracionak
felel meg. A relativ nedvesség kevésbé pontos, mert a telitettségnek megfeleld koncentracio a
hémérseklet és a nyomas fiiggvénye lehet. A koncentracio és a relativ nedvesség viszonyat az
C
M=— (9.44)
C

max

hanyadossal adhatjuk meg.
Az anyagok nedvességtartama befolyassal van a szerkezeti elemek tulajdonsagaira. Hogy csak
a fontosabbakat emlitsiik: a nedvesség novekedésével méreteinek valtozasat észlelhetiink (duzzad),
a szerkezeti elem tomege, latszolagos stirlisége megndvekedik, Young-modulusza is megvaltozhat.
A méretvaltozast fajlagositva, elfogadvan a nedvességtartalom novekedése és a duzzadas
mértéke kdzotti egyenes aranyossag hipotézisét, a kovetkezo egyszeri relaciot irhatjuk fel:

6=B-AM , (9.45)

ahol AM a kiindulasi allapot M, relativ nedvességtartalméhoz viszonyitott véaltozast jelenti, 3
pedig a relativ nedvesség egységnyi valtozasanak megfeleld fajlagos alakvaltozast jelenti
(mértékegysége 1/rel. % ), az a duzzadasi egyiitthato. E képlet harom dimenzidra is kiterjeszthetd és

anizotrép anyagra is felirhato, a hétagulasra vonatkozo képletekkel teljesen analog modon.

A duzzadasbol szadrmazo alakvaltozas, illetve a meggatolt alakvaltozasbol szarmazo
fesziiltségek kiszamitasahoz sziikségiink van a skalaris homérséklet-mezohoz hasonldan definialt, a
nedvesség térbeli eloszlasat leird fliggvényre. A végeselem-modszerben a relativ nedvességet is a
csomoponti értékekkel definialjuk, a 9.4. relacioval analog modon tehat

M(x, y, 2) =[N(x, y, 2)], - {M},. (9.46)

A relativ nedvesség a kornyezeti behatasokat koveti. Térbeli valtozasat stacionarius
koriilmények kozott a hd terjedésének leirasara megallapitott Fourier-torvénnyel analog Fick-
torvény adja:

{o} =—{D]-{grad C}, (9:47)

ahol @ ezuttal a diffundalé anyag fluxusa, D pedig egy aranyossagi tényezo, a diffuzids egyiitthato
(vagy diffuzivitas), amely az adott szilard testre és az adott folyadékra érvényes mennyiség, ami
esetleg anizotrop is lehet. Ortotropia esetén [ D] egy diagonalis matrix, harom kiilonb6zo taggal.

Amennyiben a koriilmények nem staciondriusak, a hdvezetés 9.10. egyenletével analog
masodik Fick-torvényt kell felirnunk és alkalmaznunk, ortotrop anyagokra:

a_C:i DX_(?_C _,_i D7‘8_C +i Dz.a_c ; (9.48)
ot 0Ox ox) oy\ " oy) oz 0z

altalanos anizotropia esetén a jobb oldal div([D]-grad C).

242



E masodik torvény felirasakor feltételeztiik, hogy az anyag belsejében nem keletkezik és nem
fogy a terjedé anyag, vagyis hogy az kémiailag stabil (ellenkez6 esetben a bal oldalon meg kellene
jelenni egy —g, tagnak is, amely a térfogategységben egy masodperc alatt keletkezé vagy fogyo
anyag mennyiségét venné figyelembe).

Fick torvényeiben a koncentracio szerepel. Ha a koncentraciorol at akarunk térni a relativ
nedvességre, akkor mindkét egyenletet végig kell osztani a telitési koncentracioval.

A feladat végeselemes megoldasa Fick torvényeibdl indul ki, peremfeltételei a
koncentraciokra és a fluxusokra vonatkozhatnak. A megoldas menete koveti a hovezetés esetében
leirtakat.

Fick torvényei a diffuzids jelenségek matematikai leirasat szolgaljak. E jelenségekben egy
anyag tomegében egy masik anyag részecskéi hatolnak keresztiil. Ez a masik ,,anyag” lehet a ho is —
innen ered az emlitett analogia.

9.4. A szivargas végeselemes modellezése

Az elébbi fejezetben a nedvességtartamot jelentd viz diffuzidja a koncentracio-kiilonbségek
miatt jott létre. Ha viz (és barmely mas fluidum) a porézus kdzegen tomegében a nyomaskiilonbség
hatésara aramlik, akkor szivargasrol és nem diffuziorol beszéliink.

A mérnoki gyakorlatban ilyen jelenség példaul a porézus anyagbol késziilt sziirdbetétekben
fordul eld, de az épitdmérnokok a talajviz mozgésat is a szivargas modellezésével tanulmanyozzak.

A szivargast leir6 empirikus torvényszeriiséget Darcyrol nevezték el, az a szivargasi sebesség
¢és a nyomas gradiense kozott feltételez linearis fiiggdséget. Egy dimenzidban

v:k-A—Zp, (9.49)

ahol / a szivargasi vonal hossza, Ap pedig annak kezdeti és végpontja kdzotti nyomaskiilonbség. A
k aranyossagi tényezOt permeabilitdsi vagy szivargési tényezének nevezik és az adott pordzus
kozegre és folyadékra jellemzo.

A szivargasi sebesség nem azonos a fluidum aramlasi sebességével, az az aramlasi iranyara
merdleges egységnyi keresztmetszeten idOegység alatt athaladdo fluidum ¢ fajlagos
térfogathozamaval azonos. Mivel az illeté keresztmetszetet a kdzeget alkotd szilard anyag részben
kitolti €s a poérusok falan is egy vékony folyadékréteg megtapad, az aramlas annak csak bizonyos
hanyadan keresztiil lehetséges ¢és igy a tényleges aramlasi sebesség joval nagyobb a szivargasinal.
Ha az 4raml6 kozeg altal atjarhatd porusok relativ térfogatat, az effektiv porozitast n,-vel jeloljiik

(amely tehat egy egység alatti szam), akkor az dramldsi sebességet

w=— (9.50)
n

e

gyanant szamithatjuk.

Az aramlastanbol, pontosabban a hidraulikabodl ismert az a tény, hogy az aramlasi sebesség és
nyomasveszteség kozotti linearis 0sszefliggés csak laminaris a aramlasok esetében igaz, amikor a
Reynolds-szam nem haladja meg a 2320-as értéket. Darcy torvénye is tehat csak akkor igaz a fenti
formajaban, mig a poérusokon keresztiil torténd aramlast jellemz6 Reynolds-féle szam az emlitett
hatarértéket nem haladja meg. A gyakorlatban a szivargas igen kis sebességgel, tehat kis Reynolds-
szammal torténik, igy az emlitett linearisnak feltételezett Osszefiiggés rendszerint kielégitd
pontossagu eredményekhez vezet.

Megjegyzendd, hogy mivel a mérndki gyakorlatban a szivargast szabad felszinli aramlasnak
tekintik, Darcy torvényét a p nyomas helyett gyakran az ekvivalens H =z+ p/y szinttel
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(hidraulikus terheléssel) irjak fel. Ebben az atszamitasi képletben z egy tetszdlegesen
megvalasztott viszonyitasi szinttdl mért magassag, y pedig a folyadék fajsulya.

Harom dimenziéban Darcy térvényét Fourier-torvényének 9.8. vagy Fick 9.47. formajaban
irhatjuk fel:

{q} =—{k]-{grad p;. (9:51)

Végeselemes megoldasdhoz a nyomdsokra és a fajlagos térfogathozamokra (a szivargasi
sebesség fluxusara) vonatkozo feltételeket kell felirnunk. A keresett megoldas a skalaris
hidrosztatikai nyomast adé p(x, y, z) mezd. Ez a nyomas a porozus anyag belsejében 1ép fel, tehat

a szilard szemcsék feliiletén hat és igy azok fesziiltségi allapotat befolyasolja (a normalfesziiltségek
értékéhez adodik hozza).

Nemstacionarius koriilmények kozott szintén az eddigi esetekben felirt egyenletekkel teljesen
analdg, példaul ortotropia esetén az

W _9fp 0| 2y 2P|, 2 2P (9.52)
ot Ox ox) oy\’ oy) o0z 0z

differencialegyenletet kell megoldanunk, ahol V' a kozeg poérusaiban tarolt folyadék térfogata.
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10. A HALOZASROL
10.1. Strukturalt és nem strukturalt halok

A vonalszeri elemekbdl allo szerkezet végeselemekre bontasa nem nehéz: az alkotd elemeket
a kozépvonalukkal abrazoljuk, a valodi szerkezeti elemeket pedig — még ha azok folytonosak is — a
csatlakozasi pontok végeselemekre osztjak fel.

A két vagy harom dimenziés tartomanyok diszkretizalasa azonban mar nem ilyen egyszeri
feladat. A 4. fejezetben a végeselemeket geometridjukat tekintve szimplexekre és hiperkubusokra
osztottuk fel. A szimplexekre vald felbontds egyszeriibb, de a hiperkubusokkal pontosabb
eredményeket lehet elérni. A hiperkubusokra osztas kevesebb elemet eredményez a szimplexek
hasznalatanal.

Az elemek konnektivitdsa, vagyis a végeselemes haldo topologidja  szerint
megkiilonboztethetiink strukturalt és nem strukturalt halokat.

A strukturalt halo valamely csomopontjanak szomszédait egyszerii 6sszefiiggésekkel adhatjuk
meg, a csomopontok sorszama kozott irdnyonként allando kiilonbség van. A strukturaltsdg nem
azonos a tokéletességgel vagy geometriai szabalyossaggal, elsd ranézésre egy ilyen halo teljesen
szabalytalannak tiinhet. A szabalyossag a csomodpontok egymashoz vald viszonyaban, tehat az
elemek konnektivitasaban lelhet6 fel. A végeselemek szamozasa koveti a csomopontok
szamozasanak iranyat, igy a valamely végeselemhez tartozd csomopontok azonositasa is nagyon
egyszeri. Ezen egyszerliség az algoritmusok programozasandl jelent 1ényeges segitséget. A nem
strukturalt haloét viszont nem lehet ilyen modon leirni, az csak a végeselemekhez tartozod
csomopontok felsorolasaval oldhaté meg.

Ezek szerint a strukturalt halok alkalmazasa nagymértékben egyszerisiti a halo leirasat, igy
példaul a parallel szamitadsokndl sziikséges szubstrukturdkra bontdsanal néhany miuvelettel
azonositani lehet az elvalasztd feliileten levé csomopontokat.

Esszertinek tiinne tehat a strukturalt halok hasznilata, viszont ennek vannak hétranyai is: a
szabalytalan korvonalu tartoméanyok halozadsakor a strukturdlt haldé nagyon sird lehet
(megnovekedik a memoriaigény és a szamitasi id6) és elemei igen torzak lehetnek (tehat a
kiszamitott eredmény pontatlan lehet). Gyakorlatilag a halot csak ott kellene siiriteniink, ahol a
tanulmanyozott fliggvény erbteljesebb valtozast mutat, ezt a célt viszont a strukturalt halokkal nem
konnylt megvalositani.

A strukturalt halok hasznalatanak masik nagy akadalya eldallitasuk nehézségében rejlik. Ezen
okok miatt a strukturalt halok hasznalata a hattérbe szorult, a végeselem-analizisben inkabb a
strukturalatlan halokat hasznaljuk.

10.1. abra. Két dimenzios halok

Léteznek olyan haldzasi eljarasok, amelyek soran a diszkretizaland6 tartomanyt egyszeri
geometriaju részekre osztjuk (ha az lehetséges) és az egész tartomany halozasat a részek
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halézasaval oldjuk meg, az ilyenfajta megoldassal keletkez halot nevezik néha a strukturaltsag
szempontjabol ,,vegyes” vagy ,hibrid” tipusunak nevezni. Ekkor a strukturdltsag az egyszerii
geometriaju részekre vonatkozik. Az ilyen fajta halozas els6 1épése a részekre bontés: vannak olyan
halozok, amelyek ezt a felhaszndlora bizzdk (ezek asszisztalt, félautomata halozok), a
tovabbfejlesztett szoftverek a felhasznald szerepét valamilyen mesterséges intelligenciara alapozo
alakfelismer6 algoritmussal helyettesitik.

A 10.1. dbra a felsorolt halétipusokat példazza. Az a. és a b. abran ugyanannak az idomnak a
felbontasabol szdrmazd nem strukturdlt, illetve strukturadlt halot lathatjuk. A strukturalt halo
barmely belsé csomopontjanak hat szomszédja van; a nem strukturalt halo esetében ilyen
szabalyszertiséget nem taldlunk. A c. dbran lathato szabalyos halo topologiailag teljesen azonos a b.
abra strukturalt halojaval. A d. abran egy Osszetett idom haldzasat lathatjuk, ahol a részek (a
négyszogek, de ide vehetjiik a haromszoget is) strukturaltak, de a hald egésze nem az.

10.2. Nem strukturdlt egyenletes haromszoghadlok eléallitasa

A haromszoghald eléallitasanak legegyszeribb modszere egy szabalyos halonak a
diszkretizalando tartomanyhoz valo igazitasa lenne. Mivel e tartomany pereme csak ritka kivételes
esetben esik egybe a haromszoghald vonalaival, ott valamit tenniink kell: vagy a halot igazitjuk a
peremhez, vagy a peremet a haléhoz. A kdvetkezd abran a 10.1. abra bal oldalan lathat6 idom ilyen
modon elvégzett haldzasa lathato.

r«AVAVAVA
TAVAVAVAY

\VAVAVAV/
DAVAVAVAVAVAV
Vi VAVAVAVAVAVAY,
S AVAVAVAVAYANS

x/// LA

Y kv
a4

AV VAVAVAAV
\VAVAVAVAVAVAN
\NAANN/

10.2. abra. Haromszoghalok

Mindkét emlitett esetben bizonyos hatranyokkal kell szamolnunk, igy a halo egyenletes lesz,
lokalis stiritését csak egy tovabbi fazisban lehet megoldani.

Ha a tartoméany peremét igazitjuk a haléhoz, akkor az csupa tokéletes geometriaju
végeselembdl fog allni, de az eredeti perem helyett egy flirészfogas-lépcsds tort vonalhoz jutunk.
Azt, hogy az eredeti kdrvonal altal metszett haromszdg a halohoz tartozik-e vagy sem, a lemetszett
tertilet relativ nagysagaval allapithatjuk meg: ha a haromszdgnek az eredeti korvonalon kiviili része
kisebb, mint a haromszog teriiletének a fele, akkor az a végeselemes haléhoz fog tartozni. Ez a
hal6zasi modszer tehat a lehetd legegyszerlibb, azonban a perem elfogadhatéan pontos
megkozelitése csak nagyon finom haloval lehetséges. E modszer hasonlit a véges differenciak
modszerénél hasznalt diszkretizaldsra (ott egyforma téglalapokbol vagy négyzetekbdl allo racsot
kell megrajzolni).

A masik lehetéség a halonak a peremhez valo igazitdsa. Az elsd 1épésben a perem altal
metszett haromszdgek csomodpontjait kell ugy mozgatni, hogy azok a peremhez simuljanak. A tal
kis haromszogeket tordljiikk. A tartomany belsejében most is tokéletes geometriaju végeselemeket
taldlunk, de a peremhez kozeli réteg torz elemeket tartalmazhat. Ez a szdmitasok pontossaganak
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szempontjabol keriilendd, hiszen a tanulméanyozott fliggvény legerdsebb valtozasa pontosan itt
varhato (mert itt irjuk el6 a peremfeltételeket) €s nem a tartomany belsejében. A haldo mindségének
javitasaval a masodik 1épésben a csomodpontok mozgatasaval (beleértve a belsé csomdpontokat is)
lehet probalkozni.

A hatékonyabb halozasi eljardsok a Delaunay-haromszdgelésen alapulnak. E haromszogelés
egy ponthalmazbdl (vertexek halmazabol) indul ki, amelyet a diszkretizalandd tartomany
peremének sarokpontjai (a gorbe peremrészeket tort vonalakkal kozelitjiik) és egyéb kiemelt pontjai
alkotnak (példaul ahol valamilyen peremfeltételt irunk eld). Minden ilyen pont, vertex koré
szerkeszthetd egy olyan sokszog, amelynek minden belsé pontja kdzelebb van a tekintett vertexhez
mint a tobbihez. Az ilyen tulajdonsaggal rendelkezd sokszogek konvexek és folytonosan toltik ki a
sikot, nemcsak a tekintett tartomanyt. A széleken levo sokszogek a végtelenbe nytlnak, tehat azok
nyitott tort vonalak lesznek. A meghatarozasbol kovetkezik, hogy egy ilyen sokszog oldalai
merdlegesek a belsejében levo vertexet a szomszédos vertexekkel 6sszekotd egyenesekre €s felezik
azokat. Egy vertex minden mas vertexszel 0sszekothetd €s minden 0sszekotd vonalra egy azt
megfelezd merdlegest emelhetiink. E merblegesek egy része kiviil esik a tekintett konvex
sokszogen, mutatvan hogy az azoknak megfeleld vertexek tavolabb esnek az adott sokszog
belsejében levo vertextl mint az illetd sokszoget meghatarozok. Ha minden vertexet dsszekotiink a
koréje huzott sokszdget meghatdrozo oOsszes ,,szomszédos” vertexszel, akkor egy gyakran
egyértelmiinek tartott haromszogfelbontast kapunk. E felbontas egyébként nem minden esetben
egyértelmii, példaul egy négyzet sarokpontjai altal alkotott halmaz két kiilonb6z6 modon is
haromszogelhetd a négyzet két atlojanak megfeleléen. Ezt a felbontast nevezik Delaunay-
haromszogelésnek. A sokszdgeket Voronoi- (Voronoj-) sokszogeknek vagy Voronoi-diagramnak
nevezik.

A Voronoi sokszogek sarokpontjai egy-egy Delaunay haromszog oldalfelez6 merdlegeseinek
metszéspontjai, tehat e sarokpontok a Delaunay haromszdgek koré irhatd korok kézéppontjai. Egy
ilyen korilirt kor belseje nem tartalmazhat egyetlen vertexet sem, egyrészt azért, mert az illetd
haromszog csticspontjai a kdron vannak, masrészt azért, mert a benne levo vertex kozelebb lenne a
haromszoget alkoto vertexek valamelyikéhez mint annak legalabb egy masik vertexe.

A koron lehetnek tovabbi vertexek is. Példaul egy negyedik vertexet kapunk az emlitett
négyzet haromszogelésénél.

10.3. @bra. Delaunay-hdaromszégek és a Voronoi-diagram

A Voronoi-diagramot alkotdé vonalakat, megszerkesztésiik (definiciojuk) kovetkeztében a
vertexektdl legtavolabb esd pontok alkotjak. Ezt a tulajdonsagot bizonyos alakfelismerésen alapul6
hal6zo algoritmusok szoktdk kihasznalni, ugyanis a peremen felvett vertexekre épitett Voronoi-
diagrambol egy vaznak (,,skeleton”) nevezett elagazd vonalat lehet felépiteni, amelybdl az idom
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geometridjara lehet kovetkeztetni. A sikidom véaza tulajdonképpen azon pontok halmaza,
amelyekbdl huzott korok legalabb két pontban érintik a peremet. A topologiailag azonos
geometriaju idomok topologiailag azonos vazzal rendelkeznek. A vaz segitségével az Osszetett
idomot egyszerli geometriaju alkotd részekre lehet bontani, a részek haldzasaval (amely egyszeri
geometridjuk miatt akar struktaralt is lehet) pedig az dsszetett idom haldzasa is megoldhato.

Ha a Voronoi-diagram felépitésekor a peremen végtelen sok vertexet vesziink fel, akkor a vaz
a Voronoi-diagrammal lesz azonos.

10.4. abra. Két egyszerii idom vdza

A Delaunay-haromszogelés elvégzésére megalkotott algoritmusok a Delaunay-haromszogek
¢és a Voronoi-diagramok felsorolt tulajdonsagaira alapoznak. Tobbféle eljaras is létezik, példaként
lassuk a kovetkezdt, amelyet a 10.1. abra bal oldalan lathaté idomra alkalmazunk. E korvonalat
tizenkét vertex (a sarokpontok) segitségével adhatjuk meg, tehat haromszogelésiink e 12 pontra fog
tdmaszkodni.

Els6 1épésként definidlunk egy olyan szuperhdaromszéget, amely minden vertexet magaba
foglal. Ez a 1épés a vertexek legnagyobb és legkisebb koordinatainak keresésével indul. E
koordinatakkal egy befoglalo téglalapot lehet megrajzolni, a szuperhdromszdg pedig e téglalapot
magaba foglald egyenld szari haromszog lesz. A 10.5. dbran e szuperharomszog also része lathato.
A valésagban a szdgek pontosabb kiszdmitasanak érdekében a szuperhdromszdget joval
nagyobbnak kellene felvenni, azonban az abrazolas atlathatosagaért most megelégsziink egy
kisebbel.

a vertexeket magaba
foglalo téglalap

(befoglalé téglalap) / \ / a szuperhiromsz0g
/ 5 Y

10.5. abra. A befoglalo téglalap és a szuperhdaromszog

A szuperharomszdg csucsait 1j vertexekként kezeljiik. Az algoritmus kdvetkezd fazisaban
kiindulasi allapotnak a szuperharomszdget, mint egyetlen Delaunay-haromszogbdl allé halénak
tekintjiik, a haromszogelendé ponthalmaz vertexeit pedig egyenként adogatjuk hozza az addig
létrehozott haldhoz.

Valamely lépésben, amikor az éppen a sorra kovetkezO vertexet vessziik, minden addig
létrehozott Delaunay-haromszog koré megszerkesztjiik a befoglald kort és megvizsgaljuk, hogy ez a
vertex e kor belsejébe esik-e vagy sem. A szamitégépes algoritmus persze nem rajzol koroket, csak
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a vertexek és a haromszogek viszonyat vizsgalja: a haromszdg csucsainak koordinatajaval
kiszamitja a kor kozéppontjanak helyzetét és annak sugarat, majd a vertexnek a kozépponttol mért
tavolsagat 6sszehasonlitja a sugdrral. Ha e tavolsag kisebb a sugar hosszanal, akkor a vertex a koron
beliil van ¢és az illetd haromszog nem lehet Delaunay-haromszog, tehat ujra fel kell osztani. Ez tobb
szomszédos haromszoggel is megtorténhet, ekkor azok kozos éleit tordlni kell, majd a nem-
Delaunay haromszogek csucsait rendre 0sszekdtvén az Ujonnan beépitett vertexszel megkapjuk a
haromszoghalo ) forméjat. Ezeket a 1épéseket addig ismételgetjiik, mig minden vertex beépitésre
nem keriil. Ekkor példankban a 10.6. abran lathat6 helyzet alakul ki.

10.6. abra. A vertexek beépitése

Az igy kapott haldo a szuperhdromszog vertexeihez tartozd haromszogeket is tartalmazza.
Ezek a vertexek csak a halozashoz kellettek, éppen ezért azokat a hozzéjuk csatlakoz6 oldalakkal
egyiitt toroljiik, igy a 10.7. abran lathato Delaunay-haromszogeléshez jutunk.

10.7. abra. A haromszoghalo a szuperhdaromszog torlése utan

A szuperharomszoges moddszer alternativaja lenne az, amikor az els6 harom vertex altal
meghatdrozott haromszogbdl indulunk ki (amely Delaunay-haromszog, hiszen csak héarom
vertexiink van) és ahhoz egyenként adogatjuk hozza a tovabbi vertexeket — ebben az esetben meg
kell gy6zddjiink arrdl, hogy az els6 harom vertex ténylegesen egy haromszoget alkot (tehat nem
kolinearisak).

Amennyiben végeselemes halot akarunk késziteni, akkor a dolgunkat e fazisban még nem
végeztik el, hiszen a konkav oldalakhoz tartoz6 haromszogek a behdlozandd idomon kiviil esnek,
azonkiviil a példankban nem szerepld belsd iiregeket fedé haromszogeket is tordlniink kell. Az igy
keletkezd halot kotottnek vagy kényszeritettnek (constrained) nevezik, hiszen az mar nem a
ponthalmaz Delaunay-haromszdgelése.

Annak az eldéntése, hogy egy ¢l a tartomanyhoz tartozik-e vagy sem, a kdzéppontjanak
megfeleld korbejarasi szog értékével donthetd el. Minden egyes peremhez tartozo szakasz esetében
kiszamitjuk, hogy az milyen szdg alatt latszik a tekintett ¢l kozéppontjabol: ez a kdzépponttal és a
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szakasszal megalkotott haromszognek a csucsszoge, amelyet eldjelesen vesziink a tetszdlegesen
megallapitott korbejarasi iranynak megfeleléen. A korbejarasi szog e csucsszogek algebrai Osszege
lesz.

10.8. abra. Az idom Delaunay-hdromszog haldja

Ha a kiils6 peremet jartuk korbe és e szdg a teljes kornek felel meg, akkor az illetd pont és
vele egyiitt az €l is a perem belsejében volt. Ha a pont a kiils6 peremen kiviil volt, akkor e szog
mértéke zérus. Ha a pont (€s vele egyiitt az €1) a peremhez tartozik, akkor a kdrbejarasi szog szintén
zerus lesz, igy a nulla szogek esetében torlés elott meg kell vizsgalni azt, hogy az él nem-e tartozik
a peremhez.

A kils6 élek torlésével kapott hdromszoghaldé bizonyos szempontokbdl optimalisnak
mondhatd (a lehetd legkevesebb haromszoget tartalmazza), azonban a végeselem-analizis
szempontjabol bizonyosan nem az: az idedlis egyenld oldali haromszog-formatol messze allo
haromszogeket kapunk, rdadasul egyes haromszogek til nagyok ahhoz, hogy végeselemként
hasznalhassuk azokat. Ezen 0igy lehet segiteni, hogy a tartomany egyenes oldalait valamilyen
elgondolas szerint uj vertexek beiktatasaval rovidebb szakaszokra osztjuk. A felosztas bizonyos
célok elérését tiizheti ki maga elé, példaul az elemek varhato atlagos élhosszat (ez kb. azonos a
peremet alkotd szakaszok atlagos hosszaval), a gorbe peremek kelld pontossagu megkozelitését,
vagy a halo lokalis stiritését (ott a peremen siirtibben kell sorakozzanak a pontok) tekintve.

Ha a végeselemek atlagos ¢élhosszanak megvalasztasdban nincs semmilyen kiilondsebb
elképzelésiink és megelégsziink egy nagyjabol egyenletes haromszoghaloval, akkor elegendd
megkeresni a két egymashoz legkdzelebb eso vertex tavolsagat. A biztonsag kedvéért valasszuk a
végeselemek varhatd ¢ élhosszanak e tavolsag felét. Ekkor minden peremhez tartoz6 egyenes és
gorbe szakaszt annyi egyenld hosszisagu darabra osztunk fel, hogy egy igy nyert darabka hossza ne
haladja meg lényegesen a ¢ mértéket. A 10.9. dbran egy igy elkésziilt kényszeritett Delaunay-
haromszogelés lathato.

10.9. dbra. Az élek feldaraboldsdaval nyert haromszégelés

Az igy kapott halo tobbnyire igen hegyes, tliszeri haromszogekbdl all, igy azokat tovabb kell
darabolni. Az algoritmus a kdvetkezd: sorra minden haromszoget megvizsgalunk. Kiszamitjuk e
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haromszog koré irhaté kor sugarat. Ha ez a sugdr meghaladja a felosztas finomsaganak mértékét
megad6 ¢ mennyiséggel megadott toleranciat (ha a koriilirt egyenld oldalt haromszog éle ¢, akkor
a kor sugara V) ), akkor a kor kozéppontjaba egy 0j vertexet szirunk be és azt beillesztjiik az
addigi Delaunay-haromszogelésbe.

10.10. abra. Delaunay-haromszogeléssel kapott halo

Mivel ekkor a haromszdgek szama és alakja megvaltozik, a keresgélést elolrdl kezdjiik és ezt
a folyamatot addig folytatjuk, amig a torz haromszogek el nem tiinnek. E folyamat soran a konkav
oldalak mentén és a bels6 iiregekben megint olyan haromszdgek jelenhetnek meg, amelyek kiviil
esnek a diszkretizaland6 tartomanyon, tehat azokat torélniink kell. A halozas eredményét a 10.10.
abra mutatja.

A bemutatott eljaras kiszliri a haromszogelés egyértelmiiségénél megemlitett problémat: ha a
vertexek egy koron helyezkednek el (tehat kocirkularisak), akkor a Delaunay-haromszogelés
tulajdonképpen nem lehetne a Delaunay-haromszogelést elvégezni). Ilyenkor a szoban forgd
¢lekbdl annyit kellene eltavolitani, hogy azok ne messék egymast. Mivel ezeket az éleket
tetszOlegesen valaszthatjuk meg, a hdromszoghald is némileg tetszéleges lehet. A bemutatott
eljarasban az egymast metsz6 ¢élek keresése azért marad ki, mert a halot vertexenként épitjiik fel és
az uj vertex beillesztését kovetden nem tériink vissza a korabban beillesztettekre.

10.11. abra. Egy kordn levé vertexek Delaunay-hdaromszogelése

10.2. Nem strukturalt egyenletes négyszoghalok eléallitdasa

A négyszoghalok eldallitasa a haromszogelésnél valamivel nehezebb feladat, ugyanis a
Delaunay-algoritmushoz hasonld négyszogelési eljaras nem létezik.

A legegyszeriibb eljaras egy szabalyos négyszog- vagy négyzethald peremhez (vagy a perem
haléhoz) igazitasa lenne, ami a hasonldé modon eldallitott hadromszdghalok hatranyait hozna
magaval.
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Létezik egy olyan eljaras, amely egy eldzetesen eldallitott haromszdghalora alapoz. Ez azon
alapszik, hogy két haromszog egyesitésével egy négyszdget kapunk. Ugyanakkor, ha esetleg nem
engedjiik meg a haromszogelemek — mint degeneralt négyszdgelemek — jelenlétét, akkor a par
nélkiil maradt haromszogeket négyszogekre oszthatjuk (10.12. &bra). Ez a felosztas viszont
oldalkozépen megjelené csomopontokat eredményezne, tehat a felosztds a szomszédos
négyszogeken keresztiil propagalodik a perem fele.

10.12. abra. Egy haromszog négyszogekre osztdsa

A haromszogek egyesitése a peremek feldl rétegenként halad befele. Egy adott rétegben nem
minden egymassal szomszédos haromszog egyesithetd. A bal also6 csiicsokben levd két haromszog
egyesitésébol példaul egy ujabb haromszoget kapnank. Mas esetben megtorténhet az, hogy az
egyesitésbdl nyert négyszog konkav lenne. Eppen ezért a parok kivélasztasakor ellenérizniink kell a
1étrejove négyszog mindségét és hogy ha az elfogadhatatlan, akkor az illeté haromszoget a
kovetkezd réteghez tartozonak tekintjiik és atugorjuk.

Ezt az eljarast rétegrol rétegre addig ismételjilk, mig minden hdromszog beilleszthetdségét
meg nem vizsgaltuk. Ezutan az egyesithetd haromszogek kozos éleit tordljiik, a 10.13. abran a
vilagosabb vonalak jelentik ezeket.

10.14. abra. Az négyszogek és a haromszégek feldaraboldsdval kapott hdlo

A megjelolt élek torlése utan bizonyos szdmu haromszog is maradhat a haloban. Ezeket a
10.12. abra szerint négyszogekre osztjuk, majd a szomszédos érintett négyszogeket is felezziik és
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igy tovabb. Ez azonban eléggé miveletigényes munka lenne, éppen ezért egyszerlibb minden
haromszoget harom €s minden négyszoget négy négyszogre felbontani az élek megfelezésével és a
haromszog kozéppontjaban felvett 11j vertexeket dsszekotvén (a haromszogek esetén a kdzéppont
alatt az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontjat kell érteni, amely a koriilirt kor kozéppontja). Nem
kell megfeledkezni arrdl sem, hogy egy négyszog négybe vagasakor annak kodzéppontjaban is
megjelenik egy 0j vertex.

10.3. A halo simitasa

A 10.14. 4brdn a haromszogekbdl eldallitott négyszoghald lathatd. Eszrevehetjiik, hogy
egyesek szemlatomast kozel allnak az idealis négyzet-alakhoz, masok nem. Vannak olyan elemek,
amelyek a perem geometriaja miatt sohasem vehetik fel az idealis alakot, masok mindségén viszont
a vertexek athelyezése esetleg segithet, kvetkezhet tehat a halo simitésa, javitasa.

A halé mindségét az elemek mindségével lehet meghatarozni, az elemek mindségét pedig az
idealisnak tartott geometriaval vald 0sszehasonlitassal.

Az idedlis forma a négyzet, tehat a négyszog szogei minél kdzelebb kell alljanak a
derékszoghoz és az oldalak hossza kozott minél kisebb kell legyen a kiilonbség. Ezeket az
eltéréseket szamszerlsithetjiik: példaul definidlhatunk egy mindségi mutatot a szogekre
vonatkozoan:

|0c 71:/2|
Z& 0 (10.1)

egy masikat pedig az élekre vonatkozoan:

Z'a 4, k=%~2ai, (10.2)

i=1,4 i=1,4

ahol o, a négyszog szogeit, a, pedig az oldalainak hosszat jeldli.

A negyedik fejezet végén sz esett a halora vonatkozd mindségi eldirasokrol, ahol a szogek és
oldalhosszak elfogadhat6 valtozasi tartomanyat is dbrazoltuk. Ha ilyen kitételeket is tesziink (tehat
ha a szogek és az oldalak ardnyat megadott intervallumokra sziikitjiik le), akkor a fenti képleteket is
modositani kell:

haVa,¢la,, o, . ]=q=0, (10.3)
illetve
amax _amm
haT>rhm:>q2=0. (104)

E szogekre és oldalakra vonatkoz6 mindségi mutatokkal a végeselem mindségi mutatojat a
kovetkezo stlyozott atlagként hatdrozhatjuk meg:

g, =W ¢, +w,-q, (10.5)

ahol ha a szdgeknek és az oldalaknak egyenld fontossagot tulajdonitunk, akkor w, =w,=0.5,
ellenben a fontosabbnak tartott mennyiséghez tartozé sulyzotényez6t a masikénak rovasara
noveljik (de w, +w, =1). A végeselem mindségi mutatdja igy egy 0 és 1 kozotti szam lesz.

A halot alkoto elemek mindségi tényez6jébol egy globalis, az egész halot jellemzd tényezot
hatarozhatunk meg. Ebben az esetben is tébbféleképpen jarhatunk el, a halé mindségi tényezodje
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I
0=—2 4. (10.6)

i=l,n

vagy, ha szigorubb feltételeket akarunk szabni, akkor

o=]]aq.. (10.7)

i=l,n

(ez utdbbi esetben egyetlen elfogadhatatlan mindségii elem miatt a globalis mindségi mutatd nulla
lesz).

A halo simitasa a vertexek mozgatasabol és a mindségi mutatd valtozasanak figyelésébdl all.
Vannak olyan vertexek, amelyeket mozditani nem lehet (mert példaul a kérvonal sarokpontjaihoz
tartoznak), masokat csak bizonyos iranyokban lehetne mozgatni (mert példaul egy élhez tartoznak),
masokat viszont szabadon elmozdithatunk. Az elmozditas mértéke halozasnal hasznalt # mennyiség
(a varhato élhossz) valamely hanyada lehet. Ekkor a vertexet — ha azt megtehetjiik — az eredeti
helyzetéhez képest a koordinatdk iranyaban Zc-¢ tavolsagon elmozditva (ahol példaul ¢ =0.1)
mindségi mutatdjanak valtozasat (elegendd csak az érintett végeselemeket vizsgalni): ha valamely
pozicidban e mutatd javulast mutat, akkor az lesz az illetd vertex uj helyzete.

A hal6 javitasat akkor tekintjiik befejezettnek, ha minden vertexét sorra véve mar nem ériink
el tovabbi javulast. A javitast esetleg megprobalhatjuk egy nagyobb 1épéssel is, ekkor a pontokat
nagyobb tavolsagon kell elmozditani (példaul a ¢ =0.2 szorzdval dolgozunk).

10.15. abra. Egy vertex mozgatasanak lehetéségei

A bemutatott eljarast Laplace-féle simitasnak nevezik és az nem valtoztatja meg a halo
simitasara is hasznalhatjuk, ekkor a végeselem mindségére vonatkozo képleteket megfeleloképpen
kell modositsuk: a végeselemeknek csak harom oldalunk van és az idedlis idom szogei m/3
nagysaguak. Megjegyzendd, hogy egy Delaunay-haromszdgelést simitani nem kell, mivel az mar
eleve a lehet6 legjobb felbontast jelenti (maximalja a legkisebb szoget).

10.16. abra. A simitott halo
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Egyszeri, de nem Laplace-féle simitasi moddszer a haromszoghaloknal alkalmazott
atlofelcserélo-eljaras, amelyet a 10.17. abra illusztral.

-<1>

10.17. abra. Simitas atlofelcseréléssel

10.4. A halo siiritése

A 10.10. és a 10.16. abran bemutatott halok egyenletes beosztasuak, tehat a végeselemek
méretei az atlagtol nem térnek el jelentds mértékben. Ez annak tulajdonithatd, hogy a perem
feldaraboldsa sordn a szomszédos vertexeket nagy vonalakban egyenld tavolsagra vettiik fel.
Bizonyos esetekben a diszkretizalt tartomany egyes részein sziikségilink lehet a halo striiségének
megvaltoztatasara. Elméletileg a hald stirlisége a tanulmanyozott fliggvény térbeli valtozdsanak
mértékével kellene dsszhangban alljon, tehat egyes részeken az atlagosnal stirlibb, mas részeken az
atlagosnal ritkabb halo lenne az ideélis. A halo siriiségének megvaltoztatdsa ezek szerint két
iranyban hatna, annak ritkitasat és siritését egyarant meg kellene oldanunk, e két miivelet pedig
egymas forditottja lenne.

Egy haromszog feldaraboldasa nem nehéz feladat, ugyanis ha egy haromszog belsejében egy Uj
vertex harom kisebb haromszogre osztja fel az eredetit. Ez a feldarabolds a szomszédos
haromszogekre nincs kihatéssal, azonban a felosztds nem a legoptimalisabb, mivel az Gjonnan
keletkezé haromszdgek torzak lesznek. Ennek kdvetkeztében a hald simitasat is el kell végezziik.

Egy négyszog négyszogekre vald felbontdsa mar valamivel komplikéltabb dolog, mivel
egyetlen vertex beillesztésével a szomszédos elemek modositasa nélkiil e feladatot nem lehet
elvégezni, a négyszoget 6t darab konvex négyszogre bonthatjuk fel a szomszéd elemek modositasa
nélkiil (10.18. abra). Ez esetben is torz elemeket kapunk, tehat a halot simitani kell.

AN T o O

10.18. abra. Egy haromszog és egy négyszog feldaraboldsanak lehetdségei

Ezeket a miiveleteket forditva is el lehetne végezni, azonban négyszoghalokban csak hosszas
keresgéléssel lehetne megtalalni az egybeolvaszthatd elemeket. Haromszogelemeknél ez
egyszeribb: ha egy vertex harom (és csak harom) haromszog ko6zos csticspontja és az nincs a
peremen, akkor e vertex és a hozza tartozé harom ¢l torlésével a harom haromszog egyesitheto.

Mivel megvalositasat tekintve a halo stiritése altalaban konnyebb, mint a ritkitasa, inkabb egy
ritka (vagy durva) halobol indulnak ki és azt stiritik a kivant helyeken ¢és a kivant mértékben.

A haromszogek és a négyszogek bemutatott felosztdsa nem optimalis, hiszen torz elemeket
kapunk, raadasul a négyszogek esetében igen sokat. Ezért a siirités masként torténik.
Haromszoghalok esetében kijeldlt tartomanyban levé haromszogek koré irt korok kozéppontjaba
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illesztiink 1 vertexeket (ha a sugar meghalad egy megadott mértéket) és megismételjiik a
Delaunay-haromszogelést, vagy egyszertien az ¢élek megfelezésével a haromszoget négy darabra
vagjuk.

Négyszoghalok esetében a kijeldlt tartomanyba esé négyszogek kozéppontjaban és éleik
kozepén vesziink fel egy-egy vertexet €s igy egy négyszoget tulajdonképpen négy részre vagunk; az
atlagos ¢lhossz e tartomanyban a felére csokken. A tartomanynak a siritetlen haloval kozos
peremén ez a feldarabolds nem lehetséges, ott a 10.19. dbran lathaté modon kell eljarnunk.

10.19. abra. A siiritett és a stiritetlen tartomdny csatlakoztatdsa

Ezeknek az eljarasoknak az egyszeri alkalmazasaval a stiritett halo elemeinek atlagos élhossza
a bestiritett tartomanyban, minden kiilonsebb atmenet nélkiil, mintegy felére esik vissza. Léteznek
olyan eljarasok is, amelyeknél az atmenet fokozatos: a perem kornyékén a hald siiri, majd a
diszkretizalt tartomany belseje fele haladva az fokozatosan ritkul.

A Delaunay-haromszdgelés bemutatott algoritmusat is at lehet alakitani ugy, hogy egy ilyen
fokozatos (gradualis) stiritést mutatd haromszoghalot kapjunk. Ez az eljaras az élek feldarabolasaval
nyert Delaunay-halobol indul ki (10.9. abra). Az algoritmus kovetkezd 1épésében a torz
haromszogeket bontjuk fel a mar ismertetett modon, a koriilirt kor kdzéppontjaba helyezett vertex
segitségével. Az egyenletes beosztast eredményezd eljarasnal a haromszog mindségére vonatkozo
kitétel a korilirt kor sugara volt. Ha ezt a kritériumot most is elfogadnank, akkor megint egyenletes
haléhoz jutnank, éppen ezért a haromszog mindségét a legkisebb szogének mértékével adjuk meg.
A szinusz-tétel szerint sin a./a=1/d , ahol a az a éllel szemben levd cstcs szoge és d a koriilirt
kor atmérdje. Ezek szerint, mivel a kor atmérdje ismert €s az oldalak hossza egyszeriien
kiszamithato, a legrovidebb oldallal meghatarozott a/d hanyados lehet a haromszog mindségi
mutatoja: ha eloéirjuk, hogy e mennyiség nem lehet kisebb egy bizonyos & hatarértéknél, akkor
azzal a minimalis sz0g nagysaga arcsine lesz. A vertex beillesztését azonban egy feltételhez
kotjiik: ha e vertexet a beillesztése utan valamely ¢l ,,befogna”, akkor azt nem illesztjiik be, hanem a
befogott ¢l (vagy élek) felezOpontjaban helyeziink el egy 0j vertexet.
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10.20. abra. Fokozatosan valtozo elem-mérettel rendelkezo halo
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A vertexnek egy ¢él altali befogasat a kdvetkez6 modon értelmezziik: a vertexet az adott él
befogja ha az a végpontjain at huzott legkisebb atmérdji ,,diametralis” kor (annak atmérdje €ppen a
tekintett é1 hossza) belsejében talalhato.

Az ezzel a modszerrel elkészitett haromszoghalo a 10.20. dbran lathato.

Szakirodalmi adatok szerint ez az algoritmus, amennyiben a minimalis szog legkisebb értékét
20.7°-nal nagyobbnak vessziik, végtelen ciklushoz vezethet. Egy tovabbfejlesztett verzidja a vertex
befogasanak vizsgalataban a diametralis kor helyett egy diametralis lencsét alkalmaz (10.21. abra),
¢és ez esetben a minimalis szog értékét mintegy 30°-ra lehet emelni.

. diametralis kor

diametralis lencse

10.21. abra. A diametralis kor és a diametralis lencse

10.5. Egyéb algoritmusok

Halozasi eljaras igen sokfajta 1étezik, a teljesség igénye nélkiil a fontosabbak koziil még meg
kell emliteni a ,,progressziv frontvonal” (advancing front) dsszefoglald névvel illetett modszereket.
Ez az eljaras az els6 1épésben valamilyen megoldassal a perem mentén egy, egyetlen elem
mélységli réteget hoz létre. E réteg létrehozdsa nem jar nehézséggel, példaul a peremmel
parhuzamosan a diszkretizaland6 tartomany belsejében huzunk egy masodik korvonalat, s ezt a
savot elemekre osztjuk. Ha nincsenek éles sarkok és er6sen gorbiilt részek, akkor ez az elsé 1épés
nem jelent semmi kiilonosebb problémat. Ellenben az emlitett helyeken valamilyen megoldast kell
keressiink a tulsdgosan széthuzott vagy dsszenyomott tartomanyok diszkretizalasara.

stirtisdd6 csomopontok

egymast fedo elemek

ritkulé csomdpontok

10.22. abra. A progressziv halogenerdlasnal felmeriild probléemak
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Attol fiiggden, hogy egy peremrész homort vagy domboru, ugy a vele parhuzamos rész
hosszabb vagy rovidebb lesz és még enyhe ivek esetében is néhany korvonal felrajzolasa utan mar
igen széthuzott vagy Osszenyomott elemeket kaphatunk.

A parhuzamos korvonalak rajzolgatasat nem folytathatjuk barmeddig, hiszen eldbb-utdbb az
Onmagat érintené vagy metszené. MielOtt az bekdvetkezne, a frontvonal elérehaladasaval meg kell
allnunk és a megmaradt behalozatlan szigeteket csak valamilyen egyéb modszerrel oszthatjuk
végeselemekre. E szigetek eléggé nagyok kell legyenek ahhoz, hogy a frontvonal egymassal
szemben fekvé oldalain levo, eltérdé méretli elemek kozott marado részt hasznalhatd geometridju
végeselemekre oszthassuk.

A progressziv frontvonal moédszere komplikaltabb algoritmusokat igényelhet mint a
Delaunay-hal6zas, azonban a perem kozelében jobb mindségii halot remélhetiink.

Egy masik emlitendd hal6zasi modszer a ,,quadtree” (négyagu fa) eljaras. Maga a négyagu fa
a grafelméletben szerepel és a szamitogépes eljarasok sokasdgaban hasznalatos fogalom.
Mlusztralasa egy négyzetekre darabolt négyzettel és a hozza tartoz6 faval torténik. A graf
felépitésében egy-egy csomopontot egy adott méretii négyzet jelent. A csomopontoknal a graf
négyfele agazhat el az altala képviselt négyzet feldarabolasanak megfelelden. A fa levelei az abrat
alkoto négyzetek (10.23. abra).

A négyagu fa grafjanak megfeleltetett négyzetekre bontas a haldzas segédeszkdze, amelynek
alkalmazasa soran az illusztracioként bemutatott feldarabolt négyzethez hasonlé alakzathoz jutunk,
s a halozasi modszer e négyzetekre tamaszkodva hoz létre egy haromszoghalot.

E modszer elsd Iépésében a vertexekkel megadott kdrvonalat befogadd négyzetet rajzoljuk
meg, ez lenne a példaként felrajzolt graf ,,A” csomopontja. Ezutan a befogadd négyzetet négy
kisebb négyzetre osztjuk fel, amelyek a graf ,,B”, ,,C”, ,,D” és ,,E” csomdpontjainak felelnek meg.
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10.23. abra. Négydgu fa

A feldarabolast (a négyzetek négyzetekre osztasat) addig folytatjuk, mig minden egyes vertex
kiilon celldba nem keriil (tehat barmely négyzet legfeljebb csak egy vertexet tartalmaz). A
gyakorlatban eléfordulhat az, hogy egy vertex két szomszédos cellat elvalasztd vonalra vagy e
vonalak keresztez6désébe keriil. A négyzetek tovabbi felosztasaval e vertexeket nem lehet a cellak
valamelyikébe behozni, ezt a koordinatak kismértékli megvaltoztatasaval érik el (a vertexet egy
kicsit odébb toljak); a hald létrehozasa utan az eredeti koordinatakat visszaallitjak.

Az igy megalkotott halozat grafja négyagu fa lesz, de a halozas szempontjabol az még nem
optimalis: a szomszédos cellak kdzott igen nagy méretkiilonbség lehet (a 10.23. dbran példaul a ,,.B”
cella ¢élhossza négyszerese az ,,N” cellaénak). Emiatt a megrajzolandd haromszogek eléallitasaban
nehézségekbe iikoziink és a keletkezd végeselemek igen torzak lehetnek. Ezért a négyzetekre
bontasnal egy szabalyt vezetiink be: két szomszédos cella élhossza kozotti arany legtobb 2 lehet (ezt
a szabalyt a szakirodalom rendszerint 2:1 szabalyként emlegeti). E szabalyt mar a vertexek
elhatarolasanal torténd felbontasnal alkalmazhatjuk: ha egy négyzetet négybe vagunk és valamely
szomszédjanak ¢élhossza nem felel meg a fenti eldirasnak, akkor az illetd szomszédot is négybe
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vagjuk. Ennek kovetkeztében a maga rendjén a szomszéd €s annak szomszédai kozotti viszonyban
is valtozas jon létre, tehat esetleg a szomszéd szomszédjait is darabolni kell.

A szomszédok keresgélése a négyagu fa grafjan torténik. Valamely szinten egy cellanak négy
szomszédja van, egy északi, egy déli, egy keleti és egy nyugati. Barmely szomszéd legtobb egy
szinttel lehet magasabban vagy alacsonyabban a tekintett cellandl. Ez a példa-grafunkon a ,,.B”
levélre nem igaz, mert keleten harom szomszédja is van. Ezért a 2:1 szabaly értelmében, ha e
grafot halozasra akarjuk hasznalni, a ,,B” cellat négybe kell vagjuk, tehat a ,,B” csomoponthoz négy
levelet kell illessziink. A 10.24. és a 10.25. dbrakon az eddigi példakban szerepl6 idom halozasahoz
ill6 négyagu fa, illetve ,,quadtree”-halo lathato.

A
N|O
V| w G
PO %\
i I /B\ /C\D/E\
7 RIS VWXY FGHI JKLM
T
D = /\ /\
Ll M N OPQ RSTU

10.25. abra. Négyagu fa- (quadtree-) halo

A halézas kovetkezo 1épése a négyzetekbol allo hald haromszogekre bontasa. Eszrevehetjiik,
hogy a 2:1 szabaly alkalmazéasanak kovetkeztében egy négyszog oldalan legtobb egy pont lehet,
amely az illet6 oldalt éppen megfelezi. Masként fogalmazva két lehetdség all fenn: az oldalon vagy
van felezdpont vagy pedig nincs. A négyszdg négy oldalara ez 2* =16 kiilonbdzd lehetdséget
jelent, tehat egy lires négyszoget, amelynek belsejében nincs vertex, ennyi féle modon lehet
haromszogekre darabolni. Az alapvetd lehetoségeket a 10.26. abra példazza, a haromszogekre
osztas e mintak alkalmazasat jelenti.

SN =MD

10.26. abra. Az iires négyzetek feldaraboldsa
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Ha a négyzet belsejében vertex is van, akkor mas a helyzet: ilyenkor a vertexet dsszekdtjiik a
négyzet négy sarokpontjaval és az esetleges oldalfelezé-pontokkal és igy egy csillagszerii
alakzathoz jutunk. Megtorténhet, hogy a vertex pontosan egy csomoponttal esik egybe vagy az egy
¢lre esik. Az el6bbi egy szerencsés helyzet, mert ilyenkor nem kell tenniink semmit, azonban az élre
esO vertexek esetében mindkét érintett cellat (amelyek az adott ¢l mentén érintkeznek) fel kell
darabolnunk. E feldarabolassal esetleg igen hegyes haromszogekhez jutunk, de azokon a késobbi
simitas soran segiteni lehet.

cella belsejébe es6 vertex élen fekvd vertex

csomoponttal egybeeso vertex

10.27. abra. A vertexek beillesztése

A korvonalon kiviil es6 haromszogeket toroljiik (tulajdonképpen 1étre sem hozzuk), az eredeti
perem szakaszait pedig beillesztjiik. A példaként vett idom halojat a 10.28. abra mutatja.

Az igy kapott haromszoghalo torz elemeket tartalmaz, tehat azt simitani kell. A simitas az
eddig ismertetett eljarassal, a vertexek tologatasaval torténhet, azonban ezt rendszerint a perem
kozelébe eso vertexek vizsgalata elézi meg.

17
16

10.28. abra. A négyzetek feldarabolasaval és a vertexek
beillesztésével kapott durva halo

Ha a négyszoghald megalkotasabol szdrmazd vertex egy bizonyos mértéknél kozelebb keriil
valamely peremhez tartozo vertexhez, akkor azt ratoljuk az utdbbira (természetesen az érintett
¢éleket is at kell rendezni). Ugyanigy a peremhez kozeli vertexeket is rahuizhatjuk a peremre.

10.6. Haromdimenzios halozas

Elvileg barmely eddig bemutatott modszer alkalmazhaté harom dimenzioban is, azonban az
elvek gyakorlatba val¢ atiiltetésénél problémakkal is talalkozhatunk.

A Delaunay-haromszdgelésnek van egy térbeli megfeleldje, amelynek soran Delaunay-
tetraéderekre bontjuk a diszkretizaland6 tértartomanyt. A tartomany hatarat ekkor is vertexekkel
adjuk meg, amelyeket példaul a tartomany feliiletét kozelité poligonalis sikidomok (facettak)
sarokpontjaiban helyeziink el. Az eljaras soran a vertexeket egyenként adjuk hozza a haléhoz, a
kiindulasi pont most egy tetraéder (példaul a szuperharomszdog mintdjara megalkotott
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szupertetraéder) lesz. A tetraéder akkor Delaunay, ha a koriilirt gdmb belsejében nincs egyetlen
vertex sem.

A tetraéderhdld megalkotdsa nem jelent kiilonosebb nehézségeket, emiatt a végeselemes
programokban elterjedten hasznaljak.

A sik halok esetében egy haromszoghalot aranylag egyszerien négyszoghalova tudtunk
alakitani. Elméletileg egy tetraéderhalobdl is ki lehetne alakitani egy hexaéderhalot, mivel 6t-hat
tetraéderbdl egy hexaédert lehet 6sszedllitani, a mellékelt (10.29.) abra szerint.

Ennek az abranak a bal oldalan levo felbontast a hexaéder sarkainak levagdosasaval nyerjiik,
a négy sarok levagasa utan a hexaéderbol egy 6todik tetraéder marad meg. A jobb oldali felbontas a
hexaéder két haromszdg-alapu hasdbra valod atmetszésével kezdddik, majd e hasdbokat bontjuk
harom-harom tetraéderre a négyszdg alaku oldallapok berajzolt 4tldin keresztiilmend sikokkal. E
felbontasoknal feltételeztiik, hogy a hexaéder oldallapjai sikok. E feladat megforditasa a hexaéder
tetraéderekkel valo felépitése lenne. Mivel a tetraéderek tetszélegesek, a nyert idom oldallapjai
altalanos esetben nem lesznek sik négyszogek, a keletkezo test egy poliéder lesz.

A gyakorlatban az ilyen algoritmusok bonyolultsaguk miatt nem terjedtek el, ugyanis joval
tobb lehetdséget kell mérlegelni mint a haromszoghalok esetében, azonkiviil a hexaéderek kozott
megmarad6 idomok felosztasat is meg kell oldani.

Egyszeriibbnek igérkezik a tetraéderek hexaéderekre valdo felbontasaval nyert halo
megszerkesztése.

10.29. abra. Egy hexaéder tetraéderekre valo szétbontasanak
ket lehetosége

Egy tetraéder hexaéderekre valo felbontasdhoz eldszor az éleit megfelezzik ¢és a
felezépontokon keresztiil mer6leges sikokat allitunk az ¢élekre. Ezek a sikok az oldallapokat az
oldalfelez6 merdlegesek mentén metszik, a négy sik k6zos metszéspontja pedig a tetraéder koré
huzott gomb kozéppontja lesz. Ezekkel a geometriai Osszefiiggésekkel a felsorolt pontok
koordinatait a tetraéder négy sarokpontjanak koordinataival ki lehet szamitani. E pontokat az
¢lfelezd0 merdleges sikok metszésvonalai mentén Osszekotjik, igy a tetraédert négy darab
hexaéderre vagjuk szét (10.30. dbra). Megjegyzendd, hogy az igy kapott hexaéderek oldallapjai
sikok lesznek.

10.30. abra. Egy tetraéder hexaéderekre bontdsa
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A tetraéderek feldarabolasabol nyert hexaéderek mindségi mutatdi gyengék lehetnek, ezért ez
esetben is elvégezhetjiik a vertexek tologatdsaval torténd heurisztikus simitast (vagy mas egyéb
kiszamolni az érintett elemek mutatoit.

Nemcsak a Delaunay-haromszogelésnek, hanem a ,,quadtree” eljarasnak is van térbeli
megfeleldje, amelyet ,,octtree” eljarasnak neveznek (néha csak egy ,,t”-vel irjak), és egy nyolcagu fa
grafjaval lehet modellezni. Mivel a celldkra bontas harom dimenzioban torténik, azok kocka
(szabalyos hexaéder) alakkal rendelkeznek.

Megemlitendd, hogy a térbeli halozas gyakran a diszkretizalandd tartomanyt hatarolo feliilet
halozasaval kezdddik, hiszen létre kell hozni azon vertexek halmazat, amire példaul a Delaunay
vagy nyolcagi fa eljaras tamaszkodik. Van azonban két olyan szerencsés eset, amikor a test
transzlacios vagy rotaciés szimmetriaval rendelkezik, vagy egy feliilet adott gérbe mentén torténd
elmozditasaval generalhato. Ilyenkor a térbeli halot a testet leiro feliilet két dimenzids haldjanak
eltolasaval, elforgatasaval, illetve az emlitett gorbe mentén torténd mozgatasaval is 1étrehozhato.
Ezen étlet alapjan a valamely iranyban csak csekély mértékben valtozod geometridju testek halozasa
a sik halok eldallitasara alkalmas algoritmusok csekély modositasaval is megoldhato.
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