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1.1. A szilardsagtan targya

A mechanikéban kiilonféle test-modelleket tanulmanyozunk, amelyekkel a valddi testek
egyensulyat vagy mozgasat szeretnénk leirni. Gyakran azt feltételezziik, hogy a tanulmanyozott
testre hatd er6k nem, vagy csak elhanyagolhaté mértékben valtoztatjdk meg annak méreteit €s
formajat, tehat azt tokéletesen merevnek tekinthetjiik. Ez a feltételezés a megoldando feladatot
jelentds mértékben leegyszerisiti, azonban nem minden esetben allja meg a helyét.

A merevnek tekinthet6 testektdl az alakvaltozasra képes testeket el kell hatarolnunk. Mérnoki
megkozelitésben azokat a testeket tekintjiik szilardnak, amelyek erre az alakvaltozasra képesek és
nem mutatjak a folyékony vagy gaznemii halmazallapotra jellemz6 meghatarozé tulajdonsagokat.

A szilard testeknek a tanulmanyozésa a szilard test mechanikéjanak a targya, a folyadékok és
gazok mozgasaval az aramlastan foglalkozik. A mechanika nagy fejezetei a sztatika, a kinematika
¢és a dinamika: a legtagabb értelemben a szilardsagtan a szilard test mechanikajanak egyik fejezetét,
annak sztatikajat jelenti. A szilard test dinamikéja a lengéstan.

A szilardsagtan a mémdoki gyakorlatban kiemelten fontos szerepet tolt be a kiilonféle
alkatrészek, szerkezetek, gépezetek

- meéretezésében, azok
- ellenérzésében, vagy pedig a
- teherbiro-képességiik kiszamitasaban,

ezért tipikusan mérnoki tudoméanynak tekintik.
E méretezésben a szilardsagtani ismereteket ugy kell alkalmazni, hogy a megtervezett
szerkezet bizonyos kritériumoknak megfeleljen: legyen az kell6képpen:

- szilard,

- merev,

- stabil és

- gazdasagos.

A szilardsag kritériuma azon kivanalomra vonatkozik, hogy a tervezett szerkezet a
rendeltetésszerti hasznélat sordn a red hato terhelést torés, tonkremenetel nélkiil at tudja venni. Ha
példaul egy széket terveziink, akkor annak torés és maradandd alakvaltozas nélkiil at kell tudni
vennie a rendeltetésszerl hasznalat soran fellépd Osszes terhelést.

A merevség kritériuma a szerkezet alakvaltozasara vonatkozik: ezek mértéke nem szabad
meghaladja azt a hatart, amely a szerkezet hasznéalatdit megakadalyoz6 deformaciokhoz vagy
elmozdulasokhoz vezet. A széknek példaul elég merevnek kell lennie ahhoz, hogy az ne inogjon a
sulyunk alatt. Egy érezheté mértékben deformalodo szEk a biztonsagérzeten is jelentdsen ront.

A stabilitas kritériuma a szerkezet alakjanak allandosagéara vonatkozik, a szerkezet a rea hato
terhelés alatt stabil kell legyen. A szék labainak példaul nem szabad kihajlania még akkor sem, ha
hintazunk rajta.

A gazdasdgossdagot gyakran elfelejtik felsorolni, azonban az is egy fontos kritérium: a
szerkezetet gy kell megtervezni, hogy az minél olcsobb legyen. A tervezés soran megvalasztjuk az
anyagot ¢és a format, ezek pedig egyiittesen meghatarozzak az eldallitashoz sziikséges
gyartastechnologiat is. A gazdasagossag kérdése egy optimum keresésére vezetddik vissza: azt a
megoldast keressiik, amely a legolcsobb kivitelezéshez vezet, az el6bbi harom kritérium teljesitése
mellett. A talméretezés keriilendd, de a draga anyagok és technoldgiak indokolatlan felhasznalasa
is. A szék vazat ésszeriitlen lenne példaul titdncsdvekbdl épiteniink, ha arra az acélcsovet is
alkalmasnak talaljuk.
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Az ellendrzés az a folyamat, amelynek soran

- egy tervezett,
- vagy mar létezd

szerkezetet vizsgalunk.

A tervezés soran a méretezést arra a varhatd terhelésre végezziik, amely a rendeltetésszerii
hasznalat soran 1ép fel. Ez a méretezés rendszerint a szilardsag kritériuma alapjan, egy mérvadonak
tekintett igénybevételre torténik. Ekkor a tobbi igénybevétellel szembeni szilardsag, a merevség és a
stabilitas kritériumait ellendrzésre hasznaljuk.

Példaul latni fogjuk, hogy egy hajlitott rid méretezését a hajlitds miatt 1étrej6vo legnagyobb
tengely iranyu fesziiltségre végezziik el, annak ellenérzése pedig a legnagyobb nyirdfesziiltség
kiszamitasaval torténik. Ugyanezt a rudat a hajlitas altal eldidézett alakvaltozasra is ellendrizhetjiik:
ha azt a megengedhetd mértéknél nagyobbnak taldljuk, akkor a rad méreteit meg kell ndvelniink
még akkor is, ha a szilardsag feltételeit mar teljesitettiilk a méretezés folyaman.

Eléfordulhat, hogy a tervezett szerkezetet esetleg valamilyen véletlenszert talterhelés érheti —
ekkor a szerkezetet erre a thlterhelésre is le kell ellendrizni. Ekkor a megengedett fesziiltségek és
alakvaltozasok nagyobbak szoktak lenni a méretezésben eldirtaknal. A példaként emlitett hajlitott
rad esetében elfogadhatunk atmenetileg el6forduld nagyobb alakvaltozasokat is a szilardsag
kritériumanak betartasaval: ekkor a talterhelés nem vezet a rud tonkremeneteléhez. Vagy pedig
elfogadhatjuk a megengedettnél nagyobb, de az anyag szilardsaganal kisebb fesziiltségek
megjelenését is: ekkor a talterhelés maradando alakvaltozasokat okozhat és eldidézheti az alkatrész
tonkremenetelét, de nem vezet toréshez és igy a megtervezett szerkezetiink baleset esetében is
biztonsagos marad.

A mar létezé szerkezetek ellendrzése a tervezéskor elvégzett szamitasok megismétlésébol all:
arrol szeretnénk meggy6z6dni, hogy egy adott terhelésre a szilardsag, a merevség €s a stabilitas
kritériumai teljesiilnek-e vagy sem.

A szilardsagtan harmadik fajta feladata a teherbiro-képesség megallapitdsa tulajdonképpen az
ellenérzésnek az egyik fajtaja, amelynek soran azt a legnagyobb terhelést allapitjuk meg, amelyet a
tanulmanyozott szerkezet még biztonsagosan at tud venni.

A mérnoki gyakorlatban a méretezés és az ellen6rzés soran rendszerint valamilyen miiszaki
eloiras szerint kell eljarni. Ezeknek az eldirasoknak az ismertetése nem a szilardsagtan targya.

1.2. Rugalmas és rugalmatlan alakvaltozdsok

A szilard test a rea hato terhelés hatasara alakvaltozast szenved. Bizonyos esetekben a terhelés
megsziinésekor ez az alakvaltozas eltlinik, a test visszanyeri eredeti alakjat. Ezt tapasztalhatjuk
példaul amikor egy acélrugot 6sszenyomunk, majd elengediink. Ekkor a testet (és annak anyagat)
rugalmasnak, elasztikusnak nevezziik. A rugalmas testekkel foglalkozé tudomanyagat
rugalmassdgtannak nevezzik.

A tokéletesen rugalmas alakvaltozas inkabb egy idealizalt folyamat, a valésagban a kisebb-
nagyobb maradand6 alakvaltozasok megjelenését, a rugalmatlan viselkedést figyelhetjiik meg.
Amikor a terhelés maradandé alakvaltozast okoz, azt képlékenynek vagy plasztikusnak nevezziik.
Ezekkel a jelenségekkel a képlékenységtan foglalkozik.

El6fordulhat, hogy az alakvaltozds nem azonnali, hanem egy id6ben lejatszodo folyamat,
mintha valamilyen siirQi folyadék, viszkozus anyag lasst folyasarol lenne szo. E viszk6zus anyagok
részletesebb tanulmanyozasa a reologia targya. Szigorubban véve képlékenynek azokat az
anyagokat nevezziik, amelyeknél a maradandoé alakvaltozasok azonnaliak.

A terhelés és az altala el6idézett alakvaltozas kozotti kapesolat aranyossaganak szemszogébol
is tehetiink észrevételeket. Amennyiben e mennyiségek egyenesen aranyosak, gy linearis
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szilardsagtanrol beszéliink, mig ellenkezé esetben e kapcsolatot csak nemlinedris egyenletekkel
irhatjuk le.

Amennyiben egy rugalmas anyag vagy szerkezet esetében fellépd alakvaltozas az azt el6idézo
terheléssel aranyos, akkor azt linedrisan rugalmasnak mondjuk.

Nyilvanvalo, hogy a linearitds hipotézisének elfogaddsa mellett a szamitasok elvégzése
lényegesen egyszeriibb, mint a jelenségek nemlinearis 6sszefiiggésekkel torténd leirasa. Eppen ezért
a fizikaban és annak alkalmazott teriiletein igen gyakran éliink ezzel a hipotézissel még akkor is, ha
valdjaban a szoban forgo jelenséget szigortian véve nem lehetne leirni egy ilyen egyszeri fiiggvény-
kapcsolattal.

A rugalmas szerkezetek nemlinearis viselkedésének kétféle forrasa van. Ennek elsé oka a
tanulmanyozott testet alkoté anyag nemlinearis jellegébdl fakad és ezt anyagi (vagy fizikai)
nemlinearitdsnak nevezziik. Ilyenkor az illet6 anyagbol alkotott egyszerii probatest, igy egy huzal
alakvaltozasat a terhelés nemlinearis fliggvényeként irhatjuk le. Példaként vegyiink egy acélhuzalt
és egy gumikotelet: ha sulyt fiiggesztiink fel velilk, akkor azt tapasztaljuk, hogy az acélhuzal
megnyulasa a terheld sullyal aranyos lesz, mig a gumikotél esetében ilyen egyenes aranyossag nem
tapasztalhat6. A gumi a megnyulas nvekedésével mind merevebbé valik, tehat egyre kevésbé lesz
hajlamos a tovabbi megnyulasra. Mi tobb, ha a terheld suly meghalad egy bizonyos mértéket, akkor
ez az aranyossag az acélhuzal esetében is meg fog sziinni.

A nemlinearis viselkedés masodik oka a nagy alakvaltozasokban rejlik, azt geometriainak
nevezziik. Néha beszélnek a terhelés nemlinearis voltardl is, azonban ez is a nagy elmozdulasokra
vagy alakvaltozasokra vezethetd vissza.

1.3. A szilardsagi jellemzok

Laboratériumban a terhelés és az alakvaltozas kapcsolatat a legegyszeriibben huzo- (szakito-),
illetve nyomo- (zOomitd- vagy tord-) vizsgalattal tudjuk felmérni, attdl fiiggéen, hogy az anyagot
huzasnak vagy 0sszenyomasnak akarjuk kitenni.

A vizsgalatot egy géppel végezziik: a tanulmanyozott anyagbol egy szabvanyositott alaku és
méretl probatestet készitiink, azt pedig a gépbe befogva huzo-, illetve nyomoé-igénybevételnek
tessziik ki. A gép a probatestre hato erdt lassan ndveli, igy a terhelés sztatikusnak tekinthetd. A gép
a vizsgalat soran régziti a terheld erd intenzitasat és az altala eldidézett alakvaltozas mértékét is.

1.3.1. A lagyacél szakitédiagramja

A vizsgalat sordn a probatest allando keresztmetszetil, terheletlen allapotban /; hosszusagu
szakaszanak A/ megnyulasat vizsgaljuk, amelyet a gép altal kifejtett N huzoer6 altal idéz elé. E
megnyulds mértéke ardnyos a mért szakasz [/, hosszdval és forditottan ardnyos annak
keresztmetszetével. A kisérleti eredmények 0Osszehasonlithatosdganak céljabol ezeket a
mennyiségeket fajlagositjuk, igy a huzderdt a probatest kezdeti S, keresztmetszetével elosztva az
egységnyi keresztmetszetre esé er6hoz jutunk, amelyet fesziiltségnek neveziink:

o=—, 1.1
3 (1.1)
a megnyulast pedig annak kezdeti hosszahoz viszonyitjuk, ami a fajlagos alakvaltozas:
&€= Al . (1.2)
ly

Esetiinkben, pontosabban, htizofesziiltségrol és fajlagos nyulasrol beszélhetiink.
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Eszrevehetjiikk, hogy a fesziiltség mértékegysége ugyanaz, mint a nyomdsé (mindkettd
egységnyi feliiletre esé erd), mértékét a Nemzetkozi Mértékegység-rendszerben pascalban kell

megadnunk (1Pa=1N/m’). E mértékegység hasznalata gyakorlati szempontbol kényelmetlen,
mert igen kicsi, éppen ezért gyakran taldlkozhatunk annak tobbszorosével (pl. 1 GPa =10’ Pa),

esetleg mas szarmaztatott SI-mértékegységekkel (pl. 1kN/mm’ =1GPa ).

A fajlagos alakvaltozas egy viszonyszam, két azonos fizikai jellegli mennyiség hanyadosa,
tehat mértékegység nélkiili szam. Mivel a fajlagos alakvaltozas a mérnoki gyakorlatban altaldban
nagyon kicsi, gyakran szdzalékban vagy ezrelékben fejezziik ki (%, %o ), vagy pedig pm/m -ben
adjuk meg.

A huzoderd és a megnyulas, illetve a huzodfesziiltség ¢s a fajlagos megnyulas kapcsolatat
grafikusan abrazolhatjuk. A kapott grafikon a huzo- vagy szakitodiagram.

A probatest anyagatol fiiggden e diagramok nagymértékben eltérhetnek egymastol. Példaként
tekintsiik az 1.1. abran lathato szakitddiagramot, amelynek formaja a kis széntartalmu lagyacélokra

jellemz6. E diagramon a kovetkezOkben felsorolt jellegzetes szakaszokat és pontokat fedezhetjiik
fel.

o A szakitédiagramnak van egy, az origobol kiinduldé egyenes szakasza (o - a). Ezen a
szakaszon a huzofesziiltség és a fajlagos nyulas kozott egyenes aranyossag all fenn:

9 _E=al (1.3)
£
Ezt az aranyossagi tényezot Young-modulusznak, rugalmassagi modulusznak vagy az anyag
merevségének nevezik. Mivel ¢ egy mértékegység (dimenzid) nélkiili szam, a Young-modulusz
mértékegysége azonos a fesziiltség mértékegységével. Ez a szam a kezdeti egyenes szakasz
meredekségének felel meg.
Az 1.3. megallapitas, a fesziiltség és a fajlagos alakvaltozas egyenes aranyossaga Hooke
torvénye, amelyet

oc=E-¢ (1.4)

formaban szokas felirni.

A Young-modulusz anyagjellemz0 mennyiség, de nem anyagallandd, mert példaul a
hémeérséklettdl is fiigg. Ha egy adott anyagbol tobb probatestet készitiink és az azonos koriilmények
kozott felvett huzddiagramokbol mindegyikre meghatarozzuk E értékét, akkor a statisztikai
szorason beliil kdzel azonos értékeket kapunk.

Ha a diagram e kezdeti egyenes szakaszan a huzoderdt fokozatosan megsziintetjiik, akkor a
probatest visszanyeri kezdeti hosszusagat ¢és alakjat. Azt fogjuk tapasztalni, hogy a tehermentesités
soran az E meredekségli egyenes mentén a grafikon ugyanazon pontjain keresztiil tériink vissza az
origbhoz, amelyeken a terhelés folyaman a masik iranyban is athaladtunk, tehat az acél ezen a
szakaszon linearisan rugalmas anyagként viselkedik.

e A nyljtoerd ndvekedésekor egy bizonyos fesziiltségen (a o, ardnyossagi hataron, az a

ponton) tul a kezdeti egyenes szakasz fokozatosan meggorbiil. Ha a probatestet nem nyujtjuk meg
tulsagosan, akkor a terhelés megsziintetésekor az tovabbra is visszanyeri kezdeti hosszusagat ¢s a
tehermentesités gorbéje ezen esetben is fedni fogja a terhelésgorbét. Az a - b tartomanyon az acél
tovabbra is rugalmas marad, azonban o és ¢ ardnya mar nem allando, kapcsolatukat tehat csak egy
nemlinearis egyenlettel irhatjuk le.

e A probatest megnyujtasanak fokozasaval rugalmatlan alakvaltozasok is meg fognak jelenni.
Ezek mértéke a kezdetben csekély, észrevétleniil jelennek meg, de a probatest megnyujtasanak
novekedésével egyiitt egyre nagyobbak lesznek. Ezeket a rugalmatlan alakvaltozasokat a
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tehermentesités utdn mérheté maradandé megnyulasként észleljiik, a tehermentesités gorbe ilyenkor
nem azonos a terhelésgorbével. A tehermentesités gorbéje egy egyenes szakasszal kozelithetd,
amelynek a d6lése azonos az origdbol kiinduld egyenes délésével, tehat az ekkor érvényes Young-
modulusz azonos a linearisan rugalmas szakasznak megfeleld értékkel. A tehermentesités soran az
acé¢l rugalmas anyagként viselkedik még akkor is, ha a terhelés soran maradando alakvaltozasokat is
szenvedett.

Mivel elég nehéz kimutatni azt a o, fesziiltségértéket (rugalmassagi hatart; a diagramon a b
pont jeloli), amelyt6l kezdve e rugalmatlan alakvaltozasok is megjelennek, egyezményesen az
anyagot rugalmasnak tekintjilk egészen addig, amig a maradand6 alakvaltozasok el nem érik a
0.02 % -os értéket. A o, rugalmassagi hatarnak tehat azt a fesziiltséget tekintjiik, amely a 0.02 % -
os maradand¢ fajlagos alakvaltozashoz vezet.

A lagyacel eseteben a o, rugalmassagi hatar kozel van o, ardnyossagi hatarhoz.

ol

O —==0 a valodi fesziiltség gorbeje

[
a fiktiv (latszolagos)
fesziiltség gorbéje
Gcsup
O, inf
o,
o,

tehermentesités

terhelés ‘/‘ f ujraterhelés

y

szakadasi
Y Y nyulas
maradandé rugalmas
nyulas nyualas
- J
Y
0sszes nyulas

1.1. dbra. A lagyacél szakitodiagramja

e A lagyacél probatestet a rugalmassagi hataron til terhelve a maradandé alakvaltozasok
egyre nagyobbak lesznek, de az anyag bizonyos mértékben ellendll az 6t érd terhelésnek. Ez az
ellenallas azonban egy adott fesziiltség elérése utan visszaesik, a szakitodiagram gorbéje pedig a ¢
ponttol kezdve hirtelen ereszkedik, majd kozel vizszintessé valik. A ¢ pont fesziiltség-koordinataja a
o fels6 folyashatar. A fels6 folyashataron tal a terhelés enyhe ndvekedésekor is nagy

e sup
megnyulast tapasztalhatunk, a probatest anyaga megfolyik. Az éallando terhelés mellett is nytlo
probatestek esetében a gorbe vizszintessé valik. A fesziiltségnek azon értéke, amely az anyag folyas
kozben kifejtett ellenallasat jelenti, a o, also folyashatar nevet viseli.

Nem minden anyag esetében létezik also és felsd folyashatar; sot, vannak olyan anyagok, ahol
nincs olyan tartomany, ahol az anyag egyértelmiien folyna (a szakitdodiagramnak nincs kozel
vizszintes szakasza). Ekkor a 0.2 % -os maradand6 alakvaltozasnak megfeleld o, fesziiltségértéket

nevezzik folyashatarnak. A fémek képlékeny alakitdsaban ennek a hatarértéknek fontos szerepe
van, ezért alakitasi szilardsdagnak is nevezik.
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A folyast megszakitd tehermentesités gorbéje is egy, a kezdeti linearisan rugalmas szakasszal
parhuzamos egyenessel kozelithetd.

A szakitédiagram a rugalmatlan alakvaltozast szenvedett anyag 0jboli megterhelésekor a
tehermentesitési gorbét fogja kovetni, tehat a tehermentesités és az Gijraterhelés alatt az rugalmasan
viselkedik. Azt mondjuk, hogy az anyag felkeményedik, ugyanis e folyamat alatt a folyashatara (és
az aranyossagi hatara is) feljebb tolodik. Ujraterheléskor az 1ij folyashatartél kezdve azonban az
anyag az eredeti szakitddiagramot fogja kovetni, mintha a tehermentesités nem is tortént volna meg.

o A lagyacél szakitddiagramja egy bizonyos ponttol kezdve megint emelkedni kezd, a d - e
tartomanyon az anyag keményedik. Mas, lagyulo anyagok esetében a diagram ereszkedni kezd.

e A kisérletileg rogzitett gérbe egy adott pontban eléri a maximumat majd onnan visszaesik
(az e - f'szakasz). Az ereszkedd szakaszon & ndvekedo értékeihez a o fesziiltség csokkend értékei
tartoznak, tehat a diagram alapjan gy tlinik, hogy a maximumon tul a probatest anyaga a terhelés
alatt ,,magatol” tonkremegy. A valosagban ez nem igy van, mert a probatest megnyulasat annak
elvékonyodasa, harantkontrakcioja koveti. Ez azt jelenti, hogy a fesziiltség 1.1. képletének
nevezdje, az S keresztmetszet nem allando, hanem fokozatosan csdkken. Ha ezt a csokkenést
figyelembe vessziik, akkor az észlelt gorbénket korrigalva a lagyacélok esetében egy folyamatosan
emelkedd szakitodiagramhoz jutunk (az 1.1. dbran ez a szaggatott vonallal megrajzolt valddi
fesziiltség-gorbe).

Az abran szerepld ,,fiktiv” és ,,valodi” fesziiltségek hatterében az a tény all, hogy a kisérletek
soran nem a fesziiltséget, hanem az erdt mérjikk. A fesziiltségeket egyezményesen az erének a
eredeti S, keresztmetszettel vald osztasaval szamitjuk ki, a valodi fesziiltségekhez a keresztmetszet
aktualis, valodi nagysagara lenne sziikségilink. Ennek meghatarozdsa azonban nem egyszert feladat
¢és az csak az igen nagy alakvaltozast szenvedett probatest esetében tér el jelentésebb mértékben a
kezdeti értektdl, igy kényelmesebb a fiktiv, mérndki fesziiltségek hasznalata.

A fesziiltségnek az e pontban mért legnagyobb értéke (amit az eredeti keresztmetszettel, az
1.1. képlettel szamitunk) jelenti a szakitoszilardsagot, amelyet a hazai szakirodalom tobbnyire o, -

rel jelol. Ez adja a huzoeré azon F =0, -S, hatarértékét, amely mar a probatest elszakadasahoz

vezet, ugyanis e ponton tovabbmenve a keresztmetszet csokkenése miatt a fesziiltség még allando
htzoerd esetén is novekedni fog.

e A szakitoproba utols6 fazisaban, az e ponton tul a probatest egy elére meg nem hatarozhato
helyen jelentésen elvékonyodik, majd a gorbe végét jelentd f pontban az elszakad. A tényleges
fesziiltség végsd, szakaddsi fesziiltségnek (masképpen kontrakcids fesziiltségnek) mondott
értékének (o, ) megfeleld legnagyobb maradand6 fajlagos nyulast szakaddasi nyulasnak nevezik. Ez
utdbbi mennyiség inkabb informativ, hiszen a probatest szakadashoz vezetd jelentds elvékonyodasa
csak egy rovidebb szakaszon jelenik meg €s raadasul az nem egyenletes, tehat szigorian véve az
1.2. képlet nem alkalmas a tényleges fajlagos nyulas kiszamitdsdhoz. Emiatt a szakitédiagram végso
szakaszan a o mellett az & koordinata meghatarozésa is bizonytalanna valik.

Az clébbi pontokat attekintvén a szakitdodiagramon a kisérlet alatt lejatszodo jelenségek
szerint tobb jellegzetes szakaszt kiillonboztethetiink meg:

o - b a rugalmas alakvaltozas szakasza;

b - ¢ a képlékeny alakvaltozasok megjelenése;
¢ - d a folyasi szakasz;

d - e a keményedési szakasz;

e - f'a kontrakcids szakasz.

Lid il
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A rugalmas alakvaltozasnak van egy ferde egyenes szakasszal jol kozelithetd, linedris része
(0 - a), a rugalmatlan alakvaltozasoknak pedig van egy vizszintes egyeneshez igazodo része (a ¢ - d
intervallumon beliil).

Szigortian véve a b - ¢ szakasz mar nem tartozik a rugalmas alakvaltozas szakaszdhoz a
maradand6 alakvaltozasok miatt, €s az nem tartozik a folyasi szakaszhoz sem, hiszen ekkor a kis
terhelésndvekedéshez tartozé nagy megnyulasokat (tényleges folyast) még nem észleljiik.

A legnagyobb atvett erének megfeleld e pontig a keresztmetszet elvékonyodasa egyenletes
(barmely keresztmetszeten azonos), ezért az o - e szakaszt az egyenletes nyulds szakaszanak
nevezik.

1.3.2. A lagyacél zomitédiagramja

A lagyacél zomitddiagramja a szakitodiagramjahoz igen sokban hasonlit. Egyezményesen a
nyomo igénybevételt negativ el6jellel latjuk el és a rovidiilést is negativnak tekintjiik. fgy a zomités
soran a o nyomofesziiltség és az ¢ fajlagos rovidiilés egyarant negativ mennyiségek (1.2. abra).

A vizsgalat alatt ugyanazokkal a jelenségekkel taldlkozunk, amelyeket a szakitodiagram
ismertetése soran felsoroltunk. A zOmités soran is azt tapasztalhatjuk, hogy a fesziiltség egy
bizonyos hatarértékéig az acél linedrisan rugalmas, majd a fesziiltség ¢és fajlagos alakvaltozas
kapcsolata nemlinedrissa valik. Egy adott ponton tul megjelennek a maradandoé alakvaltozasok is. A
lagyacél zomitédiagramjanak jellemzd pontjai koriilbeliil ugyanazokkal a koordinatakkal
rendelkeznek, mint a szakitddiagramé, egyediil az eldjelek kiillonboznek. A linedrisan rugalmas
szakaszon meghatarozhaté Young-modulusz megegyezik a szakitovizsgalat alatt meghatarozottal,
¢s a szamitasokban kiemelten fontos also folyashatar is mindkét esetben megegyezik. A folyt anyag
tehermentesitése és ujraterhelése most is a kezdeti linearis szakasszal parhuzamosan torténik.

a valodi fesziiltség gorbéje

a fiktiv (latszolagos) £
fesziiltség gorbéje

1.2. abra. A lagyacél zémitédiagramja

A lényeges kiilonbség a folyast kovetd keményedési szakasztol torténik: mivel a lagyacél igen
nagy kompresszios alakvaltozasokat tud atvenni (a probatest egész egyszerlien kilapul), hianyozni
fog az egyértelmi torést jelentd pont. A diagram végpontjat a kisérletben hasznalt nyomogép altal
kifejthetd legnagyobb er6 jelenti. A kontrakciés szakaszt egy dilataciés szakasszal
helyettesithetnénk, ez a keményedési szakasznak azt a részét jelentené, ahol a hordosodas (a
probatest, keresztmetszetének ndvekedése) mar jelentdssé valik. A keresztmetszet-novekedés miatt
a valddi fesziiltségek most kisebbek a latszolagosaknal.

11
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1.3.3. Az anyag jelleggorbéje és az anyagegyenlet

A szakité- és a zOmitodiagramot akdar egyetlen gorbeként egyesithetjik, ezt hizo-
nyomoégorbének vagy az anyag jelleggorbéjének (karakterisztikdjanak) nevezik. A gorbét leird
matematikai 0sszefliggés az anyagegyenlet.

A valodi jelleggorbét matematikailag leirni elég nehéz feladat lenne s az igy kapott
anyagegyenletet annak bonyolultsiga miatt koriilményes lenne a szamitasokban hasznalni. Eppen
ezért a jelleggorbét és a hozza 1116 anyagegyenletet valamilyen egyszersitett, idealizalt formaban
szoktak hasznalni.

Az 1.3. abran példaként harom egyszerisitett szakitddiagramot latunk.

| |

Oc sup

o,

/ Oc inf /

mv
mv

O, /

Y

& £

1.3. abra. Egyszeriisitett szakitodiagramok

Az 1.3.a. abran egy linearisan rugalmas ¢és egy szintén linearis képlékeny szakaszbol allo
jelleggorbét lathatunk. Feltételezziik, hogy a folyashatar alatt az anyag idealisan rugalmas, a
folyashatar elérésekor az anyag pedig idealisan képlékeny. Az anyag belsejében nem jelenhet meg a
folyashatar o, értékét meghalado fesziiltség. A megfelelé anyagegyenlet:

E-¢ migE-¢<o,,
- (1.5)

o,  ellenben.

Az 1.3.b. abran szintén egy idealisan rugalmas-idealisan képlékeny jelleggorbét latunk, egy
olyan anyagra, amely also ¢€s felso folyashatarral rendelkezik:

E-¢ migE-¢<o,,,, L6
o ellenben. (1.6)

cinf

Az 1.3.c. abra egy felkeményedd anyag egyszerlsitett jelleggorbéje: a folyashataron til e
gorbe tovabb is linearisan emelkedik, de ezen a szakaszon az anyag mar nem rugalmas. E masodik

12
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szakasz meredekségét egy E,, rugalmas-képlékeny (elaszto-plasztikus) modulusszal adhatjuk meg.
Ekkor az anyagegyenlet

E-¢ migE-¢<o,,

(1.7)

E
E-e, +E,-(¢6-¢,)=0, -(l—i}+E) -¢ ellenben.
c e c c E ep

Eszrevehetjiik, hogy ha ez utobbi egyenletben:

- E,, >0, akkor a jelleggdrbe emelkedik (az anyag keményedik);
- E, =0, ajelleggdrbe vizszintessé valik (az anyag megfolyik);
- E,, <0, akkor a jelleggdrbe ereszkedik (az anyag lagyul);

a masodik eset pedig az idealisan rugalmas-idealisan képlékeny anyagot irja le.

Huzasra és nyomasra azonosképpen viselkedd anyagok jelleggdrbéje az origdra nézve
szimmetrikus (1.4. abra).

A lagyacélt a folyashataron til megterhelve annak keményedését tapasztaltuk, a folyashatara
megemelkedett. Amennyiben a probatestet felvaltva, ciklikusan a folyashatart meghaladé huzdsnak
és nyomasnak tessziik ki, akkor azt tapasztaljuk, hogy a huzas és a zomités alatt meghatarozhat6
folyashatarok egylittesen valtoznak. Az egyik megvaltozasa maga utdn vonja a masik azonos
mértékll megvaltozasat is: ha abszolut értékben az egyik novekedik (megemelkedik), akkor abszolut
értékben a masik ugyanannyival fog csokkenni (ugyanolyan mértékben emelkedik meg). Ezt a
jelenséget Bauschinger-hatasnak nevezik.

1.4. abra. Egyszeriisitett huzo-nyomo diagram és a Bauschinger-hatas illusztralasa

1.3.4. A szakitasi diagram energetikai vonatkozasai

Amennyiben egy derékszogii koordinata-rendszer tengelyein bizonyos fizikai mennyiségeket,
,,dimenziokat” abrazolunk, akkor az ebben a rendszerben abrazolt idomok teriilete a két fizikai
mennyiség szorzatanak dimenzidjaval rendelkezik. Ha a szakitogorbét az F erd és a Al nyulas
(elmozdulas) koordinatakkal abrazolnank, a gorbe alatti teriiletnek mechanikai munka jellege lenne:
a probadarab megnyujtasakor elvégzett mechanikai munkat jelentené. o és ¢ fajlagositott
mennyiségek, a szorzatuk is fajlagositott mennyiséget jelent: az alakvaltozas soran az egységnyi

térfogaton (J/m’) elvégzett mechanikai munkat.
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Rugalmas alakvaltozaskor a tehermentesités gorbéje a terhelésgorbét fedi, a teljes terhelés-
tehermentesités ciklus alatt elvégzett munka nulla lesz. A terheléskor befektetett mechanikai munka
potencialis energia formajaban felhalmozodik a rugalmas testben, tehermentesitéskor pedig az teljes
egészében mechanikai munkava alakul vissza. Az ilyen rendszert a mechanikaban ,,konzervativnak”
nevezik.

A rugalmatlan alakvaltozasok megjelenését kovetd tehermentesités soran a gérbék mar nem
fedik egymast, az 1.1. dbran a satirozott teriiletet kapjuk. Ez a teriilet a rugalmatlan alakvaltozas
kovetkeztében, ho formajaban ,.elvesztett” fajlagos mechanikai munkat jelenti; a rugalmatlan
alakvaltozast szenvedett test ,,disszipativ”’ rendszerként viselkedik. A mechanikai munka hové valod
atalakulasat az anyag belsé surlodasanak tulajdonitjuk. Ezt a jelenséget tapasztalhatjuk példaul
akkor, amikor egy drotot ismételt hajlitgatassal szandékozunk eltorni: a drot fel fog melegedni.

Valojaban idealis, konzervativ rendszerek nincsenek, a terhelés és a tehermentesités gorbéi
nem fedik egymast (még a rugalmasnak tekintett szakaszon sem). Az, hogy valamely ¢,o
koordinataji pontbol a terhelés vagy a tehermentesités soran merre haladunk tovabb, attdl fligg,
hogy milyen Uton jutottunk el oda: ezt mechanikai ,hiszterézisnek” nevezziikk (a hiszterézis a
rendszerek azon tulajdonsaga, mely szerint a jovObeni allapotuk nem csak a jelenlegitdl, hanem a
multbelitdl is fligg).

A folyashatart meghalado ciklikus terhelésdiagram a Bauschinger-hatds miatt az 1.4. abran
lathatd hiszterézis-gorbéthez vezet. Az origbn atmend folytonos vonal a sziizgérbe, amely az
elézetesen képlékeny alakvaltozast nem szenvedett anyag terhelésgorbéje.

1.3.5. Egyéb anyagok jelleggorbéi

Az elobbiekben a lagyacél jelleggorbéjét tanulmanyoztuk, amely e jelleggérbék minden
jellegzetes pontjaval és szakaszaval rendelkezik. Azonban ha mas anyagokat tanulmanyozunk,
akkor megtorténhet, hogy a lagyacélétol erdsen eltéro jelleggdrbékhez jutunk.

Az 1.5. abran néhany jellegzetes huzodiagramot lathatunk. A keményacél diagramja a
kezdetben a lagyacéléhoz hasonlit, a két anyag Young-modulusza is kozel azonos. A lagyacélhoz
viszonyitva azonban a keményacél folyashatara sokkal fennebb van és azt tapasztalhatjuk, hogy a
keményacél kiilondsebb folyas nélkiil, a lagyacélhoz viszonyitva igen kis maradand6 alakvaltozas
mellett szakad el. A lagyacélbol készitett alkatrészek tonkremenetelét tehat nagy alakvaltozasok
megjelenése el6zi meg, mig a keményacélbol készitettek, bar nagyobb terhelést tudnak atvenni,
hirtelen mennek tonkre.

A torést megel6z6 rugalmatlan alakvaltozasok szempontjabol az anyagokat két kategoriaba
szokas sorolni: a szivos anyagok tonkremenetelét jelentds alakvaltozas elézi meg. Egyezményesen
egy anyagot szivosnak tekintliink, amennyiben a szakadasi nyulasa legalabb 5%. A rideg anyagok
tonkremenetele hirtelen torténik, csekélyebb sokszor észrevehetetlen alakvaltozasok utan, emiatt
szerkezeti anyagokként vald beépitésiiket keriilni kell. A rideg anyagok gyakran torékenyek, egy
nagyobb iités, egy repedés megjelenése vagy pedig egy fesziiltséggylijté hely létezése azok gyors
tonkremeneteléhez vezethet.

A bronz diagramjanak forméaja hasonlit a keményacélokéhoz, a bronz Young-modulusza
viszont az acélnak mintegy fele és igy a linearisan rugalmas szakasz délése enyhébb. Osszetételétol
fliggden a bronz lehet keményebb vagy lagyabb, ez utdbbi esetben a szakadas el6tt nagyobb
maradand6 megnyulast észlelhetiink.

Az 1.5. abran megtalalhatjuk az ontottvas huzodiagramjat is. Az Ontéttvas csak egy rovid
linedris szakasszal rendelkezik, szakitdsi diagramja hamar meggorbiil. A kezdeti linedrisan
rugalmas szakaszt egy eléggé hosszu nemlinedrisan rugalmas szakasz koveti. Ez a lefele gorbiild
karakterisztika azt jelenti, hogy a terhelés novekedésekor egy adott terhelés-ndovekedésre egyre
nagyobb megnyulds-novekedést észlelhetiink, az ilyen anyagot /dgyulonak nevezik. Az Ontottvas,
akarcsak a keményacél, kismértékii maradandé alakvaltozas utdn megy tonkre.
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Az 1.5. abran lathatunk egy felfele kunkorodo jelleggorbét is, a poliuretanét. Az eldbbivel
ellentétben ez a karakterisztika azt jelenti, hogy a terhelés novekedésekor egy adott terhelés-
novekedésre egyre kisebb megnyulas-ndvekedés jut. Az ilyen anyagot keményedonek nevezik.

A nemlinearis anyagok esetében a fesziiltség és az alakvaltozas kapcsolatat nemlinedris
egyenletek irjak le. Példaként emlithetd a gyakran alkalmazott Ramberg-Osgood anyagtorvény,
amely nemcsak a rugalmas anyagok leirasara hasznalhat6 és amelynek harom paramétere van:

g=%+1<-(%jn. (1.8)

Ebben az anyagtdrvényben az FE paraméter az igen kicsi alakvaltozasok esetében érvényes
rugalmassagi modulusz (tehat £ a jelleggdrbéhez az origéban hiizott érintd meredeksége), K és n
pedig két, kisérletileg meghatarozott paraméter.

A gumi jelleggdrbéje végig gorbiilt és annak egy inflexids pontja is van. A gumi a kezdetben
egy rovid lagyuld szakasszal rendelkezik amelyet egy igen hosszi keményedd szakasz kovet. A
gumi nagyon nagy alakvaltozasokat is elszenvedhet tonkremenetel, maradandé alakvaltozas nélkiil
¢és ilyenkor az ¢ feltételezett kicsinységébdl fakadod egyszeriisitéseket a szamitasainkban nem
alkalmazhatjuk, hiszen e fajlagos alakvaltozas 100% vagy annal tobb is lehet. Az ilyen, jelentés
rugalmas alakvaltozast mutaté anyagokat hiperelasztikusnak nevezziik és a szamitasukhoz az
altalanos szilardsagtanon tilmutat6 eljarasok sziikségesek.

keményacél

N lagyacél

] — Ontottvas
~—— bronz
poliuretan

gumi

1.5. abra. Kiilonbozo anyagok huzodiagramja

Az anyagok egy része huzasra €és nyomasra hasonloképpen viselkedik, mas anyagok,
kiilonosképpen a torékenyek, viszont nem. A legjelentésebb kiilonbség a szilardsag eltolodasaban
van: a nyomoszilardsag a szakitdszilardsag tobbszordse is lehet.

1.3.6. A kisérletek soran meghatarozott szilardsagi és alakithatdsagi jellemzok

Az anyag szilardsagat kutatd kisérletek soran nagyszdmu probat, példaul szakitoprobat
végzlink. Barhogyan is iparkodunk azonos koriilmények kozott mémi, a kiilonbdz6 probatestekre
kapott jellemz6k bizonyos mértékben kiilonbézni fognak egymastol. E kiilonb6zoség az alkalmazott
eljaras pontossagan beliil véletlenszeriien el6forduld értékekhez vezet, amelyeket valdsziniiségi
valtozoknak tekinthetiink. E véletlenszeri valtozasnak tobb forrasa is lehet, a méréshibak szokasos
eloszlasan tul tekintetbe kell venniink azt, hogy még a legszigoriibban ellenérzott gyartasi folyamat
soran is a kiilonféle koriilmények (példaul az dsszetétel) megengedett hatarok kozotti ingadozasaval
kell szamolnunk.

15



1. ALAPFOGALMAK

Felvetddik tehat az a kérdés, hogy ez esetben miképpen allapitsuk meg a szilardsagi jellemzdk
nominalis értékét, amelyekkel majd a szamitasokban dolgozhatunk. Ha étlagos értékeket fogadunk
el nominalisként, akkor a valdsagban az illetd valosziniiségi valtozo eloszlasatol fiiggen
fordulhatnak eld annal nagyobb vagy kisebb értékek, igy példaul normal-eloszlas szerint fele-fele
aranyban. Ha az anyag szilardsagat igy hataroznank meg, akkor 50%-os eséllyel méreteznénk alul a
tervezett szerkezetiinket, hiszen 50%-os valdsziniiséggel fordulhatnanak elé annal kisebb
szilardsaghi gyartmanyok. Eppen ezért ezeket az értékeket nem az atlagként adjuk meg, hanem
olyan hatarértékekként amelyeknél kedvezdtlenebbek csak bizonyos valoszintiséggel fordulnak eld.

crey

standardizalt folyashatart (o, R)) és szilardsagot (o, , R, ) rendelhetiink.

A szilardsagtani szamitasokban kiilonféle hatardllapotokra méreteziink. Ezen allapot lehet
példaul a rugalmatlan alakvaltozasok megjelenése vagy pedig a szerkezet torése, tehat amikor a
leginkabb igénybevett keresztmetszeten a fesziiltség eléri a folyashatart, illetve az anyag
szilardsagat. E szamitasokban a hatarallapothoz egy megengedhetd legnagyobb fesziiltség-értéket
rendeliink, amit o, -val jeloliink. Ez a megengedett fesziiltség, amelyet az illetd hatarallapotnak és

az igénybevételnek megfelelden egy-egy ¢ biztonsagi tényezovel allapitanak meg:
o, =—, (1.9)

ahol R az el6bbiekben tanulmanyozott hatarértékek (példaul folyashatar, szakitoszilardsag) egyike.
A megengedett fesziiltségek megallapitasanak modozata standardizalt, illetve standardizalt
anyagok esetén maguk a megengedett fesziiltségek is standardizalt értékek.

1.4. A geometriai nemlinearitds

A nemlinearis viselkedés masodik forrasa geometriai lehet. Tegyiik fel, hogy a test egy adott
pontjaban egy koncentralt erd hat és ennek kovetkeztében az deformalodik. Ha e deformacié miatt a
koncentralt erd tadmadaspontja elmozdul, akkor ez az elmozdulas kihatassal lesz az eldidézett
alakvaltozasra. Mindaddig, amig az alakvaltozdsok megfeleléen kicsik, addig a tamadaspont
elmozduldsa miatti hatdsok elhanyagolhatonak tekintheték. Ellenkezd esetben egy geometriai
nemlinearitast mutaté jelenséggel allunk szemben.

F

| T=F-cosa

1.6. abra. Geometriailag nemlinedris eset

Példaként vegyiink egy hajlékony vonalzot, amelynek az egyik végét az asztal lapjahoz
szoritjuk. Ha a masik végét a vonalzo lapjara merdleges iranyban megnyomjuk, akkor az lehajlik és
ennek kovetkeztében a nyomoderd merdlegessége megsziinik €s a timadaspontja is kdzelebb keriil a
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vonalz6 asztalhoz szoritott végéhez. Ennek kovetkeztében a vonalzora hatd erének a befogasnal
szamitott nyomatéka kisebb lesz, viszont tengely iranyu igénybevétel is jelentkezik (1.6. abra).

A miiszaki gyakorlatban azonban az alakvaltozasok rendszerint csekélyek és ekkor a
megoldando feladatok geometriailag linedrisnak tekinthetok: ilyen esetben az egyensulyi
egyenleteket a szerkezet eredeti, terheletlen alakjara irjuk fel. Ezt a kozelitést a megmerevités
elvének nevezik, a rea alapoz6 szamitasokat pedig elsorendiimek mond;jak.

Amennyiben ez az elv valamilyen megfontolas miatt elfogadhatatlan, akkor a szamitasokat az
alakvaltozasok figyelembe vételével kell elvégezzik. A mdsodrendii szamitasokban az egyensulyi
egyenleteket a szerkezet deformalt alakjara irjuk fel, azonban a fesziiltségek, fajlagos deformaciok
kiszamitasa tovabbra is a kis alakvaltozasok hipotézisének megfeleld relaciokkal torténik (az 1.1. és
1.2. formulakkal megadott ,,mérndki” képleteket hasznaljuk). Az elemi szilardsagtanban a rudak
kihajlasanak vizsgalata az egyediili olyan feladat, ami ilyen szamitasokat igényel.

A harmadrendii szamitasok mar nem tartoznak az elemi szilardsagtanhoz: ekkor a nagy, a
szerkezet méreteivel egybevethetd mértékii elmozdulasok, alakvaltozasok miatt az emlitett mérnoki
mennyiségek mar nem hasznalhatok és ekkor a rugalmassagtan keretein beliill megallapitott
bonyolultabb dsszefiiggésekhez kell folyamodnunk.

1.5. A szerkezet modellezése

A szilardsagtani szamitasok soran a tanulmanyozott szerkezetet modellezziik, azaz egy olyan
egyszerusitett ,,vazlatot” készitiink rola amely lehetévé teszi egy minél egyszertibb, de kelloképpen
pontos eredményekhez vezetd szamitasi eljaras alkalmazasat.

1.5.1. A geometriai modellezés

Az egyszerlsités elsé 1épése a geometriai modellezés. A szerkezeti elemeket geometriajuk
szerint harom kategoriaba soroljuk.

Az elsé kategéria az egydimenzios elemek osztilya. Valddi egydimenzids targyak a
természetben nincsenek, hiszen mindegyiknek van valamilyen térbeli kiterjedése, viszont egy
dimenzioval leirhatonak tekinthetink minden olyan szerkezeti elemet, amelynek valamelyik
iranyban mért kiterjedése joval nagyobb az illetd irdnyra merdleges méreteinél. Ilyen elemek a
kiilonféle egyenes vagy gorbe rudak, csovek, tengelyek, oszlopok, gerendak, vonorudak, kotelek,
kabelek és igy tovabb. Ezeket tehat kozépvonalukkal, tengelyiikkel adjuk meg (ez lehet egyenes, sik
vagy térbeli gérbe), az arra merdleges, esetenként allando vagy valtozo keresztmetszetiiket pedig
paraméterként, illetve e tengely mentén értelmezett fliggvényként irjuk le. Az elemi szilardsagtan
tobbnyire az ilyen egydimenzios elemekkel foglalkozik—ez a deformalhatdo testek
tanulmanyozasaban hasznalhaté lehetd legegyszeriibb geometriai modell. Az elemtipus
megnevezeésében szerepld egy dimenziot annak tengelye mentén értelmezziik, de ez a tengely lehet
egy haromdimenzios Descartes-féle koordinata-rendszerben leirhat6 vonal is.

A masodik kategoridba tartoznak a kétdimenzios elemek, ezeknek a kozépfeliiletiikre
merdlegesen mért vastagsaguk joval kisebb a masik két iranyban mérhet6 kiterjedésiiknél. Az ilyen
elemeket a kozépfeliiletiikkel adjuk meg (ez lehet sik vagy gorbiilt) és a vastagsaguk szerepel
paraméterként vagy fliggvényként. Ilyen elemek a kiilonféle lemezek, a tarcsak (ezek a
szilardsagtan szohasznalata szerint sik elemek) és a héjjak (ezek gorbiiltek), valamint a sik vagy
gorbiilt membranok (ahogyan az egy dimenzids elemek koziil a kabelek, kotelek hajlitassal
szemben kifejtett merevsége idealis esetben nulla, ugyanigy a kétdimenzids elemek koziil a
membranok hajlitassal szemben kifejtett ellenallasa is nulla). A kétdimenzids szerkezeti elemeket az
elemi szilardsagtan csupan néhany egyszeriibb esetben tudja targyalni, ezekkel specialis fejezetek
foglalkoznak.
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A harmadik kategéridba a haromdimenzios elemeket soroljuk, ezek kiterjedése mindharom
iranyban dsszemérhetd. Akarcsak az elobbi esetben, targyalasukhoz az elemi szilardsagtan altalaban
nem hasznalhato.

A szilardsagtanban (és nemcsak ott) szerepld mennyiségek egy része, igy az erd, a nyomaték,
az elmozdulas és az elfordulas, vektoridlis mennyiség, kozottiik kiillonféle vektorialis egyenleteket
irhatunk fel. Ezeket a mennyiségeket egy koordinata-rendszer tengelyeire esé vetiileteikkel adjuk
meg. Ha e koordinata-rendszer megvalasztasaban eléggé koriiltekintéek vagyunk, akkor
megtorténhet, hogy csak két vagy akar csak egy tengelyre esé vetiiletekkel kell dolgoznunk: ekkor a
megoldandé feladatot siknak, illetve egytengelyiinek nevezziik.

1.5.2. A kényszerek modellezése

Nemcsak a geometriat, hanem a szerkezeti elemek kozotti kapcsolatot, a kényszereket is
sematizaljuk, azokat is modellezniink kell.

A mechanikaban egy anyagi ponthoz harom szabadsdgfokot rendeliink. A szabadsagfok a
pont helyzetének leirasahoz sziikséges, egymastol fiiggetlen paraméterek szamat jelenti. Az anyagi
pont helyzetét harom koordinataval (helyzetvektoranak harom vetiiletével) tudjuk megadni.

Egy merev testnek hat szabadsagfoka van, mivel az elfordulasat is meg kell adnunk. A testhez
hozzarendelhetiink egy azzal egyiitt mozgd helyi koordinata-rendszert, ekkor a helyzetének,
elmozdulasanak leirasahoz sziikséges plusz harom szabadsagfok e helyi koordinata-rendszernek
elfordulasat irja le a rogzitettnek tekintett globalis koordinata-rendszerben.

s of

=

1.7. abra. A merev test hat szabadsagfoka

Az elfordulas — akarcsak az elmozdulds, — egy vektoridlis mennyiség. Az elfordulas-
vektornak a tartdegyenese (irdnyvonala) a test pillanatnyi forgastengelye, a vektor nagysaga az
elfordulds mértéke, iranyitasa (iranya) pedig a jobbkéz-szabalynak megfeleld (arra mutat amerre a
tartbegyenesen a megadott irdnyba forgatott csavaranya elmozdul). Az elfordulas-vektort (és a
nyomatékvektort is) néha kettés hegyi nyillal jelolik, hogy meg lehessen kiilonboztetni az
elmozdulas-vektortol (illetve az erOvektortdl). Nos, akarcsak az elmozdulas-vektornak, az
elfordulas-vektornak is vannak tengelyre esé vetiiletei és ez a harom vetiilet jelenti az tijjabb harom
szabadsagfokot.

Egy merev test pontjai egymashoz viszonyitva nem mozdulnak el, azonban ez a kijelentés egy
deformalhat6 test esetében mar nem igaz: az alakvaltozas, a test formajanak és/vagy alakjanak
megvaltozasat e pontok relativ elmozdulasa jelenti. Ha a deformalhat6 test mozgasat le szeretnénk
irni, akkor minden egyes pontjanak mozgasat le kellene irjuk és mivel hogy a testnek végtelen sok
pontja van, kovetkezésképpen végtelen sok szabadsagfoka is van. Végtelen mennyiségekkel
dolgozni nehéz, éppen ezért a deformalhaté test egyensulyanak vizsgalataban bizonyos
engedményeket tesziink: az illetd test (szerkezeti elem) szabadsagfokainak szamat azonképpen
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hatarozzuk meg, mintha az merev lenne, az alakvaltozast pedig rendszerint a testhez rendelt
koordinata-rendszerben hatarozzuk meg a lekotott szabadsagfokoknak megfelelden.

Az elmondottak alapjan a legegyszeriibb geometriaval rendelkezd, egydimenzids szerkezeti
elemek, mint példaul a rudak, végtelen sok szabadsagi fokkal rendelkeznek, azonban mi csak hat
szabadsagfokot rendeliink hozzajuk. Mi tobb, ha a feladat sik, akkor elegendd csak harom
szabadsagfokkal dolgoznunk, egytengelyli feladatoknal a szabadsagfokok szama pedig csupan egy
lesz. Ahhoz, hogy egy testet a térben rdgzitsiink, hat szabadsagfokat kell lekotniink (harom
elmozdulds, harom elfordulds), sikban pedig a lekotendd szabadsadgfokok szdma harom (két
elmozdulés, egy elfordulds). A lekotott szabadsagfokokat a rad tengelyének egy-egy pontjahoz
rendeljiik, ezek a pontok jelképezik a rad kényszereit, ezek a rad tamaszai. Az egy ponthoz rendelt
lekdtéseket a rogzitett szabadsagfokoknak megfeleléen nevezziik el €s abrazoljuk. Térbeli esetben,

mivel 6 szabadsagfokunk van, a lehetséges kombinaciok szdma 2° =64, sikban azonban csak 3
szabadsdgfokunk van és igy a lehetséges kombinaciok szama 2° =8.

j 1. (merev) befogas
3. cstiszka, tengelyiranya

Z; 2. (hengeres) csuklo
|
|

1 % 4. csuszka, tengelyre merdleges iranya

Hi %t: 5. csuszka

- | 6. (gorgds, egyszerli, sima) tdmasz, tengelyre merdleges iranyt
At . .
\\éb@ 7. (gorgds, egyszerl, sima) tamasz, tengelyiranyt

i - ( 8. szabad radvég

1.8. abra. Sik kényszerek, régzitetlen szabadsagfokok

Az egyszeriség kedvéért az 1.8. abran csak a sik esetet abrazoljuk, a lehetséges elmozdulasok
abrazolasaval és a kényszer megnevezésével. A nyolc kombinaci6 koziil a gyakorlatban a befogas, a
csukld és a 6. szammal jelolt tengelyre merdleges egyszerti tamasz fordul el6 a leggyakrabban. A
kényszereket ,,fokszamukkal” is jellemezhetjiik, amely a lekdtott szabadsagfokok szamat jelenti.
Sik esetben a legnagyobb fokszammal (harmadfoku) a befogas rendelkezik. A 8. szammal jelolt
szabad radvég mar nem is tartozik a kényszerek kozé, ezt csak a lehetséges kombinaciok teljessége
miatt abrazoltuk. E kényszereket, szabadsagfokokat a rud tengelyéhez igazitottuk, azonban 1éteznek
mas iranyl elmozdulast meggatolo ferde kényszerek is.

A kényszerek lehetnek idealisak, amelyek esetében a le nem kotott szabadsagfok iranyaban
torténd elmozdulés surlddasmentes és a lekotott szabadsagfokok iranyaban a megtamasztas teljesen
merev, illetve nem idealisak, amikor a szabad elmozdulast surlédasi erék korlatozzak, illetve a
lekotott szabadsagfokok iranyaban egy bizonyos rugalmas elmozdulds lehetséges (ez utobbiakat
rugalmas tamaszoknak nevezziik).
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A riad sikban torténd rogzitéséhez sziikséges kényszerek legalabb harom szabadsagfokot kell
lekdssenek. Az 1.8. abra tanulsaga szerint onmagaban erre csak a merev befogas képes, egyéb
esetekben a rudat tobbfajta megtamasztassal is el kell 1assuk.

A gyakorlatban el6forduld egyik legfontosabb eset a kéttamaszh tartd (1.9. dbra), ahol a két
tamasz kozill az egyik egyszerli, a masik pedig csuklds. E két tdmasz elhelyezése torténhet a
radvégeken, de barhol mashol is. A szabadon ,,10g6” végli rudakat konzolosnak nevezziik (az abran
az also két eset).

P

1.9. abra. Kettamaszu tartok

A kényszerek (tdmaszok) nem minden kombinacidja eredményez stabil szerkezetet.
Megvizsgalvan a lehetséges eseteket kijelenthetjiik, hogy a parhuzamos vagy egy pontban &sszefutd
hatasvonali tamaszok labilis szerkezetekhez vezetnek. Az 1.10. abra ilyen szerkezeteket abrazol,
ahol a megengedett elmozdulast, (pillanatnyi) elfordulast is megjeldltiik.

<8

1.10. abra. Labilis tartok

A rad (vagy barmely szerkezet) a rea hato terhelést a kényszereket megvaldsito
tamasztoszerkezeteken keresztiil adja at azoknak az elemeknek, amelyekre tdmaszkodik. Ez
utobbiak a hatas-ellenhatas alapjan az atadott erdvel vagy nyomatékkal azonos nagysagu, de
forditott irdnyu reakciderdkkel €s nyomatékokkal (kényszererdkkel) hatnak vissza az illet6 radra. A
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kényszer fokszdma a benne fellépd reakcid komponenseinek (erdk, nyomatékok vetiileteinek)
szamaval egyenld.

Ha a rid a terhelés és a reakciderdk hatdsa alatt nincs stabil egyenstlyban, akkor azt
labilisnak mondjuk: az ilyen szerkezetek mechanizmusnak tekinthetok.

Ha a rad stabil és a reakcider6k és nyomatékok a vetiileti egyensulyi egyenletekbdl
meghatarozhatok, akkor azt sztatikailag hatarozotmak (determinéltnak) nevezziik. Sik esetben
harom vetiileti egyenletet irhatunk fel. Ha a szoban forg6 sik a koordinata-rendszer xy sikja, akkor
ezek az er6k az x ¢és az y tengelyekre esé vetiileteinek, illetve az z tengely koriil forgatod
nyomatékok egyenstlyi egyenletei. Mivel harom egyenletet irhatunk fel, kdvetkezésképpen a
sztatikailag hatdrozott rddnak harom lekotott szabadsagfoka van, a reakciokat pedig a harom
egyenletbol allo egyenletrendszer megoldasaként kapjuk meg.

Ha a reakciokat az egyensulyi egyenletekb6l nem tudjuk meghatarozni, akkor a rudat (vagy
szerkezetet) sztatikailag hatarozatlannak nevezziik. Harom ilyen eset is lehetséges:

— amikor a felirhatd egyenletek, tehat a kényszerek altal lekotott szabadsagfokok szama
ugyan azonos az ismeretlenek szamaval, de az egyenletrendszernek nincs megoldasa (az
1.9. abran lathato labilis tartok);

— vagy, amikor a felirhatd egyenletek, lekotott szabadsagfokok szama tal kevés és egy
mechanizmusrol van sz6 (alulhatarozott rendszer: ekkor az egyenletrendszert kevesebb
egyenlet alkotja, mint ahany ismeretleniink van);

— illetve, amikor a felirhaté egyenletek, tehat a lekotott szabadsagfokok szama tul nagy (tobb
egyenletiink van, mint ismeretleniink). Az utobbi esetet szokas még tulhatarozottmak is
nevezni. A talhatarozott rendszerek reakcioit csak a rugalmas alakvaltozasok figyelembe
vételével lehet kiszamitani.

1.5.3. A terhelés modellezése

A szerkezeti elemet kiilonféle erdk terhelik, kdzvetleniil vagy pedig a vele kapcsolatban allo
egy¢éb szerkezeti elemeken keresztiil.

Az erbket altalaban kiilsé és belsé erkre osztjuk fel.

Kiilsé eréknek nevezziikk azokat, amelyek valamilyen kozvetlen kornyezeti hatdsnak
tulajdonithatok, mint amilyenek példaul a szerkezetre tamaszkodo alkatrészek altal atadott erdk, a
szerkezet sajat stlya (ezeket aktiv erdknek is nevezik) vagy a tamaszokban fellépd reakciderdk
(ezek passziv er6k, mivel a timaszban ébredd visszahato erdkrél van szo). A kiilsé er6k nemcsak a
test feliiletén hato, tehat feliileti er6k: azok lehetnek a test térfogataban hato térfogati erdk is, mint
példaul a test sulya és a mozgas soran megjelend tehetetlenségi erok is.

A belsd erék a szerkezetet alkotd elemek kozott fellépd erdk, illetve az elemek belsejében
hat6 er6k. Megjelenésiik valamilyen bels6 okra vezethetd vissza, mint példaul a szerkezeti elemek
kozott, az illesztésekben vagy kontaktfeliileteken atadott erdk, illetve példaul a terhelés vagy az
egyenetlen hétagulas altal eldidézett belsé fesziiltségek. Belsé erdkrél beszélink amikor egy
képzeletbeli metszésfeliileteken fellépo hatasokat tanulmanyozzuk: ugy tekintjiik, hogy ezen bels6
er6k a lemetszett rész altal atadott er6ket helyettesitik. A hatas-ellenhatas elve miatt a belsd erdk
mindig parban lépnek fel, tehat a metszésfeliilet vagy érintkezési felillet mindkét oldalan
megjelennek, azonos nagysaggal, de ellentétes irannyal.

Az er vektorialis mennyiség. A merev test mechanikajaban az erévektor szabad (masképpen
mondva a tartoegyeneséhez kotott), mert az a tartoegyenesén szabadon elcsusztathatd anélkiil, hogy
az illetd testre kifejtett hatdsa megvaltozna. A szilard test mechanikdjaban ez nem igy van, az
erovektor kérort, amely a tdmadaspontjaban hat a testre. Vegyiink egy példat: ha egy rud
tengelyében, annak egyik végén hatd huzoerdt atkoltoztetnénk a rad masik végére, akkor ugyanaz
az erd példaul a rid 6sszenyomasat és nem annak huzasat eredményezné.
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A definicidja szerint az erdé a tamadaspontjaban hat, a tdmadaspont pedig egy kiterjedés
nélkiili objektum. Ennek kovetkeztében a vektorként felfogott eré nyilvan egy idealizalas kell
legyen, hiszen a testek valodi kiterjedésiik folytan kisebb-nagyobb kozos feliileteken keresztiil
érintkeznek hatnak egymasra, mivel még a legjobban kihegyezett tii csiicsanak is véges méretei
vannak (nagyon kicsi, de van kiterjedése). Az ilyen, vektorként leirt terhelést a szilardsagtanban
koncentralt erének nevezzik és akkor alkalmazzuk, amikor a szerkezeti elemet ér6 hatas csak egy
kis feliiletre korlatozodik.

A valodi eréhatasok tehat kisebb-nagyobb feliileten érik a vizsgalt szerkezeti elemet, és ha
ezeket nem modellezhetjiik koncentralt eréként, akkor megoszio erdkrdl beszéliink. A feliileten
megoszIlo erd nem mas, mint a test felszinére gyakorolt nyomas, mértékegysége pedig a nyomas

mértékegysége, amit azonban inkdbb eré/feliilet (példdul N/m’) formédban szoktak megadni.
Megjegyzendd, hogy a hidrosztatikai nyomastol eltéréen a feliileten megoszlo eré nem feltétleniil
merdleges az illetd feliiletre.

A megoszl6 erdnek van egy idealizalt, egyszerusitett valtozata: a vonal mentén megoszIo ero.
Ezt akkor hasznaljuk, amikor a test feliilletét eré hatds egy vonal kozvetlen kornyékére
koncentralodik, vagy amikor a tanulmanyozott elem valdédi geometridjat annak kozépvonalaval
helyettesitettiik, tehat azt egy dimenzios elemként modellezziikk. A vonal mentén megoszld erd
nagysagat er6/hosszusag, N/ m mértékegységekben adjuk meg.

Az eddigiekben olyan erdkr6l beszéltiink, amelyek a szerkezeti elemet feliiletére hatnak.
Ezeket feliileti eréknek nevezziik. Vannak olyan er6k amelyek a test térfogataban hatnak, ilyenek
példaul a gravitacios erd és a tehetetlenségi erd. Ezeket térfogategységre es6 intenzitasukkal adjuk

meg, példaul N/m’-ben. Ezek a térfogaton megoszIé erdk, vagy roviden, térfogati erdk. Akarcsak
a feliileti er6k esetében ez esetben is megengedhetiink néhany egyszerisitést: az egydimenzids
elemekre hato térfogati erdket vonal mentén eloszld erdkkel, a kétdimenzids elemekre hatokat pedig
a kozépfeliileten megoszlo erokkel helyettesithetjiik. Ha példaul adott egy allando keresztmetszet(i
¢és anyagl rad G sulya és L hossza, akkor azt egy p =G/ L vonal mentén (a rad tengelye mentén)
megoszlo erével helyettesithetjiik.

Amikor a vizsgalt szerkezeti elem terhelését egy vele kapcsolatban levé masik szerkezeti
elem idézi eld, megtorténhet, hogy a tulajdonképpeni hatast jelentd megoszld erdk ereddjét (ami
koncentralt terhelést jelent) és azok eredd forgatonyomatékat lesz konnyebb szamitasba venni. A
hatast ekkor a koncentralt er6 mellett egy koncentralt nyomaték, mint idealizalt terhelés-tipus
jelenti. E nyomatékrol tudjuk, hogy vektoridlis mennyiség. A szilard test mechanikdjaban ez sem
szabad vektor, a timadaspontjaban hat.

Bizonyos esetekben, példaul peremiik mentén befogott héjak vagy tarcsak esetében beszéliink
vonal mentén megoszIo nyomatékrdl is (ezek mértékegysége N-m/m).

A rudak esetében el6forduld gyakoribb terhelésformak az 1.11. abran lathatok. A vonal
mentén megoszlo erd intenzitasat egy p(x) fliggvénnyel irjuk le. A gyakorlatban eldfordulod esetek
tobbségében egyenletesen megoszlo (a rad tengelye mentén allandod intenzitasu), illetve linearisan
megoszld (a tengely mentén egyenletesen valtozo intenzitastl) erdkkel talalkozhatunk. Az
egyenletesen megoszlo erd diagramja egy téglalap, a legegyszertibb linearisan megoszlo erd
diagramja pedig egy haromszog. E ketté kombinacidjaval bonyolultabb diagramokat is alkothatunk.

A terhelést jelentd er6k idoben valtozhatnak. Az idében allandé terhelést, igénybevételt vagy
er6t dllandonak (permanensnek) nevezziik: ez alatt azt értjiik, hogy a szerkezet teljes élettartama
alatt gyakorlatilag alland6 intenzitassal, allandéan hatnak. Ilyen példaul egy allo szerkezet sajat
sulya. Az dsszes olyan terhelést, ami nem allandd, esetlegesnek nevezziik.

Az id6ben igen lassan valtozo, tehat elhanyagolhato mértékii tehetetlenségi erdket el6idézo
hatasokat sztatikusnak (vagy statikusnak) nevezziik.

Az allando intenzitasu tehetetlenségi erdket staciondriusnak nevezziik. Ezek idében allando
gyorsulassal mozgd testekben 1épnek fel, mint példaul gyorsan forgo alkatrészekben. Ez esetben a
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tanulmanyozott test mar gyors mozgasban van ugyan, de a red hat6 terhelés legfennebb csak lassan
valtozik.

A 4 YYVVYVVYVY,
777
YYVVVVVVYVYNVYY
vvvvvvi\Z YYVYVYYVY f
777 ’ 777

1.11. abra. Egyenletesen és linedrisan megoszIo terhelés, valamint
azok kombinalt esetei

A ténylegesen ¢€s 1ényegesen valtozd erék mar ,,igazi” dinamikus terhelést jelentenek, amikor
is a jelenség tanulmanyozasakor a tehetetlenséget nem hagyhatjuk figyelmen kiviil. A sziikebb
értelemben vett szilardsagtan ezekkel az erdkkel nem foglalkozik, ez mar a lengéstan témakdréhez
tartozik. A teljesség kedvéért elmondhato, hogy ezek az erdk lehetnek igen gyors lefolyasu iitések
(sokkszerii igénybevételek), valamint lassubb lefolyasu ciklikus és nem ciklikus terhelések.

1.5.4. A szerkezet anyagdnak modellezése

Az el6zdek alapjan kitlinik, hogy az anyag viselkedését leird karakterisztikus gorbét egészen
pontosan csak bonyolult képletekkel lehetne leirni, s azok hasznalata igen kényelmetlen lenne. Az
egyszerlsités tehat sziikségessé valik, foleg azon gyakorlati esetekben ahol a karakterisztikus
gorbének amugy is csak egy részén dolgoznank. Ezek az egyszeriisitések végso soron azt jelentik,
hogy egy olyan anyagmodellt dolgozunk ki a 1étez6, valodi anyag viselkedésének alapjan, amely ez
utobbit megfelelé pontossaggal kozeliti, legalabbis a szamitasba vett fesziiltségi-alakvaltozasi
tartomanyon beliil.

Az elemi szilardsagtanban altalaban elfogadjuk azt, hogy az anyag linearisan rugalmas és csak
kis mértékii alakvaltozasokat szenved. Néhany feladatban azonban a rugalmatlan alakvaltozéssal is
szamolni kell, ekkor az 1.3. abran lathato egyszerUsitett jelleggérbékkel is dolgozhatunk.

1.6. Az elemi szilardsagtan altaldnos érvényii egyszeriisité hipotézisei

A szilardsagtanban haromfajta 6sszefiiggést irunk fel:

— egyensulyi egyenleteket, amelyeket sztatikai ismeretek alapjan irunk fel és sztatikai
egyenleteknek is neveziink. Masképpen ugy is mondjuk, hogy ezek az egyenletek a
megoldando feladat sztatikai aspektusat irjak le.

— geometriai egyenleteket, amelyek az alakvaltozasok és az elmozdulasok kozotti mértani
Osszefiiggések alapjan felirt egyenletek. Ezek a feladat geometriai aspektusat adjak.
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— anyagegyenletek, amelyek az anyag fizikai (tulajdonképpen mechanikai) tulajdonsagait
tikrozik és ezért fizikai egyenleteknek is nevezik, s a feladat fizikai aspektusat ontik
matematikai formaba.

Az elobbi fejezetben lathattuk, hogy a szamitasok egyszerlisitése végett a szilardsagtanban
tobbféle egyszeriisitést, feltételezést (hipotézist) is bevezetiink. Ezen feltételezések a fenti
egyenletek egyszerisitését jelentik, mibenlétiik pedig az éppen megoldand6 feladat sajatossagaitol
fligg. Létezik azonban néhdny olyan feltevés is, amelyek az elemi szilardsagtanban altalanos
érvényll. Ezek a kovetkezok:

— a sztatikai aspektust tekintvén: a terhelés allando vagy pedig az olyan lassan valtozik, hogy
a tehetetlenségi erok elhanyagolhatok (a terhelés tehat kvazisztatikus);

— a geometriai aspektus egyszerisitése: az alakvaltozasok kicsinyek, s éppen ezért
alkalmazhat6 a geometriai linearitas hipotézise;

— a testet alkotd szerkezeti elemek anyaga homogén, izotrop, linedrisan rugalmas és
folytonos, terheletlen allapotban fesziiltségmentes.

Az izotropia a szilardsagtani tulajdonsadgokra vonatkozik: az izotrop anyagok tulajdonsagai
nem iranyfliggék, tehat barmilyen iranyban is mérjiik azokat, ugyanazt a mennyiséget kapjuk. Nem
izotrop (vagyis anizotrop) anyagra példa a fa, amely szaliranyban konnyen hasad, de a szalakra
mer6legesen nehezebben vaghatd. Anizotrop anyagok a szal- vagy szoveterOsitésii kompozit
(Osszetett) anyagok is.

Ezen 0sszefiiggések szerint a megoldando feladat minden szempontbdl linearis, s emiatt
barmilyen esetben alkalmazhaté az egymdsrahalmozds, masképpen a szuperpozicio elve: ha egy
linearis rendszer A4 gerjesztésre adott valasza a, B gerjesztésre pedig b, akkor a k,-A+k,-B

gerjesztésre az a k, -a+k, b valaszt fogja adni. Példazhatjuk is: a gerjesztésen a terhelést értjiik, a

valaszon pedig a szerkezet valamely pontjanak elmozdulasat.
Az altalanos érvényli hipotézisek mellett tobb olyan is 1étezik, amelyeket csak egy-egy
bizonyos fajta feladat megoldasanal alkalmazhatunk. Ezekrél a késdbbiekben lesz szo.
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2. IGENYBEVETELI ABRAK
2.1. Keresztmetszeti igénybevételek

Tekintsiink egy tetszOleges testet, amely a red hato erdk alatt egyenstlyi allapotban van. Ezek
az erok jelentik ugy az aktiv terhelést, mint a passziv reakciderdket is, amelyek a test rogzitésére
szolgalo kényszerekben, timaszokban 1épnek fel (a 2.1. dbra bal oldalan).

Az egyensuly feltételei sztatikdbol ismertek: a testre hatd erdk ereddje, valamint azok eredd
forgatonyomatéka zérus kell legyen. Az abra jeloléseivel tehat

S F=0, M, =0, 2.1)
i=1 i=1

ahol M, az F, erd valamely pontra, polusra vonatkoztatott nyomatékat jelenti (az Osszegben

minden egyes nyomaték ugyanarra a polusra vonatkozik).
A mémdki gyakorlatban azonban eléggé nehéz lenne az ilyen altalanos, vektorialis formulakat
hasznalni, kdnnyebb dolgunk van, ha az er6k, nyomatékok vetiileteivel dolgozunk:

Zn:ExZO’ i:Ey:O’ i:EzZO’

i=1 i=1 i=1
M, =0, YM, =0, Y, =0,
i=l1 i=1 i=1

ahol az x, y ¢és z indexek az F, erd, illetve az M, nyomaték valamely tetszélegesen

2.2)

megvalasztott koordinata-rendszer tengelyeire eso vetiileteit jelolik.

F;

F,

2.1. dabra. A keresztmetszeten ébredd igénybevételek

Tegyiik fel, hogy ezt a testet egy tetszoleges S sikkal elmetszettiik, amely azt két részre, az 4
¢s a B darabokra osztja. Ahhoz, hogy a két rész egyenstlya tovabbra is fennalljon, a
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metszésfeliileten egy-egy olyan erd és nyomaték jelenlétét kell feltételezniink, amelyek az illetd
részre hato terheléssel vannak egyenstlyban:

F,+Y F =0, M,+> M, =0,
A A

2.3
F,+) F =0, M,+) M, =0, 23)
B B

ahol az 0sszegzés csak az illetd részen hato erdkre €s azok nyomatékara vonatkozik. Ezeket az
eroket és nyomatékokat a keresztmetszet G geometriai kozéppontjaba szoktuk helyezni, és akarcsak
a terhelést, vetiiletekre szoktuk bontani. A fenti négy vektorialis egyenlet 12 skalaris vetiileti
egyenletre bonthato fel.

Ez utébbi egyenletekbdl konnyen belathatjuk (ha az Osszegeket atvissziik az egyenldségjel
jobb oldalara), hogy a keresztmetszeten fellépd er6 és nyomaték nem mas, mint az illetd részre hato
terhelés ereddjének, illetve ered6 nyomatékanak ellentettje. Mi tobb, mivel a két rész is
egyensulyban volt egymassal miel6tt a testet elmetszettiik volna, a metszésfeliilet két oldalan hatd
ered6 erdkre és nyomatékokra azt kapjuk, hogy azok egymas ellentettei (hatas - ellenhatas):

F,+F,=0, M,+M,=0. (2.4)

Ezt egyébként konnyen be is bizonyithatjuk, ha a 2.3. egyenletek koziil az erdkre és a
nyomatékokra vonatkozokat kiilon-kiilon dsszegezziik. A 2.1. értelmében a terhelést jelentd erdk €s
nyomatékok 0sszege zérus, mivel a test egyensulyban volt, tehat végsé soron a 2.4. egyenleteknek
is fenn kell allniuk.

A keresztmetszeten haté F eré és M nyomaték tehat végso soron a terhelésbdl ered és azok
az illet6 keresztmetszet igénybevételét jelentik. A feliileten tdmadod erdk hatdsa az anyag
részecskéin keresztiil tevodik at az illetd keresztmetszetre.

Amennyiben nem egy tetszéleges testrdl, hanem egy rudrél beszéliink, akkor az emlitett
koordinata-rendszert nem tetszélegesen vessziik fel, hanem valamilyen egyezményhez igazodunk.
Sajnos ez az egyezmény szerzénként mas €s mas, azonban mégis van benniik egy k6zos vonas: az
x koordinatat a rud tengelyében mérjiikk (az x tengely tehat a rad tengelye, ami a keresztmetszet
geometriai kdzéppontjan megy keresztiil), az egyik tengely fiiggéleges, a masik pedig vizszintes.

V4

y Vy

2.2. dabra. A rud és valamely metszetének koordindta-rendszere

Tekintsiik hat az y tengelyt fiiggélegesnek, a z -t pedig vizszintesnek. A fiigg6leges tengely
rendszerint lefele mutat: ezt az indokolja, hogy a terhelés jelentds része a gravitaciobol szarmazik, s
emiatt kényelmesebb a lefele mutato iranyt pozitivnak tekinteni.

A gyakorlatban hasznalt koordinata-rendszer jobbsodrasu, ami azt jelenti, hogy a tengelyek a
2.2. é4bran lathat6 modon allnak. Ha valamelyik tengely iranyat megvaltoztatjuk, akkor egy
balsodrasu, tiikérkép koordinata-rendszert kapunk.
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Ahhoz, hogy elkertiljiik a negativ x koordinatdk hasznalatat, célszerli a rendszer origdjat a
rud baloldali végén felvenni.

Ha a rad tengelyre merdleges keresztmetszetét szeretnénk abrazolni, akkor bal oldali
nézetként rajzoljuk meg azt: ekkor az x tengely az dbra sikjara merdleges és lefele mutat (tehat az
x tengely negativ ,,vége” feldl nézziik azt).

A rad tengelyeire esé vetliletek, igénybevételek specialis megnevezést és jeldlést kapnak:

— a keresztmetszeten hato er6nek a rad tengelyére esd, tehat az illet6 keresztmetszetre
merdleges vetiiletét tengely iranyu (huzé vagy nyomo) igénybevételnek, normalerdnek
vagy axialis erének nevezziik és N -nel jeloljiik;

— a metszet sikjaba esO vetiiletek a nyir6 igénybevételt, tangencialis eréket, nyirderdket
jelentik. Mivel két nyirderdnk is van, mert a két tengelyre es¢ vetiilettel dolgozunk,
jelolésiik utal az illetd iranyra: T, és T ;

—a rud tengelye koriil forgatd nyomaték a csavaronyomaték, amit M, -vel jeloliink és
csavaro igénybevételt okoz. A ,.,f” index itt a csavarasra utal, aminek idegen eredetli neve
torzio;

— a masik két tengely koriil forgatéo nyomaték-Osszetevo a két hajlitonyomaték, M és M_,
amelyek hajlité igénybevételt okoznak.

Ezeket a vetiileteket skalaris mennyiségekként kezeljiik, habar tulajdonképpen azok is
vektorok. Mivel tartéegyenesiik rogzitett (egy-egy koordinata-tengelyrél van szd) a nagysagukon
kiviil elegendd az iranyukat megadni valamilyen modon. A mechanikaban a vetiilet pozitiv értéke
azt jelenti, hogy a vetiiletvektor irdnya a tengely iranyaval azonos. A szilardsagtanban ez masként
van, az egyezményes pozitiv iranyokat a 2.3. abra mutatja:

— a pozitiv nagysagi N tengely iranyl er6 a rudat megnyujtani igyekezik;

—a pozitiv 7, nyiréer§ a lemetszett részt a z tengely koriili pozitiv iranyban forgatja. A
pozitiv 7, nyirderd az y tengely koriili pozitiv irdnyban forgat;

— a pozitiv M hajlitobnyomaték a rad also felét igyekszik megnyujtani, tehat a gorbiilt rad
dombort oldala alul, a homort oldala pedig feliil lesz. A bal oldalon pozitiv, a jobb oldalon
negativ iranyban forgat. A pozitiv M nyomatek is bal oldalon pozitiv, a jobb oldalon
pedig negativ irdnyban forgat, de az y tengely koriil;

— a pozitiv csavaronyomaték a bal oldalon pozitiv iranyban, a jobb oldalon pedig negativ
iranyban forgat.

y

2.3. dbra. A keresztmetszeti igénybevételek egyezményes pozitiv iranya

A metszésfeliileten hatd erdk természetesen a test elmetszése el6tt is az illetd feliileten, a test
belsejében hatottak, persze nem koncentralt er6ként, hanem az adott keresztmetszeten megoszlo
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fesziiltségként. Az F rezultans erd ezen fesziiltség (megoszlo erdk) ereddje, mig az M rezultans
nyomaték azoknak a keresztmetszet geometriai kdzéppontjara vonatkoztatott eredd nyomatéka.
Akarcsak az eredd er6t, ugy a fesziiltséget is levetithetjiik:

— a tengelyekre: a keresztmetszetre merdleges (tehat tengely) iranyt fesziiltség a mar ismert
o, normalfesziiltség, ahol az index a normalis irdnyara utal;

—>mig a keresztmetszet sikjaba es6, y ¢és z irdnyu Osszetevék a 7, illetve a 7

¥x 2

tangencialis, masképpen nyirofesziiltség. A nyirofesziiltség ketts indexébol az elsd betil a
fesziiltség iranyat, a masodik a normalis iranyat jeloli.

A fesziiltségek ¢és a keresztmetszeti igénybevételek kapcsolatdit a 2.4. abra alapjan
magyarazhatjuk: elfogadhatjuk azt, hogy a megjelolt d4 feliiletelem annyira kicsiny, hogy azon a
fesziiltség gyakorlatilag nem valtozik. A fesziiltség ott érvényes allando értékének é€s a feliiletelem
nagysaganak a szorzata egy elemi er6t eredményez:

dN=0,-d4, dT, =7, -d4, dT,=7_-d4. (2.5)

2.4. abra. A keresztmetszeten hato fesziiltségek
Az abran a fesziiltségek a megfeleld igénybevétel pozitiv irdnyanak felelnek meg, a tekintett
bal oldali keresztmetszeten. Ezeket az elemi erdket a keresztmetszet teljes egészén sszegezvén az

igénybevételekhez jutunk. Mivel ez az Osszegzés folytonos (tehat nem diszkrét) valtozonak egy
tartomanyon szamitott 6sszegét jelenti, a kovetkez6 integralok kiszamitasarol van szo:

N=[dN={o,-d4,
A4 A

T, =[dT, = [z, -d4, (2.6)
A A

T.=[dr =z -dd4.
A4 A

A 2.5. képletekkel kiszamitott elemi er6k nyomatéka a kovetkezoképpen irhaté fel:
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dM,=dT.-y+dTl,-z=7_-d4d-y+7, -d4d -z,
dM =-dN-z=-0,-d4z, 2.7)
dM.=dN-y=0,-d4-y,

amelyek integralasa a csavard és a hajlitonyomatékokhoz vezet:

=[dM, = [@T-y+dT,-2)= [z, -y +7,.-2) d4,
4 4

A

My:de},:—de-F—jax-sz, 2.8)
A A A

M. =[dM. =[dN-y=[o,-ydd.
A A A

Ezen keresztmetszeti igénybevételeket felirhatjuk a vetiileti egyensulyi egyenletekbdl is,
ekkor a 2.3. egyenleteket valamelyik lemetszett részre irjuk fel:

N=Z(iE~x>=Z<iEX>,
T, =Y (*F =Z( W) L= (F) =2 (*F,

A A B (2'9)
M, =Z(_M,-x) =Y (M),

M, =Y (M, )=D.(M,), M_ =Y (xM,)=D (M)

A 2.9. relaciok hasznalatakor oda kell figyelniink arra, hogy az egyenletekben az erdk és a
nyomatékok vetiileteinek pozitiv irdnya a mechanikdban hasznalt egyezményes iranyoknak felel
meg, mig a keresztmetszeti igénybevételeké a szilardsagtanban hasznalt egyezményeknek kell
megfeleljen: a ,,+” szimbolum az eldjelek sziikséges egyeztetését jelképezi.

2.2. Az egyenes tartok esete

2.2.1. A reakciderdk kiszamitasa
Az egyszeriség kedvéért foglakozzunk csak a sik esettel: azzal, amikor az xy sikban

dolgozunk (tehat a lap sikjaban az xy koordinata-sik van, a z tengely pedig a lapra merdleges és
befele mutat) Ekkor a kiszamitasra keriild mennyiségek az N tengely ire’myli igénybevétel aT,

17, o

csavaronyomatek.

A szamitasok elvégzéséhez ismerniink kell a radra haté terhelést: ez nemcsak az eldirt aktiv
terhelder6kbol all, hanem ide tartoznak az ismeretlen reakciderdk is. Els6 1épésként tehat a
reakcideroket kell kiszamitanunk. Itt két lehetoség van: a sztatikailag hatarozott rudak esetében
annyi fiiggetlen egyensulyi egyenletet tudunk felirni, ahdny ismeretlen reakcideronk van (ezért
,hatarozott” a rud), ellenkezd esetben valamilyen egyéb eljarashoz kell folyamodjunk, mert tobb
ismeretleniink van, mint egyenletiink. A nem hatarozott esetben a reakcider6k kiszamitasahoz a rud
rugalmas alakvaltozasat is figyelembe kell vegyiik, ezzel pedig egy késobbi fejezet fog foglalkozni.

Egyelére maradunk tehat a sztatikailag determinalt rudaknal: ekkor a felirhaté egyensulyi
egyenletek az erdk vetiileteire vonatkoz6 egyenletek (sik esetben két ilyen van), valamint a
valamely pontra vonatkoztatott nyomatékok egyenstlyi egyenletei. Ez utdbbibol tdbbet is
felirhatunk, de sik esetben Osszesen harom (a csavart rudak esetében négy) fiiggetlen egyenletiink
lehet, a tovabbi egyenleteket legfennebb a kiszamitott eredmények ellendrzésére hasznalhatjuk fel.
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Lassunk néhany példat.
D ,
H, $ / H, L

B

\
A B
A

A
y

A
/
A

2.5. abra. Koncentralt erovel terhelt rud reakcioerdi

2.1. példa. Merdleges koncentralt erdvel terhelt kéttamaszu tarto reakcioi

A 2.5. 4bran lathaté kéttdmaszi rudat egy koncentralt erd terheli. A koncentralt erd egy
kelloképpen kis kiterjedésii tartomanyon megoszlo erd, amelyet az ereddjével helyettesitjilk. A
valdédi rad szamitasokban hasznalt modellje azt feltételezi, hogy a koncentralt erd, iranyatol
fiiggetleniil, a rud tengelyének egy bizonyos pontjaban hat, példankban a tengely tartalmazo
fliggbleges sikban: ez érvényes Ugy az aktiv terhelderére, mint a pontszeriinek tekintett
tamaszokban fellépo reakciderdkre is.

A kéttamaszua rudak esetében a kdvetkez6képpen jarhatunk el:

— felirjuk a vizszintes vetiiletek egyensulyi egyenletét. Az egyensulyi egyenlet algebrai, azaz
a vetiileteket eldjellel kell ellatnunk: példaul pozitivnak tekinthetink minden olyan
vizszintes erdt, amely az x tengely pozitiv irinyaba mutat. Az egyetlen vizszintes er6 az A
pontban (csukloban) fellépé ismeretlen reakciderd vizszintes vetiilete, tehat:

YFE =0 = H,=0; (2.10)

— felirjuk a fiiggoleges vetiiletek egyensulyi egyenletét, mely egyenletben két ismeretlen is
megjelenik, tehat ez az egyenlet onmagaban nem lesz elegendé azok meghatarozasahoz.
Legyen példaul a lefele (az y tengely pozitiv irdnyaba) mutat6 erd pozitiv, ekkor:

YFE =0 = F-V,-V,=0; (2.11)

— felirjuk az erdk A4 pontra vonatkoztatott nyomatékanak egyensulyi egyenletét. Ez az
egyenlet is algebrai, tehat valamilyen eldjel-szabalyt kell feladllitanunk. Legyen az
Oramutatd jarasadval megegyezd (a z tengely koriili pozitiv) irdnyban forgatdé nyomaték
pozitiv, ekkor:

M. ,=0 = a-F-1V,=0 = VB=F~%; (2.12)

— felirjuk a B pontra vonatkoztatott nyomatékok egyenstlyi egyenletét is:

dYM,, =0 = —b-F+l-V,=0 = VA:F-? (2.13)
Ha végigtekintiink e négy egyenleten, akkor azt lathatjuk, hogy a vizszintes vetiiletekre,
valamint a csuklora és a tamaszra felirt nyomaték-egyenletekbdl azonnal meghatarozhato egy-egy
ismeretlen, a fiiggdleges vetiiletekre vonatkozo 2.11. egyenletet pedig ellendrzésre hasznalhatjuk:
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b

ZF),:F—F.Y—F.%zF—F.”b

)

A pozitivnak kapott reakciderdk az abrazolt iranyba mutatnak. Ha ezeket az iranyokat rosszul
vettlik fel, akkor a kiszamitott mennyiségek negativak lesznek. Ez nem szamit hibanak, ugyanis
Osszetettebb terhelés esetén nem lehet minden esetben elézetesen megjosolni a helyes iranyt — a
tovabbi szamitasokat elvégezése eldtt helyesbithetjiik az illet6 reakcio eldjelét és iranyat.

E feladat megoldasaként kapott egyenleteket megvizsgalvan észrevehetjiik, hogy a fiiggdleges
koncentralt er6 a tavolsagokkal sulyozott mértékben, tehat az a/l/ és a b/l hanyadosokkal
aranyosan oszlik meg a két kényszer kozott (valamely kényszerre vonatkozo képlet a szamlalojaban
a masik kényszertdl szdmitott tavolsag szerepel). Ha a=b=1/2, akkor V, =V, =F/2: az ilyen

:F—Fa

=0. (2.14)

~ ]~

észrevételek hasznosak, mert ilyen esetben ,,szimmetria okokra™ hivatkozva a szamitasokat el sem
végezziik, csak felirjuk a reakcidkat.

2.2. példa. Koncentralt ferde erével terhelt kéttamaszu tarto reakcioi
Legyen most a koncentralt erd ferde: ekkor azt felbontjuk vizszintes és fiiggdleges
komponensekre (2.6. abra). Ha az F vektornak a rud tengelyével bezart szoge « , akkor:

V=F-sina, H=F-cosc. (2.15)

S

]

\

A
Y

2.6. abra. Ferde koncentralt erovel terhelt rud reakcioerdi

Ezekkel a vetiiletekkel dolgozunk tovabb, ekkor a vizszintes erdk vetiiletébol
ZFX=O = H,=H=F-cosa, (2.16)
a csuklora (az 4 pont) felirt nyomaték-egyenletbdl
a a .
dYM, =0 = VB:V-T:F-T-sma, (2.17)
a tamaszra felirtbol pedig
dYM, =0 = VA:V-—:F-%sina. (2.18)
A vizszintes er6knek nincs nyomatékuk sem a csuklora, sem a tamaszra nézve, mivel a

tartoegyenesiik keresztiil megy a megtadmasztott pontokon.
A két reakciderd Osszege, mivel a+b =1, a terhel6 eré fiiggdleges 0sszegét adja:

ZF_V =V-V,-V, =F~sina—F'%sina—F~%sina:O. (2.19)
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Amennyiben megoszl6 erdkkel van dolgunk, akkor elszor eldéllitjuk a megoszlo erd
ereddjét, majd azzal, mint koncentralt erdvel dolgozunk tovdbb. Az eredd erd nagysaga a diagram
integraljaval (két dimenzidban tehdt annak teriiletével) azonos, tAmadaspontja pedig a diagram
»sulypontjaban” (valojaban annak geometriai kozéppontjaban) van.

Ezt a kdvetkezdképpen bizonyithatjuk (2.7. dbra): a rad valamely x koordinataji pontjaban a
megoszlo erd intenzitasa p(x). E pont kozvetlen kdrnyezetében, a dx hossziusagu szakaszon ez az
intenzitas allandonak tekinthetd, tehat az ezen a szakaszon hato terhelés nagysaga

dR = p(x)-dx. (2.20)
Az A és a B pontok kozott megoszlo erd tehat az el6bbi elemi erdk ereddjeként Gsszesen egy
R=[dR= [ p(x)-dx (2.21)

nagysagu koncentralt terhelést jelent, a hatarozott integral geometriai értelmezése szerint pedig ez
nem mdas, mint a p(x) diagram A teriilete. Tamadaspontja helyzetének meghatdrozasdhoz

Varignon tételét hasznaljuk: egy erfrendszer eredd6 nyomatéka az erOrendszer ereddjének
nyomatékaval azonos. A 2.20 elemi eré z tengelyre vonatkoztatott nyomatéka a

dM_=x-p(x)-dx. (2.22)

elemi nyomaték.

z p(x) R

Y
=

X4 XB

Y
A

A
Y

2.7. abra. A megoszIo erd eredojének kiszamitasa

A dR erdk rendszerének eredd nyomatéka tehat
M. = [dM, =[x p(x)-dx, (2.23)

az integral pedig, geometriai értelmezése szerint, nem mas, mint a p(x) diagramnak a z tengelyre
vonatkoztatott S, sztatikus nyomatéka. E nyomaték azonos a geometriai kozé€ppont tengelytdl mért
koordinatajanak €s a teriilet szorzataval:

S =x,-A, (2.24)

vagyis

32



2. IGENYBEVETELI ABRAK

M.=x,-R. (2.25)

A Varignon-tételbdl kovetkezden tehat a megoszlo erd tAmadaspontjanak x koordindtdja a diagram
geometriai kozéppontjanak x. koordinatdjaval azonos.

Az el6z6 fejezetben szo6 volt arrdl, hogy a gyakorlatban el6forduldé megoszlo erék legtobbszor
allando, vagy linearisan valtoz6 intenzitassal szerepelnek. Az alabbi abra ezeket az eseteket sorolja
fel; az altalanos alak diagramokat, igy a trapézokat téglalapokra és haromszogekre bontjuk fel.
Trapézok esetében példaul két ereddt is szamolunk, egyet a haromszogre és egyet a négyszogre, igy
elkeriilhetjiik a trapéz geometriai kozéppontjanak kiszamitasat (2.8. abra).

RZ = (pz 71]/)1/2
R=pl R=pl2 R =pi P2 Ry =p-h/2 Ry =ph

p P I b

XYYVYYVVYY m Mi

24102 o) g 213 By a2 U2l | 203 g3 | b2y b2y
- 203 3y

- ! - l ! - e
- > - |- - - -

p

h

[
T

A

2.8. dbra. MegoszIlo erd ereddje és tamadaspontja

2.3. példa. Egyenletesen megoszlo merdleges erdvel terhelt kéttamaszu tarto reakcioi
A 2.9. abran egy p intenzitdsu egyenletesen megoszld erdvel terhelt rudat latunk. A

szamitasokban ezt az er6t egy vonal (a rud tengelye) mentén megoszld erének képzeljiik el. Egy
ilyen erdt, annak valamely sikban levé Osszetevdjét (a példankban csak fiiggbleges Osszetevdje
van), fliggvény formajaban a

p(x)=p (2.26)

kifejezésként adhatjuk meg, mely konstans-fiiggvény az x €[x,,x,] tartomanyon értelmezett, ahol a
két koordindta a terhelés kezdetének, illetve a végpontjanak x koordinataja.

oo, w® W@

p
HA A ﬁ HA -
i A A& > 7/
I v, Vi Vs
Va 1 - 2 e 2
-l l | —
2.9. abra. Egyenletesen megoszIo erovel terhelt rud reakcioerdi
Mivel példankban a terhelés a rad teljes hosszan hat,
R=p-l (2.27)

eredGje (amelyet a téglalap teriileteként hatarozhatunk meg) a rud kozepén tamad. Ezzel az
eredOvel, az 4 pontra vonatkoztatott nyomatékok egyensulyi egyenletébdl:
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/ R p-l
dYM, =0 = 5~R—I~VB=O = VB=3:T; (2.28)
a B pontra vonatkoztatott nyomatékok egyensulyi egyenletébdl pedig:
M., =0 = —é-R+1-VA:O = VAzgzp_'Z’ (2.29)

és konnyen belathatjuk, hogy a fiiggdleges erdk Osszege zérus, tehat a kényszererdket helyesen
szamitottuk ki.

Ezt a feladatot megoldhattuk volna masként is: a 2.9. abran lathatdo rid a terhelés és a
kényszerek szempontjabol is szimmetrikus, tehat a kényszererdk is szimmetrikusak kell legyenek.
Az egyensuly feltételének kovetkeztében a kényszererdk Osszege csak eldjelben kiilonbozik a
fliggbleges terhelések ereddjének Osszegétdl, a szimmetria miatt pedig mindkét reakciderd a
terhelés felével azonos nagysagu kell legyen.

2.4. példa. Egyenletesen megoszIlo erdvel részben terhelt kéttamaszu tarto reakcioi
Tegylik fel, hogy a p intenzitast egyenletesen megoszld erd csak a rid egy bizonyos hosszat

terheli (2.10. abra). Ez a terhelés szarmazhat példaul egy vizszintes, allando keresztmetszetii
gerenda sajat stlyabol is. Bar a kényszerek szimmetrikusak, a terhelés nem az, tehat most nem
hivatkozhatunk a szimmetriara. A megoszl6 terhelés ereddje most

R=p-b, (2.30)

amivel, és amely tdmadéaspontjanak megfeleld tavolsdgaival felirt nyomatékegyenletekbdl

YM, -0 = [a+2j.R_z.VB=o - VB=5~[a+9j=p—'b(a+9j @31)
' 2 / 2 / 2

és
b Rb pbb
M. ,=0 = ——R+IV,=0 = V,=——=—-—. 2.32
LM, > y =TT (232)
A fiiggdleges erdk Osszege
N E =R-V,~V,=p b—prg—pr-( +gj=p7'b[1—(a+b)]:%”’-(1—1):0,(2.33)

b2 b2

b

A

k
Y
A

\

2.10. abra. Egyenletesen megoszlo erdvel részben terhelt rud

34



2. IGENYBEVETELI ABRAK

2.5. példa. Egyenletesen megoszlo erdvel részben terhelt kéttamaszu konzolos tarto reakcioi

Ha a megoszl6 erdvel terhelt szakaszon egy tdmaszt vagy csuklot talalunk, akkor vilagosabb
abrat kapunk és a szamitasok egyszeriibbek lesznek, ha az illetd pontban a diagramot két részre
osztjuk, amint az a 2.11. abran lathato.

Egyszerl ranézéssel is észrevehetjiik, hogy vizszintes reakcioeronk most sincs. Az A pontra
felirt nyomaték-egyenletbdl

M., =0 = Rl-(l—%j+R2-(l+§j—VB-l:O BN

R a) R b a’ b’ (234)
ng—l(z——j+—2.(1+—j=£. a-l-Z4b 1+ |,
/ 2 [ 2 [ 2 2
a B pontra felirtbol pedig
ZMZBZO = —Rl-§+R2-§+VA-I=O =
2.35

V_&.ﬁ_&.ﬁ_ﬁ.[“_z_ﬁj (239
A

=
®
AN

Lo / A
V4 Vg

.92 a2 o b2

a b
-

Y

/

2.11. abra. Egyenletesen megoszlo erovel terhelt konzolos rud

Ellendrzésképpen:

2 2 2 2
pla b p a b
F =R+R,-V,-Vy=p-a+pb——|——-—|-—|al——+b-1+— |=0. (2.36
z y | ) V4TV =D p / ( D ] ; [ 5 5 J ( )
Eszrevehetjiik, hogy ha e példaban a = b, vagyis a timasz éppen a megoszlo erdvel terhelt
szakasz kozepén van, akkor az 4 pontban nem 1ép fel reakciderd és a B tamasz veszi at a teljes

terhelést. Ha a < b, akkor V, lefele mutat.

2.6. példa. Linedrisan, haromszog szerint megoszIlo erével terhelt kéttamaszu tarto reakcioi

Amennyiben a megoszl6 eré nem egyenletes, hasonloképpen jarunk el, csupan a megoszlo erd
ereddjének elhelyezkedése valtozik meg. Legyen példaul a 2.12. abran lathato, linearisan megoszlo
terhelésti rad. Ez a fajta terhelés szarmazhat példaul a hidrosztatikai nyomasbol: egy tartaly falat
merevitd fiiggdleges rad terhelése linearisan névekszik a mélységgel.
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A haromszog alaku diagram szerint megoszlo terhelést a végpontban mért, legnagyobb p
intenzitasaval adhatjuk meg. Ha fliggvényként kell leirnunk, amennyiben a haromszog csticsa a bal
oldalon lathato, a

X=X
p(x)=p- : (2.37)
Xy =X
ha pedig a csucs a jobb oldalon van, akkor a
X, —X
px)=p-— (2.38)
X =X

képletet hasznalhatjuk; mindkét esetben xe[x,x,], ahol a hatarértékek a megoszlo terhelés

kezdetének, illetve a végének a koordinatai.
.

(4) p

Hy {fﬂ/m
VA B

. 213 } 73

NINS
<V

Y
A

Y

-
-

2.12. abra. Linedrisan megoszIo erével terhelt rud reakcioerdi
Ebben a példaban x, =0, x, =/, az elsd képlet alapjan
X
p(X)=p'7’ (2.39)

mely Osszefliggés a rud teljes hosszan értelmezett.
A megoszl6 erd ereddje a diagram, vagyis a haromszog teriilete:

r=21 (2.40)
2
s ez az eredd a diagram geometriai kozéppontjaban, tehat a haromszog csucsatol 2/3, alapjatol
pedig 1/3 tavolsagra van. A diagram a rud teljes hosszat terheli, igy ezek a tavolsagok most 2-7/3 -
mal, illetve //3 -mal egyenl6k. Az ereddvel és annak tAmadaspontjaval:

M, =0 = ZT'I.R—I.VB:O = VB=¥=%Z, (2.41)
dDM. =0 = —1.R+1.VA=0 = VA=£=p—'l. (2.42)
, 3 3 6
Ellendrzésképpen:
pl pl pl
F =R-V,-V,=2—-£__Z _—0. 2.43
>'F, V=T (2.43)
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2.7. példa. Trapéz szerint megoszIo erdvel terhelt kéttamaszu tarto reakcioi

Kovetkezé példaként tekintsiik a 2.13. abran lathaté rid esetét: a megoszld erd most is
linedris, de a terhelésdiagram trapéz alakt és nem haromszog. E trapéz alaku diagramot a megoszlo
erének a végpontokban mért intenzitdsaval, a p, és a p, értékekkel adhatjuk meg. A 2.8. 4bra
szerint ezt a trapéz alakl diagramot egy téglalap és egy haromszog dsszegének tekinthetjiik. Az elsd
(a téglalap) egy egyenletesen megoszlo terhelésnek felel meg, amelyet a 2.26-0s fiiggvény ir le. A
masodik (a haromszdg) egy linearisan megoszl6 terhelést jelent, amelyet a 2.37.-es vagy a 2.38.-as
fliggvény ir le. E kettd kombinacidjaként a trapéz alaku terhelés-diagramot a

p)=p+(r=x)-L2=L xefx,x] (2.44)
X=X

linearis fiiggvénnyel irhatjuk le, amely szintén a terhelés kezdetének és végének koordinatai altal
lehatarolt intervallumon értelmezett. Ez a képlet egyébként a linedrisan megoszlo erdkre és az
egyenletesen megoszld erdkre is érvényes, a 2.26, a 2.37. és a 2.38. fiiggvények ennek valamilyen
sajatsagos esetei:

— egyenletesen megoszlo erdkre (téglalap alakt diagram): p, = p, = p;

— linearisan megoszlo, zEérotol ndvekvod terhelésre (haromszog alakil diagram, csucs a bal
oldalon) p, =0, p,=p;

— linearisan megoszlo, zéroig csokkend terhelésre (haromszog alakt diagram, cstcs a jobb

oldalon) p,=p, p,=0.
. Xbal » ‘ g Viobb »

R

il

P2-p1

()

V, A %VB

D2

H,

oY

\

2.13. abra. Trapéz alaku terhelésdiagram, a diagram felbontasdanak egyik lehetdsége

Példankban az egyenletesen megoszlo dsszetevo ereddje

R =p,-l (2.45)
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(a téglalap teriilete), a linearisan megoszlo¢ pedig

R = —2191)'1 (2.46)

(a haromszog tertilete). A fliggéleges terhelés tehat minddsszesen

R:R]+R2:pl_l+(p2_p1)’l:(p1+p2)'l (2.47)
2 2
(a teljes trapéz teriilete). Ha ez utobbi képletbe az egyenletesen, vagy a zérotol linearisan novekvo
vagy pedig a zéroig linedrisan csokkend diagramoknak megfeleld p, és p, értékeket helyettesitjiik
be, tigy a téglalap, illetve a haromszog alaktl diagramokkal dbrazolt megoszlo terhelés ereddjét
kapjuk.
A reakciderdket most is a nyomatékegyenletekbol hatarozzuk meg:

ZMZ,Azo = é-Rl+2T'Z-R2—z-VB=0 =

(2.48)
v _&+2'R2 _pl'l+(p2—p1)-l_(p1+2'p2)-l
B_ - - b
2 3 2 3 6
/ /
DM, =0 = —?Rl—?Rerl'VA:O =
(2.49)

y R R _pel mp)l Qopitp)d
2 3 2 6 6

Ellenérzésként, a fiiggdleges erdk dsszege:

SF =R AR, —V,~V, = p,-1+ L2 _21’1)"—(2'1’1gpz)'l—(pl+26'p2)'l =0. (2.50)

Eszrevehetjiik, hogy a terhelés két, egyszeriibb részre vald bontisanak eredményeképpen a
reakciderok is két részbdl tevodnek Ossze. A szuperpozicid (a hatasok 6sszegzésének) elve alapjan a
reakciderok Osszetevdit kiszamithatjuk a terhelés 0sszetevoivel, mintha azok kiilon-kiilon hatnanak
a radon (jelen példaban a 2.9. és a 2.12. dbra szerint), majd az Osszetett terhelésnek megfeleld
reakcideroket ezen Osszetevok 0sszegzésével kaphatjuk meg.

Példankban a 2.48.-as reakciderdt a 2.28.-as és a 2.41.-es képletek Osszegzésével, a 2.49.-es
reakciderdt pedig a 2.29.-es és a 2.42.-es képletek Osszegzésével is megkaphatjuk, a jelolések

rrrrr

V;rapéz — V;églalap + V;léromszég , (251)
illetve
V;‘apéz — V;églalap + V;éromszég . (252)

A komplikaltabb nyomatékegyenletek felirdsa tehat némi tobblet-munkéval, a terhelés
részekre bontasaval és a hatasok 6sszegzésével kikiiszobolhetd, igy a szamitasok attekinthetobbé és
konnyebben ellenérizhetdové valnak.

A felirt egyenletekbdl meghatarozhatjuk a derékszogl trapéz geometriai kozéppontjanak a
magassag iranyaban mért koordinatait: Varignon tétele alapjan az R, és az R, erdkbdl allo rendszer

nyomatéka e rendszer R ereddjének nyomatékaval egyenlo kell legyen:
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X1 'Rl + X6, 'Rz

- (2.53)

Xo R +x5, R, =x;-R = x;=

Behelyettesitve az ereddket és a geometriai k6zéppontok bal oldalrdl (tehat a p, intenzitast

ponttdl) mért x;, =1//2, x,;, =2-1/3 koordinatait:

xgal :i_pl +2'p2 , (2.54)
3 ptp

a jobbrol mért x,, =1/2, x;, =1/3 koordinatdkkal pedig

L2 TP (2.55)
3 p+p,

(a2.13. dbran x,,, illetve x;, ).

Ez utdbbi képletek az egyenletesen, vagy a zérotdl linearisan novekvd vagy pedig a zéroig
linearisan csokkend diagramoknak megfeleld p, és p, értékekkel a téglalap, illetve a haromszog
alaku diagramokkal abrazolt megoszlo terhelés ereddjének tamadaspontjat adjak.

2.8. példa. Koncentralt hajlitonyomatékkal terhelt kéttamaszu tarto reakcioi

Most tekintsilk a koncentralt nyomatékkal terhelt kéttamasza rad esetét (2.14. abra). A
koncentralt nyomatékot ugy értelmezhetjiik, mint a rad egy igen rovid szakaszan hato, zérus ered6jii
erérendszer forgatd nyomatékat, amelynek hataspontjat e szakasz kdzepére tessziik.

Mivel vizszintes terheléerd nincs, a H, reakcideré most is zérus lesz. Fiiggdleges

terhelderdnk sincs, de téves lenne azt a kovetkeztetést levonni, hogy akkor fiiggdleges reakcioerdk
sem keletkezhetnek: ezeket most is a nyomatékegyenletekbdl hatarozhatjuk meg. Ezekben az
egyenletekben az M koncentralt nyomatékot az altalunk megvalasztott egyezmény szerinti eldjellel
kell beirni. Az eddigiekben az dramutato jardsaval megegyez6 iranyban, tehat a z tengely koriili
forgatas pozitiv iranyat tekintettiik pozitivnak:

DM, =0 = M-I1V,=0 = V,= (2.56)

b

~[= ~|x

DM, =0 = M-I1-V,=0 = V,=—. (2.57)

Hy ‘ﬁ: H, @ f\M ‘

h // | 77 4 7
4 -0 1 V4

Vi F a 1 b -

o

A
Y
A

A
/
A
A\

2.14. abra. Koncentralt nyomatékkal terhelt kéttamaszu rud
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Ellenérzésképpen:
Zzg:VA—VB:%—%:o, (2.58)

vagyis a két reakciderd azonos nagysagu, de ellentétes iranyu, és egy —M nyomatéku erdpart alkot,
amely a rudat terhel6 koncentralt nyomatékkal azonos nagysagu, de azzal ellenkez0 iranyban forgat.

Eszrevehetjiik, hogy a reakciderék képleteiben sehol sem szerepel a koncentralt nyomaték
lokalizalasa: ez tulajdonképpen a rad tengelye mentén barhol lehetne, a reakcider6k nem fognak
megvaltozni.

2.9. példa. Koncentralt erével merdlegesen terhelt, egyik végén befogott tarto reakcioi

A sztatikailag hatarozott rudak kozé tartozik az egyik végén befogott rad is. Tegyiik fel, hogy
ezt egy koncentralt fiiggdleges ero terheli, a szabad végén (2.15. abra).

Befogott rud esetében a kdvetkezoképpen jarhatunk el:

— felirjuk a vizszintes vetiiletek egyensulyi egyenletét. Az egyetlen vizszintes reakciderd a
merev befogasndl (az A pontban) 1ép fel, ami ebbdl az egyenletb6l azonnal
meghatarozhatd. A példankban nincs vizszintes terheld erd, tehat:

YFE =0 = H,=0; (2.59)

— felirjuk a fiiggdleges vetiiletek egyensulyi egyenletét, mely egyenletben szintén csak egy
ismeretlen, a merev befogasnal fellépo fiiggdleges reakciderd jelenik meg. Tehat ez szintén
azonnal meghatarozhato:

YF =0 = F-V,=0 = V,=F; (2.60)

— felirjuk az erdknek a merev befogdsra, az A4 pontra vonatkoztatott nyomatékanak
egyensulyi egyenletét. Ez az egyenlet is csak egyetlen ismeretlent, a reakcidonyomatékot
fogja tartalmazni:

dYM, =0 = [-F-M,=0 = M, =I-F. (2.61)

— felirjuk egy masik, példaul a B pontra vonatkoztatott nyomatékok egyensulyi egyenletét is.
Ezt ellendrzésre hasznalhatjuk:

dYM,,=0 = [-V,-M,=I-F-1-F=0. (2.62)
m, (4)

-
l

2.15. abra. Koncentralt erével terhelt egyik végén befogott rud

2.10. példa. Koncentralt erével ferdeén terhelt, egyik végén befogott tarto reakcioi
Ha e rudat egy ferde er6 terheli, akkor annak lesz egy vizszintes vetiilete, amely a vizszintes
reakciderd megjelenéséhez vezet (2.16. abra).
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2.16. abra. Ferde koncentralt erével terhelt egyik végeén befogott rud

Ekkor
YF=0 = H,-H=0 = H,=H=F-cosa; (2.63)
YF =0 = V-V,=0 = V,=V=F-sina; (2.64)
dYM, =0 = [.V-M,=0 = M,=I-V=[F-sna. (2.65)

A nyomatékegyenletben a vizszintes erd nem jelenik meg, hiszen a tartdegyenese keresztiil
megy a befogott ponton.

2.11. példa. Koncentralt hajlitonyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto reakcioi
A koncentralt nyomatékkal terhelt befogott radnak nincsenek reakciderdi (2.17. abra), a
reakcionyomaték pedig a terhel6 nyomatékkal azonos nagysagu, de ellentétes iranyban forgat:

/)M

4
e S—
J_S

2.17. abra. Koncentralt nyomatékkal terhelt egyik végén befogott rud

YFE =0 = H,=0; (2.66)
D F,=0 = V,=0; (2.67)
dYM,, =0 = M-M,=0 = M,=M. (2.68)

2.12. példa. Koncentralt csavaronyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto reakcioi

Az elébbi példakban a ,.koncentralt nyomaték™ hajlitonyomatékot jelentett. A befogott rud
(tulajdonképpen: tengely) esetében az lehet csavaronyomaték is (2.18. abra). Ebben az esetben is
csak egy reakcionyomaték fog megjelenni, ami a terheld csavaronyomatékkal azonos nagysagu, de
az x tengely koriil ellenkez0 irdnyba forgaté nyomaték lesz:

dYM, =0 = M,-M,,=0 = M, =M, (2.69)
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2.18. abra. Az egyik végén befogott csavart tengely

2.13. példa. Linearisan megoszIo erével terhelt, egyik végén befogott tarto reakcioi

Ha az egyik végén befogott rudat valamilyen megoszld erd terheli, akkor a megoszld erd
ereddjének ¢és az eredd tdmadaspontjanak meghatiarozasa utan a szamitasok a koncentralt erdvel
terhelt rad esetét kovetik. Legyen példaul a 2.19. abran lathatdé rad. Az eredé nagysagahoz és
tamadaspontjahoz hasznalhatnank a mar levezetett 2.47. ¢s 2.54. formulédkat, azonban kdzelitsiik
meg ezt a feladatot egy masik iranybol.

A trapéz alakt terhelés-diagramot a szamitdsok egyszerisitésének szandékaval gyakran
célszerlibb egy egyenletesen megoszld terhelésre és egy olyan linedrisan megoszld terhelésre
felbontani, amelynek a diagramja egy olyan haromszog, amelynek a cstcsa bal oldalon van.

A 2.19. ébrén a trapéz nagyalapja a bal oldalon van, tehat ha az emlitett modon szeretnénk a
terhelés-diagramot felbontani, akkor a 2.13. abran bemutatott eljarason modositanunk kell:
tekintsiik a terhelést egy olyan egyenletesen megoszld6 komponenssel, amely a nagyalapnak
megfeleld intenzitassal rendelkezik és amelybdl kivonunk egy olyan linearisan valtoz6 komponenst,
amely a jobb oldalon a kisalapnak megfelelé intenzitashoz vezet. A ,kivonas” tehat egy forditott
iranyu, a jelen példaban felfele mutatd 0sszetevot jelent.

A szamitasokat tehat az

R =p,I (2.70)

és az

R, = (p=p)! (2.71)
2
eredokkel végezziik el, amelyek koziil az utdbbi alulrdl felfele mutat.
A vizszintes er6k egyenletébol kideriil, amit amiigy azonnal belathatunk, hogy ilyen iranya
reakciderdnk nincs:

YF =0 = H,=0. (2.72)

A fliggdleges er6k egyenletébol kovetkezik, hogy az ilyen iranyu reakciderd a diagram
terliletével egyenld:

2F=0 = R-R-V,=0 = VA=R1—R2=p1'1—(p1_2p2)'l=(p1+2p2)'l, (2.73)

a reakcionyomatékot pedig az A pontra felirt egyensulyi egyenletb6l kapjuk:

M, =0 = é.Rl—zT'l.Rz—MAzo =

(2.74)

2-1 [ 2.1 -p)l I
M, = RI_T'R 'PI'I—T'%ZE'(PHFZ'PZ)-

[N
[\

L
2
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2.19. abra. MegoszIlo erdvel terhelt egyik végén befogott rud,
a trapéz alaku diagram felbontasanak ujabb lehetdsége

A reakcionyomatékra, amely ez esetben a derékszogl trapéz alaku diagramnak a bal oldali
kezdépontjara vonatkoztatott nyomatéka, ugyanezt az Osszefliggést kapnank a 2.47. és a 2.54.
formulék szorzataként is.

2.14. példa. MegoszIo tengelyiranyu erével terhelt kéttamaszu tarto reakcioi

Az eddigi példakban a megoszl6 terhelés a rad tengelyére merdleges volt: ez azonban nem
kizardlagos eset, a megoszlo erd tengelyiranyu is lehet. Erre példa a fliggbleges rad (oszlop) sajat
sulyabdl eredo terhelése.

Az eddigi példakbol lathattuk, hogy a rad tengelyében hatd er6knek nincs nyomatékuk a
kényszerekre nézve, igy a vizszintes (tengely iranyu) reakcioerd az egyensulyi egyenletb6l konnyen
meghatarozhatd: az a vizszintes erdk ereddjével azonos nagysagu lesz. Ez érvényes a megoszlo
tengelyiranyu erdk esetében is: egy ilyen erd eredojét is a 2.21. integrallal szamithatjuk ki, vagyis az
a diagram teriiletével egyenlo:

SFE=0 = —HA+R:—HA+%:O - fLFW. (2.75)
A tengelyre merdleges megoszld erdk esetében sziikségiink volt az eredé tamadaspontjara is.
Erre a nyomatékegyenletek felirasakor volt sziikség. A kényszerekre nézve a tengelyiranya erdk
erdkarja nulla hosszusagt, igy a tengelyiranyu erdk ereddjének az erdkarja is nulla hosszusagu lesz:
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a megoszl6 eré tamadaspontja a rud tengelyén van. Ha sziikségiink van az ered6 abrazolasara, akkor
a geometriai kdzéppontnak megfelelé pontban helyezziik azt el.
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i
vy

2.20. abra. MegoszIlo tengelyirdnyu erdvel terhelt kéttamaszi rud

2.15. példa. MegoszIo ferde erdvel terhelt, egyik végén befogott tarto reakcioi

A ferde megoszl6 erdket tengelyiranyu €s tengelyre merdleges 6sszetevokre bontjuk, a 2.6. és
a 2.16. abrakon lathat6 esetekhez hasonloan. Ha az erd intenzitasat egy p(x) fiiggvénnyel irjuk le és
az egy a(x) fliggvénnyel megadott szoget zar be a rad tengelyével, akkor a két Osszetevd a
kovetkezd lesz:

— atengely iranyaban h(x) = p(x)- cos(a(x)); (2.76)
— arra merQlegesen v(x) = p(x)- sin(a(x)) . 2.77)

E képletek szerint, amennyiben az a szog allandod, a vetiileteket leirod fliggvények jellege
azonos lesz a ferde megoszlo erdt leird fliggvényekével, hiszen csupan egy skalatényezében
kiilonboznek egymastol (a bezart szog koszinuszaval, illetve szinuszaval szorzunk). Ekkor az
egyenletesen megoszld ferde erd vetiiletei is egyenletesen megoszld erdk lesznek, a linearisan
megoszlo ferde erd pedig linearisan megoszld 6sszetevokkel adhatdo meg.

A 2.21. 4bran példaul egy olyan rudat latunk, amelyet a jobb oldaldin mereven befogva
rogzitettiink, és amelyet egy p intenzitasu egyenletesen megoszlo erd terhel, de az egy bizonyos «
szoget zar be a rud tengelyével. E megoszl6 erét a A(x)= p-cosa intenzitdsu vizszintes €s a
v(x)= p-sina nagysagu fiiggéleges Osszetevoivel, tehat két egyenletesen megoszld Osszetevovel
helyettesitjiik, igy egy Osszetett terhelést kapunk. A rad reakcidi az Osszetett terhelést alkotod
komponenseknek megfeleld reakciok dsszegeként szamithatok ki.

A fiiggdleges 0sszetevobol szarmazo reakciok:

YF =0 = H,=0, (2.78)
> F,=0 = R-V,=0 = V,=R=p-lsina, (2.79)

I ! plr
DM =0 = —5-R1+MBI:0 = MBI:E-RI: S sina. (2.80)

A vizszintes 6sszetevobol szarmazo reakciok:

ZFX=O = -Hy+R,=0 = H,=R =p-l-cosa, (2.81)
D F,=0 = V,=0, (2.82)
DM, ,=0 = M, =0. (2.83)
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2.21. abra. Ferde megoszlo erdvel terhelt, az egyik végén befogott rud

A rud reakcidi tehat Gsszesen:

Hy=-H, +H, =p-l-cosa, (2.84)
Vey=Vy+Vy =p-l-sina, (2.85)
e

M, =M, +M,, =L sina. (2.86)

Mivel az o szog allando, ezt a példat aranylag egyszertibben megoldhattuk volna masként is:
el6szor kiszamitjuk a megoszld erd ereddjét, amelynek a nagysaga a diagram teriiletével azonos és
az szintén o szoget zar be a rad tengelyével, majd ezt az ered6t, mint koncentralt ferde erét bontjuk
fel a rad tengelyére eso €s arra mer6leges Osszetevokre. Az igénybevételi dbrak megrajzolasakor
azonban sziikségiink van a megoszlo erd vetiileteire, ezért nem tudjuk elkeriilni 2.76.-2.77.
Osszetevok megallapitasat.

2.16. példa. MegoszIlo nyomatékkal terhelt tartok

Nemcsak az erd, hanem a nyomaték-terhelés is lehet megoszl6. A koncentralt erét mint
idealizalt fogalmat vezettilk be: ez a valdsagban egy kell6képpen kis tartomanyon (feliileten,
térfogaton) megoszlo erdt jelent. A koncentralt nyomaték egy koncentralt er6par nyomatéka. Ha a
terhelés egy nagyobb kiterjedésii tartomanyon oszlik meg, akkor azt a szamitasokban is megoszlo
terhelésként kell tekinteniink: ha a ridon hatéd terhelés egy megoszld erdpart alkot, akkor azt
megoszldo nyomatékként modellezhetjiik. A megoszlé erdpar két, egymassal ellentétes iranyu
megoszlo erébdl all, amelyek p(x) intenzitasa csak eldjelben kiilonbdzik. Ha ez a megoszlo erépar
tengelyiranyu, akkor megoszld hajlitonyomatékrol, ha pedig tengelyre merdleges iranyu, akkor
megoszlo csavaronyomatékrol beszéliink (2.22. dbra).
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2.22. dabra. MegoszIlo csavaronyomaték és megoszIo hajlitonyomaték

E megoszl6 nyomatékok lehetnek egyenletesen megoszloak (amikor az erépar tagjai is
egyenletesen megoszlo erdk), linearisan megoszloak (amikor az erépar tagjai linearisan megoszlo
erdk), vagy valamilyen mds torvény szerint megoszldo nyomatékok. A reakciok kiszamitasakor
ezeket az ereddjiikkel helyettesitjiik. Ez az ered6 egy koncentralt hajlité- vagy koncentralt
csavaronyomaték:

M =Tm(x)dx, (2.87)

X

M, =]gmt(x) dx. (2.88)

1

2.17. példa. Ferde tamaszu tarto reakcioi

Az eloz6 példakban a kéttamasza rad egyszer(i tdAmasza a koordinata-irdnyokhoz igazodott.
Ez azonban nem mindig van igy. A 2.23. abran egy olyan rad lathatd, amelynek egyszerii
tamaszanak normalisa a vizszintes tengellyel egy bizonyos a szdget zar be. A valosagban ez azt
jelenti, hogy a rud bal oldalat egy olyan feliiletre tamasztottuk fel, amelynek a normalisa a szoget
zar be a vizszintes sikhoz képest. Az idealis tamaszokban nincs stirlodas, emiatt az egyszer(i
tamaszokban fellépd kényszererd is az emlitett normalis irdnyaban fog fellépni.

A ferde reakciderdt vetiiletekre bontjuk. A fiiggdleges reakcidkat a nyomaték-egyenletekbdl a
szokasos modon szamithatjuk ki; a példankat megoldva a fiiggdleges tdmaszu radra kapott 2.12. és
a 2.13. képletekhez, V,=F-b/l és V,=F-a/l kifejezéséhez jutunk. A vizszintes reakciderdk

kiszamitasahoz felirt vetiileti egyenlet azonban a 2.10. relaciotol eltérden most két ismeretlent
tartalmaz:

YF=0 = H,-H,=0, (2.89)

de a H, vetiilet kiszdmithato a nyomatékegyenletekbdl (2.13.) kapott V, vetiiletbdl. Mindkettd

ugyanannak az R, reakciderdnek a vetiilete:
V,=R,-sina,

(2.90)
H, =R, -cosa,
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tehat H, =V, -ctga . Ezzel, a 2.89. egyenletbdl

HA=HB=VA‘ctga=F§‘ctga. (2.91)

A
y
A
| ¥

\

2.23. abra. Ferde tamaszu rud

Ezt a feladatot megoldhatjuk masként is: ha figyelembe vessziik azt a tényt, hogy az R,
reakciderdé nem fliggdleges, akkor az B pontra felirt nyomatékegyenletb6l R, egyszerlien
kiszdmithato. R, er6karja a B pontra nézve a tdmasztoegyenesére emelt, B ponton atmend
merdlegesen mérhetd, az most /-sina :

b

[-sinx

dM,,=0 = -b-F+lsina-R,=0 = R,=F: (2.92)
Ennek vetiileteit a 2.90. képletekkel hatarozhatjuk meg.

Eszrevehetjiik, hogy zérohoz kozelitd o sz0g esetén, amikor az egyszerii tamasz kozel
vizszintes lenne €s egy nagyon nagy, kozel vizszintes reakciderd jelenne meg ebben a timaszban.
Amennyiben az egyszerli tAmasz teljesen vizszintes lenne (a =0), akkor a ¥, vetiilet eltlinne, a

H , pedig meghatarozhatatlannd valna: ez a rad nem lenne sztatikailag determinalt szerkezet.

2.2.2. A keresztmetszeti igénybevételek kiszdmitasanak analitikus modszere

A keresztmetszeti igénybevételeket a reakciderdk kiszamitasat kovetéen, a 2.1. abraval
illusztralt elv alapjan (a részek egyensulyanak elve alapjan) hatarozzuk meg. Ezeket az
igénybevételeket egy képzeletbeli keresztmetszeten szamoljuk ki, amelyet annak x koordinataja
lokalizal. A szamitas a lemetszett részek valamelyikén (példaul a bal oldalin) hat6 eredd terhelés
vetiileteinek és az eredd nyomaték vetiileteinek megallapitasabol all. Ehhez egy intuitiv eszk6zhoz
fordulhatunk: egy papirlappal letakarjuk a rudat, majd a papirt a rad tengelye mentén végightizvan
figyeljiik az alola el6bukkano terhelés-Osszetevoket. Ezeknek az 6sszetevoknek kell kiszamitsuk az
ereddjét, illetve az eredd nyomatékat, a papirlap bal oldali szélére nézve.
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2.18. példa. A merdleges koncentralt erdvel terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei
Els6 példaként tekintsiik a 2.5. abran lathato rud esetét: a 2.24. dbran a papir széle (a tekintett
keresztmetszet) x tavolsagra van a rad bal oldali kezd6pontjatol, ahol a hasznalt koordinata-

rendszer origdja van.
Hy @ %
g 7
Vi
a _z
/

2.24. dbra. A keresztmetszeti igénybevételek kiszamitasa (AC szakasz)

A

A

A kezdetben, mig el nem jutunk a koncentralt terheléerd ,,C-vel jelolt tamadaspontjaig, a
papirlap alél csak a H, ésa V, reakciderdk latszanak ki, azaz a lemetszett darabon ez a két erd hat.

Konnyen belathatjuk, hogy ezek szerint az origotol és az attol x tadvolsagra felvett keresztmetszetig
terjed6 szakaszon hato terhelések eredéjeként, illetve nyomatékaként

Nx)=H, =0

T.(0)=V,=F
AC, x [0, a): ! (2.93)

Mz(x)zVA‘szg'x

MI(X)ZO,

ahol az el6jeleket a 2.3. abran bemutatott egyezmény szerint vettiik fel.

Azt is konnyen belathatjuk, hogy e képletek csak a C pontig lehetnek érvényesek, hiszen ott
megjelenik az F fiiggbleges terhelderd is. A CB szakaszon a kdvetkezd képleteket irhatjuk fel
(2.25. abra):

N(x)=H,=0

r=v,=Fl Fp=p It pi_y
CB, x<[a.l]: ! ! ! (2.94)

Mz(x)zVA‘x—F~(x—a)=F‘%x—F‘(x—a)zVB'(x—l)

M, (x)=0.

A 2.93. és a 2.94. képletekbdl az deriil ki, hogy a rid keresztmetszetét igénybe vevo nyirderd
szakaszonként allando, a C pontban értéke 1épcsdszeriien valtozik meg (ott egy ugras van): a nyird
igénybevétel tengely menti (x szerinti) valtozasat tehat matematikailag egy 1épcsds fiiggvény irja
le.
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A képleteket megvizsgalva azt is megallapithatjuk, hogy a hajlitd igénybevétel linearisan
valtozik, az 4 pontban érteke zérd, a C pontig ndvekedik, majd onnan csokken és a B pontban
megint zérora esik vissza. Matematikailag ezt tehat egy szakaszonként értelmezett linearis fliggvény
irja le, amely a szakaszokat elvalaszté C pontban folytonos.

A rud csukloval vagy egyszerii tdmasszal megtamasztott végén, hacsak ott nincs egy
koncentralt nyomaték formaju terhelés, nem jelenhet meg hajlité igénybevétel (hajlitbnyomaték).
Ezek a kényszerek ugyanis nem vesznek at és nem adnak at nyomatékokat.

X
o

/ 2

VAa@ /
| e,
/

e

4

)

A
Y
A

v

A

2.25. dbra. A keresztmetszeti igénybevételek kiszamitasa (CB szakasz)

Példankban tengely iranyu igénybevétel és csavaronyomaték nem 1ép fel.

E tényeket, az igénybevételek tengely menti valtozasat a fiiggvények grafikonjaval
szemléltetjiik, hiszen azt konnyebben ki tudjuk értékelni és értelmezni, mint a felirt képleteket. Az
N, T,, M, é M, mennyiségeket tehat grafikusan abrazoljuk a rad tengelye mentén, az igy kapott,

a 2.26. abran lathato diagramok pedig a rad igénybevételi abrdi.

A
Y
A

VA“ %H F
T » &

W@

M, pax = F-a-bll

—

2.26. abra. A megrajzolt igénybevételi abrak
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Ezek megrajzoldsdhoz elészor is a rud ,,jellegzetes” pontjaibdl (a rad végei, tdmaszok,
koncentralt terheld erdk és nyomatékok tamadopontja, megoszlo terhelés kezdd és végpontjai)
figgélegeseket huzunk, ezekhez igazolva rajzoljuk meg a diagramokat. A diagramokat
bevonalkazzuk és eldjellel latjuk el. Egyezményesen a pozitiv mennyiségeket a zérus értéket jelold
vizszintes vonal f0l¢ rajzoljuk, ez aldl a hajlitonyomaték kivétel ahol a pozitiv mennyiségek a vonal
alatt vannak. A hajlitobnyomaték esetében tulajdonképpen az egyezmény masként szol: azt
pontosabban a hajlitds miatt bekdvetkezd alakvaltozas miatt megnyujtott, tehat a dombora oldalra
kell felrajzolni, azonban ha nem tudjuk egybdl atlatni, hogy melyik is az a nyujtott oldal, akkor
gyakran hidnyzik.

Az, hogy melyik diagram milyen igénybevételre vonatkozik, a jobb oldalon lathatd, karikaba
irt betlijel mutatja.

A nyird igénybevétel diagramjara berajzoljuk a ridra hatd koncentralt erdket: észrevehetjiik,
hogy a diagram a bal oldalon zérus értékrol ugrik fel az ott hatd reakciderdnek (koncentralt erének)
koszonhetden, a C pontban haté F' erd egy 1épcsds ugrast okoz lefele (amerre a vektor mutat), majd
a jobb oldali koncentralt reakciderd visszavisz a zérus értékhez, a 2.93. és a 2.94. képleteknek
megfelelden.

Ugyanezen képleteknek ¢és az emlitett eldjel-egyezménynek megfeleléen rajzoljuk meg a
hajlito igénybevétel diagramjat is. Mivel e példankban a kapott képletek szerint ez az x
koordinatanak linearis fiiggvénye, a nyomaték értékeit elegendé a szakaszok végpontjaiban
kiszamitani majd a kapott pontokat dsszekotni. E kiszamitott értékeket (most csak a C pontrdl van
sz6) felirjuk a diagramra is.

Ha valamelyik szakaszon a diagramot egy nemlinearis fliggvény (példaul egy magasabb foku
polinom) irja le, akkor megtorténhet, hogy azon a szakaszon az illetd igénybevételnek szélsdértéke
(maximuma vagy minimuma) van. Ebben az esetben meg kell allapitanunk az igénybevétel
sz€lsoértékét és annak helyét is. Ezt illusztralja a kdvetkezo példa.

2.19. példa. Az egyenletesen megoszIo ervdvel terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

@ -

H,

R

x/2 | x/2

<

2.27. abra. A keresztmetszeti igénybevételek kiszamitasa egyenletesen megoszIo terhelés esetén

A 2.27. abran a 2.3. példaban szerepld tartot lathatjuk. A reakciderék kiszdmitasakor a
megoszlo erdt az ereddjével, a rad kdzepén tdmadd R koncentralt erdvel helyettesitettiik: most ezt
csak a megoszlo terhelés papirlap aldl elobukkano részével kell megtegyiik. Masképpen: ha az
igénybevételeket egy adott x koordinataju pontban szeretnénk kiszamitani, akkor a megoszlo
terhelésnek csak az illetd pont bal oldalan hato6 részét kell szamitasba venni.
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A példankban, amikor a papirlap széle x tavolsagra van, akkor az elobukkand egyenletes
terhelés ereddje » = p-x, annak tAmadaspontja pedig a papirlap sz¢létdl x/2 tavolsagra van.
Az igénybevételeket tehat most a kdvetkezoképpen kapjuk:

N(x)=H,=0
Ty(x)zVA_p.xsz'l_p.x
AB, x €[0,1]: l (2.95)
x .
M) =V, x=(pa) S ==t
M, (x)=0,

mely képletek a rad teljes hosszan értelmezettek. Ezeket megvizsgalva kitlinik, hogy a nyiro
igénybevételt egy linearis (elséfokll) polinom irja le, mig a hajlitd igénybevétel diagramja egy
masodfokl parabola lesz. Ha az x koordinatanak a végpontoknak megfeleld értékeit helyettesitjiik
be (az A pontban x=0, a B-ben pedig x =/, akkor a nyird igénybevétel értékére a reakcioerdket
kapjuk (a jobb oldalon ez a hasznalt eldjel-egyezmény miatt negativ lesz), a csukldoban és a
tdmaszban pedig most sem jelenik meg nyomaték.

@

g
S

Va
12 2

gzl

2.28. abra. Az egyenletesen megoszIo erével terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

A hajlitonyomatékot megado képlet egy masodfokt polinom, amelynek az AB szakaszon
szélsoértéke lehet (ebben a példaban ez egészen biztos, hiszen mindkét oldalon zérus értéke van).
Egy fliggvény széls6értékeinek helyét a koordinata szerinti derivalassal, és a kapott derivalt nulla
értékéhez vezetd koordinatak kiszamitasaval hatarozhatjuk meg:

M) _pl o o x=L (2.96)
Ox 2 2
a szélséérteket pedig a kapott koordinatak behelyettesitésével kapjuk, a 2.28. abran levd C pontban.

E szélséérték lehet egy maximum, egy minimum, vagy akar egy inflexios pont a fiiggvény

grafikonjan. Mibenlétét a fiiggvény masodik derivaltja adja, amely a grafikon gorbiiletéhez kothetd:
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— ha a masodik derivalt pozitiv, akkor a széls6érték egy minimumot jelent. A grafikon
gorbiilete pozitiv, a grafikon a széls6érték kozelében homoru, U alaka;

— ha a masodik derivalt negativ, akkor a széls6érték egy maximum lesz. A gorbiilet negativ,
a grafikon pedig dombort, N alaku;

— ha a masodik derivalt zéro, akkor a gorbiilet is zér6. Ha a fiiggvény nem konstans, akkor a
grafikonja ~ vagy -~ alaku.

2
Esetiinkben 8M—22(x) =—p <0, tehat a hajlité igénybevételnek maximuma van:
X
1 1Y p-l?
M., =M. (x=1/2)=2__ 2L} _ P~ (2.97)
2 2 21\2 8

A derivalt nulla értéke azt jelenti, hogy a széls6értékeknek megfeleld pontokban a diagramnak
vizszintes érintéje lesz. Az ezekkel az észrevételekkel megrajzolt igénybevételi diagramok a 2.28
abran lathatok (a végig nulla igénybevételeket nem kell abrazolni).

2.20. példa. Linedrisan, hdromszég szerint megoszlo erdvel terhelt kéttamaszu tarto
igénybevételei

A 2.29. abran a 2.6. feladatban szerepld kéttamaszu tartd lathato. Ennek terhelése linearisan
oszlik meg, zérotol novekedik a 2.37. fiiggvény szerint, ahol x, =0, x, =1:

p(x) =§-x. (2.98)

Amikor az igénybevételeket az x koordinataji pontban szamitjuk ki, akkor a terhelésnek csak
az illetd pontig hato részét kell szamitasba vegyiik. Tehat ha a papirlapunk széle x tavolsagra van a
koordinata-rendszer origdjatol, vagyis a rud bal oldali végpontjatol, akkor a terhelésdiagrambol a
lap alol csak a satirozott haromszog fog eldbukkanni. Ennek ereddje a satirozott idom teriilete, tehat
r=p(x)-x/2.. Az eredd a satirozott idom geometriai kdzéppontjaban hat, esetiinkben a papirlap

sz€létél mért x/3 tavolsagra.

(@)

YYVYYYVYVYYYY YVYYVYY

p(x)

Qﬂ\

V4
2-x/3 x/3_

“A
7“

2.29. dbra. A keresztmetszeti igénybeveételek kiszamitasa linearisan megoszIo terhelés esetén
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A z¢€rotol kiilonbozo igénybevételek tehat, a 2.6. feladatban kiszamolt reakcioerokkel:

AB, x €[0,/]: (2.99)

A nyir6 igénybevételt egy masodfoku, a hajlité igénybevételt pedig egy harmadfokt polinom
ija le. Az AB szakaszon mindkettonek lehet maximuma: hogy van-e vagy sem, azt az eldbbi
példaban ismertetett eljarassal tudjuk megallapitani.

A nyir6 igénybevételt ado polinomot a koordinata szerint derivalva a kovetkezokhoz jutunk:

81}(x) B p

-—x=0 = x=0, (2.100)
Ox /
mely koordinatat behelyettesitvén 7, (x) képletebe annak szé€ls6értékéhez jutunk. Mivel T, (x)
o OT(x)  p - : ,
masodik derivaltja negativ, T = 7 <0, a nyir6 igénybevételnek a rad bal oldali kezdetén
X

maximuma van:

_ Pl
T —Ty(x—O)—?. (2.101)

y max

17, o

masodfoku polinomnak két valos gyoke is lehet, igy a mi esetiinkben is:

M) _pl P ooy o yoxl (2.102)
ox 6 21 NG
de ezek koziil csak a pozitiv gyok, x =1/ NE) jelent megoldast, hiszen a negativ a rid hosszan kiviil
2
van. A hajlité igénybevétel masodik derivaltja ebben a C pontban negativ: % = —g‘x <0,
X

tehat az igénybevételnek itt maximuma van, amelyet az x =1/ \/g koordinatanak M _(x) 2.99.-es
képletébe valo behelyettesitésével kapunk:
3 2
M. =M=l P T _pl (2.103)

zZ max

Az abrazolashoz meg kell hatarozzuk a tengely-metszeteket is (azoknak a pontoknak a helyét,
ahol az igénybevétel grafikonja metszi az x tengelyt, tehat ahol zérus igénybevételiink van). Ehhez
meg kell oldani a 7 (x)=0 ¢és az M_(x)=0 egyenleteket. A ,hasznilhato” (tehat a rud

tartomanyara esd) gyokok a kovetkezok:

pl p /
T(x)=L2- L 220 = x=—1, 2.104
/() 2.1 NE) (2.104)
M=LLx P o0 = x=0,x -1 (2.105)
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Az elsO egyenletnek egyébként lenne egy x=—// V3, a masodiknak pedig egy x=—/ gyoke
is, amelyek kiviil esnek a rad hosszan (tehat az igénybevételi abrak gorbéinek értelmezési
tartomanyan.

Y A az adott intervallumon
\ / megjelend legnagyobb érték
maximpm
o[ l o

minimﬁm, amely egyben a
legkisebb érték az adott
intervallumon

2.30. abra. A szélséértékek nem minden esetben azonosak
a legnagyobb vagy a legkisebb értékekkel

] g

YVYVVVVVVY

®

/ i
Vi Vs
- ! —
- B
v, A /+ T
’TH i @
=) v,
M. nax
[ i} @
+ )

2.31. abra. A zérotol linearisan névekedo megoszIo erdvel terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

Ki kell szamolnunk az igénybevételeket a végpontokban is, amelyeket a 2.99. képletekkel, az
x=0, illetve az x=/ koordinatak behelyettesitésével oldhatunk meg, Az eldbbi példaban tett
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észrevételekkel Osszhangban kijelenthetjiik, hogy a végpontokban hajlitd igénybevételiink most
sincs, ugyanis sem a csukloban, sem az egyszerl tamaszban nem jelenik meg hajlitobnyomaték, és
ott koncentralt nyomaték formaju terhelésiink sincs. Ezekben a pontokban a nyir6 igénybevétel
nagysaga az ott hato fliggéleges reakcideréével azonos. Megfigyelhetjiik, hogy a B pontban a nyird
igénybevétel nagysaga V, =p-1/3, tehat kétszer akkora, mint a 2.101. képlettel megadott

maximum: itt nincs tévedés, ugyanis az a maximum a gorbe egy lokalis szélsdértékét jelenti, a B
pontban pedig a rad hosszanak megfeleld intervallum peremén szamolt értékrél van szo (2.30.
abra), amely egyébként most egy negativ mennyiség. A nyird igénybevételt ebben a feladatban egy
masodfokl parabola irja le, amelynek két szara a végtelenbe nyulik. Minket a parabolanak csak a
rad hosszan értelmezett szakasza, az ott megjelend legnagyobb abszolut érték érdekel. A rad
méretezésekor tehat az igénybevételi abrakbol ki kell majd keresniink a legnagyobb, és esetleg a
legkisebb értéket, amelyek nem minden esetben szélsértékek.
A fentiek alapjan a 2.31. abran lathato igénybevételi diagramokhoz jutunk.

2.2.3. A keresztmetszeti igénybevételek €s a terhelés kozotti Osszefiiggések

Az elébbi két feladatban szélsoértékeket kerestiink, amelyhez a nyir6 igénybevételt, illetve a
hajlitd igénybevételt leird gorbe analitikus kifejezését derivaltuk. Eszrevehetjiik, hogy a hajlité
igénybevétel derivaltja azonos a nyird igénybevételt megadd képlettel. A hajlitd igénybevétel
derivaltjat az egyenletesen megoszlo terhelés esetében a 2.96, a linearisan megoszld terhelés
esetében pedig a 2.102. képlet irja le, a nyird igénybevétel fiiggvényeit pedig a 2.95, illetve a 2.99.
képletek kozott talalhatjuk meg.

Azt is észrevehetjiik, hogy a nyird igénybevételt add képlet derivaltja csak eldjelben
kiilonbozik a megoszld merdleges terhelés analitikus kifejezésétol. Ha az egyenletesen megoszlo
terhelés esetén a 2.95. képletek kozott megadott 7, (x) kifejezést derivaljuk, akkor a 07, /ox =—p

Osszefiiggést kapjuk, amely eléjelben kiilonbozik a terhelést megado 2.26. fiiggvénytdl. A linearisan
megoszlo terhelés esetében pedig a 2.100. képlettel megadott derivalt és a terhelés 2.98. kifejezése
kozott szintén csak egy eldjel-kiilonbséget latunk.

Feltevodik egy kérdés, hogy vajon, ezek az Osszefliggések csak az elobbi két feladatban
érvényesek-e, vagy pedig altalanosak lennének? Ugyanis ez utobbi esetben megspdrolhatnank a
derivaltak kiszamitasat, hiszen azok mar eleve adottak lennének.

A dolgok tisztazasa végett tekintsiink egy infinitezimalisan rovid kis rud-darabkat (2.32.
abra), amelyen egy tetszoleges torvény szerint megoszld p(x) terhelés hat. Ha a darabka bal
oldalan a nyir6 igénybevétel erteke T (x) és a hajlito igénybevetel M_(x), akkor a darabkara hato
p(x)-dx terhelés és a tamadaspontok dx tavolsaggal vald eltolodasanak hatdsara a jobb oldalon
ezek dT,, illetve dM_ mennyiséggel fognak megvaltozni.

px) —

M(x) | /( A I{ \yz(x) +dM,

\ ; /

x de | T(x) +dT,

V-

A
Y
A

2.32. abra. Az igénybevételek és a terhelés kozotti osszefiiggések levezetéséhez
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Ha felirjuk az infinitezimalis hossziusagu rész egyensulyat, akkor a kovetkezd egyenletekhez
jutunk:

— a fliggbleges (radra merdleges) erdk egyensulyabol:

dT, (x)
—T,(x)+ p(x)-dx+[T,(x)+dT,]=0 = " =-p(x); (2.106)

— a nyomatékoknak a jobb oldali végre felirt egyensulyi egyenletébdl pedig:

2
Mz(x)+rv(x).dx—@—[Mz(x)+sz]=o - %:Ty(x); (2.107)
ahol a megoszlo terhelést a tekintett szakaszon allandonak vettiik és a masodik egyenletben

elhanyagoltuk a masodrendiien kicsiny infinitezimalis tagot (amelyben dx’ szerepel).
E két egyenlet kombinacidjaként felirhatd a nyomaték masodik derivaltjara vonatkozo

d’M_(x) dT,(x)
dx? dx

—p(x) (2.108)

Osszefliggeés is.

Sejtésiink tehat igazolast nyert, nemcsak az egyenletesen €s a linearisan megoszlo terhelés
esetén léteznek az emlitett azonossagok.

Az egyensulyi egyenletek felirasaval a 2.106.-hoz hasonl6 6sszefiiggéseket kapunk az egyéb
iranyl megoszlo terhelésekre is. Konnyen belathatjuk, hogy a 2.14. példaban szerepld tengely
irany megoszlo p(x) er6 esetében (2.20. abra)

dlix(_x) - (), (2.109)

a 2.16. példaban szerepld megoszld m,(x) csavaronyomaték esetében (2.22. dbra)

dexLx) — (¥, (2.110)

és ha a rudat egy megoszld6 m(x) hajlitonyomaték is terheli, akkor a 2.107. alatti egyensulyi
egyenletet ki kell egésziteniink a dx hosszisagon hatdé m(x)-dx taggal is, ahonnan

dM. (x)
dx

Ez utébbi esetben a 2.108. egyenlet is érvényét veszti, ekkor

=T,(x)—m(x). (2.111)

d°M _(x dm(x
Tzz()z—p(x)—%. (2.112)
2.2.4. A teriilet-modszer

Az igénybevételi abrak megrajzolasanak teriilet-modszere az el6bbi két fejezetben tett
észrevételekre és az igénybevételi fiiggvények kozotti 6sszefiiggésekre alapoz, €s akkor hasznalhato
hatékonyan, amikor a terhelést alacsony foku polinomokkal adjuk meg.

A teriilet-modszer alkalmazéasakor a terhelésfiiggvénybdl indulunk ki. A reakciderdk
meghatarozasa utan a fliggvények kozotti Osszefiiggések ismeretében az igénybevételi abrakat
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szerkesztéssel kapjuk, szamitasok nélkiill. Az egyediili elvégzendd szamitdsok a szélsdértékek
helyére €s nagysagara vonatkoznak.

A teriilet-mddszerrel kapcsolatos, a nyir6 igénybevételre és a hajlitd igénybevételre vonatkozo
alapveto Osszefiiggéseket a kovetkezo (2.1.) tablazat foglalja 6ssze. Az egyéb igénybevételek esetén
a nyir6 igénybevétel analdgiajat hasznalhatjuk (2.109, 2.110. képletek).

A téblazatban felsorolt abrak példak, amelyek a gorbék alakjat hivatottak megallapitani és
nem az igénybevételek eldjelét. Igy példaul ahol a rud egy szakaszan nincs terhelés és ott az allandé
nyird igénybevételt negativnak kapjuk, ott a hajlité igénybevételt egy emelkedd egyenes szakasszal
kell abrazolnunk. Ez a szakasz lehet az M_ diagram alapvonala felett vagy alatt, vagy pedig

metszheti azt, de mindig emelkedik, ami cs6kkend hajlité igénybevételt jelent.

2.1. tablazat. A terlilet-modszer alapvetd Osszefiiggései

A terhelés tipusa

Hatasa a nyiré igénybevételre

Hatasa a hajlité igénybevételre

Nincs terhelés egy adott szakaszon

T, nem valtozik az adott szakaszon

M lineérisan valtozik

—ha T, <0, akkor M_(x) egy
emelkedd egyenes szakasz;

T ®
1] (M)

Megj.: a nyomaték lehet pozitiv,
negativ, eldjelet valthat

—ha T, =0, akkor M_(x)=4all. egy

vizszintes egyenes szakasz;

@)
(5)

Megj.: a nyomaték lehet pozitiv,
negativ vagy zérus

—ha T,>0, akkor M_(x) egy
ereszkedd egyenes szakasz.

<
L

L

@)

i
It

Megj.: a nyomaték lehet pozitiv,
negativ, elgjelet valthat

Koncentralt eré egy adott pontban

T, az adott pontban ugras-szeriien

y

valtozik

Az adott pontban megvaltozik az M,
grafikon meredeksége

—ha F>0,akkor 7, csokken;

—ha T,>0, akkor M, meredeksége
csokken, ellenben novekszik;

F

y

F

/
[T

® @

Megj.: a nyir6 igénybevétel
diagramjaban megjelend ugras
nagysaga és iranya a koncentralt erd
nagysagaval és iranyaval azonos.

—ha F <0, akkor T, novekszik;
—ha T, >0, akkor M_ meredeksége
novekszik, ellenben csokken.

T

@

/

VP

Megj.: a hajlité igénybevétel eldjele
nincs kozvetlen kapcsolatban a nyird
igénybevételével.

—ha T, eldjelet valt, akkor M

y

trendje megvaltozik;

F

T®
()

Megj.: ahol a nyir6 igénybevétel
diagramja eldjelet valt, ott a hajlitd
igénybevétel diagramjan egy szélso-
érték (konkav vagy konvex szdglet)
van.
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2.1. tablazat (folytatds). A teriilet-modszer alapvetd Osszefliggései

A terhelés tipusa

Hatasa a nyiré igénybevételre

Hatasa a hajlité igénybevételre

Egyenletesen megoszlo eré egy
adott szakaszon

Ty linearisan valtozik

M, masodfoki parabola szerint
valtozik

-ha p>0,akkor 7, csokken, M,

y

dombor;

YYVVVVVVVVVVVVY

Il

Megj.: a hajlitd igénybevétel elGjele
nincs kozvetlen kapcsolatban a nyird
igénybevételével, sem a terhelésével.

T

=
/
]
]

|

\
/.

a/_i_

@)
()

]

(
N

A
/
/
/
[
f

-ha p <0, akkor T, novekszik, M

y

homoru;

- ha T, >0, akkor M, novekszik;
-ha T, <0, akkor M, csokken;
-ahol T, =0, ott M _-nek széls6-
értéke Vén

)4

YVVVVVVVVVVVVVY

)
,L/ N
@

Linearisan megoszl6 erd egy adott
szakaszon

T, masodfoku parabola szerint
valtozik

M, harmadfoku parabola szerint
valtozik

- ahol p(x)>0, ott 7, csdkken és

M domboru,

p(x)

@)
()

Megj.: a hajlitd igénybevétel eljele
nincs kozvetlen kapcsolatban a nyir6
igénybevételével, sem a terhelésével.

-ahol p(x) <0, ott 7, novekszik és

M homoru;

e
o/

=

[
I

p(x)

® @

- ahol p(x)=0, ott 7, -nak
szélsoértéke, M -nek pedig inflexios
pontja van;

YYVVV.

AAAA

p(x)

)
EE

)
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2.1. tablazat (folytatds). A teriilet-modszer alapvetd Osszefliggései

A terhelés tipusa

Hatasa a nyiré igénybevételre

Hatasa a hajlité igénybevételre

Koncentralt nyomaték egy adott

Nincs hatasa a nyir6 igénybevételre

M, az adott pontban ugras-szeriien

pontban véltozik
-ha M >0, akkor M novekszik; -ha M <0, akkor M csokken.
M M M
ht ‘. ‘
| 4 4

@)
()

I8

M

S

qriz ®

nincs kdzvetlen kapcsolatban a nyird
igénybevételével.

P
\\

@)

)
<
®

=+

i
I

Egyenletesen megoszlé nyomaték
egy adott szakaszon

Nincs hatasa a nyir6 igénybevételre

M lineérisan valtozik

-ha m>0 és T,=0, akkor M,

novekszik;

RV Y Ve V|

nincs kdzvetlen kapcsolatban a nyird
igénybevételével sem és a megoszlo
nyomaték eldjelével sem.

-ha m<0 és T, =0, akkor M,
csokken;

v vy vy

- M valtozasa T, -tol is fligg, a
2.111. képlet értelmében.

Vs Ve Ve V|
_

BN
+
;i

® S

/

/
O

/

~

Tekintsiink néhany példat.

2.21. példa. Az egyenletesen megoszIo erdvel részben terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei
A 2.33. 4bran a 2.4. feladatban szerepld kéttamaszi tartd lathaté. Ennek terhelése
egyenletesen oszlik meg a rad hosszdnak egy részén, a CB szakaszon, az AC szakasz pedig

terheletlen.

A teriilet-modszer alapelvei szerint az 4 pontban a nyird igénybevételiink hirtelen felugrik és
annak az AC szakaszon egy pozitiv és allandd értéke lesz, amelynek nagysdga az 4 pontban
kiszamitott fiiggdleges reakciderd nagysagaval azonos. Az igénybevétel abraja az AB szakaszon
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tehat egy vizszintes vonal lesz. A CB szakaszon pedig a nyir6 igénybevétel az egyenletesen
megoszlo terhelés miatt linedrisan fog csokkenni egy negativ értékig, amelynek nagysaga a B
pontban kiszamitott reakcideré nagysagaval azonos (az eldjelek a 2.3. abran bemutatott
egyezményekbdl erednek), a diagram pedig egy hirtelen ugrassal fog zarulni. A CB szakaszon az
igénybevétel abraja egy ferde ereszkedd egyenes lesz. A C pontban a nyird igénybevétel fiiggvénye
¢és diagramja folytonos (tehat ott nincs ugras), hiszen ott nincs koncentralt erd, a CB szakaszon
pedig valahol kell legyen egy olyan pont, ahol a diagram metszi a tengelyt, vagyis ahol nincs nyird
igénybevétel.

A hajlité igénybevétel diagramja az A pontban zérus értékkel indul, mivel ott nincs
koncentralt hajlitonyomaték. Az 4B szakaszon a nyird igénybevétel allandod és pozitiv, tehat a
hajlito igénybevétel linearisan novekszik, amely az abran egy ereszkedd egyenes szakaszt
eredményez (a hajlitd igénybevétel abrajan a pozitiv értékek a tengely alatt vannak, a novekedés
iranya tehat lefele mutat). A CB szakaszon a nyir6é igénybevétel linedrisan valtozik, a hajlito
igénybevétel abraja tehat egy masodfoku parabola-iv kell legyen. Ennek a megrajzolasdhoz
figyelembe vessziik a kovetkezd tampontokat:

— a C pontban a diagram folytonos kell legyen, hiszen ott nincs koncentralt hajlitonyomaték,
ami ugrast okozna;

—a C pontban a diagram sima kell legyen, vagyis a ponttdl jobbra és balra fekvd
szakaszoknak kozos érint6jiikk kell legyen, mert a nyird igénybevétel diagramja ott
folytonos. T,(x) ugyanis M_(x) derivaltja, és igy 7, (x) folytonossaga M _(x) jobb és bal
oldali derivaltjainak azonossagat eredményezi, tehat a jobbrol €s a balrol huzott érintdk
meredeksége azonos (ez egyébként akkor is igaz, ha egy koncentralt nyomaték miatt az
adott pontban M _(x) nem folytonos);

— a parabolanak csucsa van abban a pontban, ahol a nyir6 igénybevétel zérus;

— a masodfoku parabola szimmetrikus a csticson keresztiilmeno fiiggdleges egyenesre nézve;

— a parabola homoru, U alaki, mert a megoszld terhelés lefele mutat (itt a nyomatéknak
maximuma van);

—a parabolaiv a B pontban zérus értékkel zarddik (mert ott sincs koncentralt
hajlitonyomaték).

Mindezen észrevételekkel, barmiféle egyéb szamitas nélkiil megszerkeszthetjiik tehat a 2.33.
abran lathato igénybevételi diagramokat, amelyek teljességéhez azonban sziikséges a hajlito
igénybevétel maximumanak a meghatarozasa és annak lokalizalasa.

A maximum helyét, amennyiben nincs sziikség az igénybevételi fiiggvények analitikus
megallapitisara, mertani Osszefliggések alapjan is megallapithatjuk: a CB szakaszon a T, (x)
diagram egy, az x tengelyt metsz6 ferde egyenes, amely két derékszogii haromszoget hataroz meg.

E két derékszogli haromszog hasonlo, hiszen egy-egy szdgiik (amely nem derékszog) csiicsszog. A
haromszogek oldalainak

L =— 2.113
V, d ( )
aranyabol, ahol d =b—c, megkapjuk a maximum C ponttdl mért tavolsagat:
c=b- s . (2.114)
V,+V,

A hajlitdé igénybevétel maximumat az e ponttdl jobbra vagy balra fekvd terhelés
nyomatékaként kapjuk, akképpen, ahogy az el6z6 példakban a papirlap szélére vonatkoztatott
nyomatékokat kaptuk. Az eddigi példdkban mindig a tekintett ponttdl balra fekvd terheléssel
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szamoltunk, a papirlapot balrdl jobbra huztuk végig az dbran. Azonban ha e ponttol jobbra kevesebb
eré és nyomaték hat, mint annak a bal oldalan, akkor egyszertibb a jobb oldalon fekvé terheléssel
szamolnunk, de ne feledjiik, hogy ezen az oldalon az 6ramutat6 jarasaval ellentétes iranyban forgato
nyomaték pozitiv. Az oldalak tetszéleges megvalasztasat az teszi lehetdve, hogy az egyensulyban
levé rad barmely pontjara nézve a teljes terhelés ered0 nyomatéka zérus: a valamely oldalon
szamitott nyomatékot a masik oldalon szamithato, az el6z6tol csak eldjelben kiilonb6zo nyomaték
egyensulyozza ki.

A példankban végsé soron mindegy, hogy melyik oldalon szamitunk, a bal oldalon hato
erdkkel példaul:

2
M., . =VA-(a+c)—p20 . (2.115)

Ide be kell helyettesiteniink c-t a 2.114-es képlet szerint, amely a 2.4. feladatban kiszamolt, a 2.31.
¢és a 2.32. képletekkel megadott reakcioerdkkel:

p-b b
rev 5
c=b—t1__p. - [ b2 ; _b (2.116)
VitVe — pb b pbf by 2.
[ 2 1 2
ahol a+b =1; valamint a V, reakciderdt is. Ezekkel a hajlito igénybevétel maximuma:
2 2 \? 2
YR AL iy I (U R b @a1+p). 2.117)
[ 2 2-1) 2 \2-1 8-1

@ [ »
%/A iz
- ¢ - b -
- l -
Al
il
1A @
q
m ()
+
Moy

2.33. abra. Egyenletesen megoszIo erdvel részben terhelt
kéttamaszu tarto igénybevételei
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Bizonyos esetekben sziikségiink lehet az igénybevételi fiiggvényekre is. Ha az x tengely
origdjat az A pontban vessziik fel, akkor az analitikus eljarassal a kovetkezo fiiggvényekhez jutunk:

2
rw=v, 52
AC, x €[0,a): ! . 2.118)
pn
M.(x) =V, x=22 ¢
()=V,-x W, X
2
Ty(x)=VA—(x—a)'p=p~[ﬁ+a px
CB,x ela,l]: , ; , (2.119)
(x—a) p-a b P
M.(x)=V, x—p- AR LS S )
()=V,-x-p 5 A EW A R

Ellendrzésképpen kiszamithatjuk a nyird és a hajlité igénybevétel értékeit a C pontban
(mindkét fiiggvény folytonos, tehat ugyanazokat az értékeket kell kapjuk):

2
Z?C(x=a):2?3(x=a)=”2[’l : (2.120)
p-a-b’
M “(x=a)=MP(x=a)= W (2.121)
valamint a végpontokban is:
2 2

T ,=T'(x=0)=V, :ﬂ, T,=T%x=0)=-V, :_M’ (2.122)

J y 2'1 y ) 2‘1
M., =M (x=0)=0, M_,=MP(x=1)=0. (2.123)

Amennyiben az analitikus eljarast hasznaljuk, a hajlitd igénybevétel maximumanak
lokalizalasahoz a 2.119. els képletével megoldjuk a 7', (x) =0 egyenletet, ahonnan az
bZ
X=a+— 2.124
W, (2.124)
koordinatahoz jutunk, majd ezt behelyettesitjik a 2.119. masodik képletébe és igy a 2.117.
maximumot kapjuk.

2.22. példa. Az egyenletesen megoszlo erdvel részben terhelt kéttamaszii konzolos tarto
igénybevételei

A 2.34. abran a 2.5. feladatban szerepl? tarté igénybevételi diagramjait latjuk, az a > b esetre.
A teriilet-modszert az eldz6 feladathoz hasonloan alkalmazzuk: az egyetlen lényeges kiilonbség az,
hogy az egyszeri tamasz nem a rad végpontjdban van. Ennek kovetkeztében a reakciderd
tamadaspontja eltolodik és ebben a pontban (B) a nyird igénybevétel diagramjan egy ugras lesz. E
pont kdrnyezetében, annak jobb és bal oldalan, a megoszlo terhelés intenzitdsa nem valtozik ( p ),
tehata 7, (x) fliggvény meredeksége az ugras ellenére sem fog megvaltozni. Példankban a CB és a

BD szakaszokon e fiiggvény abrazolasa két parhuzamos egyenest eredményez. A rud szabad végén,
a D pontban, nincs koncentralt terhelés, tehat a nyird igénybevétel ott zérus, a diagram pedig a
tengelyen zarodik.
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A nyir6 igénybevételben torténd ugras a hajlitd igénybevételre nincs kihatassal, az M _(x)
fliggvény a B pontban folytonos lesz, de mivel ott a nyiré igénybevétel értéke ugras-szeriien
valtozik, a fliggvény nem lesz sima: a CB és a BD szakaszokon a hajlitd igénybevétel diagramjat
két, egymassal bizonyos szogben illeszkedd masodfoku parabolaivbdl allitjuk 6ssze. A parabola
cstcsa ott van, ahol a nyir6 igénybevétel zérus. Mivel V, >V, van egy ilyen pont a CB szakaszon,
a masik ilyen hely pedig a D pontban talalhatd. Az elébbi lokalizalasdhoz az elobbi feladatban
bemutatott, a haromszogek hasonlosadgan alapuld eljarast alkalmazhatjuk és a most alkalmazott
jelolésekkel (d = a—c) a kovetkez6 képlethez jutunk:

v

a-—Aa (2.125)
V,+(Vz—p-b)

A nevezoben a p-b szorzat a B pont jobb oldalan hat6 nyir6 igénybevételt (a diagram tengely
folotti részét) jelenti, a V, — p-b kiilonbség pedig a B pont bal oldalan hatdé nyird igénybevétellel
egyenld. Ezeket a mennyiségeket, akarcsak a hajlito igénybevétel szélsé értékét, az adott pontra
felirt egyensulyi egyenletekbdl lehet meghatarozni.

Mindkét parabolaiv homora (U alakua): ezeket csak gy tudjuk 6sszekdtni, ha feltételezziik,
hogy a CB szakaszon M _(x) eldjelet valt és a B pontban az negativ értékkel rendelkezik. Az
egyszerll tamasz helyén a radban tehat hajlité igénybevétel jelentkezik, annak dacéara, hogy maga a
tdmasz nem vesz at hajlitd-nyomatékot. A negativ eldjel arra utal, hogy a terhelés alatt megha;jlo rad
dombort oldala a fels6 lesz.

© ®)
@ »

% 4
V, ; Vg b
z - - -
\

A | Vs |||/ 1
V. o +
: b l i ] @)

c d
WM W/ Slhr. @
MZ max

2.34. abra. Egyenletesen megoszlo erdével részben terhelt
kéttamaszu konzolos tarto igénybevételei
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Az abra csak akkor lesz teljes, ha meghatarozzuk a hajlité igénybevétel értékét a B és a C
pontokban is. Megtorténhet, hogy a legnagyobb igénybevétel a tdmasznal, a B pontban jelenik meg.

Bizonyos szamitasok elvégzését tehat most sem mell6zhetjiik.

Az igénybevételi abrak analitikus mddszerrel valdo megallapitasa a szokasos modon torténik.

2 2 2 2
A 2.5, feladatban meghatarozott VAzﬁ-(a——b—j €s VB:?-(a-Z—%+b-l+%J

reakcioerokkel:

AC,x€[0,l-a): (2.126)
pla b
M.(x)=V,-x==| ——— |-x,
z(x) A X l (2 Zj X
2 2
pla b 2
T (x)=V,-p-(x=l+a)==|——-—+1"—a-l |-p-
) =V,-p-(x a) 1[2 5 a]px
_ 2
CB,xe[l-a,l): Mz(x)zVA~x—p'W= (2.127)
2 2
Py P ] P
2 [ {2 2 2
Tv(x)zVA—p'(x—l+a)+VB=p'(b+1)—p'x
_ 2
BD,xel[l,l+b]: Mz(x)zVA‘x—p~M+VB~(x—l)= (2.128)

z—g-(1+b)2+p-(l+b)-x—§-x2.

A fenti képletekkel, a nyir6 igénybevételnek az intervallumok végén kiszamolt értékei:

2 2
TyA=T_:‘C(x=0)=§'(“——b—]

2 2
T =T_V4C(x=1—a)=§'("—;—b—;]

T/ =T%(x=1-a) =%(%2—b—22] (2.129)
Ty =T (x=0=" (%2_17_22_0_1]

T/ =T"(x=0)=p-b
T,=T»"(x=1+b)=0.

Eszrevehetjiik, hogy a C pontban a jobb és a bal oldali értékek azonosak (a fiiggvény ott
folytonos), B pontban pedig a jobb és a bal oldali értékek kozotti kiilonbség a V), reakciderdvel

egyenld. A szabad végen nincs nyir6 igénybevétel (ott nincs koncentralt erd).
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M., =M(x=0)=0

Mbal_MAC _I _p a2 b2
R R L N

2 2
R Ea
(2.130)
bZ

M :MfB(x=1)=—p'2
2
M =M === L

M., =M (x=1+b)=0.

A hajlito igénybevétel tehat végig folytonos és a két végpontban zérd (ott nincs koncentralt
nyomaték). A BC szakaszon maximuma van, a Tf ©=0 helyen, mely pont a koordinataja az
egyenlet megoldasaval

2 2
b
x=2 2 4]-q. (2.131)

Ez a mennyiség azonos a /—a+c-vel, ahol ¢ a 2.125. képlettel kiszamolt tavolsag. Ezt

behelyettesitvén M egyenletébe a keresett maximum:

2 2 2 2
YR A N R A | (2.132)
1\2 2 1 4

Mivel a > b, ez az érték biztos nagyobb a C pontban kiszdmitottnal, azonban konkrét adatok
hianyaban azt nem lehet megallapitani, hogy meghaladja-e a B pontban kiszamitott igénybevétel
abszolut értékét vagy sem.

A B pontban a T, nyir6 és az M _ hajlit6 igénybevételre kapott képletek: T/ =p-b, illetve

2

M7 = _P -2b , azt sugalljak, hogy a papirlapot a jobb oldal felél a bal oldal fele is hiizhattuk

volna; ekkor ezeket a mennyiségeket kevesebb szamitassal is felirhattuk volna. Bonyolultabb
terhelés esetében ezt batran hasznalhatjuk, mert jelentdésen egyszerlisitheti a szamitdsokat.
Amennyiben az analitikus eljaras soran is a jobb oldali rész egyensulyabdl indulunk ki, figyelembe
kell vegyiikk azt, hogy a koordinata-rendszeriink origdja a bal oldali végpontban marad!
Amennyiben az x' koordinatat ekkor a jobb oldali végpont feldl mérjiik, akkor az igy kapott
kifejezéseket az x'=L—x koordinata-transzformacioval tudjuk atirmi az eredeti koordinata-
rendszeriinkre. E transzformacioban L a két origd (a két végpont) kdzotti tavolsag (2.35. abra).

2.23. példa. Trapéz szerint megoszIo erével terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

A 2.36. abran a 2.7. feladatban szerepld tartd igénybevételeit lathatjuk. A reakciderdk
kiszamitasakor a terhelést Osszetettnek tekintettiik: azt egy egyenletesen megoszld erdre és egy
haromszog szerint megoszld erdre bontottuk. Az igénybevételi abrak megrajzolasakor is
megtehetjiik ezt az OsszetevOkre valé bontast, a 2.36. abra diagramjait értelmezhetjiik az
egyenletesen megoszlo erére a 2.19. feladatban, illetve a haromszog szerint megoszlo erdre a 2.20.

65



2. IGENYBEVETELI ABRAK

feladatban megrajzolt diagramok Osszegeként. Ugyanezt az Osszegzést elvégezhetjik az
analitikusan kiszamolt képletekkel is.

T,(x)=p-(b+1)-p-x

Mz(x):—g-(l+b)2 +p-(l+b)-x—§-x2

© \%//

(4
X 7
— L - -
Ax'=1+b7x
% ®)
p

\

T,()=p-x'

M. (x) = —%(x'f

2.35. dbra. Koordindta-rendszerek kozotti megfeleltetés

A diagramok megrajzolasat megoldhatjuk a terhelés felbontasa nélkiil is. Mivel a terhelés
linearisan oszlik meg, a teriiletmodszerben a nyird igénybevétel diagramjat egy masodfoku
parabola-ivként kell abrazolnunk. A terhelés mindvégig pozitiv (sehol sem nulla), tehat a parabola-
ivnek a rad hosszan nincs szélsOérték-pontja. A hajlitd igénybevétel abraja egy harmadfoku
parabola-iv kell legyen, amelynek a maximuma ott van, ahol a nyirdé igénybevétel masodfoki
paraboldja metszi a tengelyt. E maximumnak a helyét csak a 7 (x)=0 egyenlet megoldasaval

tudjuk meghatarozni, ezittal tehat a nyir6 igénybevételt leiro fliggvényt a teriilet-modszerben is
meg kell allapitani, mert nem alkalmazhatunk egyszerii geometriai Osszefiiggéseket.

Ha az analitikus modszert a terhelés felbontasa nélkiil szeretnénk hasznalni, akkor a trapéz
szerint megoszlo terhelésre a 2.7. feladatban megallapitott képleteket kell hasznalnunk:

— egy adott x koordinata esetén meg kell allapitanunk a terhelés nagysagat, a 2.44. képlettel
(példankban x, =0, x, =x):

p(x)=p1+x-—p21_pl; (2.133)

—> meg kell hatarozzuk a terhelés-diagram az e ponttol balra fekvd részének ereddjét
(teriiletét). Erre a 2.47. képlethez hasonldan a kovetkezd Osszefliggést allapithatjuk meg:

(p+p(x))-x

R(x)= . : (2.134)
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—>meg kell hatarozzuk e terhelés-diagram rész ereddjének tamadaspontjat (geometriai
kozéppontjanak helyzetét). A 2.54. képlet felhasznalasaval:

5y () =5 A2 PED,

; (2.135)
3 p+px)
— a nyir6 igénybevétel ekkor:
T, (x)=V,—R(x), (2.136)
— a hajlito igénybevétel pedig:
M_(x)=V,-x=R(x) -x;(x). (2.137)

A képletekben szerepld reakcioerdk V, :M és V, :M, amelyeket a

2.7. feladatban allapitottunk meg.

p'(x) \ DP2-P1
(4 |
| P2
D1
K i
v, . p(x) Vs
-~ - L,
AT
A +
+
L] ]A @
=) v,
g— a {—
I @
+

MZ max

2.36. abra. Trapéz szerint megoszIlo evdvel terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

Talan egyszeribbek a szamitasok, ha a terhelést a 2.36. abran lathatdé modon felbontjuk.
Ekkor:

p‘(x):x-@; (2.138)
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O R

:2'p1+pz'l_p_x_pz_p1 2
1

X
AB, x €[0.1]: 6 2:1 (2.139)
p P'(x)
M. (x)=V, -x—?‘-x2 —T-xz =
_ 2-p+p, 'Z'X—&wz—pz_p] vy
6 2 6-1

Ellendrzésképpen, a nyird igénybevételnek az intervallumok végén kiszamolt értékei a
reakciderokkel megegyeznek:

T, =T"x=0=E L0 Pl _y

6 A
( 2 p)-l (2.140)
+ . .
TVB — T;}AB(X — Z) — _% = _VB’
a hajlit6 igénybevétel pedig e pontokban nulla:
M. :M;‘B(x=0)=0
! (2.141)

M, =M"(x=1)=0.

A 7}‘“ =0 masodfoku egyenlet megoldasaval a maximum koordinatdjara a kovetkezoket

e v Al PP (2-ptp,
(p»iJ(p]) (P (2]

kapjuk:

x = =
" 2 _p2_p1
2.1 (2.142)
1
—D $ﬁ'\/plz D 'p2+p22
= 'Z-
b~ D

Mivel a negativ gyok a rad hosszanak tartomanyan kiviil esik, a keresett mennyiség csak

|
ﬁw/pf +p P+ D) -
a= |l (2.143)
P, =D

lehet. Eszrevehetjiik, hogy ha p, =0, akkor ez a 2.20. feladatban a haromszdg szerint megoszl6

terhelésre kapott // /3 -as értékhez vezet. Ha pedig p, = p,-re a fenti mennyiséget abrazoljuk (a
nevezd miatt a p, = p, értéket behelyettesiteni nem lehet), vagy pedig a p,=p,-A, A—>0

jeldléssel a 1Ain%a hatarértéket kiszamoljuk, akkor a 2.19. feladatban az egyenletesen megoszlo

terhelésre kapott //2 értéket kapjuk. A hatarérték kiszamitasa a kovetkezéképpen torténik:

68



2. IGENYBEVETELI ABRAK

(pz_A)2+(p2_A)'p2+p22 —p2+A

1
ﬁ'prwl'pﬁpi - P, 3
lim -/ =1lim 1=
b b= D A0 Py~ Dy tA
\/p§—2-p2-A+A2+p§—p2-A+p§ 4 A
2
~lim 3 q=
A—0 A
2 2 2
\/3'p2_3'p2‘A+A —p,tA 1_A+3.A 2 1
= lim 3 d=p, limt P2 2P Py
A—0 A A—0 A
A A 2
1——+3 > =1 A 1—A+3A -1 |
=p, | limA P2 P I=p,-|lim Py o'l I=
A—0 A pz A A—0 A AZ pz
A [1——+ > +1
| P, 3D
1 A 1
RN 1 p, 1 !
: P, Py P,
=p,-| lim +— |- l=p,- +— | l==. (2.144)
’ H’\/ AN P, NI+ p | 2
I-——+ > +1
P, 3:p;
Az M, értékét a hajlitd igénybevételt megado 2.139. fiiggvény adja, a 2.143. koordinata
behelyettesitésével.

2.24. példa. Koncentralt ferde erdvel terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

A 2.2. feladatban szerepld tartd igénybevételeit a rid tengelyével « szoget bezard F
erdvektor okozza. Ezt az er6t a 2.15. képletek szerint két 6sszetevore bontottuk fel, amelyek koziil a
V' merdleges komponens nyird és hajlitd igénybevétel megjelenéséhez vezet, mig a rud tengelyére
es6 H komponens tengely iranyl (e példaban nyomo) igénybevételt okoz. A terhelés tehat
Osszetett, de az Osszetevok mas-masfajta igénybevételek megjelenéséhez vezetnek:

N(x)=-H,=-H=-F-cos«

AC,x€[0,a): Ty(x)zVAzV'?:Fg'sina (2.145)

Mz(x):VA-x:F-?-sina-x,

N(x)=0

CB,x€ela,l]: Ty(x):VA—VzV-?—VzF-(?—lj-sina:—F-%-sina (2.146)

M (x)=V, -x—V-(x—a):—F-%-sina-x+F-a-sina.

A tengelyiranyu és a nyird igénybevételt szakaszonként konstans fliggvények irjak le, a

hajlitobnyomaték diagramja pedig linedrisan valtozik.
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Ellendrzésképpen, a végpontokban a reakciderdket és zérus nyomatékokat kell kapjunk, a
hajlitobnyomaték diagramja pedig a C pontban folytonos kell legyen:

T,,=T'(x=0=V,

T,,=T" (x=)=V,-V==V,

M., =M (x=0)=0

M_,=MZ(x=0)=0 (2.147)

M. :Mfc(x:a):F-aTb-sina
M., :MfB(x:a):F'a'(l—%j'sina=F'aTb'sina.

A hajlité igénybevételnek a C pontban kiszamitott értéke annak maximumat jelenti. A
megrajzolt igénybevételi diagramokat a 2.37. dbran lathatjuk.

o @

A

a b

- P

&

|

VAA%/ ,
TIIIENIIE » @
()

_—

M. o = (F-a-b/l)-sin a

2.37. abra. Koncentralt ferde erével terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

2.25. példa. Koncentralt erével terhelt ferde tamaszu tarto igénybevételei

A 2.17. feladatban a tart6 bal oldali timasza a rad tengelyével egy bizonyos « szdget zar be,
s ennek kovetkeztében a tartoban fellépd R, reakciderd is ferdén hat a rad tengelyére. Ezt a ferde
reakcioer6t a V, merdleges és a H , tengelyiranyu vetiileteivel adtuk meg. A 2.18. feladatban ez a

sz0g derékszog volt — ekkor @ =90°, a 2.91. képlet szerint a reakcioerd tengely iranyu dsszetevoje
eltiinik. A ferde tamasz tehat a rud tengelyében megjelend igénybevételhez vezet, €s mivel ebben a
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feladatban a rudat mas tengelyiranyt terhelés nem éri, ez az igénybevétel a két tdmasz kozott
alland¢ intenzitasu lesz:

N(x)=-H, :—F-%ctga

AC,x €[0,a): T.(x)=V, :F-? (2.148)
b
M_(x)=V, 'x=F'7‘x,
b
N(x)=-H, =—F‘7'ctga
CB, xe[a,l]: Ty(x)zVA—FzF«(?—lJz—F-% (2.149)
M. (x)=V, ‘x—F‘(x—a)z—F‘%')HF'a.

is
<.
!
'y ‘% Q

=

B

v %H F

T » &

W@

M, pax = F-a-bll

—

2.38. abra. Koncentralt erovel terhelt ferde tamaszu tarto igénybevételei
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Ellenérzésképpen:
T, =T (x=0)=V,
T, =7;,CB(x=Z)=VA—F=—VB

M., =M (x=0)=0
M_,=MP(x=0)=0 (2.150)

M. :MZAC(x:a):F’aT.b
cB a a-b
M2C=Mz (x=a)=F~a«(l—7j=F~T.

A hajlitd igénybevételnek a C pontban kiszamitott értéke annak maximumat jelenti. Az
igénybevételi diagramok a 2.38. abran lathatok.

2.26. példa. MegoszIo tengelyiranyu erével terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

A 2.14. feladatban a tartot csak a tengelyének iranyaban terheltiik, ennek kovetkeztében csak
a csukloban jelent meg reakciderd, amely szintén tengelyiranyt. Ebben a rudban tehat nyiré vagy

A tengely iranyl terhelés megoszld, az igénybevétel kiszamitasakor a radra merdleges
megoszlo terhelés esetében alkalmazott eljarast kell hasznalnunk: valamely pontban
(keresztmetszeten) a tengely iranyu igénybevételt az attdl balra, vagy pedig jobbra esd tengely
iranyu terhelés ereddje adja, az eldjel-szabaly figyelembe vételével. A CB szakaszon az adott x
koordinatanak megfeleld p(x) terhelést a 2.23. feladatban bemutatott eljaras szerint hatarozzuk

meg:

PO)=pi+p(0)=po+(x-a) B (2.151)
N(x):HA — (pl +;2)b
AC,xe[0,a): { T,(x)=0 (2.152)
M _(x)=0,
N =H, D +p(x2))‘(x‘“) _
_ (p1+p2)'b2_(p2 _pl)'a2 +2'p1 'a'b_
2-b
CB, x [a,l]: _pch=pmpda pmp o (2.153)
b 2-b
T, (x)=0
M _(x)=0.
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Lathatjuk, hogy a linearisan megoszl6 tengely iranyu terhelés a masodfoku (parabolikus)
igénybevételi fliggvényhez vezet, a 2.109. Osszefiiggésnek megfelelden. A parabola abrazolasdhoz
meg kell allapitani, hogy merre van a csucsa, vagyis a 2.153. osszefiiggések felhasznalasaval meg
kell keresni az N'(x) =0 egyenlet megoldasat:

Nv(x):_pl'b_(pz_pl)'a_pz_pl x=0=x = pz'a_plll. (2154)
b b ! P, =D

Eszrevehetjiik, hogy ez egy @ -nal kisebb mennyiség, tehat az abrazolandé parabolaivnek a
CB szakaszon nincs csucsa. Ha a terhelés diagramjat meghosszabbitanank, akkor ez a cstics a 2.109.
Osszefiiggés értelmében azon a helyen lenne, ahol a terhelésfiiggvényt abrazolo egyenes metszené a

rrrrr

oy Pampl (2.155)

a_xm — pl
- m

l-x, P, P~ D

A megoszlo terhelés eldjele miatt a parabolanak maximuma van (lefele gorbiil).
Megjegyezhetjiik, hogy a tengelyre mer6leges, linearisan megoszlo terhelés esetében is ugyanigy
szerkeszthetjiik meg az igénybevételi abrat.

[

xX=

e

.

2.39. dabra. MegoszIlo tengelyiranyu erdvel terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

Ellendrzésképpen, a C pontban a tengely iranyu igénybevétel folytonos kell legyen, tehat a
2.153.-as relacidba x = a -t behelyettesitve H , értékéhez kell jussunk, a B pontban (x=/=a+b)

pedig a tengely iranyu igénybevétel zéro kell legyen.

2.27. példa. Koncentralt hajlitonyomatékkal terhelt keéttamaszu tarto igénybevételei

A 2.8. feladatban a kéttdmaszu tartdt koncentralt nyomaték terhelte, a reakcioerdk pedig a
terheléssel azonos nagysagi nyomatéku, de ellentétes irdanyba forgatd erdpart alkottak. Emiatt a
nyird igénybevétel a rad hossza mentén allandd lesz, a hajlitdé igénybevétel pedig linearisan
valtozik. Ez utobbi a koncentralt nyomaték hataspontjaban ugras-szerien valtozik:
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M
T (x)=-V,= T
AC,x€[0,a): v (2.156)
M _(x)=-V, -xz—T-x,
0=V, =
CB,x€la,l]: (2.157)

M _(x)=-V, -x+M=M—%-x.

Ellendrzésképpen: a nyird igénybevétel a B pontban (x=/) a reakciderdvel egyenld kell

legyen: T, , =V, =—M /I, a hajlito igénybevétel ugyanott zero.

k

-

N

(4)
e

a

M
[ 1
@©
7‘1

— —

VA ’ h

T M- ¢ b
e @
M, C,jahh{ i e

M

2.40. abra. Koncentralt hajlitonyomatékkal terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

Mivel a méretezésnél sziikség van az igénybevételek legnagyobb értékére, a C pontban meg
kell allapitsuk a hajlitonyomaték bal és jobb oldali hatarértékét: ebben a pontban, a koncentralt
terhelés miatt, az igénybevételi abran egy M nagysagu ugras van. Ezeket a hatarértékeket a 2.156,
illetve a 2.157. képletekkel szamitjuk ki, az x = a koordinata behelyettesitésével:

M ——M-%

zC,bal —

l (2.158)
Jy——

z C, jobb = Z

M

:M.é
)

A hajlité igénybevétel maximumat a fenti két mennyiség koziil a nagyobbik jelenti, a C pont
helyzetének megfelelden.
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2.28. példa. Koncentralt erével merdlegesen terhelt, egyik végen befogott tarto igénybevételei

A befogott rad esetében, a merev befogas pontjaban a reakcidé mint koncentralt er és mint
koncentralt nyomaték jelenik meg (2.9. példa).

Példankban a nyird igénybevétel allandd, a hajlité igénybevétel pedig linearisan valtozik
(2.41. ébra):

T(x)=V,=F

AB, x €[0,1]:
M. (x)=M,-V,-x=F-1-F-x.

(2.159)

Ellendrzésképpen a rad szabad végén, a B pontban (x=17) a hajlitd igénybevétel zérod kell
legyen.

¢F
(R

Y

vV -Ji- F
g ‘

" I

it @)

2.41. abra. Koncentralt erével merdlegesen terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

2.29. példa. Koncentralt erével ferdeén terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

Ebben az esetben (2.10. példa), a terhelés vizszintes OsszetevOje miatt tengely iranya
igénybevétel is keletkezik (2.42. abra):

Nx)=H,=-F-cosa
AB,x€[0,l]: | T,(x)=V,=F sina (2.160)
M (x)=M,-V,-x=F-sina-l-F-sina-x.

o =90° -ra visszakapjuk az eldbbi feladat, a koncentralt erével merdlegesen terhelt rad esetét,

mig o =0°-ra vagy o =180°-ra csak tengely irdnyl nyomo, illetve huzé igénybevétel 1ép fel,
nyiras és hajlitas nélkiil.

2.30. példa. Koncentralt hajlitonyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei
Mivel a koncentralt nyomatékkal terhelt befogott rtidnak nincsenek reakciderdi és a
kényszerben csak egy reakcionyomaték 1ép fel (2.11. feladat), ez csak hajlité igénybevételnek van

kitéve. Ez az igénybevétel a rud hosszan allando és a hasznalt eldjel-egyezmény értelmében negativ
(2.43. abra):
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1,00 =0 (2.161)

Hy [ / -
) N
.
— l [ —
Hi [— 1@
1
i
| Y @)

B il @)

2.42. abra. Koncentralt erével ferden terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

(@)
/)M

\

()

M,

—(—

2.43. abra. Koncentralt hajlitonyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

2.31. példa. Koncentrdlt csavaronyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto

igénybevételei
Akarcsak az elébbi feladatban, a terhelés tiszta igénybevételt idéz el6: a rad (tengely) teljes

hosszan egy allando csavard igénybevétel jelenik meg (2.12. példa, 2.44. abra), amely a hasznalt
elojel-egyezménynek megfeleléen negativ:
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T,(x)=0,
AB,x€[0,]]: {M.(x)=0, (2.162)
M,(x)=M, =-M,.

;
tA
(1 L M
7 4
—1° l T —

| (1)

M, 4 S M,
[

2.44. abra. Koncentralt csavaronyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

2.32. példa. Linearisan megoszIo erével terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

A 2.13. példaban a reakcider6k kiszamitasanal a trapéz szerint megoszl6 erdt két dsszetevore,
egy egyenletesen €és egy haromszdg szerint megoszlora bontottuk fel. Ugyanezt az eljarast
hasznaltuk az igénybevételek kiszamitasakor a 2.23. példaban is. Figyelembe véve azt, hogy a
linearisan valtoz6 Osszetevot most kivonjuk az allandd intenzitasubol, egy adott x koordinataju
keresztmetszeten haté megoszlo terhelés most a kdvetkezo lesz:

p(x)=p1—p'(x)=pl—x‘@. (2.163)

Ezzel a felbontassal az igénybevételeket a kdvetkez6képpen kapjuk:

]}(x):VA—pl.xJ’_@.x:
Z(pIZPZ)‘I_Pl'xJFplz_fz'x2
AB, x €[0,1]: . (2.164)
_ P p(x) ,_
M (x)=-M,+V,-x X+ =
2 6
r (p,+P,) p p-p
- . +2. +1—2.1.x__1.x2+1—2.x3_
g (Pit2p)+ 2 6.l

Ellenérzésképpen, a rad szabad végén, ahol x=1[, a nyird igénybevétel is és a hajlitd
igénybevétel is nulla kell legyen.

Eszrevehetjiik, hogy a 2.163. képlet azonos a 2.133. relacidval, amelyet a 2.23. példa
linearisan novekedd terhelésére allapitottunk meg (most a terhelés linedrisan csokken az x
koordinata novekedésével). Azt is észrevehetjiik, hogy a 2.164. igénybevételek képleteiben a
megoszlo terhelésnek megfeleld tagok szintén azonosak a 2.23. példadban szereplokkel — tehat
ezeket a képleteket barmilyen linedrisan megoszl6 terhelésre fel lehet hasznalni, fliggetleniil p, és

p, ertékétdl és azok egymashoz viszonyitott nagysagatol.
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Az igénybevételi diagramok a 2.45. abran lathatok. A nyir6 igénybevétel diagramja egy
masodfoku parabolaiv. Ennek a csticsa ott lenne, ahol a meghosszabbitott terhelésdiagram metszené
a rud tengelyét (tehat az iv egy bizonyos szdgben metszi a tengelyt). A hajlitonyomaték diagramja
viszont egy harmadfoku parabolaiv, amelynek a csucsa a B pontban van, ugyanis a nyird

igénybevétel ebben a pontban zérd (az iv itt érinti a tengelyt).

Megallapithatjuk, hogy mindkét igénybevételnek a mereven befogott végen van a legnagyobb

értéke.

P2

M,y

P

Va

Va

\

A

M,

Ell

Pr—p2

()

2.45. abra. Linedrisan megoszIlo erdvel terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei
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2.33. példa. MegoszIo ferde erdvel terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

A 2.15. példaban a ferde megoszld erét tengelyiranyl és tengelyre merbleges Osszetevokre
bontottuk: az elébbi, amelynek nagysaga /(x)= p-cosa, tengely iranyu igénybevételt okoz, az
utobbi, amelynek nagysaga pedig v(x)= p-sina, nyird és hajlitd igénybevétel megjelenéséhez
vezet (2.46. abra):

N(x)=-h(x)-x=—p-cosa-x

AB, x €[0,1]: T, (x)=-—p(x)-x=—p-sina-x (2.165)
M= PO o _psing
2 2

Ellendrzésképpen, a tartd jobb oldali végén (a merev befogasnal, x =/) az igénybevételek a
megfeleld reakciokkal azonos nagysaguak, de ellentétes iranytiak kell legyenek (2.81, 2.79, 2.80.
képletek).

My

il

=0

1 @

2.46. abra. MegoszIo ferde erdvel terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

2.34. példa. MegoszIlo hajlitonyomatékkal terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei

A 2.47. abran levo tartot egy egyenletesen (allando intenzitasi) megoszlo hajlitonyomaték
terheli. Az igénybevételek kiszamitasahoz el0szor a tartd reakcioit kell meghatarozzuk. A 2.8.
feladathoz hasonldan, ezt a rudat is csak a hajlitonyomaték terheli, tehat a reakcioerdk a terheléssel
azonos nagysagu, de ellentétes iranyba forgaté nyomatéku erépart kell alkossanak.

A 2.16. példa értelmében a megoszlo terhelés ereddje az

79



2. IGENYBEVETELI ABRAK

M=m-b (2.166)

== (2.167)

nagysagu er6kbol allo erépar tart egyensulyt. A reakciderOk nagysdga nem fiigg a terhelés
lokalizalasatol, csak annak ereddjétol.
Az igénybevételeket a kovetkezo Osszefliggések adjak (2.47. abra; a 2.27. példatol eltérden a

17, o

Tv(x) :_VA :_m_‘b
AC, x €[0,a) ! , (2.168)
M _(x)=-V, -xz—m;-x,

m-b

T,(x)=-V, ==
CB,xelal]: {M_(x)=-V, ~x+m~(x—a)=—m'a+m'(1—§j'x= (2.169)

a

=—m'a+m'7‘x.

Ellendrzésképpen, a rud jobb oldali végén, ahol x =/, a hajlité igénybevétel zéro kell legyen.
A hajlité igénybevétel értékét a C pontban szamithatjuk (x=a), ahol M_. =-m-a-b/l.

m
@ aYaVa Ve VaYata

4{@ (© ',

—
-

A
Y

vy

\

Va

4J| —
-
=

®

2l

7 \m

M. ¢

LAl

2.47. abra. MegoszIo hajlitonyomatékkal terhelt kéttamaszu tarto igénybevételei
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2.35. példa. MegoszIlo csavaronyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

A 2.48. abran levd tartot egy egyenletesen megoszlo csavardnyomaték terheli. A mereven
befogott végén egy, a terheld megoszld nyomaték ereddjével azonos nagysagu, de ellentétes
iranyban forgatd koncentralt csavaronyomaték jelenik meg, mint reakcio:

M, ,=mb. (2.170)

A tartonak egyéb igénybevétele a csavarason kiviil nincsen:
AC,x€[0,a): M,(x)=M, ,, (2.171)
CB,xelal]: M,(x)=M,,—m,-(x—a). (2.172)

Ellendrzésképpen, a tartd szabad végén (a B pontban, x =1/) a csavard igénybevétel zéro kell
legyen.

my

LR R IR | vﬁﬁ‘
©

[

M, , |

(2202
PN

—y
|

i
Y

Y

4;‘\'_!_(%4

\
LT

()

2.48. abra. MegoszIlo csavaronyomatékkal terhelt, egyik végén befogott tarto igénybevételei

2.36. példa. MegoszIo erével terhelt, kéttamaszu ferdetengelyii tarto igénybevételei

A ferdetengelyli tartok esetében is, mint amilyen a 2.49. abran lathato, az igénybevételeket a
rud koordinata-rendszere szerint kell kiszamitanunk, amely az eddigiektdl eltéroen nem igazodik a
vizszintes €s fiiggdleges iranyokhoz.

Az abran szerepl6 tartd egyszert tdmasza fliggdleges iranyban tamasztja ald a rad jobb oldali
végét. A terhelés is fiiggbleges iranyt. Ugy a tdmaszban ébredé reakciderének, mint a terhelésnek,
van egy tengelyiranya és egy tengelyre merdleges vetiilete, igy egyszerre fog fellépni a

A terhelés ereddjét a rud hosszaval szamitjuk ki, tehat nem a tdmaszok kozotti /-cosa
vizszintes tavolsaggal:

R=p-l; (2.173)
viszont a két végponthoz viszonyitva ennek az erének az erdkarjat a vizszintesen mért (//2)-cos &

tavolsag jelenti.
Mivel a B pontra nézve a H, reakciderdnek is van nyomatéka (erdkarja /-sine ), el6szor a

V, reakcioerdt szamitjuk ki az 4 pontra felirt nyomaték-egyenletbdl:

ZMZ,A ZR'écosa—VB‘Lcosa:O = V=

N | =

p-l
=, 2.174
> ( )
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A ¥, reakcider6t a legegyszeriibben a fliggdleges iranyu vetiiletek egyenstlyabol kapjuk, a
H , reakcio esetleges megjelenése miatt:

pl_p-l p-!
Zng—VA—Vsz.I—VA—TzT— =0 = Vi="=

0o |

, (2.175)

a vizszintes vetiiletek egyensulyabol pedig
Y F,=H,=0. (2.176)

A B pontra felirt nyomaték-egyenletet ellen6rzésre hasznaljuk:

ZMZ,B =V,-l-cosa—H, '1‘sina—R'£~cosa=
2 (2.177)

:pT'Z.Z‘cosa—O-l-sina—p-l-é-cosa=0.

A terhelés a radra nézve egy egyenletesen megoszlo ferde erdt jelent, p-cosa merdleges €s

p-sina tengelyiranyu Osszetevokkel (a terhelés ez esetben a rad tengelyével 90°—a szoget zar
be). Az igénybevételekhez nemcsak a megoszl6 erdt, hanem a reakciderdket is le kell vetiteniink:

N(x)=-H,-cosa-V, -Sina+p-x-sina:p.(x_éj.sina

T, (x)=—H, -sina+V, 'cosa_p'x’cosa:P‘(i—xj-cowg
AB, x<[0.1]: 2 (2.178)

2
Mz(x)Z—HA .x.sina+VA .x.cosa_chosa:

:—g-(xz—l-x)-cosa.

A rad két végén az igénybevételek a kényszerekben fellépd reakciderdkkel tartanak
egyensulyt:

N, =N(x=0)=—p7'l'sina=—HA~cosa—VA -sina

N, :N(x:l):pTJ-sina:VB-sina

TyA:];(XZO):pT'Z-cosa:—HA-sina+VA-Cosa (2.179)

T, =7}(x=1)=—p7'l~cosa=—VB'cosa

M, =M (x=0)=0
M., =M (x=1)=0.

A nyomaték maximumanak a helyét a nyir6 igénybevétel diagramjabdl allapithatjuk meg:

T,(x)=0 = xzé, (2.180)
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amellyel

2

M =Mz(x=1/2)=p'21 -cosa. (2.181)

zZ max

(//2)-cos a

[-cos

-
-

MZ max
2.49. abra. Ferde tengelyii tarto igénybevételei

2.3. A tortvonalu tartok

A tortvonalu tartok tengelye egyenes szakaszokbol all, amelyek egy bizonyos szog alatt
illeszkednek egymashoz. A szakaszok lehetnek egy sikban, de alkothatnak egy térbeli szerkezetet
is. Az egyszerliség kedvéért itt csak a sik tortvonalu tartokat példazzuk, de az ismertetett eljarasok
konnyen kiterjeszthetdek a térbeli tortvonalua tartok esetére is.

A sztatikailag determinalt sik tartok esetében, amennyiben a terhelés is a tartd
tengelyvonalanak a sikjaban hat, a reakciderdket a felirhatd egyenstlyi egyenletekbdl allapithatjuk
meg. Mivel sik esetben csak harom ilyen egyenletet tudunk felirni, a determinaltsighoz harom
kényszerre van sziikségiink, pont ugy, mint az egyenes tartok esetében. Ezeket a reakciderdket egy,
a teljes tartdhoz rendelt XYZ ,,globalis” koordinata-rendszerben adjuk meg, altalaban a vizszintes
¢és fliggbleges iranyokhoz igazodva. Az igénybevételeket viszont a tartd tengelyéhez igazod6d xyz

,»lokalis” koordinata-rendszerben kell kiszamitanunk, amely szakaszonként iranyt valt.
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2.37. példa. Egy mereven befogott tortvonalu tarto reakcioinak és igénybevételeinek
kiszamitasa

Legyen a 2.50. abran lathatd, az A pontjaban mereven befogott tortvonall tartd, amelyet a C
szabad végén egy koncentralt erd terhel. A tartd két, egymasra merdleges darabbol all, amelyek
koziil a vizszintes darab hossza a, a fiigg6legesé pedig b .

LF

A ¢—>x @

a lokalis koordinatak iranya

a globalis koordinatak iranya

L B . X

2.50. abra. Mereven befogott tort vonalu tarto

Mivel a tartd mereven befogott, a reakciderdket az X ¢és az Y irdny szerint felirt egyensulyi
egyenletekbdl, a reakcionyomatékot pedig a mereven befogott A4 pontra felirt, az abra sikjara
merbleges Z tengely koriil forgatd nyomatékok egyenstlyi egyenletébdl szamithatjuk ki.
Belathatjuk, hogy az X tengely irdnyadban nem hat terhelés és emiatt H, =0, Y irdnyban csak az
F terhel6 erd hat és emiatt V, =F , s mivel ez utobbinak az er6karja az 4 pontra nézve a
hosszlsagu, a reakcionyomaték M , = F-a lesz.

Az igénybevételek kiszamitasat szakaszonként végezziik el, az elobbi fejezetben ismertetett
modszerek alapjan jarhatunk el. Az igénybevételek a tartd egy adott keresztmetszetén az illetd
keresztmetszet valamelyik oldalan hat6 kiils6 erdkkel tartanak egyenstlyt, az egyensulyi
egyenleteket pedig az adott szakasz lokalis koordinatai szerint kell felirnunk. Ezt a keresztmetszetet
a kezdoponttél a végpontig csusztatva, az x koordinata fiiggvényeként rajzoljuk meg az
igénybevételi abrakat.

Példankban az AB szakaszon, az A ponttdl a B fele haladva azt konstataljuk, hogy itt egy
allando tengely irdnyt igénybevételiink van, amelyet a V, reakciderd idéz el6. Mivel H , =0, nyiro

igénybevétel itt nem 1ép fel és a hajlitd igénybevétel allando, M , nagysaglh. Az igénybevételek
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elojelét az eddig alkalmazott egyezmény szerint allapitjuk meg, amely szerint a tengely iranyt is és
a hajlito is negativ eldjeli kell legyen, ha a lokalis tengelyek az abran lathat6 iranyba mutatnak:

Nx)=-V,=-F
AB, x €[0,b]: T,(x)=0 (2.182)
M (x)=-M,=-F-a.
A B pontban a lokalis x tengely derékszogben iranyt valt, a BC szakaszon a H , reakciderd,

ha létezne, tengely irdnyu igénybevételt okozna, a ¥V, reakcideré pedig nyirder6ként hat. Ez
utobbinak nyomatéka is van; az igénybevételeket a 2.51. abra szerint tudunk meghatarozni.

2.51. abra. Az igénybevételek kiszamitisa a BC szakaszon

Az abra alapjan:

N(x)=0
BC,xe[0,a]: T(x)=V,=F (2.183)
M.(x)=-M ,+F -x=F-(x—a).

Eszrevehetjiik, hogy mivel a két szakasz egymasra merSleges, a B ponton athaladva a
tengelyiranyu ¢és a nyir6 igénybevétel ,helyet cserél”, az egyezménynek megfeleld eléjellel. Ez az
észrevétel csak az egymdsra merdleges szakaszokra érvényes, amennyiben az illeszkedési pontban
nem hat koncentralt erd!

Ugyanakkor észrevehetjiik azt is, hogy a B ponton athaladva a hajliton igénybevételnek sem a
nagysaga, sem az eldjele nem valtozik meg: ez az észrevétel akkor érvényes, ha az illeszkedési
pontban nem hat koncentralt nyomaték.
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A koordinatak behelyettesitésével megkapjuk a szakaszok végein érvényes igénybevételeket,
amelyekkel a 2.52. dbran lathat6 igénybevételi diagramokhoz jutunk.

- A I v e

— = @ @ — @

VA MA

2.52. abra. A tortvonalu tarto igénybevételi abrai

2.38. példa. Egy kéttamaszu tértvonalu tarto reakcioinak és igénybevételeinek kiszamitdsa
Tekintsiik a 2.53. dbran lathato tartot. Az eldbbitdl eltérden ez kéttdmaszu, vannak egymashoz
nem deré¢kszogben illeszkedd részei, a ferde oldalan pedig egy megoszlo terhelés hat. A ferde oldal
45°-0s szOget zar be a vizszintessel.
(©)

-

(D))<t 1

Vb

2-a

2.53. abra. Kettamaszu tortvonalu tarto

A reakciderok kiszamitasahoz sziikségilink van az AB szakaszt terheld egyenletesen megoszlo
erd ereddjére. Ennek a szakasznak a hossza. [/, = 2\2-a. A megoszlo erd tengelyre merdleges

86



2. IGENYBEVETELI ABRAK

iranyuq, igy annak R = 242 p-a ereddje is merOleges lesz az AB szakaszra €s annak a kdzepén, a
K pontban tamad. A megoszlo terhelés valamely pontra vonatkoztatott eredd nyomatékahoz
ismerniink kell az er6kar hosszat is, vagyis az R tartdoegyenese és az illetd pont kozotti tdvolsagot.
Ennek a tavolsagnak a kiszamitasa az 4 pontra nézve egyszerti (az AB szakasz hosszanak a fele), de
példaul a D pontra nézve nem, egy sikmértan-feladatot kellene megoldanunk. Ezt elkeriilhetjiik, ha
nem az R ereddvel, hanem annak a vizszintes ¢és a fiiggdleges globalis iranyokra esé vetiileteivel
dolgozunk. Belathatd, hogy a vizszintes vetiilet nagysaga

Ry, =R-sima=p-l,-sma=p-l,,, (2.184)
a fiiggblegesé pedig
R, =R-cosa=p-l,,-cosa=p-l,,, (2.185)

ahol /,,, =1,,-cosa=2-a és [, =1, -sina=2-a az AB szakasz hosszusaganak a vetiiletei a

globalis X , illetve Y iranyokra.
Az eldbbi képletek szerint az eredd vetiiletét ugy is ki lehet szamitani, mint a megoszl6 erd
altal terhelt vonal vetiiletére merélegesen hato, az eredetivel azonos intenzitasu erd ereddjét.
Amennyiben a megoszl6 erd tengelyiranyt lenne (jeldljiik azt » -nel), az

Ry =R-cosa=n-l,-cosa=n-l,,, (2.186)
R, =R-sina=n-l, -sina=n-l,, (2.187)

képletekhez jutnank. Ez a két észrevétel barmely tetszleges fliggvény szerint megoszlo terhelésre
igaz, amennyiben az a tartd tengelyére merdleges vagy azzal parhuzamos iranyu.
A reakcioerdket az egyensulyi egyenletekbdl kapjuk:

> F,=R,-H,=0 = H,=R,=2-p-a, (2.188)
SM,,=-V,-4-a+R,3-a=0 = VA=3'fY=3"2"“, (2.189)
RX+RY—HD:p~a

dM,, =V, -4-a+H,-a-R,-a—R,-a=0 = V,= (2.190)

4

(a D pontra nézve a H, reakciderének nincsen nyomatéka, a Z tengely pedig a lap sikjara
merdleges ¢és felfele mutat). Ellendrzésképpen:

3-p-a

S E =V, ~Ry+V, = _z.p.a+%:o. (2.191)

Az igénybevételek kiszamitasa szakaszonként torténik. Az 4 pont feldl a D fele haladva:

N(x)z—VA~sina=—%~p~a'g=—¥'p'a

342

AB, xe[0,2-\2-a]: T,(0)=V, cosa=px=""""pra=pex (2.192)
2
Mz(x):VA-cosa-x—p-x%z%-p-a-x—pzx ;

87



2. IGENYBEVETELI ABRAK

3 1
T;’(x):VA_RY :Ep.a_z.p.a:_ap,a
BC,xe[0.2:a]: \M.(0)=V, (x+2:0)=R;-(x+a)~R, -a= (2.193)

:%-p-a-(x+2-a)—2-p-a-(x+a)—2-p-a-a:

:_p.az_M.x;

2

3 1
N(x)zVA—RYza-p-a—Z-p-az—E-p-a

T(x)=R,=2-p-a
CD,xe[0,a]l: <M. (x)=V,-4-a+R,-(x—a)—R,-3-a= (2.194)

:%.p.a.4.a+2.p.a.(x-a)—2.p.a.3aa:

=2-p-a’+2-p-a-x.

A képletek ellendrzéséhez ¢és az abrazolashoz kiszamitjuk a végpontokban hatd
igénybevételeket:

342

T, :TfB(xzo):—-p-a:VA-cosa

4
5.42

Ty =T)%B(x=2-ﬁ.a):_T.p.a

Tl =TI <=2 p-a

Il =T,=2pa=H,

M, =M"(x=0)=0

M =M"(x=22-a)=-p-a’

M =M!(x=0)=-p-a* =M}

ME =M’ (x=2-a)=-2-p-a’

Ml =M (x=0)=-2-p-a’ =M¢

M., =M (x=a)=0. (2.195)
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A hajlité igénybevételt az 4B szakaszon masodfoku fliggvény irja le: Szélséértékének

megkeresésé¢hez a TyAB (x)=0 egyenlet megoldasaval helyét az x= -a  pontban

lokalizdlhatjuk. E koordinatanak az M (x) kifejezésébe vald behelyettesitésével a keresett

szélsoérték:
2
zm:—9 f6a : (2.196)
NP
M ST e
NZ¢

bz u_(j )

TBC

TBC

1T
[ 1] yC

WIS T

2.54. abra. A kéttamaszu tértvonalu tarto igénybevételi dbrai
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2.4. Ives tarték

Az ives tartok (masképpen: ivtartok) tengelyvonala egy sik- vagy térbeli gorbe. Mivel a tartd
tengelyének az irdnya pontrol pontra valtozik, az igénybevételek kozott az egyenes tengelyli
tartokra fennalld Osszefiiggések érvényliket vesztik. A sik ives tartokra azokat a kovetkezoképpen
vezethetjiik le: ha annak gorbiilt tengelye mentén kiragadunk egy dS hosszusagu ivelemet, akkor
annak a két végén és az ivelem hosszan hat6 erék kozott (2.55. abra) az

N+dN - N -cosdp—T-sin d(o+pt-dS-cosd7¢+pn -dS-sind7¢=0, (2.197)

T+dT —-T-cosdp+ N -sin d(p+pn-dS-cosdjqo—pt-dS-sindT(pzo, (2.198)

M-M+dM +T-p-sindp—N-p-(1-cosdp)+

2.199
+p,-dS-p-(1—cosd7¢j—pn-dS-p-sindjgo:O (

egyensulyi egyenleteket irhatjuk fel, ahol feltételeztiik, hogy a de szdg kicsinysége miatt a terhelés
p, normalis irdnyu és p, tangencialis Osszetevéinek irdnya és nagysdga a dS hosszisagon
elhanyagolhato. Az egyenleteket az ivelem jobb oldali keresztmetszetére irtuk fel.

A terhelést rendszerint valamilyen ,,globalis” koordinata-rendszerben adjuk meg, amelyben az
ivtarté tengelyét jelentd gorbét is leirjuk annak egyenletével. Az ivre hat6d terhelést nemcsak a
globalis irdnyok szerint lehet felbontani, azt megadhatjuk a normalis és a tangencialis
komponensekkel is. A terhelés normdlis komponense az iv tengelyvonalara merdleges irdnyt
vetiiletet jelenti, a tangencilis pedig az érintélegest.

M+ dM

2.55. dbra. Kiragadott ivelem

Az abran lathatd de szog altalanos esetben a gorbe folyton valtozo gorbiiletével adhatd meg.
Differencial-geometridbdl tudjuk, hogy a gérbe gorbiileti sugara ( p ) annak valamely pontjdban az

abban a pontban megrajzolt simulokor sugaraval egyenld. A simuldokor a simuldsikban van és a
gorbe egymashoz nagyon kozeli harom pontjaval adhatjuk meg (a simulokdrt e harom ponton
keresztiil hlizzuk meg). A gorbe gorbiilete a gorbiileti sugar reciproka: k =1/ p. Végso soron tehat

dp=dS/p=k-ds.
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Mivel a felirt egyensulyi egyenletekben a d¢ szdg nagyon kicsi, sindgp~de és cosdp~1,

a végtelen kis tagokat (pl. a dS-sindT(p ~ ds-dg

~ (0 szorzatot) elhanyagolvan pedig a kovetkezd
egyszeribb Osszefliggésekhez jutunk (felhasznaljuk, hogy dS = p-de):

w__,.r e N WM (2.200)
ds P ds P ds

Ezek az Osszefiiggések az ivtartd igénybevételei kozotti relaciokat jelentik. Az egyenes tartd
esetében dS =dx és p=oo0, amelyekkel visszakapjuk a mar ismert Osszefiiggéseket (2.106. -
2.108).

A szamitasokban szlikség van a megoszld erdk ereddjére. A tortvonalu tartd esetéhez hasonlod
modon az eredd valamely iranyra eso vetiiletét a tengely vetiiletét terheld megoszld erd ereddjeként
is meg lehet hatdrozni. A 2.56. abra a vizszintes iranyu 0sszetevo kiszamitasat illusztralja.

dy

YYYY

2.56. abra. A megoszIo erd vizszintes vetiiletének kiszamitdsa

A tarto tengelyének egy adott x, koordinatdji pontja kozvetlen kornyékén, egy dS
hosszuisagl szakaszon, a megoszlo erét allandd p(x,) intenzitdsunak tekinthetjiik. Ez a megoszlo
er egy dR = p(x,)-dS, a tartd tengelyére merdleges ereddvel rendelkezik, amelynek a vizszintes
vetiilete dR, = p(x,)-dS-sina(x,), ahol dS-sina(x,)=dY, amely a dS hosszsagu szakasznak

fliggbleges tengelyre esO vetiiletével azonos. A 2.184. 0Osszefiiggéssel analég modon
dR, = p(x,)-dY, ahonnan integralassal

Ry=[dR, = fp(x(Y))-dY, (2.201)

ahol a megoszld erd valtozasat a globalis Y koordindtadval kell megadnunk. A masik Osszetevot
hasonloképpen kapjuk:

X,

RY=deY = jp(x(X)).dX. (2.202)

1 X,

2.39. példa. Koncentralt erovel terhelt kéttamaszu ives tarto

Legyen a 2.57. abran lathato ives tart6, amelyet a legmagasabb pontjaban, a tartd szimmetria-
tengelyében egy fiiggdleges koncentralt erd terhel. A tarté tengelye egy 180°-0s koriv, a tamaszok
pedig egy vizszintesen vannak.
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2.57. abra. Koncentralt erével terhelt kéttamaszu ives tarto
A szimmetria miatt mindkét fiiggdleges reakcideré a terhelés fele lesz:
V,=V,=—. (2.203)

A konnyebb ,,tajékozodas” érdekében a globalis rendszert az iv kozéppontjaban vessziik fel,
az abran lathaté modon. Ekkor az iv valamely pontjanak helyzetét az origobol huzott helyzetvektor
@ szoge egyértelmlien megadja. Ennek a helyzetvektornak a hossza r, az iv barmely pontjaban,
mivel korivrdl van szo.

Az igénybevételi abrak megrajzolasat kezdjiik a bal oldali 4 pontban. Belathatd, hogy e
pontban a terhelést jelent6 reakciderd csak tangencialis komponenst fog adni, ebben a pontban tehat
N,=N(p=180°)=-V,=F/2 és T,=T(p=180°)=0; és mivel ebben a pontban az ivtarté egy
egyszerli tamasszal illeszkedik az alaphoz, ebben a pontban hajlité igénybevételiink sincs:
M, =M (p=180°) =0. Hasonl6 eszmefuttatassal, a jobboldali C pontban, ahol ¢ =0, ugyanezeket
az értékeket kapjuk.

Ahogy az AB iven haladunk, ugy a tanulmanyozott keresztmetszet fokozatosan elfordul és
ezaltal — bar e szakaszon az ivet nem terheli semmi— az emlitett harom mennyiség a 2.200.
Osszefliggések értelmében folyamatosan valtozik. Az adott 6sszefiiggéseket nehéz lenne hasznalni,
hiszen N és T esetében egy differencidl-egyenletrendszerrdl van szé. Eppen ezért az
igénybevételeket adod fiiggvényeket analitikusan irjuk fel, egy tetszéleges ¢ szognek megfeleld
pontban, példaul annak bal oldalan talalhato rész egyensulyi egyenleteként. A példankban ezekbdl
az egyenletekbdl az kovetkezik, hogy az adott pontban a tengelyiranyu és a nyird igénybevételt a
V, reakcideréd megfeleld vetiiletei adjak, a hajlité igénybevétel pedig e reakciderd nyomatékaval
azonos. Az igénybevételekre vonatkozo -eldjel-egyezmény megegyezik az egyenes radnal
hasznalttal.

Az AB szakaszon tehat:

N(p)=-V,-cos(180°—¢) = g cos @

AB, 9 €[90°,180°]: T(p)=-V,-sin(180°—¢) = g-sin @ (2.204)

M(p)=V, 'r‘[l—cos(180°—(0)]=%~(l+cos¢),
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ahol a vetiiletek €s az erokar a 2.58. abra alapjan szamitodik ki. ¢ -t trigonometriai iranyban mérjiik.

7-sin(180° — @) r

// 180° — ¢ 180°— ¢

r—r-cos(180° — @) r
7-cos(180° — @)

F-V,=F/2

/=

(1 +cos @)

2.58. abra. A vetiiletek és az erdkar kiszamitdsa
A BC szakaszon a diagramokat szamitasok elvégzése nélkiil, a szimmetriara hivatkozva is
megrajzolhatjuk (N és M szimmetrikus, 7 antiszimmetrikus). Analitikus kifejezésiikhoz, ha

tovabbra is a bal oldali rész egyensulyat irjuk fel (elonydsebb lenne a jobb oldaliét), akkor az F
terheld erd vetiileteit és nyomatékait is be kell szamitsuk:

N((o)=—(F—VA)'cos¢)=—§~cos¢)

BC, ¢ €[0°,90°]: T((o)=—(F—VA)'sin(0=—§~sin(o (2.205)

M((ﬂ)zVA-r-(l+cos¢)—F~r-cos¢:%-(l—cosgo).

A B pontban, ahol ¢=90°, az N és az M folytonos, a T diagramon az iv tengelyére

merdleges koncentralt eré miatt egy ugrads van. Ebben a pontban a hajlitd igénybevételnek
maximuma van, a szog behelyettesitésével

_F-r

Mmax - 2 (2206)

Az elobbi Osszefiiggések felhasznalasaval megszerkesztett igénybevételi diagramokat a 2.59.
abran lathatjuk.

2.40. példa. MegoszIo erével terhelt kéttamaszu ives tarto
A 2.60. abran az elobbi példaban szerepld ives tartd lathatd, amelyet egy egyenletesen
megoszlo erd terhel. Ez az erd vizszintes (az példaul a sz¢él nyomdasabdl szarmazhat) és azt
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kétféleképpen is abrazolhatjuk. A bal oldalon azt egy fliggbleges vonal mentén abrazoltuk — igy
egyszertibb ¢és atlathatobb —, mig a jobb oldalon az iv tengelyén.

2.60. abra. MegoszIlo erdvel terhelt kéttamaszii ives tarto

A megoszlo terhelés ereddje a diagram teriilete (R = p-r), a timadasvonala pedig a diagram

geometriai kozéppontjanak megfeleléen az iv magassaganak felénél van (Y =r/2). A
reakciderdket az egyensulyi egyenletekbdl hatarozzuk meg:

Y F,=R-H.=p-r-H.=0 = H.=R=p-r, (2.207)
2
SM,, =V.2r-RZ=v.2r,-L -0 = y =LT, (2.208)
: 2 2 4
2
ZMZC=—VA-2-r+R-%=—VA-2-r+p; =0 = VAz%; (2.209)

ellenérzésképpen:
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ZFY:_VAJFVC:_ﬂJrﬂ:o, (2.210)
4 4

A két fiiggbleges reakciderd egyenld nagysagh és ellentétes iranyitast, tehat egy zérus eredoji
és p-r’/2 nyomatéki erdpart alkot (az erdkar a félkoriv atmérdje, tehat 2-7 2-R); a vizszintes
reakciderd és a terhelésdiagram ereddje pedig szintén egy zérus ereddju erdpart alkot, amelynek az
elébbivel megegyez6 nagysagu nyomatéka van, csakhogy az ellentétes iranyba forgat (itt az erbkar
az iv magassaganak fele, azaz r/2).

Az AB szakaszon azonban az el6bbi példatol eltéréen egy vizszintes megoszld erd hat. E
szakaszon egy bizonyos ¢ szognek megfeleld pont fiiggbleges koordinataja a 2.58. abra szerint

Y(p) =r-sin(180°—¢), amellyel az illeté pontig terjedd szakaszon hatdé megoszld erd ereddje
p-r-sin(180°— @), amely vizszintesen hat és amelynek az erékarja Y(¢)/2 = [r-sin(180°—¢)]/ 2.

Az igénybevételek kiszamitasahoz a reakciderd €s a megoszlo erd hatasat dsszegezziik:
N(p)=V,-cos(180°—¢)— p-r-sin(180° - ¢)-sin(180° —¢p) =

Z—%-COS(p—p-I"-Sil’lz(p

T(p)=-V,-sin(180°—¢)— p-r-sin(180°—¢)-cos(180° - ¢) =
AB, ¢ €[90°,180°]: :—%«sin(wrp'r'sin(o'cosgo

7sin(180°— )

M (@) =V, r-[1-cos(180°—@)]- p-r-sin(180° - ) :

2
:_p4r -(1+cos@+2-sin” ).

2.211)

Ha valamely BC szakaszon felvett pontban a bal oldali rész egyensulyi egyenleteit irjuk fel,
akkor az AB szakaszt terheld megoszlo erd ereddjével kell szamolnunk. Mivel a timadasvonala
vizszintes és Y =r/2 magassagban van, az ered6 erékarja, a 2.58. abra szerint,
r-(l1-sin@)—r/2=r-(1-2-sin@)/2 hosszusagu lesz:

N((D)Z_VA‘COS(D—R'Sin(DZ—%'Cosgo—pqhsin(o
. pr .
T((p):_VA'Sm(”"'R'COS(P:—T-Sm(p+p-r-cos(p
BC pel0%90): r-(1=2-sin ) (2.212)
M(¢):_VA'F'(1+COS¢)+R-%:

pr

-(1-4-sin @ —cos @).

Ellendrzésképpen, a B pontban (¢ =90°) mindharom diagram folytonos kell legyen:

N? =—%'cos90°—p'r'sin290°:—p~r

NZ© :—%-cos90°—p-r-sin90°:—p-r
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T;% = ~ LT §in90°+ p-r-sin90°- cos 90° = —%

(2.213)

TBBC =-%-sin90°+p-r-cos90°:—%

2 2

M;B:—%-(1+cos90°+2-sin290°):—3 P
2 3.p.1°
Mgc=pT.(1—4.sin9O°—cos9O°)=— f; ,

a két végpontban pedig (¢ =0°, ill. =180°) N ¢és T nagysagaként a megfeleld reakcioderdket
kell kapjuk, M pedig nulla:

N, =-2L.cos180°— p-r-sin’180° =L =y,
4 4
NC:——p'r-cosO°—p-r-sin0°:——p4r:—VC
pr . o : o o
TA:—T's1n18O + p-r-sinl80°-cos180°=0
. (2.214)
T, :—pT'sin0°+p~r~cosO°=p‘r=HC

B

2

M, :_p'4r -(1+cos180°+2-sin> 180°) = 0

B

2
M, = p4r -(1-4-sin 0° - cos 0°) = 0.

Az igénybevételi diagramok a 2.61. dbran lathatok.

2.61. abra. A megoszIo erével terhelt kéttamaszu ives tarto igénybevételei

Az igénybevételek maximumanak megallapitasdhoz azok képletét ¢ szerint derivaljuk, vagy
pedig (ahol nincs megoszlo terhelés) felhasznaljuk a 2.200. dsszefiiggéseket.
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Az AB szakaszon, ahol ¢ €[90°,180°]:

N'((o):%-sin(p—Z-p-r-sin(o-COS(p:%-sin(o-(l—&cosw):0, (2.215)

amelynek gyokei ¢ =arcsin0=180°, illetve ¢= arccosé ~82.819°. A masodik megoldas a

tartomanyon kiviil esik, igy ezen a szakaszon a tengely iranya igénybevétel maximuma az A
pontban van, aminek az értékét mar kiszamitottuk (az0.25- p-r).

A BC szakaszon, ahol ¢ €[0°,90°]:
N'((p):%-singo—p-r-cowp:—%-(sin(p—4-cos¢):0 (2.216)

(a 2.200. osszefiiggések alapjan, mivel itt nincs megoszlo terhelés, ez T(¢) -vel azonos), ahonnan
cosp-vel vald osztds utdn ¢ =arctg4 =75.964°. Ezt a megfeleld képletbe behelyettesitve a
szélséértékre az

N,.=N(@=75964°)~-1.031-p-r. (2.217)

Az AB szakaszon
T'((p):—%'cos¢+p~r~cos2go—p'r'sinz(p=%~(8'cos2(p—cos¢—4)=0, (2.218)

a zarojelben levé masodfoku egyenletet cos@-ben megoldva két gyokot kapunk, amelyeknek a

39.443°-0s ¢és a 130.343°-0s szogek felelnek meg. Az elébbi nincs a tartomanyon, az utobbinak
pediga T(p=130.343°) =~ —-0.684- p-r érték felel meg.
A BC szakaszon a

T'((p):—%-cosgy—p-r-sin¢:%-(4-sin¢+cos¢):0 (2.219)

egyenletbdl ¢ = arctg(—1/4)=-14.036°, ami kiviil esik a tartomanyon. Ha figyelembe vessziik a

végpontokban kiszamitott értékeket, akkor észrevehetjiik, hogy a legnagyobb nyir6 igénybevétel a
C pontban jelenik meg:

T,.=T(@=0)=p-r. (2.220)

Az AB szakaszon

2

M'((o)=r-(—%-sin(wrp-r-sin(o-cosgoj:—p'4r -sin@-(1-4-cosp)=0 (2.221)

(a 2.200. Osszefiiggések alapjan ez r-T'), amelynek gyokei ¢@=arcsin0=180°, illetve
@ = arccos(1/4) = 75.522°, mely utdbbi nincs a tartomanyon. A lehetséges gyoknek megfeleld érték

17, o

A BC szakaszon

M'(go):r'(—%«sin(oer'r'cosgoj:—

2
p 4r (sing—4-cos ) =0 (2.222)
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amelynek gydke @ =arctg4~75.964°, aminek az M (¢ =75.964°)=—-0.781-p-r. A legnagyobb

17, o

M, =M(p=75964°)~—0.781 p-r. (2.223)

max

Az el6bbi két példaban az iv koriv volt. Ez a geometria bizonyos egyszerlsitésekhez vezet.
Ekkor ugyanis a tartd tengelyének gorbiilete allandd és a gorbiileti sugara a koriv sugaraval
egyenld. A koriv normdlisa minden pontban sugériranyu. Ezen sajatossagok tették lehetéveé azt,
hogy a feladatokat egyetlen geometriai valtozo (a ¢ sz0g) segitségével, parametrikusan oldottuk
meg.

El6fordulhat, hogy a tartd nem koriv alaku. Egy tetszOleges sik-gorbe esetén az iv valamely
pontjat az (X,Y) koordinata-par irja le. Ezek koziil Y -t ki lehet fejezni X fiiggvényeként (az
Y(X) figgvény az illeté gorbe explicit egyenlete), vagy pedig a koordinatakat parametrikusan is
megadhatjuk az X = X(¢) és az Y =Y(¢) fiiggvényekkel (ezek a gorbe parametrikus egyenletei).
Tehat ekkor is csak egy fiiggetlen valtozoval dolgozunk, az pedig vagy az X koordinata, vagy a ¢
paraméter.

A gorbe pontjaiban sziikségiink van a normalis és a tangencialis irany ismeretére (ezekbdl
elegendd egyet kiszamitani, mert a masik az eldbbire merdleges). Az érint6 egy egyenes, amelynek
az egyenlete a kovetkezo:

X-X({t) Y-Y(@)
X't Y@

(2.224)

Ennek az egyenesnek az m iranytényezdjét meghatarozvan az arctgm szog az érintd dolését

(a vizszintessel bezart szogét) fogja adni, a normalis irany pedig erre merdleges lesz.

Tehat ez esetben az iv valamely kurrens pontjaban meghatarozzuk az e ponttol balra levo erdk
¢és nyomatékok eredoéit (az erdket nyilvan a tengelyekre eso vetiileteikkel adjuk meg), majd ezeknek
az erOknek megkeressiik a normalis €s a tangencialis iranyra esé vetiileteit. E vetiiletek 6sszege adja
N ¢és T értékét az adott d pontban, az ered6 nyomaték pedig a keresett M hajlitonyomatékkal
azonos.
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3. KERESZTMETSZETI JELLEMZOK
3.1. Keresztmetszeti jellemzok

Az elébbi fejezetben kiszamitottuk a keresztmetszeti igénybevételeket: ezek koncentralt erdk
és nyomatékok, amelyek a tartdé keresztmetszetén hatnak. A végsé cél azonban nem az
igénybevételek, hanem az igénybevételek altal eldidézett fesziiltségek megallapitasa lenne, mely
problémaval a kovetkezé fejezetekben fogunk foglalkozni. Ezekre a fesziiltségekre bizonyos
geometriai jellegli mennyiségek is szerepelnek. Ebben a fejezetben ezekrél a mennyiségekrél lesz
sz6. A megszokott xy koordinadta-rendszer helyett ezeket a tartd keresztmetszeté¢hez rendelt yz
koordinata-sikban kell definialjuk (2.2. dbra). Az x tengely irdnyaba tekintve z vizszintesen balra,
y pedig fliggblegesen lefele mutat. Ezt a koordinata-sikot 180°-kal elforditjuk, igy a tengelyek a

szokasos xy elrendezésnek megfeleloek lesznek, s az egyszeriiség kedvéért a szogeket a z
tengelyt6l az y tengely iranydban mérjiik (3.1. 4bra; valdjaban, ha betartanank az egyezményes
trigonometriai irdnyt, ennek pont forditva kellene torténnie).

a tart6 tengelyéhez X i X
rendelt koordinata-
rendszer

, . z
a tart6 tengelyéhez a koordinata-rendszer

rendelt koordinata-
V rendszer, 180°-kal megszokott helyzete
y elforgatott helyzetében

3.1. dabra. A keresztmetszeti jellemz6k kiszamitasaban haszndlt koordinata-rendszer

3.2. A keresztmetszet teriilete

3.2.1. Az egyszeri idomok teriilete
A keresztmetszetet alkoto sikidom teriiletét a legaltalanosabb modon az

A:jdA 3.1

formaban adhatjuk meg, ahol D a sikidom tartomanya, d4 =dy-dz (3.2.a. abra). E képlet szerint a

teriiletet az idomot lefed6 dA4 infinitezimalis teriilet-elemek nagysdganak az Osszege adja (3.2.
abra). Mértekegysége m’ vagy mm?’. Ez egy kettos integral, amely egy egyvaltozos hatarozott
integralla (Riemann-integralld), vagy azok algebrai 0sszegévé alakithato at, példaul az

b y(z) b

A=[da={ [ dy-dz=[y(z) dz (3.2)

formaban. Tekinthetjiik ez utobbi képletet ugy is, hogy az elemi feliiletet egy y(z) szélességii és
dz magassagl téglalap formajunak tekintjik: d4 = y(z)-dz, ahogyan azt a 3.2.b. dbran latjuk.

99



3. KERESZTMETSZETI JELLEMZOK

Megjegyzendd, hogy a 3.2. képlet csak akkor adja vissza helyesen a teriilet nagysagat, amikor az
y(z) az [a,b] intervallumon végig a tengely felett van, ugyanis a tengely alatti teriilet negativ
eléjelti lesz. Emiatt ezt helyesebb a kovetkezoképpen hasznalnunk:

A= j |1(2)| dz . (3.3)

3.1. példa. A téglalap teriilete
A 3.2.a. abran a téglalapot hatdrold felsd vizszintes vonal egyenlete y(z)=5b, amellyel a

téglalap teriilete
A:J.bdz:b-zz:a-b. (3.4)
0

3.2. példa. A haromszog teriilete
A 3.2.b. abran a haromszoget lehatarolé ferde vonal egyenlete, amely a haromszogek

hasonlésagabol is megallapithatd, y(z) =—-(a—z), amellyel a haromszog teriilete
a 2\[|¢
A:jﬁ (a-zydz =2l gz =% 3.5)
0 a . 2
y y y
\ A A
“ b
b & a4 [y —
vy
K (@) TRl & d
P S v
c.
y y y
A A
d
c b i
z a b Ll 4 =z
f

3.2. abra. Idomok teriilete
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3.3. példa. A trapéz teriilete
A c. ébran levé trapéz ferde oldalanak egyenlete, a pontok koordinataival

y(z)=(b-2z2)- Z_d +d , a teriilete pedig
-a
b
b _ 2 _ _ .
A:I{(b—z)-c d+d}dz: b Zle=d 4| 2b=a)(c+d) (3.6)
/ b—a 2 ) b-a 2

3.4. példa. A korcikk teriilete
A d. abran lathat6 negyed kor egyenlete y(z) =+/r> —x° , amellyel a negyed kor teriilete

A:TJR2_Z2 dZ:R.]i /p(%jz dz=R'”J/.Z«/I—SiHZ(D'R'COS(Dd(DZ
0

0 0 (3.7)

/2 /2 z/2

2 2 _p2 1+cos(2- ) o (@ sin(2-p)
=R ~'([c0s pdp=R "([#d(p—R . EJFT

R’
0

0

Ez utobbi szamitasban felhasznaltuk a z = R-sinp = dz = R-cos@-d¢ valtozd-cserét.
A negyed kor és altalaban, egy korcikk teriiletét az r¢ polaris koordinatak segitségével
konnyebben ki lehet szamolni. Ebben a koordinata-rendszerben a teriilet-elem d4 =r-d¢-dr. Ezzel

/2 R /2 2|R 7/2

A=[dd= [ [r-dr-dp= jr—
D 0 0 2

0

(3.8)

0 0

A korcikk esetében a fels6 hatarérték a korcikk @ kozépponti szoge kell legyen 7/2 helyett. Ha a
Descartes-koordinatakat hasznalnank, a tetszéleges kozépponti szogli korcikk teriiletét csak
Osszetett idom teriileteként tudnank kiszamitani.

Még egyszeriibben, a teriilet kiszdmitasakor a poldris koordinatakban megadott r(¢)
fliggvénnyel leirt gorbék esetében a dA teriilet-elemet tekinthetjik egy d¢ kdézépponti szogi

korcikként is (3.3. abra), ekkor a 3.8. alapjandd4 = r*(¢)-de/2 és

%)

A=£M=%jr2(¢)d¢. (3.9)

[Z]

3.3. dbra. Polaris koordinatakkal megadott idom
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3.2.2. Az 6sszetett idomok teriilete
Az 0Osszetett idomok teriiletét egyszerti idomokra bontdssal szamitjuk ki: ha egy egyszert
idom teriilete A4, akkor az Osszetett idom teriiletét az alkoté idomok teriileteinek Osszege alkotja,

A= Z A. . Mivel az egészet a részek 0sszegeként hatarozhatjuk meg, a teriiletrdl azt mondjuk, hogy
additiv mennyiség. Az anyaggal kitoltott teriilet pozitiv mennyiség, a koordinata-rendszerben valo
elhelyezkedésétol fliggetleniil, a hidnyzé részek, lyukak teriiletét azonban az Gsszegzésnél
negativnak vessziik (a hianyz6 rész teriiletét kivonjuk).

3.5. példa. A trapéz, mint osszetett idom

A 3.2.e. dbran lathato6 trapézt lehatarol6 tort vonalat, mint fiiggvényt, két intervallumon tudjuk
definialni. A trapéz teriiletét e két fiiggvény integraljanak 6sszege, egy téglalap és egy haromszog
tertiletének Gsszege adja:
:c‘a+c~(b—a):c'(a+b)' (3.10)

+ AHéromszég 2 2

Trapéz = AT ¢glalap

3.6. példa. Egy kilyukasztott idom
Az f. abran egy kilyukasztott téglalapot latunk. Az elébbi példaban az dsszetett idom teriiletét
Osszegzéssel kaptuk meg. Ebben az esetben a hidnyzo teriiletet negativnak tekintjiik, tehat:

r-d’
Aldom = ATéglalap - AKor =a- b - (31 1)
y
A ) a
a4 »(2)
»E) / | /S ‘{qﬁ
— - ;
—
n(2)
a z b =

a.
3.4. dbra. Osszetett idomok teriilete

A 3.4. abran is két Osszetett idomot latunk, mindkettd esetében a kiszamitando teriilet két
fiiggvény, y,(z) és y,(z) grafikonja kozott teriil el. Az ilyen formaju idom a matematikai

analizisben egy normadl tartomanyt definial, s ekkor a 3.1. integralt az

b »(z)
a=] T av-az= (-0 (3.12)
a y,(z) a
formaban lehet atirni, ahol
dA:(y1(Z)_y2(Z))'dZ- (3.13)

Az a. abran lathato idom teriilete a fels6 grafikon alatti teriilet és az alsé grafikon alatti teriilet
kiilonbsége, a b. dbran levé idom teriiletét pedig az elsé grafikon alatti, a z tengelyig szamitott
teriilet, valamint a masodik grafikon folotti, szintén a z tengely szamitott teriilet Osszegeként
értelmezhetjiik.
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3.3. Az elsérendii nyomatékok és a geometriai kézéppont

3.3.1. Az elsérendi (sztatikai) nyomatékok
Bizonyos képletekben, nem csak a szilardsagtaniakban, valamely koordinata

S.=[vda,

5= [sda (3.14)

formaju integraljaival talalkozhatunk. Ezek egy sikidom, keresztmetszet sztatikai nyomatékai.

Egyenletes vastagsagu homogén lemezbdl kivagott, vizszintes sikban fekvo idomok esetében
az elobbi képletekkel kiszamitott mennyiségek a lemez tengelyekre vonatkozo sztatikai
nyomatékaban jelennek meg: a kiszamitasukhoz az integralt a lemez egységnyi sulyaval kell
beszorozni. Ha a mechanikdban szerepld sztatikai nyomatékok képletébdl toroljik a lemez
egységnyi sulyat, akkor tisztan geometriai mennyiségekhez jutunk, amelyek megtartottak az eredeti
elnevezésiiket. Ezeket pontosabban a sikidom elsérendii nyomatékainak neveziink, mert a
koordinatak elsé hatvanyanak az integraljair6l van szo.

A valamely tengelyre vonatkoztatott elsérendii nyomatékot a 3.14. képletek szerint gy
kapjuk, hogy a d4 teriilet-elemek nagysagat megszorozzuk azoknak az illetd tengelyt6l mért
elojeles tavolsagaval, s az igy képzett szorzatokat Osszegezziik a teljes idomra (3.2.a. dbra). Az
elsérendli nyomaték tehat additiv mennyiség, amely lehet pozitiv, negativ vagy nulla, attol fliggéen,
hogy az idom teriilete a tengelyhez viszonyitva hogyan oszlik meg. Mértékegysége m® vagy mm’.

Azokban az esetekben, amelyekben az idom teriiletét a 3.2. dsszefiiggéssel szamithatjuk, a
3.14. képleteket az

»(z)

SzzjydAz |y (2) dz,

(3.15)

z

/)

S, = zdz-dy =

22 (y)dy

Nl»—

0 ey QA Q C——
ﬁ'—.& Q'—.@

ce—nyz:

jZdAZ
D

Riemann-féle integralokka alakithatjuk &at, amelyeket a matematikai analizis tankonyvekbol
ismerhetiink. A négyzetre emelés eltlinteti a koordinata eldjelét, emiatt megfelelobb a

[sen(y)-(2) dz,
‘ (3.16)
[sen(z)-2*(») dy

== [¥(@)-[n(2)| dz =
j ()2 dy =

formulak hasznalata.

3.7. példa. A téglalap elsérendii nyomatékai
Az eldbbi képletekkel a 3.2.a. dbran lathato téglalapra

a 2
Sz=l.jb2dz=“b ,
21 2
L ) (3.17)
S ==[d*dy=222.
oL
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3.8. példa. A haromszog elsorendii nyomatékai
A 3.2.b. dbran levé haromszdgre

1 ’ b’ 22\ b
SZZE 'ﬂ— (a—z)} = 5 (az z=2-a —+—j0= P
3.18
1 ¢ ’ a ¥y "2 o9
S == (- dy = b* 2:b-—+—| = ,
y =3 ﬂ ( y)} =25 ( y 3j0 p

ahol a masodik egyenletben, az dbran levé haromszogek hasonldsagabol, z(y) = % -(b—y).

3.9. példa. A korcikk elsérendii nyomatékai

Polaris koordinata-rendszerben a 3.2.d. abran lathato teriilet-elemmel kell dolgoznunk. Ekkor
az r tengellyel egybeesd z tengelyre, valamint az arra merdleges iranyu y tengelyre a
kovetkezoket kapjuk:

P, (@)

S, :jr-sin(pdA:j I r*-sing dr do,
D @ 0
0 r(9) (3.19)
S, =jr'c0sqodA=I j r*-cospdrde
D o 0
(mivel z=r-cosp és y=r-sing).
3.5. abra. Korcikk
A 3.2.d. dbran lathat6 negyed korre e képletek az
/2R 3 /2 3 3
S. = erz'sinqodrdgo:? j singod(oz—R?'cosqu/z:R?,
00 0 (3.20)
/2R 3 /2 R3 /2 R3
S, = I J.rz'cosqodr d(pz? I cosgod(oz?'singoﬁj =?
00 0

értékekhez vezetnek (a szimmetriara hivatkozva elegendé lett volna a kett6 koziil csak az egyiket
kiszamitani); a 3.5. abran lathaté korcikkre, ahol a z tengely a korcikk szimmetria-tengelye, a
megfeleld integralasi hatarokat behelyettesitve pedig
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+a/2 R ) R3 +a/2 ) R3 )
S. = I Jr2~s1n¢drd¢=— I singpdp=——-cosg| " =0,

-a/20 3 -al2 3

+a/2R R} 2 R 2. R -sin(a/2) (3.21)
S, = I frz'coswdrdwz— f cosqodgo=—~singo|i§i=—
, -a/20 3 -al2 3 3

(itt felhasznaltuk azt, hogy a koszinusz paros, a szinusz viszont paratlan fiiggvény:
cos(—a)=cosa, sin(—a)=-sina ).

3.3.2. A geometriai kdzéppont (sulypont)

Eszrevehetjiik, hogy a korcikk szimmetria-tengelyére szamitott elsérendii nyomaték zéro lett.
A sztatikdban ez azt jelenti, hogy az illetd sulyvonal mentén megtdmasztott lemez egyensulyban
van, az nem billen el. Kénnyen belathatjuk, hogy az idom szimmetria-tengelyei sulyvonalak: a rajuk
szamitott elsdrendli nyomaték a szimmetria miatt biztos nulla lesz, mert barmely d4 elemi feliilet
esetében létezik egy, az illetd tengelyre nézve szimmetrikusan elhelyezked6 parja. Mivel barmely
ilyen par esetében a koordinatdk csak eldjelben kiilonboznek egymastol, az eredd elsérendii
nyomatékuk zéro lesz (3.6. abra).

d4

+A4 . .
szimmetria-tengely

3.6. abra. Szimmetrikus idom

A szimmetria-vonalak az idom teriiletét megfelezik, mivel az idom két fele egymas
tilkorképe. A stlyvonalakra ez nem altalanosan igaz, viszont a sulyvonallal elmetszett
keresztmetszet két felének az elsérendli nyomatéka csak eldjelben kiilonbozhet egymastol (mivel a
kett6 6sszege nulla kell legyen).

Felvetddik az a kérdés, hogy miként tudjuk meghatdrozni a nem-szimmetrikus idomok
sulyvonalainak a helyzetét. Tegyiik fel, hogy a tengelyekkel parhuzamos sulyvonalakat keressiik,
amelyeket azoknak az illetd a tengelyekt6l mért Ay, illetve Az tavolsaganak kiszamitasaval
lokalizalhatunk (3.7. 4bra). Ha a z koordinata-tengelyta Ay és az y -t pediga Az tavolsagra toljuk
el, akkor az j z'y' koordinata-rendszeriink origdja az eredeti zy rendszerben a (Az,Ay)
koordinatakkal rendelkezik. Mindkét koordinata, vagyis a Az és a Ay tavolsagok, eldjeles
mennyiségek. Ekkor a koordinata- transzformaciot a

z'=z-Az
(3.22)
y'i=y-Ay
relaciok irjak le.
A 3.14. definicidk értelmében, az eltolt koordinata-rendszerben
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y'dA=I(y—Ay)dA=fydA—Ay'fdA=Sz—Ay'A,
D D D

|
IZ'dAZJ(Z—AZ)dA:jsz_AZ.JdA:Sy_AZ.A. (3.23)

v A b |
Az .

- | dA
Z
\3/
.
N '
y 1
Z

3.7. abra. Az elsérendii nyomaték valtozdsa a tengelyek eltolasanak esetében

Ha a tengelyekkel parhuzamos stilyvonalak helyzetét keressiik, akkor a fenti két mennyiség
nulla kell legyen:

S.=0 = Ay:yfif,
p (3.24)
S,=0 = Az=zg=—-

E képletek értelmében barmelyik idomnak csak egy adott irdnya stulyvonala lehet (nem lehet
két parhuzamos sulyvonala). Ha két stulyvonalunk van (példaul az idom szimmetria-tengellyel
rendelkezik), akkor az elsérendii nyomaték mindkettére nézve zérd lesz és a két tengely
metszéspontja az idom sulypontja, az elébbi képletek pedig ennek a pontnak a koordinatait adjak
meg. Megjegyzendd, hogy a sulyvonal és a stulypont sztatikabol atvett fogalmak. A tényleges
sulypont csak egy homogén és egyenletes vastagsagi lemez esetében esik a 3.24. képletekkel
meghatarozott pontra, éppen ezért ez utobbit helyesebben geometriai kozéppontmak kellene
nevezziik.

A zy koordinata-rendszer helyzete tetszoleges lehet: vizsgaljuk meg, mi torténik az elsérendi
nyomatékokkal, ha a koordinata-rendszert elforditjuk az origdja koriil, egy tetszéleges a szoggel
(3.8. abra). Az elforgatds egy nemlinearis transzformacio, amelyet a kovetkezdképpen adhatunk
meg:

z'=z-cosa+y-sina

' . (3.25)

y'=—z-sina+y-cosa,
mivel z'=a+d és y'=c-cosep, ahol a=z/cosep, b=z-tga=z-sina/cosa, c=y->b,
d =c-sina és felhasznaltuk a sin®  +cos” o =1 Osszefliggést. Az a szdget a z tengely feldl az
y fele mérjik; szigorian véve ez egy negativ iranyu forgatds. Ha e képleteket at akarjuk irni
tényleges pozitiv iranyu elforgatasra, akkor —«a behelyettesitésével a szinuszos tagok eldjele
megvaltozik.
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A 3.14. definiciok és a 3.25. transzformacio felhasznalasaval az elforgatott koordinata-
rendszerben

S, :jy'dA:j(—z-sina+y-cosa)dA:—sina-'[sz+cosa-fydA:
D D D D

=S, -cosa—S§, sina,
’ (3.206)

S, =Iz'dAzJ(z'cosa+y~sina)dA=c0sa~J.z dA+sina~jydA=
D D D

D
=S, -sina+S, -cosa.

3.8. dbra. Az elsérendii nyomaték valtozasa a tengelyek elforgatdsdnak esetében

Ebbdl az kovetkezik, hogy barmely olyan tengelyre nézve, amelyik a geometriai kdzépponton
athalad, az els6érendii nyomaték zérd lesz. Mivel nem lehet két parhuzamos sulyvonalunk, ebbdl az
is kovetkezik, hogy csak egyetlen sulypontunk létezhet. A koordinata-transzformaciok alapjan
lesziirhetd még az is, hogy ha harom vagy tobb szimmetria-tengelyilink van, azok ugyanabban a
pontban (a geometriai kozéppontban) metszik egymast.

3.10. példa. A téglalap geometriai kozéppontja

Az egyszerii idomok esetében a geometriai kdzéppont koordinatai viszonylag konnyen
kiszamithatok. A 3.24. képletek és az eddig kiszamitott mennyiségek alapjan, a 3.2. abran lathato
téglalap geometriai kozéppontja az alap, illetve a magassag felénél van:

a’-b
2 a
ZG: :—,
a‘:z 2 (3.27)
a.
__ 2 _b
Yo ab 2

3.11. példa. A haromszég geometriai kozéppontja

A 3.2. abra derékszogli haromszoge (és altaldban minden haromszog) sulypontja az alap
felett, a magassag harmadanal van:

107



3. KERESZTMETSZETI JELLEMZOK

a-b
= 6 = —
T ab Ty
2
e (3.28)
__6 _0b
Yo = Lb - 3
2
3.12. példa. A kércikk geometriai kozéppontja
A 3.2. abran szerepl6 negyed korre
R3
3 4R
— v = =— 3.29
26 =Yg TR 3.7 ( )
4
a 3.5. abran lathato korcikkre pedig
2-R’-sin(a/2)
3 4-R-sin(a/2)
26 = 2 = )
a-R 3-a (3.30)
2

3.3.3. Osszetett idomok elsérendii nyomatékai és geometriai kdzéppontja
A 3.24. képleteket megfordithatjuk: ha ismerjiik egy idom teriiletét és a geometriai

kozéppontjanak a helyzetét, akkor az elsérendli nyomatékait a 3.14. integralok kiszamitasa nélkiil,

az
S =y, A,
=0 (3.31)
S,=z;-4

szorzatokkal is megadhatjuk.
Egy 0sszetett idom esetében, mivel az elsérendii nyomaték additiv, a teljes idom nyomatékait
az Ot alkotd elemi idomok nyomatékainak Osszegeként kapjuk. A lyukas idomoknal a lyuk

elsérendi nyomatékait forditott eldjellel kell venni:
Sz = ZSz,i = Z(yG,i ’Ai) =Ye - A,
: : (3.32)

S, =2.8,,=2 (2, 4) =2, 4,

ahol az elébbi alfejezet értelmében
(3.33)

A=Y 4.

Az Osszetett idom geometriai kzéppontjanak koordinatai tehat
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S ZS_v,i Z(ZG,i 'Ai)
_ Py i _

US4 4
S ZSZJ Z(yG,i 'Ai)

Z

VIR S

(3.34)

3.13. példa. A derékszogii trapéez geometriai kozéppontja

A 3.2.c. és e. abrakon lathato derékszogii trapézokra egyszerlibb lesz ezt az elvet alkalmazni,
mint az elsérendii nyomatékok integrallal valé kiszamitasat megcélozni. Példaként vegyiik az e.
abran levot, amelyet egy téglalapra (1) és egy haromszogre (2) bontunk fel (3.9. abra).

Y

A

1

(z6,1 Y6.1) zZ Y2
(zg,2 J/G,z)I " 2,

@ @)

a b
3.10. abra. Derékszogii trapéz, mint ésszetett idom

z

-
—

A téglalap geometriai k6zéppontjanak koordinatai

, .4
Gl 52
2 (3.35)
c
Yaei _E’
a haromszogé pedig
. _a+b—a _2-a+b
G2 - b
3 3 (3.36)
c
Ve _g-
A téglalap teriilete
A =a-c, (3.37)
a haromszogé pedig
4= (b‘za)'c. (3.38)
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E mennyiségekkel a téglalap elsérendi nyomatékai

Sz,1:J7G,1'A1:%'a'C:a‘2€ )
, (3.39)
a a -c
SyJ:zG,l‘Alzg'a‘c= 5
a haromszogé pedig
¢ (b—a)-c (b-a)c’
Sz,zzyG,z’Azzg' 5 = 6 >
, (3.40)
B _2-a+b (b-a)-c (2-a”"+b"+a-b)-c
Sy,z =25, 4, = 3 : 5 = 6 .
A trapéz elsérendii nyomatékai tehat
2 —_— . 2 . . 2
Sz:Sz,l+Sz,2:a c +(b a)-c :(2 a+b)-c ’
? 262+b2+ b6 +b’+a-b G4
S,:S),1+Sv2:a c+( a a )c:(a a )c,
oo h 6 6
a teljes teriilete pedig
A=A+ 4, =q.cxL=Dc_lath)ec (3.42)
2 2
A trapéz geometriai kozéppontjanak koordinatai tehat
(@ +b*+a-b)-c
S, 6 a’+b’+a-b
Zg=—= =
A (a+b)-c 3-(a+b)
2 (3.43)
2
(2-a+b)-c
_S. 6 _(2-a+b)-c
YeT T T (@rb)yc | 3.(a+h) |
2

3.14. példa. Egy lyukas idom geometriai kézéppontja
A 3.2.f-3.11. abrakon lathat6 lyukas idommal is hasonloképpen jarunk el, ezt egy téglalap és
egy kor kiilonbségének tekintjiik. A téglalap geometriai kdzéppontjanak a koordinatai

. _a
G, s
2
3.44
b (3.44)
Y61 = 5’
a kor kozéppontjaé, ami annak a geometriai kozéppontja,
Zo, =U,
o2 (3.45)
Yoo =V
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Yy
A d
Y2
b A
(ZG,Z:yG,Z) - j Z"2 W
21
” ZG,1,)’G,1)

v

3.11. abra. Lyukas téglalap

A téglalap teriilete

A4 =ab, (3.406)
a koré pedig
2
4, =4 (3.47)
4
A téglalap elsérendli nyomatékai
b a-b’
S.1= Yo 4 :E'a'b: 7
- (3.48)
a a -
Sy,IZZG,l‘AIZE a-b= > B
a koré pedig
r-d’
S.,=Veor A=V 1
(3.49)
r-d’
S ,=z,, A, =u-
.2 G2 2 4
A trapéz elsérendii nyomatékai tehat
2 2
Sz :Sz,]_Sz,Z = = b _V'ﬂ- d >
2 , 4d2 (3.50)
a p
Sy :Sy,l_Sy,z = 2 —u- 4 >

ahol a hidnynak megfelel6 mennyiséget forditott eldjellel vettiikk. Hasonl6 eljarassal, az idom teljes
tertilete:

2
A:AI—AZ:a-b+”4d . (3.51)

Amennyiben a lyukas téglalap geometriai kozéppontjat keressiik, akkor az elobbi
mennyiségek megfeleld hanyadosaival
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az'b_ _7z'd2
Z _i_ 2 4 _2-ab-rmud
¢4 r-d’ 4-g-b+r-d’
a-b+
(3.52)
a-bz_ '7Z'-d2
_S. 2 V', 2ab’-mov-d’
Yo zd’  dabird
a-b+
3.4. A masodrendii nyomatékok és azok féértékei
3.4.1. A masodrendt (tehetetlenségi) nyomatékok
A koordinatak
Izzj‘y2 d4,
D
I, = j 2% d4, (3.53)

formaju integraljait a keresztmetszet tehetetlenségi nyomatékainak nevezziik. Akarcsak a ,,sztatikai
nyomaték”, ezek is a mechanikabol atvett fogalmak: az els6 kett6 egy sik, egységnyi négyzetméter-
tomegli lemez tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka, a harmadik meg ugyanennek a
centrifugalis nyomatéka. Ezek a szimmetrikus inercia- avagy tehetetlenségi-matrix tagjai, két
dimenzidban, az altalunk hasznalt tengely-jelolésekkel:

I I,
J]:{ : ”}. (3.54)
I, 1,

Ip:IerAzj.(zz+y2)dA:Iz+Iy (3.55)
D

D

mennyiséget polaris tehetetlenségi nyomatéknak nevezziik.

A fenti képletek valojaban geometriai mennyiségeket jeldlnek, ezeket mdsodrendii
nyomatékoknak nevezziik (tengelyre vonatkoztatottaknak, illetve vegyesnek).

Az eddig felsorolt geometriai jellemzdket altalanosan az

1:jz” Y™ d4 (3.56)
D

formulaval adhatjuk meg, ahol n és m pozitiv egész szamok. Ha azok n+m 0sszege 0, akkor a
teriilet képletéhez jutunk, amely a nulladrendi nyomaték lenne (ekkor =0 és m=0). Ha az
Osszeg 1, ami az n=1, m=0, vagy pedig az n=0, m =1 kombinacioknak felel meg, akkor az
elsérendii nyomatékok képleteihez jutunk, azok tehat az elsérendii nyomatékok. Ha az Osszeg 2,
akkor a 3.53. tehetetlenségi nyomatékokat kapjuk, amelyek a masodrendii nyomatékok.

A definicigjukbol fakaddéan a tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomatékok pozitiv,
nemnulla mennyiségek: pozitivak, mert a koordinatak masodik hatvanyat integraljuk, és csak akkor
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lehetnének nulldk, ha minden egyes dA teriilet-elem tavolsaga az illetd tengelytdl zérd lenne —
véges kiterjedést idomokra ez nem all fenn.

A vegyes masodrendli nyomaték viszont, az idom tengelyekhez viszonyitott elhelyezkedésétol
fliggden, lehet pozitiv, negativ vagy nulla, akarcsak az elsdrendii nyomaték.

Meértékegységiik m’ vagy mm’”.

A kiszamitasuk az elsérendli nyomatékokhoz hasonldan torténik. Amikor az idom teriiletét a
3.2. 6sszefiiggéssel szamithatjuk, a 3.53. képleteket a kovetkezoképpen irhatjuk at:

b 0 , (3.57)

3.15. példa. A téglalap masodrendii nyomatékai
A 3.2.a. abra téglalapjara példaul, ahol y(z)=5b és z(y)=a,

1 ¢ 1 ¢ a-b’
[ == dz==-[p dz=22,
3£y<z) 3£ S
1 ¢ 1§ a-b
[ == dy=—[d’ dz=22, 3.58
y3!z(y)y3£a 5 (3.58)
I ljzsn() 2(2)dz = ljzbzdz a5
o =g ) zsen()y 5 T

A szilardsagtanban azonban a masodrendi nyomatékokat nem tetszOleges tengelyekre
szamitjuk ki: ezeket egy centrdlis koordinata-rendszerben kell megadnunk, amelynek az origdja a
geometriai kdzéppontban van és a tengelyei stlyvonalak. A téglalap centralis rendszere a 3.12.
abran lathato. A 3.57. képleteket ebben a koordinata-rendszerben csak kozvetett modon
hasznalhatnank fel, mert a téglalapot itt nem lehet egyetlen fiiggvénnyel leirni és azt Osszetett
keresztmetszetnek kell tekinteniink: az /. mennyiséget példaul a tengely feletti és a tengely alatti
tertiletek (/2 magassagl téglalapok) z tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékainak
dsszegeként tudnank meghatérozni. A fél téglalapra a 3.58. képletekbdl ez a nyomaték a-b’ /24 , az
egészre pedig I. =a-b’/12.

Egyszertibbek a szamitasok, ha a teriilet-elemet egy dy magassagi keskeny téglalapnak
tekintjiik, amelynek a szélessége az idomnak az ) magassagban mért b(y) szélessége:
d4=bh(y)-dy (3.12.a. abra), és az y magassag szerint integralunk. A téglalapunk esetében
b(y) = a, barmilyen magassagban, tehat

+b/2 +b/2 3[+b/2 a-b
L= [y bpdy=a [ ydy=a-2| =" (3.59)
“b/2 “b/2 3 b2 12
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d4 =a-dy Y A y A
+b/2 dy +b/2
\ S dz
»
I y z z
—al? a2 —al2 +al2
o
—b/2 -b/2 — 7.
a. Y \ b. z d4=bdz
+b/2
dz
et dy
z
—al2 +a/2 T
y
—b/2 z - do-
c. d4 =dz-dy

3.12. abra. Téglalap masodrendii nyomatékai

Hasonloképpen, az I, maésodrendli nyomaték kiszdmitasakor a teriilet-elemet egy dz

sz€lességli és h(z) magassagl téglalapként vehetjiik fel, ahol 4(z) az idom z koordinatanak
megfeleld magassaga (3.12.b. abra). Ekkor a z szélesség szerint integralunk. Esetiinkben:

+al2

+al2 +al2 ZS a3'b
L= [ 2hz)dz=b [ 2 dz=b-" =" (3.60)
—al2 —-al2 3 -al2 12

Az [, vegyes masodrendli nyomaték kiszdmitasakor a teriilet-elem d4=dz-dy kell

maradjon (3.12.c. dbra). A téglalap esetében ezt a mennyiséget a kovetkezd kettds integrallal lehet
kiszamitani, a teriilet kiszamitasanal is hasznalt atalakitassal (3.12. képlet):

+a/2+b/2 +a/2 2
Izyz J. J.z~ydy'dz= J (Z%J

—al2-b/2 —al2

+b/2

dz=0 (3.61)

—b/2

(a téglalap felso és also vonalainak egyenlete y(z)=1b/2, a megfeleld eldjellel). Ezt az eredményt
szamitasok nélkiil is megjosolhattuk volna, ugyanis, pont ugy, mint az elsérendi nyomatékok
esetében, a szimmetria miatta z-y-d4 szorzatok a tengely két oldalan csak eldjelben kiillonboznek,
igy az Osszeglik nulla. Az 7, vegyes masodrendli nyomat¢k tehat minden olyan esetben nulla,

amikor a z tengely és az y tengely koziil legalabb az egyik szimmetria-tengely.

3.4.2. A masodrendii nyomatékok valtozasa a koordinata-rendszer eltolasa esetén (a Steiner-tétel)
Bonyolultabb geometria esetében a centralis koordinata-rendszer kozvetlen alkalmazasa tal

sok szamitashoz vezethet, egyszer(ibb lenne a masodrendli nyomatékokat valamilyen kézenfekvd

modon megvalasztott koordinata-rendszerben kiszamolni, majd azokat a centralis tengelyekre
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atszamolni, ahogyan az elsérendii nyomatékokat is atszamoltuk. Eppen ezért most pedig vizsgaljuk
meg, hogyan véltoznak a masodrendii nyomatékok a koordinata-rendszer eltoldsa esetén.
Ha a tengelyeket Az, illetve és a Ay tavolsagokkal toltuk el (amelyek eldjeles mennyiségek

és a z'y' rendszer origdjanak a koordinatait adjak a zy rendszerben) a koordinata- transzformaciot
a 3.22. képletek adjak (z'=z—Az, y'=y—Ay). Ezek, valamint a masodrendii nyomatékok 3.53.
definicioinak felhasznalasaval a kdvetkez6 Steiner-képletekhez, Steiner-tételhez jutunk:

Iz,zj.y'szzj(y—Ay)2 dAzJ.y2 dA—2-Ay-IydA+Ay2-jdA=
D D D D D

=1 -2-Ay-S.+A)*- A,
z_v,zjzﬂ dA:j(z—Az)z dA:jz2 dA—z.Az.jydAmzz.jdA:
D D D D

D

:[y—Z‘AZ‘Sy+AZZ‘A, (362)
Ly=[zty'dd=[(z-A2)-(y-Ay) dd =
D D
=[z:yda—Az-[ydd-Ap-[zdd+Az-Ay-[da =
D D D b
=1,-Az-5, -Ay-S, +Az-Ay- A

Amennyiben a kiindulasi zy koordinata-rendszer centralis volt, az elsérendii nyomatékok
nullak és elhagyhatok, s ekképpen a Steiner-képletek egyszertibb formaihoz jutunk:

L=1+A 4,
2
1,=1,+Az" 4, (3.63)
Lo,=1,+Az-Ay-A.

3.16. példa. A derékszogii haromszog masodrendii nyomatékai
Példaként alkalmazzuk ezeket a 3.2.b - 3.13. abran lathaté derékszogl haromszogre. Ezt a zy

koordinata-rendszerben az y(z)= é'(ar —z) vagy a z(y) =%'(b— y) egyenlettel megadott vonal
a

hatarolja le, amellyel a haromszdgnek a 3.57. képletekkel szamitott masodrendii nyomatékai a
kovetkezOk lesznek:

a y(z) a 3 3
1 b a-b
I =|y*d4d= *dy-dz==-[|=-(a— = ,
. ]iy Hy y 3ﬂa(a 2)} =
b z(y) d 3 3
1 a a-b
I =|z*d4A= 2dz-dy==-||=-(b- dy = , 3.64
yiz !!Z y3ﬂb(y)}y 5 (3.64)
a y(z) a 2 2 72
1 b a-b
I =|z-ydd=|z dy-dz=—-|z:|—-(a—2z)| dz= .
o i y ! 0 ydy > { {a ( )} >4

A Steiner-képletekben szerepld mennyiségeket mar kiszamoltuk: A=a-b/2 (3.5),
S.=a-b’/6 és S, =a’-b/6 (3.18), z,=al/3 és y.=h/3 (3.28). Mivel nem centralis
rendszerbdl indulunk ki, a teljesebb, 3.62. Steiner-képleteket kell hasznalnunk, ahol Az =z. és
Ay =y
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3 2 2
L=1-2Ay-S, +4° 4=2"0 2-%‘1 b +(bj ah

12 6 \3) 2
a-b’
T 36
a b a a*b (a\ ab
I,=1,-2-Az-S,+Az* A= o2 +(§j = (3.65)
a-b
T 36

L, =I,-Az-S,—Ay-S +Az-Ay-A=
a’ b’ a'a-b2 b'az-b+a b ab a’ b’
24 3 6 3 6 33 2 72

Az
b/3 p

(ZG’ J’G) Ay

-

al3 a

3.13. dbra. Derékszogii haromszog masodrendii nyomatékai

Megjegyzendd, hogy ebben a példaban, mivel a z'y' rendszer centralis, a 3.63. képletek
megforditasaval is boldogulhattunk volna (ez kevesebb adatot és szamitast igényel), igy példaul a
z' tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomaték szamitasi képlete 7., = 1. —Ay* - 4 lenne.

3.17. példa. A korcikk masodrendii nyomatékai
A korcikk (3.5.- 3.14. abrak) esetében is jobban jarunk, ha nem a centralis koordinata-
rendszerbdl indulunk ki és ha a polaris koordinatakat is bevetjiik:

-a/2 R +a/2 p4

R
I =|y*dd= r-sing)’-rdr-dp= | —-sinpdp=
i £y _af/z{( ?) o _J/z ;s ede
R* " 1—cos(2-¢) R“( 1 j*“” . .
=— | —————=dp=—| p——-sin(2- =—-(a-sina),
4j : =g oy =T )
-a/2 R +a/2R4
I,=[zdd= [ [(r-cosp)-rdr-dp= IT-coszwd(o: (3.66)
D -al/20 —-al2
R* "“Plecos-9) , R ( 1 j”‘” :
=— | ———dp=—"| p+—-5in(2- =——-(a+sina),
4J : r=g|oryn@e) = )
Izy=J.Z~ydA=0
D
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(mivel z szimmetria-tengely, 7, szamitas nélkiil is nulla).

A

y Y
'
(z6, ¥6) R -
z=r,z2

3.14. dbra. Korcikk madsodrendii nyomatékai

A korcikk teriilete A=a-R*/2, a geometriai kozéppont koordinataji pedig
Az=z.=[(4-R-sin(a/2)]/3-a), Ay=y,=0 (3.30. képlet), és mivel centralis koordinata-
rendszerbe transzformalunk, a 3.63. Steiner-képletek megforditasaval

4

I.=1-N ~A:%«(a—sina),

4

) R .
I,=1,-Az -A:?-(a+sma)—

4-R-sin(a/2)j2.a‘R2_
3.a 2 (3.67)
4 . p4
=—- (a+sina)-—
5 ¢ )

-sin’(a /2),

L,=1,-Az-Ay-A=0.

3.4.3. A masodrendii nyomatékok valtozasa a koordinata-rendszer elforgatasa esetén

A masodrendii nyomatékok nagysaga fligg a koordinata-tengelyek helyzetétol: vizsgaljuk
most meg azt, hogy miképpen valtoznak ezek a mennyiségek a koordinata-rendszer origd koriili
elforgatasakor (3.8. abra; a 3.25. képletek szerint a transzformacié egyenletei
z'=z-cosa+y-sina, y'=—z-sina+y-cosa):

1. :Jy'z dA=J(—z~sina+y~cosa)2 d4 =
D D
=Jy2 dA~cos205+J.z2 dA'sinza—2~J.z~ydA~sina~cosa=
D D D

=1 -cos’a+1,-sin>a—2-1 -sina-cosa,

I, :jz'z dA:J(Z-(:0s05+y-sin05)2 d4 =

D D
:jyz dA-sin205+Jz2 dA-0052a+2-jz-ydA-sina-cosa: (3.68)
D D D
:[Z-sin2a+[y-cosza+2-lzy-sina-cosa,

L., :Jz"y'dA=J(z~cosa+y'sina)~(—z'sina+y'c0sa)dA=
D D

=Uy2 dA—J.z2 dAJ~sina~cosa+jz'ydA'(cos2a—sin2 a)=
D

D D

=(I,—-1,)-sina-cosa+1,,-(cos’ a —sin’ ).
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Eszrevehetjiik, hogy

_ _ 2 . 2 .
I, =1.+1,=1-cos"a+l, -sin"a—2-1 -sina-cosa+ (3.69)
) 2 . ) 2 ’
+I-sin"a+1 -cos"a+2-1  -sina-cosa=(I_+1) (sin”a+cos"a)=1,

tehat a polaris masodrendli nyomaték nem valtozik meg (invarians) a koordinata-rendszer
elforgatasa esetén.

3.4.4. A masodrendii nyomatékok fOiranyai és foértékei

Feltevodik az a kérdés, hogy a tengelyekre vonatkoztatott masodrendii nyomatékoknak
mekkorak a szélséértékei? E mennyiségek definicidjabol eredendden a felsd hatarérték végtelen, igy
a sz¢élséérték a minimumot jelentheti. A 3.62. Steiner-képletekbdl, derivalassal kereshetjiik a
minimumnak megfelelé koordinata-tengelyeket, példaul a ol_./0(4y)=0 feltételbdl, ami a

-2-§.42-4y-A=0 egyenlethez vezet, ahonnan Ay =S_/A4 megoldas a geometriai kdzéppont
megfeleld koordinatdja. Ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk a 0/, /0(4z) =0 feltétel vizsgalataval

is. A minimumot tehat egy centralis koordinata-rendszerben kell keresni.
Most pedig vizsgaljuk meg a tengelyek elforgatasanak hatasat. Trigonometriai 0sszefliggések
felhasznaldsaval a 3.68. transzformaciodkat atirhatjuk:

I.=1I -cos’a+1,-sin®a—2-1_ -sina-cosa =
=Iz‘1+C052(2‘a)+1y‘1_0082(2‘0{)—

I.+1, I, -1, :
== y . =-cos(2-a)~ 1, -sin(2- @),

I, :Iz-sin2a+1y -cosza+2-lzy-sina-cosa:

I, -sin(2-a)=

+

‘l—cos(2~a)+[ _1+cos(2~a)+

=1, 5 y I, -sin2-a)=
L+1, I-I, . (3.70)
= L ~.cos(2-a)+1  -sin(2-a) =
2 2 ’
L+1 (I-1 ,
= L — ~.cos(2-a)—1  -sin2-a) |,
2 2 ’
I, = —1)-sina-cosa+I-(cos’ a—sin’a) =
-1, 1+cos(2-a)—1+cos(2-a)

= —-sin(2-a)+1_, -
2 @-a)+l, 2

= 22 =-sin(2-a)+ 1, -cos(2- @).

Ha a tengelyekre vonatkoztatott masodrendii nyomatékok széls6 értékeit keresstik, akkor 7.,
vagy I, kifejezését 2-a -val kell derivalnunk €s a derivalt gyokeit kell megkeresniink. E szogeket

visszahelyettesitve a 3.68. vagy a 3.70. képletekbe megkapjuk a nyomatékok legnagyobb és
legkisebb értékét. A 3.68. képletek alapjan megallapithatjuk, hogy

ol o1, (12—1

AR Y — Z.sin(2-a)+1_-cos(2-a) |=—1.., 3.71
kg S sin(2-a@) + 1, -cos( )j . (3.71)
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a szOg keresett értékeit pedig a

I -1
- 5 ~-sin(2-a)+ 1, -cos(2-a)=0 (3.72)

egyenlet megoldasaval kapjuk (ez megegyezik /... 3.70-es kifejezésével — ebbdl az deriil ki, hogy a

keresett iranyoknak megfeleld vegyes masodrendii nyomaték nulla lesz):

2.1 2.1
tg2-a)=—"-">> = 0:=—l arctg———+n- E (3.73)
I -1 2 I.-1, 2’

z y

ahol n egész szam, mivel a tg és az arctg fliggvények paratlanok és az elébbi periddusa 7. A

megoldasok tehat egymasra merbleges iranyokat adnak. Ezek koziil kettot tekinthetiink

kiilonbozonek, egyet, amelyik a [0,7/2] intervallumra esik, a masik pedig éppen merdleges erre.
tg(2-a) -t a 3.70. relaciokba visszahelyettesitve kapjuk. Itt felhasznaljuk, hogy

21,
. I.-1 2-1
sin(2- o) = tg(i o __ L L - z__
\/1+tg 2-a) l+l \/(Iz—ly) +4-1I
(I.-1,7 (3.74)
I -1,
cos(2-a) = 12 = 1 — = = 2} >
JIvig@a) | 4 -1 p 4
(Iz_[y)2
s ekképpen
-1, .COS(2 a) _[zy .Sin(z a) =
Iz_l’ Iz_l’ 2'1217
_L-L Pl , - (3.75)

2 Ja -1 w4t T U -1) 4412

I—1)++4-1,
L 0oLy 2 _l.\/(lz—ly)2+4.1;.
2 \/(1 —1) 4413 2

Végiil a keresett széls6értékek

I, +I
= +— A =1 +4 12,

Iil (3.76)
2:z2 __\/(1 —1) +4-12,

amelyeket a tengelyre vonatkoztatott masodrendli nyomatékok féértékeinek neveziink. Ezek koziil
egyezményesen az elsé a nagyobb: I, >1,. Azt a tengelyt, amelynek az /, masodrendii nyomaték
felel meg, az elsd foirdnynak, a masikat pedig a masodik foiranynak nevezzik.

Belathatjuk, hogy a két foérték Osszege, a 3.69. észrevétellel Osszhangban, a tengelyre
vonatkoztatott masodrendil nyomatékok 0sszegét, a polaris nyomatékot adja:

L+lL,=1.+1=1I,. (3.77)

119



3. KERESZTMETSZETI JELLEMZOK

Ugyanakkor azt is belathatjuk, hogy mivel az sszes lehetséges érték koziil /, a legnagyobb,
I, a legkisebb,

L.1,ell,,1,]. (3.78)

Mivel a foéiranyok egymasra merblegesek, azok egy centralis koordinata-rendszert alkotnak,
ahol a vegyes masodrendii nyomaték a 3.72. egyenlet és a 3.73. relacio értelmében nulla lesz. Ennek
alapjan kijelenthetjiik, hogy ha valamely koordinata-rendszerben az [, vegyes masodrendii
nyomaték nulla, akkor az illetd rendszer tengelyei a fotengelyek. Kovetkezésképpen a szimmetria-
tengelyek fotengelyek.

Ha harom vagy tobb szimmetria-tengelyiink van, akkor a geometriai kozépponton keresztiil
mend egyenesek mindegyike fotengely kell legyen és a tengelyre vonatkoztatott masodrendii
nyomaték mindegyikre nézve azonos. Ekkor ugyanis a 3.70. transzformacio, az
I.,=05-(I,—1)sin(2-a)+1_ -cos(2-a) egyenlség, ahol I, =1, ,=0, egy olyan « -ra is igaz
kell legyen, amely nem a derékszog egész szamu tobbszordse, s ez csak akkor lehetséges, ha
I.=1,=1=1,. E megjegyzés értelmében a kor, a korgylrli és barmely szabalyos sokszdg
kozéppontjan atmend tengely fotengely, a tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomaték pedig
invaridns annak elforgatasa esetén.

Ugyanakkor, ha a I, =1,, akkor a 3.70. 0sszefiiggések értelmében barmely, tetszOleges «
szoggel elforgatott tengelyre a reda vonatkoztatott masodrendii nyomaték ugyanaz és a vegyes
masodrendli nyomaték zéro.

Azt, hogy a 3.73.-as szogek altal adott iranyok koziil melyik az els6 foirany, azt egy aranylag
egyszerl intuitiv szaballyal lehet megallapitani: a két egymasra merdleges irany koziil az az elso,
amelyik kisebb szoget zar be azzal a tengellyel, amelyre a nagyobbik tengelyre vonatkoztatott
masodrendli nyomatékot szamoltuk.

Pontosabban, az els6 f6irany hollétét az/_, el8jele donti el. Ehhez elegendd megvizsgalnunk

azt, hogy az els6 negyedben, ahol a €[0,7/2], a szog fliggvényében miképpen alakul a 3.68.
relacidval megadott /. nyomaték. Ebben a negyedben sina és cosa pozitiv mennyiségek, tehat
ha 7, <0, akkora z tengelyt elforgatva a red vonatkoztatott masodrendii nyomaték novekedni fog,

tehat az els6 negyeden atmend egyenes az els6 foiranyt rogziti (ellenkezd esetben a masodikat).

3.18. példa. A téglalap foiranyai és foértékei

V-

\

3.15. dabra. Téglalapok fotengelyei
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A téglalap két szimmetria-tengellyel rendelkezik, emiatt a féirdnyok adottak. A tengelyekre
vonatkoztatott masodrendii nyomatékokat a 3.59. - 3.60. képletek adjak; ezek koziil a nagyobbik
lesz az elsé foérték és az annak megfeleld tengely a fdirany. A képletekben szereplé harmadik
hatvany miatt a téglalap rovid oldalaval parhuzamos tengelyre szamitva kapjuk a nagyobbik értéket,
tehat ez lesz az els6 foirany (3.15. abra).

3.19. példa. A kércikk foiranyai és foértékei

A korcikknek egy szimmetria-tengelye van (3.14. abra), ez tehat az egyik fotengely. A masik
fotengely pedig erre merdleges és centralis. Azt, hogy melyik az elsd €s a masodik féirany, a 3.67.
keépletekkel kiszamitott /. és [, értékek Osszehasonlitasaval tudjuk elddnteni. Az 1. -1, =0
egyenlet gyokei adjak azokat a szogeket, ahol a kiilonbség eldjelet valt. Ha a két masodrendii
nyomaték képletét ide behelyettesitjiik, akkor a nevezdben megjelend « miatt egy transzcendens
egyenletet kapunk, amelyet csak numerikusan tudunk megoldani. A két kapott gyok

a, =1.1419 rad = 65.4297° és o, =2-mrad =360°.

Mig a korcikk kozépponti szdge ¢, alatt van, addig a kiilonbség negativ, / >1_, a
fliggdleges az elso foirany.

Ha a kozépponti szog éppen ¢, akkor a két nyomaték egyenld és azok egyben a foértékek,
minden irdny féirany, még akkor is, ha egyik fotengely sem esik egybe a szimmetria-tengellyel.

Ha a e(a,a,), akkor I, > 1 és a vizszintes az elsd fSirany.

Az a, érték a teljes kornek felel meg, ahol szintén minden irdny fOirdny és szimmetria-
tengely is.

3.20. példa. A derékszogii haromszog foiranyai és foértékei
A 3.16. példaban kapott eredmények alapjan a foértékek a kovetkezoképpen szamitjuk ki:

a'b3+a3'b
I +1 b(a?+ b
-t 36 36 _ab(a +b)’ (3.79)
2 2 72
3 3 2 2 72)?
\/(IZ_[}’)ZM'[;’:\/(G;; _“36”J +4.(“72” ] _
(3.80)
_\/arz‘bz'(clz—bz)z+(arz~b2)2 _a~b'\/ar4—arz~l)2+b4
36° 36 ’
amelyekkel a foértékek
I +1 b(a®+b* Bbdat =gt pr+ bt
1= _V+l_\/(12_[7)2+4‘[;:a b-(a +b)+a b-Na*—a’-b"+b _
2 2 ’ i 72 72
a~b'[a2+b2+\/a4—a2'b2+b4J
72 (3.81)
I +1 b(a* +b? BbeAat =g b+ p?
== y—l-\/(lz—[v)2+4-[;:a b-(a"+b") a-b~Na —a -b +b
2 2 ; i 72 72
a~b'[a2+b2—\/a4—a2'b2+b1
B 7
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lesznek.
A féiranyokhoz
2.[_ az sz
2-1 72 a-b
to(2-a) = — Y o = , 3.82
gz-a) I.-1, ab® a’-b b -d’ (3.82)
36 36
ahonnan
1 V4
a =—-arct +n-—. 3.83
2 gb2 —d? 2 ( )

Itt észrevehetjiik, hogy ha a derékszogii haromszogiink egyenld szara, akkor a=5 és az
elobbi tort nevezdje nulla. Az arctgoo érték a derékszognek felel meg, ekkor a foiranyok a 3.16.
példaban hasznalt centralis rendszer szogfelezdi.

Mivel az I, vegyes masodrendli nyomaték negativ, az elsd f6tengely mindig az elsd

negyedre esik, a és b értékétol fiiggetleniil.

3.21. példa. Szimmetria-tengelyek nélkiili dsszetett idom
Legyen a 3.16. abran levo Osszetett idom. Ezt két egyszerti idomra, két téglalapra bonthatjuk

2\
2

12-a Gy l /
ta :

fel.

3.16. abra. Szimmetria-tengelyek nélkiili dsszetett idom

A szamitasok elso 1épéseként kiszamitjuk az idom tertiletét:
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A =8-a2-a=16-a°,
A4,=12-a-2-a=24-a°, (3.84)
A=A +4,=16-a°+24-a> =40-a°.
A szamitasokat egy tetszOlegesen megvalasztott koordinata-rendszerben kezdjiik el. Ahhoz,
hogy minél konnyebben el tudjuk végezni a szamitdsokat, ennek tengelyei, ha lehet, az egyszerii
idomokhoz kell igazodjanak olyanképpen, hogy minél tobb egyszerii idom geometriai kdzéppontja

a valasztott tengelyekre essék. Ekkor ugyanis az elsérendii nyomatékok egy része nulla lesz.
Legyen a kiindulasi koordinata-rendszeriink az elsé idom centralis rendszere. Ekkor

=0 V=0, (3.85)
Zg, ==3-a, Vs =7-a.
Az eldbbiekkel:
S =Y 4 =0,
Sy1 =zg 4 =0,
S, =Y A, =T-a-24-a° =168-a’,
S,y =2g, 4y =(-3-a)-24-a> =-T72-a’, (3.86)
S.=S,+S,=0+168-a’ =168-a’,
S§,=85,+S, =0-72-a’=-72-a’.
Az idom geometriai kdzéppontjanak koordinatai tehat
3
Z z%z _4702; =-1.8-a,
S, 168-a° G857
Vo= T a0 e

amelyekkel megrajzoljuk az idomz'y' centralis koordinata-rendszerét.

Az elemi idomok, téglalapok sajat centralis koordinata-rendszeriikben szamitott masodrendii
nyomatékai a kovetkezok:

ca-(2-a)
5 :M:5.3333.a4’
12
3
P :(861)—2“:85‘3333.614’
fn =0 (3.88)
\ :
22:2 a-(12-a) 2884,
12
(2-a)’-12-a 4
I,,=0.

A koordinata-rendszerek eltolasainak mértéke az origd, az egyszeri idom geometriai
kozéppontjanak koordinataja a z'y' rendszerben:
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Az, =z,-z,=-18-a-0=-1.8-q,

Ay =y;-V;=42-a-0=42-aqa,
Az,=z;—-z5=-18-a-(-3-a)=12-q,
Ay, =y;=Ys=42-a=T-a=-28-a.

(3.89)

Az egyszeri idomok masodrendii nyomatékai a z'y' rendszerben Steiner tételének
alkalmazasaval:

IL,=1,+Ay] -4 =53333-a"+(42-a)"-16-a* =287.5733-a",

I,=1, +Az] -4, =853333-a" +(-1.8-a)’-16-a’ =137.1733-a", (3.90)
Lo =1,+Az-Ay -4 = 0+(-1.8-a)-(4.2-a)-16-a’ =-120.96-a",
I,=1,+Ay;-A4,=288-a" +(-2.8-a)’ -24-a° =476.16-a",
l,=1, +Az) A, =8-a"+(1.2-a)’ - 24-a* =42.56-a",

L,=1,+Az,-Ay,- 4, = 0+(1.2-a)-(-2.8-a)-24-a’ =-80.64-a",
a teljes idomra pedig
I.=1.,+1.,=287.5733-a"+476.16-a* =763.7333-a",
I.=1,+1,,= 137.1733-a" +42.56-a* =179.7333-a", (3.91)
Lo, =1L,+1.,,= ~120.96-a* —80.64-a* =-201.6-a"*.
A foértékek kiszamitasahoz

I.+1, 763.7333-a*+179.7333-a" _

2 2
_ o
I471.7333 a’, 1 (3.92)
E-\/(Iz, —1,) +4-12, ZE-\/(763.7333-a4 ~179.7333-a*) +4-(=201.6-a*)’ =
=354.8331-4",
amelyekkel
I, =471.7333-a" +354.8331-a" =826.5664 - a*, (3.93)
I,=471.7333-a" -354.8331-a" =116.9002-a". '
A féiranyok szogeinek kiszamitasdhoz
2-1., (= .at
tg2-a)=——"2-=— 2:( 2401'6 a) +=0.6904109589, (3.94)
I.-1, 763.7333-a" —179.7333-a
ahonnan
2-a =arctg 0.6904109589=0.604261+n - 7 rad,
(3.95)

a=0.302131+n-7/2rad.

Mivel 1., <0, az els6 f6irany az elsd negyedet metszi:

124



3. KERESZTMETSZETI JELLEMZOK

a,=0.302131+0-7/2rad =0.302131rad =17.31°,

(3.96)
a, =0.302131+1-7/2 rad = 1.872927 rad = 107.31°.

A f6iranyokat felrajzoljuk az abrara, a fétengelyek iranyat pedig gy rajzoljuk meg, hogy az
12 koordinata-rendszer jobbos legyen.

3.22. példa. Egy szimmetria-tengellyel rendelkezé dsszetett idom

A 3.17. abran lathatd idomot tobbféleképpen is fel lehetne bontani. Azt felbonthatjuk két
vizszintes €s egy fiiggdleges téglalapra, de ezt az idomot tekinthetjiik ugy is, hogy egy nagyobb,
8-ax14-a téglalapbol kivagunk egy kisebb, 6-ax10-a méretii téglalapot. Ekkor ugyanis nem
harom, hanem csak két idommal kell dolgoznunk. Ez utobbi téglalap, a hidnyzo rész teriiletét és a
tengelyekre vonatkoztatott masodrendii nyomatékait a szdmitasokban negativnak kell venniink, az
elsérendii nyomatékainak és a vegyes masodrendii nyomatékanak az eldjelét pedig meg kell
forditanunk.

Ennek az idomnak van egy vizszintes szimmetriatengelye: az egyszersmind a sikidom egyik
fotengelye, tehat az elsé 1épésben a geometriai kozéppontnak csak a vizszintes koordinatajat (a
fiiggbleges fotengely helyzetét) kell meghatarozzuk. A kiindulasi koordinata-rendszeriink az elso
idom centralis rendszere, amelynek a vizszintes tengelye a szimmetria-tengellyel egybeesik.

y'=2 A 2-a

N1 Y2
G I IGZ 2 » - Z.' N »
» »

14-a ‘ 10-a

\
Y

3.17. abra. Egy szimmetria-tengellyel rendelkezd dsszetett idom

Az idom teriilete tehat:
A4 =8-al14-a=112-a°,
4,=6-a-10-a=60-a’, (3.97)
A=A -A4,=112-a>-60-a° =52-a’.
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A vilasztott zy koordinata-rendszeriinkben

Zs =0, 5 =0,

(3.98)
Zgy =d, Y, =0,

az elsérendii nyomatékok koziil pedig a szimmetria miatt csak az y tengelyre vonatkoztatottakat

kell kiszamolni (e példaban a z tengelyre vonatkoztatottak az idom geometridjanak felosztasa miatt
nullak lennének, de ez altalanosan nem igaz):

S, =2g4 =0,
S, =264 =a-60-a> =60-d’, (3.99)
S,=8,-S,=0-60-a’=—60-a",

Az idom geometriai kozéppontjanak vizszintes koordinataja tehat kiszamithato, a fiiggbleges
pedig a szimmetria miatt adott:

S, —-60-a’
20—7_ W =-1.1538-a, (3.100)
Y6 =0,

amelyek rogzitik az idomz'y' centralis koordinata-rendszerét, amelynek tengelyei a féiranyokra
esnek.

Az Osszetett idomot alkotd téglalapok sajat centralis koordinata-rendszeriikben szamitott
masodrendli nyomatékai:

3
r,=3a 089y 105933334,
3
[, =8ar 18a_ 503333 40
’ 12
I, =0,
& o 0my (3.101)
| ba 0y g
12
3
]72:(6 a) -10 a:180-a4,
) 12
I,=0.

zy2

A koordinata-rendszerek eltolasanak mértéke a geometriai kdzéppontoknak a z'y'
rendszerben megadott koordinataival:

Az, =z, -z, =-1.1538-a—0=—1.1538-q,

Ay, = y5 = Ya =0,
Az, =z,—z; =-1.1538-a—a=-2.1538-a,

Ay, =Y6 =Y, =0.

(3.102)

Az idom szimmetrikus, tehat a vegyes masodrendii nyomatéka nulla lesz. Mivel a geometriai
kozéppontok mindegyike a z' tengelyen van, a Steiner-tételt csak az y' tengelyre vonatkoztatott

masodrendli nyomatékokra kell alkalmazni (ugyanis ekkor 7, =1 ¢és I ,=1,):
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I, =1,+Az}- 4 =5973333-a* +(~1.1538-0)* -112-a> = 746.4338-a",

(3.103)
I,=1,+Az-4,=180-a" +(-2.1538-a)’-60-a> = 458.3313-4".
A hidnyz6 résznek megfelelé masodrendii nyomatékokat ki kell vonnunk:
1.=1,-1,=1829.3333-a*-500-a" =1329.3333-a",
1.=1,-1,,= 746.4338-a" —458.3313-a" = 288.1025-a", (3.104)

L., =0

Mivel a z'y' koordinata-rendszer tengelyei fotengelyek (az egy olyan centralis rendszer,
amelynek egyik tengelye szimmetria-tengely), a fenti mennyiségek a masodrendii nyomatékok
foértékei. Csokkend nagysag szerinti sorrendbe allitva

I, =1.=1329.3333-a",

3.105
I,=1,=288.1025-a", (3109

tehat az els6 fotengely a z', a masodik pedig az y' tengellyel azonos.

3.23. példa. Két szimmetria-tengellyel rendelkezd dsszetett idom

A 3.18. abran egy olyan Osszetett idom lathato, amelynek két szimmetria-tengelye van. Ez a
két szimmetria-tengely jelentdés megtakaritast jelent a szadmitasokban, ugyanis azok a fétengelyeket
rogzitik, s igy csak a masodrendii nyomatékokat kell kiszdmitanunk.

4

y=y'=2 T
2-a

Y2,

®

) GEG z ZEZ'E
10-a 1 > N

Zy

10-a

\

3.18. dbra. Két szimmetria-tengellyel rendelkezd Gsszetett idom
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Az idomot harom téglalapra bontottuk fel, a szimmetria megérzésével: ekkor a 2-es idomra és
a 2' idomra érvényes geometriai mennyiségek legfennebb csak eldjelben kiilonbdznek egymastol,
igy elegendd azokat csak az egyikre kell kiszamolnunk azokat.

Ezen észrevételekkel az idom teriilete tehat:

A4 =2-a-10-a=20-a°,
A4,=4,=10-a-2-a=20-a’, (3.106)
A=A +2-4,=20-a’+2-20-a’ =60-a’.

A zy koordinata-rendszerben, ami egybeesik az el6bbi feladatokban hasznalt z'y'
rendszerrel,

=0, y;=0,

(3.107)
25, =0, Y, =6-a,

s a teljesség kedvéért, bar ez nem sziikséges z,, =0 és y,, =—6-a.
Az elsdérendii nyomatékokra most nincs sziikségilink, mert a G geometriai kozéppont adott, a
masodrendll nyomatékok pedig

2.a-(10-a)
L =2a 00 66 66674,
3
L= 10a ¢ ce67. 0,
) 12
Izvl :0’
! P (3.108)
=1, =100 @A) o674,
12
(10-a)*-2-a
I,=1,=—2"2"%_166.6667-a",
[zy2 = zp2' = 0

A Steiner-tételt csak a vizszintes téglalapokra és csak a z tengelyre kell alkalmaznunk. Ehhez
Ay, =y;—Y5,=0-6-a=—6-a (3.109)
(és hasonlé modon Ay, =6-a), amivel
I,=1,=1,+Ay; A4, =6.6667-a"+(-6-a)’-20-a’ =726.6667-a". (3.110)
A centralis, z'y'= zy rendszerben tehat
L.=1,+21,=1,+2-1,=166.6667-a*+2-726.6667-a" =1620-a",
I,=1,+2-1, Iy1+2-[y2:6.6667-a4+2-166.6667:340-a4, (3.111)
I1.,=0.
Belathatjuk, hogy
I,=1.=1620-a",

3.112
1,=1,=340-a", G112
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az elsO fotengely tehat egybeesik a z tengellyel, a masodik pedig az y -nal.

3.5. Osszefoglalé

Az alabbi tablazat a fontosabb egyszerti sikidomok jellemzd geometriai mennyiségeit foglalja
0ssze:

A 4 A A e
b b
Idom R -
; > e > u U g PI=u
-b
A aT a.b 7Z"R2
a a 4-R-sing
zZG E 5 —2 0
3-a
b b
— — 0 0
e 3 2
2 2
s, a-b a-b 0 0
6 2
2 2 3 o
S, a6b a2b 2-R’-sin 0
3
3 3 4 4
I aé a 3b % (a—sina) il 4R
3 3 4 4
I, a12b a3b %-(a+sina) ”4R
2 2 2 2
L a-b a b 0 0
24 4
3 3 4 4
1, ab ab R—-(a—sina) 7R
36 12 8 4
4
—-(a+sina)—
I a-b a-b 8 ( ) 7 R
! 36 12 8-R* . ,a 4
— 9o -S1n 3
2 2
Ly e 0 0 0
72

3.1. tablazat. Egyszerii idomok dsszefoglalo tablazata

Bizonyos idomok jellemz6inek egy részét a fenti adatok és az elmozditasi tételnek is nevezett
észrevétel felhasznalasaval meg tudjuk adni. E tétel szerint pl. az y"-dA szorzat nagysaga nem
valtozik meg, ha a d4 teriiletet z irdnyaban is eltoljuk, igy annak a z tengelyre szamitott
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nyomatékai nem valtoznak. Emiatt a 3.19. abran levd idomok teriilete €s a barmely vizszintes
tengelyre vonatkoztatott nyomatéka paronként egyenld.

d4 d4

o
o
N

3.19. abra. Az elmozditasi tétel

Egy masik észrevétel — nevezhetnénk skdldzasi tétel-nek is — szerint ha az idom valamely
tengellyel parhuzamos méreteit valamilyen tetszoleges k 1éptéktényezdvel beszorozzuk, akkor az
ilyen modon széthuzott vagy dsszenyomott idomnak az illetd tengelyre vonatkoztatott geometriai
nyomatékai is k-szor lesznek nagyobbak az eredeti idoménal. Ez annak tulajdonithatd, hogy
példaul a 3.20. abran lathat6 bal oldali idom egy d4 =5b(y)-dy teriileteleme a z tengely menti

méretek megvaltoztatasa utdn ugyan megvaltozik, az d4'=b"(y)-dy =k -b(y)-dy =k-d4 lesz, de
annak a geometriai kozéppontja fliggéleges iranyban nem mozdul el. Emiatt az y"-d4'=k-y" -d4
szorzatok nagysaga is csak a Iéptéktényezoben fog kiilonbozni az eredeti értékekt6l. Tehat a
skalazott idom teriilete 4'=k- A, elsérendli nyomatéka S_'=k-S_, a masodrendli nyomatéka pedig

I '=k-I_. Ezek kovetkezményeként az idom geometriai kdzéppontja fliggdleges iranyban nem
mozdul el, hiszen S,/ A=S_.7A4".

dy

\/@\/

b(y) ()

\

A

3.20. abra. A skalazasi tetel

A masodik tablazatban azok a képletek szerepelnek, amelyeket a geometriai jellemzok
kiszamitasdhoz hasznalunk.
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Mennyiség Képlet
Teriilet A= J.dA Osszetett idomokra 4 = Z A
D i
Tengelyekre vonatkoztatott S.= J ydd4 Osszetett idomokra §, = ZSz,i
elsérendii (sztatikai) 2 g -
nyomatékok S, = jz d4 Osszetett idomokra S = z S,
D i
Az1 elsérendil nyolmaliékok S.=S. —Ay-4 e Az
valtozéasa a tengelye B L
eltolasakor S,=8,-Az-4 y'i=y-4y

Az elsérendii nyomatékok
valtozasa a tengelyek

S.=S.-cosa-S§, sina

S,=8.-sina+S§, -cosa

z'=z-cosa+y-sina

y'=—z-sina+y-cosa,

elforgatasakor
S,
. z,=—%
A geometriai kdzéppont ¢ 4
koordinatai S.
Ye = ;
— 2 % : -
Tengelyekre vonatkoztatott I, = _[ y 4 Osszetett idomokra /, = Zl zi
masodrendi (tehetetlenségi) Z ~ - :
nyomatékok I, = J.z2 d4 Osszetett idomokra [, = Z[ i
D i
Vegyes masodrendii I,=1,= J z-yd4 Osszetett idomokra I, = leyi
(centrifugalis) nyomaték T

Polaris nyomaték

3.2. tablazat. A geometriai jellemzoket ado relaciok osszefoglalo tablazata

= —_— . . 2 .
A masodrendi nyomatékok Lo=l-2-8y-85,+4" -4
valtozasa a tengelyek 1,=1,-2-Az-§ + Az*- A
Itolasak:
cltofasakor I, =I,-Az-S,~Ay-S, +Az-Ay- 4
= . 2 . 1 2 —_— . . 1 .
A masodrendii nyomatékok I.=1-cos"a+l sin"a-2-1 -sina-cosa,
valtozasa a tengelyek 1,=1, -sin” o + I, cos’ a+2- I, -sina-cosa
elforgatasakor _ . 2 -
I.,=U.-1)sina-cosa+I_-(cos” a—sin" a)
A féiranyok szogei 0!——l arct 2l 0z
6iranyok szogei g 1, 5
I +1 1
, . , L=t U~ 1) +4-I
A masodrendii nyomatékok 2 2 g !
foértékei I+1, 1 5 5
== —5-\/(12 —1) +4-12

3.2. tablazat. A geometriai jellemzbket ado relaciok osszefoglalo tablazata (folytatas)
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y

R

3.21. d@bra. Az oldalan fekvd kércikk

A 3.2. tablazatban foglaltak alapjan, a 3.21. abran lathat6, az oldalan fekvo korcikkre (amely
talan gyakrabban fordul el6, mint a vizszintes vagy fiiggéleges szimmetria-tengelyli korcikk) a
kovetkezoket kapjuk:

4
1, :R—(a—Lsin(Za)j,
8 2
4
I},:%-(a+%-sin(2-a)j, (3.113)

4

_ L2
L =———sin” a.

A korabbi feladatokban szerepld negyed korre (ax=7/2):

4 4
JAY AL S O (3.114)
TR
a félkorre pedig (o =)
4
12=1),=”8R , 1,=0. (3.115)

3.6. Tomeg, tomegkozéppont, sztatikus és tehetetlenségi nyomatékok

Az eddigiekben a szilardsagtan kiilonféle képleteiben eléforduld geometriai jellegl
mennyiségekkel foglalkoztunk. E mennyiségek a mechanikaban is megjelennek: ha egy homogén,
egyenletes vastagsagi lemez tomegkozéppontjanak kiszamitasarol, vagy pedig annak a
tehetetlenségi nyomatékairdl van szo, akkor a képletek csak egy konstans szorzoban kiilonboznek a
megfeleld geometriai mennyiségeket adod képletektdl. A geometriai mennyiségek kozvetlen
skalazasa ekkor fizikai jelentéssel bir6 mennyiségekhez vezet. Azonban ha a lemez nem homogén,
akkor a geometriai képletek kozvetlen skalazasa nem vezet eredményhez. E fejezet ezekkel a fizikai
jellegli mennyiségekkel foglalkozik, egy aranylag sajatsagos, de gyakorlati fontossaggal biro
esettel: a tartomanyonként allandd mindségli lemezre allapitja meg azokat. A f6 cél nem, vagy
nemcsak a mechanika tudds gyarapitdsa: az itt megallapitott Osszefiiggéseket az Osszetett
keresztmetszetli rud igénybevételeinek elemzése soran alkalmazhatjuk.
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3.6.1. Tomeg
Egy V' térfogata, p slrliségli homogén test tomege m = p-V . Ha ez a test egy egyenletes ¢

vastagsagu lemez, akkor a siiriisége helyett definialhatjuk annak fajlagos tomegét, amely az
egységnyi teriiletli lemez tdmege: = p-¢-1m?*; e mennyiség mértékegysége kg/m’. Ezzel az A4
terliletli lemez tomege

m=pu-A. (3.116)

Ha a lemez inhomogén ¢és/vagy a vastagsaga nem egyenletes, akkor is definidlhatunk egy
fajlagos tomeget, amellyel

m:J.,udA. (3.117)

A

Ha a fajlagos tomeg az A, teriiletli tartomanyon egy allandé ; értékkel rendelkezik, akkor

m:Z[j,uidAJ:Z[yi-;[dAJ:Z(,uI.-AI.). (3.118)

Al

3.6.2. Sztatikus nyomatékok
Ha a vizszintesen fekvo lemez sikjaban felvesziink egy tetszoleges yz koordinata-rendszert,

akkor a lemez sulya, amely egy G =m-g nagysagu és a lemez sikjara merdleges vektor, a
tengelyek kortiil az

M. =g-[uydd
D

(3.119)
M, =g- J K-z dA
D
nyomatékokkal forgatna. Ha ezekbdl a képletekbol elhagyjuk a gravitacios gyorsulast, akkor az
S *z = J./,l -y d4,
P (3.120)
S*, = j -z dA
D
sztatikus nyomatékokhoz jutunk. Amennyiben u allandd, akkor
S*, =u'fydA=u’Sz,
o (3.121)

S*y:,u-J.sz:,u-Sy,
D

tehat a sztatikus nyomaték (ami egy mechanikai mennyiség) és az idom elsérendii nyomatéka (ami
egy geometriai mennyiség) csak egy allandoban kiilonbdzik egymastol — ezzel az észrevétellel
magyarazhatjuk azt, hogy az idomok elsérendii nyomatékait gyakran sztatikus nyomatékoknak
nevezziik. Ha x nem allandd, akkor a két mennyiség kdzott nincs egyértelmii megfeleltetés.

Gyakorlati szempontbol fontos az az eset, amikor 1, az 4, teriileti tartomanyon allando:
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S*, =Z[ﬂf'iydf4}=2(ﬂr5u)’

(3.122)

S*, =Z(u,..1£szJ=Z(M~S_”).

A tovabbiakban ezzel az esettel foglalkozunk.

3.6.3. A sztatikus nyomatékok valtozasa a tengelyek eltolasa soran

Vizsgaljuk meg, mi torténik ezekkel a nyomatékokkal a koordinata-rendszer megvaltoztatasa
esetén. Ha a tengelyeket 6nmagukkal parhuzamosan a Ay, Az tavolsagokra eltoljuk (a koordinata-
transzformaciot a 3.22. képletek adjak), akkor a 3.23. levezetést kdvetve

S*. :z/'li‘Jy'dA:Z(ﬂi'Sz'i)ZZ(lui'(Szi_Ay'Ai)):S*z —Ay-m,

Dl

S*, =3 p- [ dA=3(uS,,)= X (1 (S, Az 4))=5* ~Az-m.

D;

(3.123)

3.6.4. A tomegkdzéppont
Ha a tengelyek azon pozicidja érdekel, amelyekre a sztatikus nyomatékok nullak, akkor az 1j
koordinata-rendszer origdjanak a helyzetét a kovetkezé mennyiségek adjak:

S *
Yo = mza

g* (3.124)
z, =—=.

m

E koordinata-rendszer origoja a ,tomegkozéppont”, mas néven ,sulypont”. Tartomanyonként
allando min6ségli lemezre bovebben kifejtvén a stlypont koordinatai

Zﬂi'Szi

y C = —Z /Ji ] Ai s
— Z /’li : S yi

¢ Z H 'Ai .

E képletekbdl lesziirhetjiik azt a kovetkeztetést, hogy ha x# nem allando, akkor a tomegkdzéppont

csak legfennebb sajatsagos esetekben esik egybe a geometriai kozépponttal, ugyanis
egyszerusitéssel nem lehet e mennyiségeket a 3.24. formara hozni.

(3.125)

Z

3.6.5. A sztatikus nyomatékok valtozasa a tengelyek elforgatasakor
Tegytik fel, hogy a koordinata-rendszeriinket elforgatjuk egy bizonyos « szdggel az origdja
koriil: a koordinata-transzformaciot a 3.25. képletek adjak. Ekkor, a 3.26. levezetését kdvetvén:
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S*.=Y u,.'Jy'dAJ=Z(ui'J(—z'sina+y'c0sa)dAJ=Z(,ui'Sz,)z

=8* .cosa—-S§* -sina,
‘ (3.126)

S*, :Z ,ul.-Jz'dA]zZ(,ui-j(z-cosa+y-sina) dAJZZ('”t'Sy'):

Dl

=8* sina+S* -cosa.

Ezek szerint a tomegkozéppont koriili forgatdskor a sztatikus nyomatékok a szogtol
fiiggetlentil nullak maradnak. Kovetkezésképpen: barmely, a tomegkozépponton keresztiilmend
tengelyre, a sztatikus nyomaték nulla.

3.6.6. Tehetetlenségi nyomatékok

Egy test forgatassal szemben kifejtett tehetetlenségét a mechanikaban a tehetetlenségi-
matrixszal szoktak leirni. Ez egy szimmetrikus matrix, amelyet egy anyagi pontok rendszerébdl allo
testre a kovetkezo:

I I I Z(mi'(y,'z"'ziz) _Z(mi'xi'yl') _Z(mi'xi'zi)
[J]= Iyx [y [yz = _Z(mi'yi'xi) Z(mi'(xiz"'ziz) _Z(mi'yi'zi) : (3.127)
L Izy L _Z(mi'zi'xi) _Z(mi'zi'yi) Z(mi'(xi2+J’i2)

Ha ez a test az yz sikban elhelyezkedd, két dimenzidval leirhatd struktura, amelyet
tartomanyonként allandd g, fajlagos tomegii lemezekbdl all6 rendszernek tekinthetiink és amely

nem forog a sikjara merdleges x tengely koriil, akkor ezt a tehetetlenségi matrixot a kdvetkezd
formara hozhatjuk:

| Hegeu] e
g Hopre

(3.128)

Ahhoz, hogy a geometriai masodrendii nyomatékokat ne keverjik Ossze a mechanikai
tehetetlenségi nyomatékokkal, vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

I*, = Z[ﬂi 2 dA] =2 (w1,

D;

I*, =Z[u,-~jy? dAJ=Z(u,~Iz,-), (3.129)
I*zy :I*yz ZZ[M‘ 'J.Zi B2 dAJ:Z(/ui 'Izyi)’

Dl

mely Osszefiiggések 0sszekotik a két fogalmat, a negativ eldjel elhagyasaval. Akarcsak a sztatikus
nyomatékok esetében, homogén lemezekre a két mennyiség csak egy konstansban kiilonbozik
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egymastol, emiatt nevezik gyakran az idomok masodrendi nyomatékait tehetetlenségi
nyomatékoknak.

3.6.7. A tehetetlenségi nyomatékok valtozasa a tengelyek eltoldsa soran
A 3.22. koordinata-transzformacidval, a 3.62. levezetések alapjan a kovetkezokho6z jutunk:

=3 [ y7 dA}=Z(u,-'Izv)=1*z ~2-Ay-S* +Ay" -m,
D;

Dl

%= w- 2" dAJ:Z(,u,. ) =1%,-2-Az-S* +Az -m, (3.130)

I*.,.=y Jz'-y'dAJ:Z(,ui-[Z,),,):I*Zy ~Az-S* ~Ay-S* +Az-Ay-m.

Dl

3.6.8. A tehetetlenségi nyomatékok valtozasa a tengelyek elforgatasakor
A koordinata-transzformaciot a 3.25. képletek adjak, a 3.68. levezetést kovetve pedig

*, =Z[u,»fy'2 M}:Z(ﬂ,— L)=

=I* -cos’a+1* -sina—2-1*% -sina-cosa,

1% :Z[M‘jzﬂ dAJ=Z(M-'Iy'):

Dl

(3.131)
=1%* -sin’ a+l*, -cos’ a+2-1* -sina-cosa,
I*Z'y' ZZ[IU,' ’ J. Z"y'dAJ = Z(;ui 'Iz'y') =
D;

: 2 s 2
= *,—1*)-sina-cosa+1* -(cos”a—sin" Q).

3.6.9. A tehetetlenségi nyomatékok fdiranyai és foértékei
A tehetetlenségi matrix szimmetrikus, tehat az egy megfeleld transzformacioval (forgatassal)
diagonalis formara hozhato:

I I, I, I, 0 0
=1, 1, I.| & [J1=[0 I, 0] (3.132)
I, I, I 0 0 I,

Matematikailag ez a sajatérték-feladat megoldasa, amely a tehetetlenségi matrix
[J]1=[0Q]-[J]-[0]" formaju felbontisat célozza meg (ahol, [J] szimmetridjabol fakadoan,
[01' =[Q]"). A felbontasbdl szarmazé [Q] ,.modalis” matrix oszlopai a sajatvektorokat
tartalmazzak, amelyek az 0j koordinata-rendszer tengelyeinek az iranytényezoit adjak meg, [J']
pedig a [J] matrix sajatértékeit tartalmazo ,,spektralis” matrix. Ez az atalakitds, a matematikai

szempontokon tilmenden azért is érdekes, mert a centralis koordinata-tengelyeknek egy olyan
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elrendezéséhez vezet, amelyekre nézve nincsenek vegyes masodrendii nyomatékok. Ebben a
koordinata-rendszerben a tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomatékok kozott megjelenik a
lehetd legnagyobb ¢€s a lehetd legkisebb érték is. Az atlon szerepld értékeket csokkend sorrendbe
szoktak allitani (7, > 1, > I,) és azokat {0 tehetetlenségi nyomatékoknak nevezik, az 0j koordinata-
iranyokat pedig féiranyoknak mondjak. Ugyanez az észrevétel érvényes a tehetetlenségi matrix
kétdimenzids valtozatara is.

A 3.44. fejezetben, miutdin megallapitottuk, hogy a tengelyre vonatkozé masodrendi
nyomatékok leheto legkisebb értéke egy centralis koordinata-rendszerben keresendo, a foértékeket
sz€lsoértékekként kerestiik, a koordinata-rendszer o elforgatasi szogének fliggvényében. Ehhez
kiszamitottuk az elforgatott koordinata-rendszerben érvényes masodrendi nyomatékok 2-«
szerinti derivaltjait (mert ezeket egyszeriibb volt kiszdmitani, mint az « szerinti derivaltakat), a
kapott 3.71. Osszefiiggés szerint pedig ezeknek a derivaltaknak az abszolut értéke a vegyes
masodrendli nyomaték abszolut értékével azonos. A keresett szélsoértékek tehat egy olyan centralis
koordinata-rendszerben jelennek meg, amelyben /,, =0, ami a 3.132. diagonalis forméahoz vezet.

Az I (a)=0 egyenletet tg(2-a)-ban megoldva a féirdnyok szdgeihez jutottunk (3.73.): mivel a

tg(2- ) fuggvény periddusa 7, ezek az irdnyok merdlegesek egymasra. Végiil a féiranyokkal
meghatdroztuk a féertekeket is (3.76).

Eszrevehetjiik, hogy a geometriai fogalmak és a mechanikai fogalmak kozott tokéletes az
analdgia: a teriileteknek a tomegek felelnek meg (4, <> m,), a G geometriai kdzéppontnak a C
tomegkozéppont, az elsérendii nyomatékoknak a sztatikus nyomatékok (pl. S, <> S* ), a
masodrendli nyomatékoknak pedig a tehetetlenségi nyomatékok (pl. /. <> 7 *_ ). Emiatt levezetés
nélkdl is atvehetjiik a képleteket: a tehetetlenségi nyomatékok foiranyait a

2-1%,
Osszefiliggésbol hatarozhatjuk meg, a foértékeket pedig a
I* +I* 1
— z Y 2 2
1%, = 5 iE'\/([*z —I[*) +4-1%) (3.134)

képlet adja.
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4. HUZO ES NYOMO IGENYBEVETEL
4.1. Egyszerii és osszetett igénybevételek

Amikor a rudat (vagy altaldban, egy alkatrészt) csak a 2. fejezetben ismertetett igénybevételek
egyike terheli, akkor azt mondjuk, hogy az illetd rad egyszerti igénybevételérdl van szo. Az
egyszeri igénybevétel lehet

— tengelyiranyu (htizo, nyomo),
— nyiro,

— hajlité vagy

— csavaro

igénybevétel, aszerint, hogy a rud hosszan melyik igénybevétel jelenik meg (N, T. vagy T,, M,
vagy M, illetve M, ). Megjegyzendd, hogy olyan rid, amely csak nyir6 igénybevételnek van

kitéve, nem létezik.

Ha az egyszerli igénybevétel esetén a rud keresztmetszetén csak egyfajta fesziiltség jelenik
meg, akkor az egyszeri igénybevételt tisztdnak nevezik.

Amikor a rid hosszdn egyszerre tobb igénybevétel is megjelenik, akkor Osszetett
igénybevételrdl beszélink. Az Osszetett igénybevételek targyalasa az egyszerll, tiszta
igénybevételek alapjan torténik, azonban az Osszetett igénybevétel hatasat altalaban nem lehet az
egyszerll igénybevételek hatdsanak Osszegeként tekinteni, ahhoz tovabbi ismeretekre is sziikség
van.

4.2. Prizmatikus rudak kézpontos huzdsa és nyomdsa

4.2.1. Alapveto feltételezések és Osszefiiggések

A szilardsagtan alapkisérletei a tiszta és egyszert igénybevételeket tanulmanyozzak, céljuk az
erd és az er0 altal 1étrehozott alakvaltozas kapcsolatanak felderitése. Az els6 ilyen alapkisérlet az
alcimben szerepld tengely iranyu igénybevétel kisérleti tanulmanyozéasa: a kisérlet targya egy
prizmatikus (allando keresztmetszetli €s egyenes, 4.1. abra) rad, amelynek az anyaga homogén,
izotrop €s linedrisan rugalmas. A rudat a két végén, tengelyének iranyaban terheljiik olyan modon,
hogy a huzo vagy nyomd erd ereddje éppen a rad tengelyében, a keresztmetszet geometriai
kozéppontjaban hasson.

4.1. abra. Prizmatikus (a) és nem-prizmatikus (b - d) rudak

A kisérletezés soran azt tapasztalhatjuk, hogy a rad megterhelése eldtt megrajzolt sik €s a
tengelyre merdleges keresztmetszetek a megterhelést kovetd alakvaltozasok utan is sikok és a rad
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tengelyére merdlegesek maradnak (ezt Bernoulli hipotézisének nevezziik), legaldbbis az erd
alkalmazésatol kell6 tavolsagra. A rad két végének kdzvetlen kornyezetében, az erd alkalmazasanak
modjatdl fiiggd tavolsagon beliil ez a feltételezés nem allja meg a helyét, azonban a modellteremtés
céljabol elfogadjuk azt az idealizalast, hogy Bernoulli hipotézise a rud teljes hosszan érvényes.
Amennyiben a megrajzolt keresztmetszetek egyenld tavolsagra voltak, akkor az alakvaltozast
kovetden is egyenld tavolsagra lesznek (4.2. abra).
A rud terhelése és megnytlasa kdzott tapasztalt és az els6 fejezetben mar emlitett

N=k-Al (4.1)

aranyossag a linearisan rugalmas anyag feltételezéséhez vezet (ez a kijelentés forditva is igaz).
Amennyiben feltételezziik, hogy a tengely iranyt eré egyenletesen oszlik el a rad tengelyére
merdleges keresztmetszeten, egy fajlagos

O =— B 42
y (4.2)
tengelyiranyu fesziiltséget definidlhatunk, amelyet normalfesziiltségnek is neveznek, mert a
keresztmetszetre merdleges iranyu.
Ha feltételezziik, hogy a rud egyenletesen nyulik meg az eré hatdsara, akkor egy masik
fajlagos mennyiséget is definidlhatunk, az

P (4.3)

fajlagos alakvaltozast, amely ez esetben, pontosabban, fajlagos nyulds.
Az alakvaltozas és az er§ egyenes aranyossagat eredetileg R. Hooke jelentette ki (ut tensio sic
vis), mely aranyossag az elébbiekben bevezetett fajlagositott mennyiségek kozott is fennall:

oc=E-¢, 4.4)

s ezt az aranyossagot Hooke térvényének nevezziik. A normalfesziiltség és a fajlagos nyulas kdzotti
aranyossagi tényez6 az £ Young-modulusz.

A
y

ly Al

A
\

\
Y

A
Y

4.2. abra. Prizmatikus rud kozpontos huzdsa
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A 4.2. relaciot sztatikai egyenletnek nevezziik: a kiilonféle igénybevételek esetében a sztatikai
egyenletek kotik 0ssze az erdket és a beldliik szarmazo fesziiltségeket, ezek irjak le a szilardsagtani
feladat sztatikai aspektusat.

A 4.3. relacié a geometriai egyenlet:. ezek az egyenletek kapcsoljak 6ssze az alakvaltozasokat
¢s a fajlagos alakvaltozasokat. Ezek irjak le a szilardsagtani feladat geometriai aspektusat.

Végiil, a 4.4. relacio az anyagegyenlet: ezek az egyenletek irjak le a fesziiltségek és a fajlagos
alakvaltozasok kozotti kapcsolatot, amely a legegyszerlibb esetben lineéaris. Ezek irjak le a
szilardsagtani feladat fizikai aspektusat.

E harom egyenlet egyesitésébdl a rad megnyulasa

_N'Zo

Al ,
E-4

(4.5)

amely Osszefiiggést a 4.1. egyenlettel valdo Osszehasonlitva, az utobbiban szerepld aranyossagi
tényezOt azonosithatjuk:

(4.6)

mely mennyiség a rud huzasi merevsége. k szamszerien a rad egységnyi megnyujtasahoz
sziikséges erd nagysagaval egyenlo.

4.2.2. A harantiranyu alakvaltozas
A hiz6-nyom¢ kisérlet soran a prizmatikus rad harantiranyu alakvaltozasat is észlelhetjiik, a

4.3. abran példaul, mikozben a rud hosszisaga /,-rdl /.re nd, a keresztmetszet magassaga A, -rol & -
ra csokken. Ezt a méretvaltozast is fajlagosithatjuk:

h—h, Ah

E =———=—-

, 4.7
"k hy @7

ami a harantiranyu (tranzverzalis) fajlagos alakvaltozas.

ho

A=
V=

lo

A

A
Y

4.3. abra. A harantiranyu alakvaltozds

A tapasztalat szerint, ritka kivételektol eltekintve, a harantiranyu alakvaltozas eldjele a
hossziranyuéval forditott és feltételezhetjiik, hogy a nagysaga ez utobbiéval egyenesen aranyos:

=-v-g, (4.8)
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ahol v a Poisson-egyiitthaté. £ és v a rud anyaganak szilardsagtani (mechanikai) jellemzoi,
amelyek ugyan nem allandok, mert példaul a hémérséklettdl is fiiggenek, de a szamitasokban a
kiilonb6z6 anyagokra azokat akként hasznaljuk.

Ugy gondolhatnank, hogy mivel a mechanikaban a szilard anyagokat 6sszenyomhatatlannak
tartjuk, a harantiranyu alakvaltozas a térfogat megmaradasabol eredne. Ha a megnyujtott rad
anyagabol kimetsziink egy egységnyi oldalu kockat, aminek a térfogata is egységnyi (¥, =1), akkor
alakvaltozas utdn annak a rad tengelyével parhuzamos mérete 1+ ¢ -ra novekedik, a merdleges
méretei pedig 1—v - £ -ra csokkennek. Ekkor a kocka térfogata

V=>1+&)-(1-v-e) =l+e-(1-2-v) 4.9)

lesz, az & hatvanyait tartalmaz6 tagok elhanyagolasaval (ugyanis a fajlagos alakvaltozasokrol
feltételezziik, hogy azok nagyon kicsik). E képlet szerint, ha v =0.5, akkor a térfogat nem valtozik
meg (V =V, =1). A Poisson-egyiitthato ezen értéke az idealizalt dsszenyomhatatlan anyagokra
érvényes, a fémek esetében pedig altalaban az kisebb, altalaban 0.3...0.4 kozott van, s ekkor a
nyujtott rud anyaganak térfogata a 4.9. képlet értelmében megndvekedik.

4.2.3. A htzoero tamadaspontja

A 4.4. adbran a huzott rad egy keresztmetszetét latjuk, a fesziiltség feltételezett egyenletes
eloszlasaval. Ez azt jelenti, hogy az A keresztmetszet barmely pontjdban a o normalfesziiltség
értéke azonos.

o
>
> 4
N
L - X
z
z / >
> d4
y

4.4. abra. Kézpontos huzds

A dA elemi feliileten hat6 fesziiltség ereddje az infinitezimalis dV =o-d4 tengely irdnya
erd, amely az elemi feliilet kozéppontjaban hat. Ennek az erének a forgatonyomatéka az y

tengelyre  elgjel-helyesen dM =-z-dN=-o0-z-d4, a z tengelyre nézve pedig
dM. =y-dN=0-y-d4. A rad teljes keresztmetszetén hato fesziiltség forgatdnyomatékai az elobbi
mennyiségek ereddjeként

M_V:J.dMy =—G'Jz'dA=—a~S_v =0,
A A

MZ:JszZG'J.y‘dAZU-SZ:O, (4.10)
4 4
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amelyek nulldk kell legyenek, mivel a tiszta huzo igénybevételrdl esetét tanulmanyozzuk. Ezek az
egyensulyi egyenletek csak akkor teljesiilnek, ha a keresztmetszetnek a valasztott tengelyekre
szamitott elsérendii nyomatékai nulldk, vagyis ha az y és =z tengelyek sulyvonalak, a
keresztmetszeten felvett koordinata-rendszer pedig centralis (az origdja a keresztmetszet geometriai
kozéppontjaban van).

Varignon tétele alapjan az elemi dN er6k rendszerének eredé nyomatéka az erdrendszer
ereddjének a nyomatékaval egyenld. Az erérendszer ereddje az

N=[dN=c-[d4 (4.11)

tengely iranyu erd. Ha tdmadaspontjanak koordinatait Ay -nal és Az -vel jeldljiik, akkor e tétel
alapjan
M, =-N-Az=0,
: (4.12)
M_=N-Ay=0,

mely feltétel csak akkor teljesiil, ha Ay =0 és Az=0.

Ezek értelmében a huzd €és a nyomod igénybevétel csak akkor tekinthetd egyszeri
igénybevételnek, ha annak ereddje, mint koncentralt erd, a rad tengelyében hat (ez egyezményesen
a keresztmetszet geometriai kdzéppontjan megy at). Ezt kozpontos huzasnak (nyomadasnak)
nevezziik.

Amennyiben a tengely irdnyl eré tamadaspontja nem a geometriai kdzéppontra esik, az
igénybevételt kiilpontosnak nevezziik, amely nem tiszta igénybevétel, mert hajlitdssal tarsul
(ilyenkor M es/vagy M_ nem nulla).

4.2.4. Fesziiltség-gyiijto helyek és a de Saint-Venant elv

Amennyiben az egyenes tengelyii rad hosszan annak keresztmetszete nem allandé (a rad nem
prizmatikus), akkor az eldébbiekben elmondottak csak korlatozottan érvényesek. A 4.5. abran egy
koézpontosan huzott rudat latunk, amelynek a bal oldala mereven befogott, a jobb oldalan pedig a
keresztmetszetén egyenletesen megoszld N huzderdvel terhel. A rad kdzepét két, szimmetrikusan
elhelyezked6 hengeres bemélyedés gyengiti. A szin a tengely iranyt fesziiltséget kddolja, a piros a
legnagyobb, a kék pedig a legkisebb o értékeket jeloli. A fesziiltségeket numerikus eljarassal
(végeselem-modszerrel) hataroztuk meg, de megfeleld kisérleti eljarasokkal is hasonlod fesziiltség-
eloszlashoz jutunk.

Amennyiben igaz lenne az eddigickben alkalmazott hipotézis, amely szerint barmely
keresztmetszeten o =N/ A és az egyenletesen oszlik meg, akkor barmely tengelyre merdleges
keresztmetszeten azonos fesziiltséget €s szint varhatnank el, a kigyengitett keresztmetszeten
nagyobbat, egyebiitt pedig kisebbet. A numerikus eljarasokkal tortént modellezés és a kisérleti
eredmények viszont mast mutatnak: a kigyengitett keresztmetszet kdzvetlen kornyezetében a
fesziiltség megoszlasa kdzel sem egyenletes, az erételjes valtozast mutat. Az ilyen helyek kézelében
tehat a fesziiltség a geometriatol fliggen kisebb-nagyobb mértékben kiugro értékeket mutat, ezért
ezeket fesziiltség-gyiijto helyeknek nevezzilk. A bemetszések kornyékén elhelyezkedd kék szinii
zonak azt mutatjak, hogy ott a rud anyaga csak kismértékben vesz részt a tengely iranyu erd
atvételében.

A fesziiltség-gylijté helyeknél fellépo fesziiltségeket a szilardsagtan egyszeri eljarasaival nem
lehet kiszamitani, ehhez numerikus modszereken alapuld eljarasok sziikségesek, azonban
konyvekben, képlet-gylijteményekben a fesziiltség closzlasat kozelité diagramokat lehet talalni,
amely a lekerekitések, furatok gyakrabban eléforduld eseteiben hasznalhatok.
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A 4.5. dbra a peremfeltételek (a rogzités és az erd alkalmazasi modjanak) hatasat is
illusztralja: a bal oldalon a keresztmetszet rugalmas alakvaltozasat— a rud nyujtasanak
kovetkezményeként fellépd zsugorodasat— a merev befogds meggatolja, emiatt a fesziiltség
eloszlasa itt sem egyenletes, bar az sokkal kisebb valtozast mutat, mint a fesziiltség-gyijtd hely
kozelében. A jobb oldalon viszont nem latunk semmiféle valtozast, ugyanis a modellezésben
egyenletesen megoszlo tengely iranyu erét alkalmaztunk.

1 —

N

4.5. dbra. Kigyengitett keresztmetszetii huzott rud

A rud két végén fellépd fesziiltségi allapot nagymértékben fiigg az erd alkalmazéasanak
modjatol és a kényszerek megvalositasatol, azonban a megfigyelés szerint, akarcsak az itt felhozott
példaban, ez a hatas a tavolsaggal gyorsan csokken és a szamitasok szempontjabodl elhanyagolhato.
Ezt az észrevételt de Saint-Venant-elv néven ismerjiik.

4.2.5. A szakaszonként allando keresztmetszetli rad

A 4.6. abran levo rad két prizmatikus szakaszbol all, amelyek tengelye egybeesik: ilyenkor
elfogadhatjuk azt a feltételezést, mely szerint a prizmatikus rudakra fennalld Osszefliggések
tovabbra is érvényesek maradnak (azaz barmely keresztmetszeten a fesziiltség ez esetben is
allando): a bal oldali szakaszon

N
o =—, 4.13
] (4.13)
a jobb oldalon pedig
N
o, =—1, 4.14
= (4.14)

ésmivel 4 > A4, = o, <o0,.

A fesziiltség szakaszonkénti allandosaga és egyenletes eloszlasa szigoruan véve az illesztési
zonara nem igaz, mert az fesziiltség-gylijto helyként viselkedik. Ahhoz, hogy itt ne jelenjenek meg
jelentos fesziiltség-kiugrasok, az illesztéseket kerekiteni vagy sarkitani kell.

A rad hosszanak megvaltozasat az iménti feltételezés alapjan a szakaszok hossz-valtozasanak
Osszegeként adhatjuk meg, mintha prizmatikus rudakat kapcsoltunk volna 6ssze sorosan:

AZ=A11+A12:M+M:N' I—‘+I—2 : (4.15)
E-A E, -4, E-A E, A,
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I* -

A=
V=

ll 12

A
Y
A

4.6. abra. Szakaszonkeént allando keresztmetszetii huzott rud

Ha ebben az Osszefiiggésben a zardjelben levé mennyiséget a szakaszonként valtozo
keresztmetszetii rid huzasra szamitott merevségével hozzuk kapcsolatban, akkor a 4.6. 6sszefiiggés
alapjan elmondhatjuk, hogy az tulajdonképpen a szakaszok merevségeinek harmonikus atlagaként
szamithato ki:

(4.16)

1 1 1
—=—4—.
k kK,
4.2.6. Az Osszetett keresztmetszetii rad

Az Osszetett keresztmetszet rud ugyan nem tesz eleget a prizmatikus rad esetében
megfogalmazott homogenitds hipotézisének, de ha a keresztmetszetre anyagonként igazak
maradnak az eddigi feltételezések, akkor azt parhuzamosan kapcsolt rudakbol allo szerkezetnek
tekinthetjiik (4.7. abra).

A=
=

Iy AAI A,

A

4.7. dbra. Osszetett keresztmetszetii hizott rid

E parhuzamos rudak egylittesen veszik at a terhelést:

N=N, +N,, 4.17)
1 2
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azonos hosszisaguak és egyenlé mértékben nytilnak meg, hiszen azok egy kozos testet alkotnak:
Al=Al =Al,, (4.18)
ahol

A=l Mg = Mo
1 k, ' E,-4,

_ N, (4.19)
El 'Al kz

N, és N, nagysagat egyensulyi egyenletekbdl kiszamitani nem lehet, ez tehat egy sztatikailag
hatarozatlant feladat. A kettd viszonyat a megnyulasok egyenléségébdl megadhatjuk:

E -4

N, ! 1
i B =L, 4.20
N, 54 (4.20)
[
tehat a parhuzamos rudak a merevségiikkel ardnyos mértékben veszik at a terhelést. Innen pl.
N, =N, -k, /k,, amit a 4.17.-be behelyettesitve megkapjuk a keresett dsszetevoket:

N, =N-: u ,illetve N, =N- ky :
k +k, k +k,

1

4.21)

Az igy meghatarozott er6k valamelyikével, a 4.19. képletek felhasznalasaval kiszamithato a
rad megnyulésa:
N N-1

AZ: = N
ki+k, E-A+E, -4

(4.22)

s innen levonhatd az a kovetkeztetés, mi szerint az Osszetett keresztmetszetii, prizmatikusnak
tekinthetd rud nyujtassal szembeni merevsége az alkotd részek merevségeinek 0sszegével azonos:

k =k +k,

A megnyulasok 4.18. azonossagabol kdvetkezik a fajlagos nyulasok azonosséaga is:

c=¢=¢, (4.23)
de amennyiben E, # E, , akkor a
O'l:El-ezﬂ ésa 0'2:E2-5:£ (4.24)
Al A2

fesziiltségek nem lesznek egyenldk, azok a Young-moduluszokkal (az anyag merevségével) lesznek
egyenesen aranyosak:

L= (4.25)

tehat a merevebb (szilardabb) anyag terhelddik jobban, fiiggetleniil a keresztmetszetek aranyatol.
Felvetddik az a kérdés, hogy hol kell legyen a tengely iranya er6é timadaspontja ahhoz, hogy

az Osszetett keresztmetszetli rad huzasa egyszeri igénybevétel legyen (masként fogalmazva: ne

Iépjen fel a rud egyidejli hajlitasa is). A valasz nyilvanvalo: abban a pontban, amelyre nézve az N,

és az N, er6k ered6 nyomatéka nulla.
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Ezt a valaszt, egyenletes fesziiltség-allapotot feltételezve, bovebben is kifejthetjiik. A 4.8.
abran ez a feltételezett allapotot lathatd, ahol a fesziiltségek viszonya E, > E,-nek felel meg. A

keresztmetszeten, anyagonként a kdvetkezo erdk jelennek meg:
N =0,-4=¢-E-4,

(4.26)
N,=0,-4,=¢-E,-A4,,

amelyek az Osszetett keresztmetszetet hizd6 N er6 Osszetevéi, tengely iranyt erdk, amelyek az 4,

keresztmetszetek G, geometriai kdzéppontjaban hatnak.

O1

7 -t
A % -

Y

YYYYYYYYYY

YYYYYY

A, 02

B

-
—
.~}
—
-

<
<
<

4.8. abra. A fesziiltség megoszidsa a rud keresztmetszetén

Az N er0 tamadaspontjanak koordinatait Varignon tételének alkalmazasaval szamithatjuk ki:
tegyiik fel, hogy ezt a tamadaspontot az abran levd, tetszélegesen felvett y'z' koordinata-

rendszerben keressiik. Ekkor az N, er6k eredének y' és a z' tengelyre szamitott nyomatékai

azonosal kell legyenek az N erdnek ugyanazokra a tengelyekre szamitott nyomatékaival:

Nl 'y'Gl+N2'y'GZ :N'y'oa

(4.27)
N-z'.\+N,-z'.,=N-z',
boévebben kifejtve:
eE-A-yoteE, Ay, =¢(E-A4+E,-4) ), (4.28)
e-E-A-z'.+6E A -z2'.,=¢(E-A+E,-4)-z',, )
ahonnan, mivel a terhelt rad esetében £ #0:
3" :El'Al'y'Gl+E2'A2'y'G2
° E -A+E,- ’
e 4 ' (4.29)
S :EI'AIOZGIJ'_EZ'AZ'ZGZ
‘ E-A+E, -4, '
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A tamadaspont koordinatai tehat a teriiletek Young-moduluszokkal sulyozott geometriai
koézéppontjaban van — ez a kijelentés akkor is igaz, amikor nem csak két, hanem tobbfajta dsszetevo
alkotja a teljes keresztmetszetet. E koordinatakat az 6sszetett lemez tomegkdzéppontjanak helyzetét
megadd 3.124. Osszefiiggésekkel oOsszehasonlitva, a 3.6. fejezetben megallapitottak alapjan
kijelenthetjilk, hogy az o pont egyfajta ,tomegkozéppontként” értelmezhetd, ha ,fajlagos
tomegként” a Young-moduluszokat tekintjilk. Ez csak sajatsagos esetekben esik egybe a teljes
keresztmetszet geometriai kozéppontjaval, tehat altalaban o #G . Egy ilyen, a miiszaki gyakorlatban
sokszor el6fordulo eset az, amikor a keresztmetszet két tengelyre nézve is szimmetrikus, beleértve
az anyag szilardsagi tulajdonsagait is.

4.2.7. A folyamatosan valtozo keresztmetszetii rad

Amennyiben a rud keresztmetszete folyamatosan és csak kis mértékben valtozik és barmely
keresztmetszet geometriai kdzéppontja a rud egyenes tengelyére esik (4.9. abra), akkor jo
kozelitéssel elfogadhato a

o(x)= (4.30)

A(x)

feltételezés, ahol A(x) a rad valtozo keresztmetszetét jelenti. E képlet szerint még alland6 tengely
iranyu igénybevétel esetén is a fesziiltség az x koordinata fiiggvénye lesz.

A(x)
\ 7% )

N A X
J»
.
/
o B ‘

lo

—

4.9. abra. Folyamatosan valtozo keresztmetszetii rud
A rid dx hosszlisagu szakaszan a keresztmetszetet allandonak vehetjiik, s e szakasz nyalasa a

d(Al) = £(x)-dr = X gy = N dx

E CE-A(x) (+31)

infinitezimalis mennyiség lesz, ami a 4.5. képlettel analog dsszefiiggés ad. E képlet értelmében a
rud merevsége pontrdl pontra valtozik.
A 2.31. mennyiséget a rud teljes /, hosszan integralva kapjuk annak megnytlasat:

l()

/0
Al:jd(Al):j N dx:ﬁ.j L. (4.32)
A o E-A(x) E ¢ A(x)
Innen a két végén terhelt nyujtott rid merevségét
E

k=7—". (4.33)
J‘ 1
o A(x)
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formaban fejezhetjiik ki.

4.2.8. Altalanositas

Tegyiik fel, hogy a rad prizmatikusnak tekinthetd, de a hossza mentén a geometridja, az
anyaga ¢és az igénybevétele is valtozik. Ekkor, az elébbi esettel analog modon, egy adott x
koordinataji pont koriil felvett dx hosszsagh szakasz nytlasa

d(AD) = £(x)-dv = TD) g = NV)-dr (4.34)
E(x) E(x)- A(x)
amivel
/!
¢ N(x)
Al=|d(Al)= | —————dx, (4.35)
{ J E(x)- A(x)
a két végén terhelt rad merevsége pedig a
1
k= 1 (4.36)

——dx
o E(x)- A(x)
formaban irhatjuk fel.
4.2.9. A hémérséklet-valtozas hatasa

A tapasztalat szerint a homérséklet-valtozas a testek méreteinek megvaltozasahoz vezet. Egy
[, hosszlisdgu rudat egyenletesen melegitve annak hossz-valtozasat az

Al=q-l,-At (4.37)

aranyossaggal irhatjuk le, ahol nem til nagy Ar homérséklet-valtozas esetén az a hdtdguldsi
egyiitthato allandonak tekinthet6. Ez utobbi mértékegysége 1/K vagy 1/°C és az anyagok
tobbségének esetében az pozitiv, vagyis a hémérséklet novekedése a méretek ndvekedéséhez vezet.
Ezt a megnyulast, pont ugy, mint a tengely iranyl eré altal okozottat, fajlagosithatjuk: az egységnyi
hossztsagh rud hossza az

8=A—l=a'At (4.38)
ZO
mennyiséggel valtozik. Ezt a fajlagos nyulast nem koveti fesziiltség megjelenése. Hooke
torvényével egyesitve a fajlagos nyulas teljesebb

e=Z1a At (4.39)
E

képletéhez jutunk. Amennyiben a szabad hotagulast meggatoljuk, £ =0 és ekkor a radban egy
o=—a-E-At (4.40)

fesziiltség keletkezik, amely a homérséklet novekedése esetén nyomo-, ellenben hiizo-fesziiltség.
E képlet alapjan, ha egy prizmatikus rad hétagulasat meggatoljuk, akkor az egy

N=a-E-A-At 4.41)

nagysagu erdvel fog hatni a kényszereire.

148



4. HUzZO ES NYOMO IGENYBEVETEL

A méretvaltozas nem csak a hosszusag iranyaban 1ép fel: egy egységnyi teriiletii négyzet
oldalai a hémérséklet-valtozast kovetden 1+« -A¢ hosszisadguak lesznek, s ezaltal az egységnyi
teriilet 14+2-«-Af-re valtozik (mivel o egy nagyon kicsi mennyiség, a hatvanyait el lehet
hanyagolni). Ha az eredeti teriilet nem egységnyi, hanem 4, akkor a véaltozas mértéke ardnyosan

A=4,-2-a-At=a,-A,-At. (4.42)
Hasonloképpen, a V), térfogat valtozasat
AV =V,3-a-At=a, -V, -At. (4.43)

gyanant szamithatjuk.

A 4.37. képletben szerepld « tényezot pontosabban vonalas (linearis) hotagulasi tényezonek
nevezziik. A 4.42. képlet tényezdje az elébbi duplaja, az o, =2« feliileti (négyzetes) hétagulasi
tényez0, a 4.43.-¢ pedig az «, =3« térfogati (kobds) hétagulasi tényezd.

Amennyiben egy sztatikailag hatarozott, homogén anyagu szerkezet belsejében a
hémeérsékleti mezo egyenletes és a homérséklet-valtozas annak minden pontjdban ugyanaz, akkor ez
nem okozza a fesziiltségek megvaltozasat. Minden mas esetben a hdtagulas hatasat meg kell
vizsgalnunk, ugyanis ha a szerkezet sztatikailag nem hatarozott, anyaga nem homogén vagy pedig
ha a hdmérsékleti mez6 nem egyenletes, a hdmérséklet-valtozas altal okozott szabad alakvaltozas
megakadalyozasa miatt jelentds fesziiltségek 1éphetnek fel.

4.1. példa. A meggatolt hétagulas altal okozott fesziiltség
A 4.10. abran szereplé mereven befogott rud két kiilonbozé anyagu darabbol all, amelyet

szakaszonként allando keresztmetszeti ridnak tekinthetiink. A rad jobboldali vége szabad, azonban
azt csak egy keskeny, o szélességii rés valasztja el egy merev faltol.

/ AN

By o

E, o

A I S

A
Y
|
Y
A

AN
/

Al

\
Y

4.10. dabra. Hétagulas dltal eldidézett fesziiltség

Egy bizonyos Af, egyenletes hdmérséklet-novekedést kdvetden a rud anyaga kiterjeszkedik,
¢és ha ezt a hotagulast nem akadalyozzuk meg, a rad hosszanak megndvekedése a szakaszonként
szamolt mennyiségekkel
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Al=(l,-a, +1,-a,)- At (4.44)

lenne. Ameddig a rad szabad vége nem tamaszkodik fel a merev falra (A/ < J'), abban nem jelenik
meg fesziiltség, ellenben a szabadon

I=L+L+( o+ -a) At (4.45)
hossztsagra kiterjeszkedd rudat a kényszerek
I'=L+1,+6 (4.46)
hosszisagura korlatozzak,
Al'=1-1"=(,;-a,+1,-a,)-At =6 (4.47)

rovidiilést okozva, aminek a kovetkezményeként a kényszerekben egy reakcio-er6 1ép fel, amely
tengely irdnyu igénybevételt okoz. Ezt a reakcio-erdt a szakaszonként allandd keresztmetszetti rad
terhelése €s megnyulasa kozott megallapitott 4.15. relacio segitségével szamolhatjuk ki:

_ Al' _ (Zl'al+12.a2)~Al—5 N([l.al+[2.a2),At_5
N= L' ., L' L-(l+q .At)+l2 (+a,-At) ] . A ) (4.48)
El ‘Al E2 'AZ E‘1 'A] E2 .A2 E‘1 .Al E2 ‘A2

ahol az /' mennyiségek a szabadon kiterjeszked6 szakaszok hosszai.
Ez az er6 nyomoerdként hat (tehat negativ eldjeli kell legyen) és az altala eldidézett
fesziiltség szakaszonként

o= NN ewve o, = Y (4:49)
A" A-(1+2-a-Af) 4 4,

Az eldbbi képletekben a megkozelitéseket a kis alakvaltozasok hipotézise miatt fogadhatjuk
el, ugyanis a szilard anyagok linearis hétagulasi tényezéje 10~ nagysagrendii mennyiség és a
miuszaki gyakorlatban el6forduldé hdmérséklet-valtozasok esetén o - At <« 1.

4.3. Egyéb hizo vagy nyomo igénybevételnek kitett alkatrészek

4.3.1. Lancok, kotelek, kabelek

A miuszaki gyakorlatban nem csak egyenes rud formaju alkatrészek esetében fordulhat el az
az eset, amikor az igénybevételek kovetkeztében az alkatrész keresztmetszetén egyenletesen eloszlo
normal-fesziiltség 1€p fel. Klasszikus példa erre az alcimben szerepld kotél-szerti gépelemek é€s
alkatrészek esete, amelyek csak huzd igénybevételt tudnak atvenni (tehat a tobbi mellett még
nyomot sem). Valdjaban ezeknek az elemek bizonyos mértékben ellendllhatnak az egyéb
igénybevételeknek is, azonban a kis alakvaltozasok hipotézisében ez az ellenallas elhanyagolhat6 a
huzassal szembeni merevségilikhdz viszonyitva.

A kotél-szerii elemek keresztmetszete elhanyagolhato a hosszasagukhoz képest, a
geometriajukat a kozépvonaluk és az annak mentén, arra mindig merdlegesen elcsusztatott
keresztmetszetiikkel adhatjuk meg. Mivel csak huzassal szemben fejtenek ki ellenallast, formajukat
a terhelés modja hatarozza meg.

A két pont kozott kifeszitett kotél alakjat, amennyiben azt csak a sajat sulya terheli, a 4.11.
abran lathato lancgérbe irja le, amelynek az egyenlete a kdvetkezo:

X X

y=a-ch(£j=a-e e, (4.50)
a 2
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ahol ,,ch” a koszinusz-hiperbolikusz fiiggvény ¢és az

L 4.51)

a=—"

4
paraméter a kotélerd T,, vizszintes Osszetevdjének és az egységnyi hosszisagu kotél p stlyanak
hanyadosa. Mivel a kotelet csak a sajat sulya terheli, a 7 kotélerd vizszintes 0sszetevdjének
nagysaga annak barmely pontjaban ugyanakkora és egyenld a felfiiggesztésekben fellépd

reakciderdk vizszintes Osszetevdjének nagysagaval.
A lancgorbe szimmetrikus az y tengelyre nézve és azt az y = a koordinatanal metszi.

Y

V.

Ayy

Ayp

y

4.11. dabra. Felfiiggesztett kétél
A matematikai analizisbol tudjuk, hogy az y = f(x) fliggvénnyel leirt gorbe ivhosszat az
b
s = J‘«/l+( f '(x))2 dx hatarozott integral adja. E képlet felhasznalasaval a kotélnek a lancgorbe C

csucsatol egy tetszoleges pontjaig szamitott hossza

s=Ay —a’. (4.52)

Amennyiben az 4 és B (nem feltétleniil egy sikban levd) felfiiggesztési pontok helyzete ismert
¢és a kotél [ hosszusaga adott, akkor a kotél hossza a C és az 4, valamint a C és a B pontok kozotti

ivek hosszanak dsszegével kell azonos legyen:
lz\/yf1 —-a’ +\/y§, -a’ z\/(AyA +a)y —-a’ +\/(AyB +a)y -a’ = 4.53)
z\/(AyA +a)2 —-a’ +\/(AyA —Ay+a)2 —a’.
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E képletben a Ay, és a Ay, mennyiségek a kotél kivant belogasat rogzitik, a felfliggesztési
pontoktdl mérve, Ay pedig a felfiiggesztési pontok kozotti szintkiilonbség.

A felfiiggesztési pontok a lancgorbén kell legyenek, tehat e pontok koordinatai eleget kell
tegyenek a 4.50. egyenletnek. Az 4 pontban:

yAza'ch(x—A) = AyA+a=a'ch(_—bj, (4.54)
a a
a B-ben pedig
sza-ch(x—Bj = AyA—Ay+a=a-ch(Ax_bj, (4.55)
a a

ahol Ax a felfiiggesztési pontok kozotti vizszintes tavolsag, b pedig az y tengely helyzetét
lokalizalja.

Y

4.12. abra. A kotélero vetiiletei

A 4.53.- 4.55. egyenletek kapcsolatot teremtenek a kotél felfliggesztési pontjainak relativ
helyzete (Ax, Ay), hossza (1), belogasa (Ay,, Ay, =Ay,—Ay), valamint az a és b paraméterek
kozott. A felfiiggesztett kotelekkel kapcsolatos szilardsagtani feladatokban altaldban a
felfiiggesztési pontok relativ helyzete ismert, a belogas pedig eldirt mennyiség: ilyenkor e harom
egyenletb6l az a és b paramétereket kell meghatarozni. Az utdbbi a szamitasok ,,mellékterméke”,
ugyanis csak a koordindta-rendszer lokalizalasara szolgdl, az elébbibdl viszont a 4.51. relaciobol
meg tudjuk hatarozni a felfiiggesztési pontokban fellépd vizszintes reakciderot:

TH =p-a, (456)

amelyrél megallapitottuk, hogy a kotél barmely pontjdban a 7 kotélerd vizszintes vetiiletével
azonos (4.12. abra).
A kotél kozépvonalanak dolését a lancgorbe derivaltja adja:
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tgﬂ=y'=sh(fj=e <, 4.57)
a 2
ahonnan az 4bran szereplé f szog meghatarozhaté. Ertékével a kotélerd
T= Ly , (4.58)
cos ff

amelyet a kotél keresztmetszetével osztva a kotélben fellépd o =T/ 4 nyujtofesziiltséget kapjuk. A
kotéleronek a reakciderdk kiszamitasaban szerephez juté fliggdleges vetiilete

T,=T,-tgp, (4.59)

ahova a reakcioer6k kiszamitasahoz S -nak a felfliggesztési pontokban érvényes értékeit kell
behelyettesiteni.

E képletek szerint a kotélerd és a fiiggoleges reakciderd a magasabban fekvo felfliggesztési
pontban a legnagyobb, hiszen a gorbe ott a legmeredekebb.

4.3.2. Vékonyfalu hengeres tartalyok

Legyen egy D =2-R belsé atmérdjii és ¢t < D falvastagsagu hengeres tartaly, amelyet egy
belsé p hidrosztatikai nyomds (egy gaz vagy egy folyadék minden pontban azonos nyomadasa)
terhel. A hidrosztatikai nyomasrdl tudjuk, hogy az altala terhelt feliiletre, annak minden pontjaban,
merdleges iranyu (4.13. abra).

4.13. dbra. Vékonyfalu hengeres tartaly

Ha ezt a tartalyt egy tengely iranyu sikkal két részre vagjuk, akkor a fél tartalyt egy koriv
alaku ivtartonak tekinthetjiik. E tartd kényszerei lehetové kell tegyék az iv végpontjainak a tartaly
alakvaltozasaval kompatibilis szabad elmozduldsat. A korkords szimmetria miatt a belsé nyomassal
terhelt tartaly atmérdje megnovekedik, de az hengeres marad, tehat a tartaly falanak pontjai sugar
iranyban mozdulnak el. Az iv kényszerei ezt a sugdr irdnyu elmozduldst lehetdvé kell tegyék, igy
annak mindkét végében egy-egy egyszert tamaszt kell elképzeljiink (ezek vizszintes irdnyban nem
rogzitik az ivet, de a korkorés szimmetria miatt erre nincs is sziikség).
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A tamaszokban fellép6 reakciderd megoszlik a tartaly falanak metszésfeliiletén: tételezziik fel,
hogy egyenletesen. Ez barmely atméré mentén igaz kell legyen, a korkords szimmetria miatt. Ez a
megoszlo reakcid tulajdonképpen egy belsé erd, az nem mas, mint a tartaly falaban korkordsen
megjelend o nyujtofesziiltség.

E fesziiltség kiszamitasahoz sziikségiink van az ivtartd reakcidinak meghatarozasahoz. A
szimmetria miatt, a 2.201. relacié értelmében a tartaly belsd falat terheld nyomas ereddjének
vizszintes Osszetevéje nincs, a fliggdlegeset pedig a 2.202. képlet értelmében a terhelt feliilet
vizszintes vetiiletét terheld p nyomas ereddjeként hatdrozhatjuk meg. Ha a tartaly 1 m vastag
szeletére szamoljuk (ekkor a 4.13. 4bra ivtartojanak az abra sikjara merdleges mérete egységnyi),
akkor ez az er6

F=p-D-Im (4.60)
¢s felfele mutat. A o fesziiltség a tartaly elmetszett falan hat, ereddje a két oldalon 6sszesen
F'=2-0-t-1m, (4.61)

amely egyensulyban kell legyen a terheléssel. Az F =F"' egyensulybol kovetkezben a tartaly
falaban ébred6 huzofesziiltség

o=l D_, R (4.62)
2-t t

ezt az Osszefiiggést pedig ,,kazanképlet” néven ismerjiik.
4.4. Mérnoki feladatok

4.4.1. Méretezés

A leggyakrabban a méretezést a szilardsag kritériumanak szempontjabol végezziik el: az els6
fejezetben ismertetett alapelvek szerint a kozpontos tengely iranyu erdvel terhelt rad szilardsagi
szempontbol akkor felel meg, ha a rid anyagdban ébredé normalfesziiltség egy kitlizott hatarérték
alatt van. Ez a hatarérték rendszerint a o, megengedett fesziiltség, amelynek értéke az ipari
anyagokra azok szilardsagtani tulajdonsagait és bizonyos biztonsagi tényezoket is tekintetbe vevo
standardizalt érték. o, a rugalmas viselkedés tartoméanyanak a felsd felére esik.

A megengedett normalfesziiltség helyett hasznalhatjuk a o, folyashatart vagy az anyag o,

szilardsagat, amennyiben a megfelel6 hataresetekben bekodvetkezd tonkremenetelre szeretnénk
méretezni.
A szilardsagra torténd méretezés tehat a fesziiltség

O =0, .
lim (4 63)

eldirasaval torténik, ahol o, =o,, vagy pedig az kivételes esetekben o, vagy o,, ha valamelyik

hatarallapot a mérvado szempont.
Esetiinkben a tengely iranyt igénybevétel altal okozott fesziiltség egyetlen geometriai
paramétertdl, a keresztmetszet 4 nagysagatol fiigg. Ha a fesziiltséget ado 4.2. relacioban a 4.63.

értelmében eldirjuk a o = o, egyenldséget, akkor a keresztmetszet sziikséges nagysagara az

4 = (4.64)

nec

képletet kapjuk. Az alkatrész keresztmetszete legalabb ekkora kell legyen.
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Itt megjegyzendd az, hogy bizonyos anyagok huzasra és nyomasra kiilonbozéképpen
viselkednek, ekkor a megengedett o, fesziiltségnek kiilon értéke van hizasra (jeldlje ezt o)) és

nyomasra (o, ), ahol o, <o, . Ekkor a 4.64. képletben az N el6jelének megfelelé megengedett
fesziiltséget kell hasznalnunk.

Bizonyos esetekben a méretezés a megengedett alakvaltozasra, a merevség kritériumaval
torténik: ekkor a rid hosszdnak maximalis megvaltozasa egy bizonyos A/, hatarérték lehet. Ekkor a
Al = Al, egyenldség eldirasaval méretezziik a rudat, s ezt a méretezést a megengedett fesziiltségre
valo ellendrzés koveti.

4.4.2. Ellen6rzés
Az els6 1épésben méretezett rudat ellendrzésnek kell alavetniink. A megengedett fesziiltségre
tortént méretezést kovetheti a megengedett alakvaltozasra torténd ellendrzés (ekkor teljesiilnie kell

a AI<AI, feltételnek) és forditva az alakvaltozisra torténd méretezésnél a fesziiltséget kell
leellendrizziik (a o <o, feltétel teljesitését).

A nyomott rudak esetében felléphet a kihajlasnak nevezett stabilitds-vesztés: a nyomott
rudakat tehat kihajlasra is ellendrizni kell. Ezzel egy késobbi fejezet foglalkozik.

4.4.3. A teherbiro-képesség megallapitasa

A mar 1étezd alkatrészek esetében felvetddhet a lehetd legnagyobb terhelberd
megallapitasanak az igénye. Ez az erd az illet6 alkatrész teherbiro-képessége, amely a szilardsag, a
merevség €s a stabilitas kritériuma még éppen teljesiil. Ha azt a szilardsag kritériuma alapjan
szeretnénk megallapitani, akkor a legnagyobb tengely iranyu igénybevételt az

N, =0,-4 (4.65)

eréként tudjuk meghatarozni: ez az erd a rid tengely iranya teherbird-képessége.

4.2. példa. Tengely iranyban linedarisan terhelt rud méretezése és annak alakvaltozdasa

A 4.14. dbran egy megoszlo tengely iranyu erdvel részben terhelt kéttamasza tartd lathato.

A 2.14. és a 2.26. feladatokban foglaltakhoz hasonloan megallapithatjuk, hogy a csukloban
fellépo vizszintes reakciderd nagysaga

H,=p-b, (4.66)
a tengely iranyl igénybevétel pedig szakaszonként
AC,x€[0,a]: N(x)=H,=p-b. 4.67)
CB,x€lal]: Nx)=H,-p-(x—a)=p-(a+b—x)=p-(I-x). '

Amennyiben azt prizmatikus radként szeretnénk méretezni, a tengely iranyu igénybevétel
abrajabol ki kell olvasnunk annak maximumat, amelyet az

Nmax = HA = p b (468)
mennyiségként hataroztunk meg. A rad sziikséges keresztmetszete tehat
=N _ 2D (4.69)
o o

a a

Ezzel a keresztmetszettel a rad alakvaltozasa a 4.35. képlet alapjan a kovetkezdképpen
szamithato
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Al = j N g, j N g, A (j N(x) dx + j N(x) de (4.70)

ahol feltételeztiik, hogy a rad hosszan sem a keresztmetszet nagysaga, sem az anyag mindsége nem
valtozik meg. Az itt szerepld igénybevételi fliggvényeket a rud két szakaszan a 4.67. képletek adjak.

p

Hy H P P T T

A
Y

Hy +

pbo, ‘ @

4.14. dabra. MegoszIo tengelyirdanyu erdvel terhelt kéttamaszu tarto

Ezekkel a fiiggvényekkel a rad megnyulasa

a 1
Aleil .[jp.bdx+jp.(z—x)de=
nec 0 a ) ) ) ) (471)
P [absieay-tme|opZa)
E-A. 2 2.E- A,

Eszrevehetjiik, hogy a 4.69. képlet a rudat a CB szakaszon tilméretezi, ott a o fesziiltség a
megengedettnél kisebb lesz, mivel a rad terhelése ott kisebb annal, mint amire méreteztiink.
Felvetddik az a kérdés, hogy a rad hosszan valtozo igénybevétel esetén miként hasznalhatjuk ki
gazdasadgosabban a rud anyagat: az optimalis az lenne, ha a fesziiltség minden keresztmetszeten a
megengedettel legyen azonos. Ez a feltétel a keresztmetszetet az x koordinata fiiggvényeként ado

NG|

4,.(x)= (4.72)

a

képlethez vezet, amelynek a grafikonja a tengely iranyl igénybevétel nagysagat (moduluszat)
koveti, hiszen azt egy allandoval kell elosztani.

A jelen példaban e fiiggvény a rad jobb végén, ahol nincs igénybevétel, nulla nagysaga
keresztmetszethez vezet: ez miiszaki szempontbdl valdsziniileg nem jo. Ezeket a szempontokat
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figyelembe véve meghatarozhatunk egy A

min

legkisebb kivitelezhetd keresztmetszetet, az elobbi
képletet pedig a kovetkezoképpen modositjuk:

nec

A ()= ( |N(x)|j
x)=max| 4,,,— |. (4.73)
o

a

Ennek a fiiggvénynek a grafikonjat a 4.14. abra aljan latjuk. Megéllapithatjuk, hogy a példankban
az optimalis méretezés két allandd keresztmetszetli és egy azokat egyenletesen valtozo
keresztmetszetli szakaszhoz vezet.

Megtorténhet, hogy a valtozé keresztmetszetli szakaszon A4 _(x) fiiggvénye nem linearis és

emiatt a tartd kivitelezése tulsagosan koltséges lenne: ekkor a fliggvényt linearis szakaszokkal
kozelithetjiik, de csak olyan modon, hogy barmely pontban a keresztmetszet legalabb az ott

kiszamitott A . (x) nagysagu legyen. Bizonyos esetekben a linearisan valtozo keresztmetszet

nec

megvalositasa sem lehetséges, ekkor szakaszonként (Iépcsdsen) valtozo keresztmetszetet kell

eléirnunk (4.15. abra).

Anec(x)

[T

4.15. dabra. Egy gorbével leirt keresztmetszet megkozelitésének lehetoségei

4.3. példa. Elektromos tavvezeték

Legyen egy, a 4.11. abran lathaté modon felfiiggesztett elektromos tavvezeték, amelynek a
két végpontja kozotti vizszintes tavolsag Ax =200m, fiiggélegesen pedig Ay=5m. A kabel
belogasa az 4 ponttdl szamitva Ay, =10 m lehet.

E kabel szilardsagi méretezéséhez elsé 1épésként a lancgdrbe egyenletében szerepld a
paramétert kell meghatarozzuk: ismerjiik a két végpont (az abran 4 és B) vizszintes €s fliggdleges
iranyban mért relativ tavolsagat, valamint a gérbe C cstcsanak a fiiggdleges iranyban mért relativ
tavolsagat. E pontok rajta kell legyenek a 4.50. egyenlettel levd lancgorbén (4.54, 4.55. relaciok),
mely feltételbdl, numerikus eljarassal megkapjuk a paraméter a =687.540 m kozelitd értékét,

aminek az x,=-117.125m, y,=697.540m, x,=82.875m, y,=692.540m koordinatak

felelnek meg (b =|x A|). Konnyen leellenérizhetd, hogy ezek a koordinatak, 1 mm pontossaggal,
megfelelnek az eldirt tdvolsdgoknak €s a beldgasnak.

A 4.53. képlettel ki tudjuk szdmolni a kabel hosszat: / =200.758 m.

A 4.57. képlet alapjan a lancgdrbe legnagyobb meredeksége, amelyet az A pontban
szamithatunk, £=0.169536rad (ezt minusz eldjellel kapjuk, mert a goérbe ebben a pontban
ereszkedik).
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A 4.58. képlet alapjan, felhasznalva az a paraméter 4.51. kifejezését is, a kabelben ébredd
fesziiltség

p-a
_zzcos,[)’:p'g'A‘lm‘a:pgoa (4.74)
A A A-cos 3 cosf3

ahol a kabel méterének a sulyat a kabel anyaganak o siliriiségével és A4 keresztmetszetével
szamoltuk ki, mely utobbi mennyiség végiil leegyszertisodott. Az elektrotechnikai tisztasag
vorosréz stirtisége 0 =8920kg/m’, amivel a tdvvezetékben ébredsé fesziiltség nagysagara a
o =61.038 MPa értéket kapjuk. Ez ugyan meghaladja a réz-vezetékekre ajanlott o, =50 MPa
megengedett fesziiltséget, de elég tavol all a réz o, =70 MPa folyashataratol. A tavvezeték

egyszeri réz-vezetékkel is megvalosithatdo lenne, de a megengedett fesziiltség tallépése miatt
azonban azt Gjra kellene tervezni.
A vezeték felfiiggesztési pontjaiban keletkezo vizszintes reakcioerd a

I,=pa=p-g-4-1m-a, (4.75)

képlettel szamithatd, ahol a vezeték A4 keresztmetszetét nem szilardsagtani, hanem villamossagtani
méretezés adja.

Vizsgaljuk meg, mi torténik akkor, ha a tdvvezeték hossza egy Af=-50°C hoémérséklet-
csokkenés miatt megvaltozik. Ez a nyaron szerelt kabel esete, amely télen a zsugorodas miatt
megfesziil. Ekkor az 4 és B pontokon atmend lancgdrbe cstcsa a kabel rovidiilése miatt
megemelkedik, a feladat pedig az a paraméter azon értékének kiszamitasa, amely a gorbe
megvaltozott,

I'=1-(1+a-Af) (4.76)

hosszlisdgat adja. A réz linedris hotagulasi egyiitthatdja o =1.65-10"°C™'. A szamitdsokat
elvégezve a vezeték /'=200.592 m hosszat kapjuk, tehat az 0.166 m -rel lett révidebb a kezdeti
allapotahoz viszonyitva.

A felfliggesztési pontok relativ helyzetének és a kabel hosszanak megfelelden ezuttal a
paraméter a'=792.854m ¢értékéhez jutunk, az A felfiiggesztési pont uj koordinatai pedig
x',=-119.765m, y', =801.917 m. Megjegyzendd, hogy a felfliggesztési pontok a valésagban
nem mozdulnak el, viszont a gorbe paraméterezése miatt a koordinata-rendszert mozgatnunk kell.

A kabel rovidiilését kovetden annak belogasa csokken, 1 értéke y',—a=9.063m, tehat

majdnem egy teljes méterrel kevesebb, mint amennyi eredetileg volt.
A kabelben ébredo fesziiltség

o= &4 (4.77)

cos B’

ahol a hdmérséklet csokkenése miatt a réz stirlisége megnovekszik (o, =3-a — a kobos hotagulasi

tényez0):

_m_ m ___ P
P V' V-(l+a,-At) l+a,-At

=8942kg/m’; (4.78)

a lancgorbe legnagyobb meredeksége f'=0.150484rad, s igy o'=70.345MPa, ami mar
meghaladja a réz folyashatarat is. Ennek kovetkeztében az adott feltételeknek a rézbdl késziilt kabel
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biztosan nem felel meg, vagy acél-erbsitési sodronyt kellene hasznalni, vagy pedig a kabel
felfiiggesztési pontjainak helyzetén vagy a belogasanak mértékén kell modositani.
A kaébel rovidiilése miatt a felfiiggesztési pontokban ébredd vizszintes reakciderd is megno:

P

P g d(l+a,-A)lm-a’
T, prgdrimea v, a S 0TEAD

N}

~
~

=1.153 (4.79)

2 |

T, p-g-A1lm-a p-g-A-1lm-a

(a négyzetes hotagulasi tényezd o, =2-a), ami az erd 15.3 % -os novekedését jelenti. Ezt a
vezeték tartdinak méretezésében kell figyelembe venni.

4.4. példa. Osszetett keresztmetszetii sodrony teherbiré képessége

Az el6bbi feladat tavvezetékének anyaga réz volt: a réz jo elektromos vezetd, viszont draga és
nehéz, éppen ezért a tavvezetékeket aluminium vagy aluminium-6tvozet huzalokbol készitett
sodronyokkal szoktdk megvaldsitani. Az aluminium is jo elektromos vezetd, konnyebb, de a
szilardsaga kisebb. Amikor a nagyobb oszlopkdz miatt az aluminiumban ébredd fesziiltség
meghaladna a megengedettet, Osszetett keresztmetszetii, acél erdsitésti sodronyt kell hasznalni: ez
egy acél-sodrony koré felcsavart aluminium paszmakbol all, ahol az acélbodl késziilt kdzponti rész
adja a vezeték szilardsagat és azt koriilvevé aluminium pedig az alacsony elektromos ellenallast.

A sodort paszmakbdl allo szerkezet a vezeték lengésébdl szarmazo igénybevételeknek inkabb
ellendll és konnyebben kivitelezhetd, mint egy tomor felépitésii vezeték. A sodrony, Osszetett
szerkezete miatt, a 4.2.6. alfejezetben bemutatott sszetett keresztmetszetli radtol némiképpen eltérd
viselkedést mutat, de jo kozelitéssel modellezhetjiik a 4.16. abran lathaté koaxialis felépitésii
raddal. A gyakorlatban az acél-aluminium keresztmetszetek aranya az esetek tobbségében
n=4,,/A4, =1/6 szokott lenni, erdsebb igénybevételek esetében pedig ennél nagyobb.

4.16. abra. Acél-aluminium sodrony

A 4.25. aranyossag alapjan a két anyag Young-moduluszabol az acélban (£, ,, =210 GPa ) és
az aluminiumban ( £,, = 60 GPa ) ébredo fesziiltségek
G 210 _5 (4.80)
o, 60
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aranyahoz vezet. A megengedett fesziiltségek aranya (o, ., =150 MPa, aluminium vezetékekre

pedig o, , =30 MPa ) ennél nagyobb:

O-a Acél — @ —
30

5, 4.81)

O-a Al

igy ha a sodronyt az acél megengedett fesziiltségére méreteznénk, az aluminiumban ébredd
fesziiltség meghaladna annak szakitoszilardsagat. Emiatt a

G,y <3.5-c,,=105MPa (4.82)

feltételnek teljesiilnie kell.
Tegyiik fel, hogy a sodrony keresztmetszete 4=50mm’ és n=A4,,/A4, =1/6: ekkor

A,,=714mm’> és A,=4286mm’, a sodrony teherbiro-képessége pedig a legnagyobb
fesziiltsé gekkel kiszamitott

N, =4,, 0 +A4,-0,,=

cap — “TAcél max Acél a

(4.83)
=7.14-10° m>-105-10° Pa+42.86-10° m*-30-10° Pa =2035.5 N

ero.

4.5. példa. Az egyenletes szilardsagu rud

A feladat egy nehéz oszlop gazdasagos méretezése. Az oszlop egy bizonyos F erdt kell
atvegyen, de emellett azt a sajat sulya is terheli, amely az atvett erdvel dsszemérhetd nagysagu. A
gazdasagos méretezés az oszlop keresztmetszetének olyan mértékli meghatarozasat jelenti, amely
annak minden pontjaban ugyanahhoz a o = o, fesziiltséghez vezet. Ez a legkonnyebb, legkevesebb
anyagbol késziilt, és amennyiben a kivitelezést nem dragitja a folyamatosan valtozo keresztmetszet
megvalositasa, akkor egyszersmind a legolcsobb oszlop, amely az F' terhelést még biztonsagosan
at tudja venni.

Egy adott x koordinatdju, A(x) nagysagl keresztmetszetet ekkor a felette levd rész G(x)
sulya €s az oszlop altal atvett F' erd terheli, a tengely iranyu igénybevétel itt

N(x)=F+G(x). (4.84)
A gazdasagos méretezés kritériuma szerint ott a fesziiltség

_N(x) F+G(x)
AN Ax)

(4.85)

kell legyen.

Az ehhez kozeli x+dx koordinatdju A(x+dx)= A(x)+d4 keresztmetszet valamivel
nagyobb kell legyen az eldbbinél, mert ott az igénybevétel a két keresztmetszet kozotti oszlop-darab
sulyaval nagyobb (4.17. dbra; p az oszlop anyaganak siirtisége):

Nx+dx)=F+G(x)+p-g-A(x)-dx. (4.86)
Ez az igénybevétel ugyanazt a

o :N(x+dx):F+G(x)+p-g-A(x)-dx
“ A(x+dx) A(x)+dA4

(4.87)

fesziiltséget kell okozza.
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A 4.85. és a 4.87. hanyadosok egyenl6ségébdl levezethetd az

[F + G(x)]-dA =p-g-A(x)’ -dx (4.88)
egyenldség, amelyet atrendezvén, a 4.85. felhasznalasaval az
L u=L8 gy (4.89)
A(x) o,

differencialegyenlethez jutunk. Ennek megoldasa:

deAszdx = Indx)=L"% ik (4.90)
A(x) o, o,
ahol az integralasi alland6 az x =0 koordinataval megadott pontra felirt peremfeltételbol
F
kzln(A(O))zln(—lenAo, (4.91)
O-a

ugyanis az illetd keresztmetszetet csak az F er6 terheli. Ezt behelyettesitve €s a 4.90. egyenletet
delogaritmalva kapjuk:

A(x) = 4, .exp(ﬁ.x} (4.92)
O

a

tehat az egyenletes szilardsagu huzott-nyomott rid keresztmetszete exponencidlis fiiggvény szerint
valtozik.

Ao

A(x)

\
\i/!(x) +dA

X

y

4.17. abra. Egyenletes szilardsagu nyomott rud

4.5. Sztatikailag hatdrozatlan feladatok

A sztatikailag hatarozatlan feladatokban (pontosabban: a thlhatarozott feladatokban) a
kényszerek szdma nagyobb a felirhatd egyenstlyi egyenleteknél és igy a kényszererok
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kiszamitasahoz ujabb egyenleteket kell megallapitanunk. A 4.1. feladatban szereplé inhomogén rad
is hatarozatlanna valt a hétagulas miatt: a megoldhatdsaghoz geometriai dsszefiiggéseket kerestiink.
Hasonloképpen jarhatunk el mas esetekben is.

4.6. példa. Kitelekkel felfiiggesztett gerenda

A 4.18. dbran egy merevnek tekinthetd gerenda lathato, amelyet harom kotél tart. A gerenda
sulya G, a sulypontja pedig a kdzéppontjaban van. A feladat a kdtélerok meghatarozasa.

i, Ay, Ey | Alz, Az, Ey b3, A3, E5

dl d}

A
|
A
Y

4.18. dbra. Kotelekkel felfiiggesztett gerenda

A felirhato egyensulyi egyenletek a kdvetkezok: a fiiggéleges erdk egyensulyabol
L+T,+T, =G, (4.93)
a sulypontra felirt nyomatékegyenletbdl pedig
1-d+T,-d,-T,-d, =0, (4.94)

amelyekben harom ismeretlen szerepel.

A gerenda a kotelek rugalmas alakvaltozasa miatt elmozdul, ezalatt a sajat tengelye koriil is
elfordul egy bizonyos o szdggel. A szilardsagtan feltételezései szerint ezek az elmozdulasok kicsik
(sina = @), s mivel a gerenda merev, kozottiik a kovetkezé geometriai Osszefiiggések allapithatok
meg:

Al = AL +a-(d +d,),

(4.95)
Al =AL +a-(d,+d,).
Ezeket az elmozdulasokat a kételek megnytilasa okozza:
Ali:T"—'l"zﬁ, i=1,2,3. (4.96)
E-A k
A 4.95. és 4.96. relaciokkal a kotélerok kozotti
kl
T, :k_T3 +a-k -(d +d;),
’ (4.97)

T, :%-7“3 +a-k,-(d,+d,)

3
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Osszefliggésekhez jutunk. A 4.93, 4.94. és a 4.97. egyenletek egy négy egyenletbdl allo rendszert
alkotnak, ahol a kotélerok mellett a negyedik ismeretlen a gerenda elfordulasanak o szoge.

Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy k, =k, =k, ky;=4-k, d =d;=2-a, d,=a.
Ekkor a 4.97. 0sszefliggések alapjan

T,=025-T,+4-k-a-a,

T,=025-T,+3-k-a-a, (4-98)
a 4.93. egyensulyi egyenletbdl
1.5-,+7 k-a-a=0G, (4.99)
a 4.94.-bol pedig
1.25-T,-11'k-a-a=0. (4.100)
E két utébbi egy egyenletrendszert alkot, amelynek a megoldasa az elfordulas
a:0.0495-% (4.101)
szoge €s a
T,=0.4356-G (4.102)
kotélerd. Ez utobbival a 4.98. alapjan
T, =0.3069 -G,
7, =02575-G. (4.103)

Ellendrizhetjiik, hogy a megoldas eleget tesz a felirt 4.93. és 4.94. egyensulyi egyenleteknek.

4.7. példa. Sztatikailag hatarozatlan rdcsos szerkezet

A 4.19. abran egy rudszerkezet lathatd, ahol harom rad egy pontban, csuklokkal illeszkedik
egymashoz: a feladat a szerkezetet alkotd rudakban fellép6 fesziiltségek megallapitasa, valamint a
rudszerkezet alakvaltozasanak vizsgalata.

@ ©

4.19. abra. Sztatikailag hatarozatlan rdcsos szerkezet
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A szerkezetet csuklok rogzitik, a szerkezetet alkotd egyenes rudak csuklokkal illeszkednek
egymashoz ¢s a terhelés az illeszkedési pontban hat. Ha a csuklok kdzéppontja a rudak tengelyére
esik, akkor e rudakban csak tengely iranyu igénybevétel jelenik meg. Az ilyen médon felépitett
struktirat ,,racsos szerkezetnek” nevezik. A racsos szerkezetek lehetnek sztatikailag hatarozottak
vagy hatarozatlanok. A hatdrozottakat egyensulyi egyenletek felirdsaval tudjuk szamitani, az
alulhatarozottak mechanizmusként miikodnek, a tulhatarozottakat pedig a rudak rugalmassaganak
figyelembe vételével lehet tanulmanyozni.

Megallapithatjuk, hogy a 4.19. abran egy tulhatarozott szerkezet szerepel.

E szerkezet elemeit a k, =E, -A /I, hlzasra szamitott merevségiikkel jellemezziik, ahol

i=1,2,3. Ezek a rudak egy bizonyos ¢; szdget zarnak be a globalis X tengellyel.
A D csomodpontban hatd F kiils6 erd (a terheld erd) és az ott egymashoz illeszkedd rudakban
¢bredd, a terhelés kovetkezményeként fellépd N, belsd erdk (ruderdk) egyensulyban kell legyenek,
ezt a feltételt pedig az X és az Y tengelyekre eso vetiiletek egyenstlyaval, az
Y F, =0 = > N, -cosa,=0,
i=1,3

> F,=0 = Y N, sing,=F

i=1,3

(4.104)

egyenletekkel tudjuk eldirni. E két egyenletben harom ismeretlen szerepel, tehat tovabbi feltételek
is sziikségesek.
A terhelés hatasara, a rudak rugalmas alakvaltozasanak kovetkeztében a D pont elmozdul,
ennek kovetkeztében a rudak hossza megvaltozik:
N,

Al =—. 4.105
= (4.105)

1

A D pontban levd csuklo egy geometriai kényszert jelent, a A/, megnytlasok nem lehetnek

tetszélegesek, mivel a D pont mindharom rad ko6zds pontja. Megallapithatd, hogy mivel a
példankban a rudak nem kozos vége mindharom esetben rogzitett, a D pont elmozdulasa és a
megnyulasok kdzott szoros Osszefiigges all fenn.

4.20. dbra. A relativ elmozdulas és a megnyulas kézotti kapcsolat

A 4.20. abran egy tetszOleges, M és N csomopontokkal rendelkezd rudat lathatunk, amelynek
a csomopontjai a rugalmas alakvaltozas kovetkeztében elmozdultak. Az elmozdult és megnyult
rudat 6nmagaval parhuzamosan olyanképpen toljuk el, hogy a kezddpontjat az eredeti helyzetébe
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(M) jutassuk vissza. Ekkor a rid megnyulasat az N végpontnak az N' helyzetbe torténd
elmozdulasanak tulajdonithatjuk: e pont elmozdulas-vektora D, amelynek vetiiletei AX és AY . Az
M és N' pontok kozotti tavolsag a rad megnyult hossza, az a, b €és ¢ szakaszok hosszanak dsszege,
amelyek rendre az /, a AX , illetve a AY szakaszoknak a rad elmozdult helyzetére eso vetiiletei:

I'=a+b+c=1[-cosAa+AX -cos(a+Aa)+AY -sin(a+Aa) =

. (4.106)
~[+AX -cosa+AY -sine,
mivel a kis elmozdulasok hipotézisében Ao — 0. A rad megnyuldsa tehat
Al=AX -cosa+AY -sin. (4.107)

Példankban, el8jel-helyesen Al =—(AX, -cosa, +AY, -sine,;), ahol AX, és AY, a D pont
elmozdulas-vektoranak vetiiletei, a 4.105.-bdl pedig
N, =—(AX, -cosa;, +AY, -sina,) -k, . (4.108)
A 4.104. egyensulyi egyenleteket a D pont elmozduldsaval tehat a kovetkezoképpen tudjuk
felirni:

ZFX:0 = AXD-Zki-coszai+AYD-Zki-sinai-cosal.:0,
i=1,3 i=1,3
Y F,=0 = AX, > k sina,-cosa,+AY, Y k -sin’ ¢, =-F.

i=1,3 i=1,3

(4.109)

A fenti egyenletrendszer megoldasaval a D pont elmozduldsanak vetiileteihez jutunk, ezekkel
pedig a 4.108. raderdket is kiszamithatjuk, a keresett fesziiltségeket pedig a ruderdk és a megfeleld
A keresztmetszetek o, = N,/ 4, hanyadosaként hatarozhatjuk meg.

Megjegyzendd, hogy a racsos szerkezetek, és altaldban a ridszerkezetek szamitasara
altalanosan alkalmazhato eljarasokat dolgoztak ki, amelyek koziil a legelterjedtebb a ,,merevségi
matrix modszere”, amely a végeselem-modszer alapjat képezi.
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5. NYIRO IGENYBEVETEL
5.1. Kis keresztmetszetek nyirasa

5.1.1. Tiszta nyiras

A tengelyére merbleges erdkkel terhelt tartok esetében a hajlitd és a nyird igénybevételek
kozotti 2.107, 2.200. Osszefiiggések szerint, egyenes €s ives tartokra egyarant, azok barmely
keresztmetszetén a hajlito-nyomaték derivaltja a nyirderével azonos. A tiszta nyiras azt feltételezi,
hogy a keresztmetszeten csak nyiro igénybevétel jelenjen meg. Az M _(x) =0 konstans-fliggvény

derivaltja az emlitett Osszefiiggések szerint a 7,(x) =0 fiiggvény, tehat a tartok esetében a tiszta

nyird igénybevétel legfennebb csak egy-egy keresztmetszeten jelenhet meg. A 6.2. fejezetben
targyalt, a teljes egyenletesen megoszld nyomatékkal terhelt egyenes kéttamasza tartd egy kivételes
eset, annak minden keresztmetszete tisztan nyirt.

Tiszta és egyszeri nyiro-igénybevételt csak kis keresztmetszetek esetében feltételeziink:
amennyiben egy alkatrész 4 nagysagu keresztmetszetén, annak két oldalan és azzal parhuzamosan
¢s igen kis tavolsagra egy T erOpar hat (5.1. abra), akkor elfogadjuk azt a hipotézist, hogy az illetd
keresztmetszeten egy allando, egyenletesen megoszlo

T y (5.1)
nyirofesziiltség jelenik meg. Ez a fesziiltség a keresztmetszet sikjaban hat. Amennyiben
sziikségessé valik megjelolni a nyirofesziiltség iranyat (jeloletleniil csak annyit tudunk, hogy a
keresztmetszet sikjaban hat), akkor a tau betli mellé egy kettds indexet irunk: az els6 a
nyirofesziiltség iranyat, a masodik pedig a sik normalisanak irdnyat adja. Az abran a keresztmetszet
normalisa x, a fesziiltség pedig y iranyu, tehat a fesziiltség pontosabb jeldlése ebben az esetben

E3]

T

» “yx -

Mivel Ax — 0, az er6par nyomatékat elhanyagoljuk.

T,

y

=

Sy

—
[

5.1. abra. Egy keresztmetszet nyirdsa

5.1.2. A nyir6-igénybevétel altal eldidézett alakvaltozas

Feltételezziik, hogy az 5.1. abran bemutatott, a nyiras kovetkeztében az egymastél Ax
tavolsagra levd keresztmetszetek a sajat sikjaikban, egymassal parhuzamosan elcsusznak, de az
alakvaltozast kdvetden is sikok maradnak. Ha az alakvaltozas el6tt a keresztmetszetre merdlegesen
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vonalakat rajzoltunk, akkor azt tapasztaljuk, hogy azok az alakvaltozas kovetkeztében egy bizonyos
y szdggel elfordulnak egymastol. Ennek kovetkeztében a két keresztmetszet kozotti A4 alapteriiletii
€s Ax magassagu egyenes hasab vagy henger alakll idom forméja megvaltozik, az egy ugyanakkora
alapteriileti és az elobbivel azonos magassagii ferde hasabba vagy hengerré torzul. Mivel ezek
térfogatat az alapteriiletiik és a magassaguk A-Ax szorzataként szamolhatjuk ki, levonhatjuk azt a

kovetkeztetést, hogy a nyiras kovetkeztében csak a forma valtozik meg és a térfogat allando marad
(5.2. 4bra).

5.2. abra. A nyiras kovetkeztében fellépd alakvaltozas

A nyiras kovetkeztében fellépd torzulas mértékét jelentd y szoget fajlagositott mennyiségnek

tekintjiik, hiszen az a derékszog torzulasanak a mértéke. Ahogyan a 7 és a o fesziiltségek analog
mennyiségek, ugyanugy a y és az £ mennyiségek is analogak: azok a fajlagos alakvaltozasok, y -t
pontosabban fajlagos szdgtorzuldsnak nevezik.

As
#4{«

5.3. abra. A fajlagos szégtorzuldis
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Egy tetszdleges «, sz0g Aa = a —a, megvaltozasabdl a fajlagos szogtorzulast a

Ao

7 (71 2) (5-2)

hanyadossal tudjuk kiszamolni (5.3. 4dbra). Az 5.2. hanyados nevezdjében szereplé mennyiség azt
adja meg, hogy az ¢, szogben hanyszor van meg a derékszog.

Bar a szogeket a miiszaki gyakorlatban altalaban fokokban mérjik, a Nemzetkozi
Meértékegység-rendszerben definialt alap-mértékegységik a radidn (360°=2-7rrad): a
szilardsagtani szamitasokban y -t radianban kell megadni.

Mivel feltételezéseink szerint az alakvaltozasok kicsik, siny =y és a nyirds kovetkeztében
fellépd elmozdulés az 5.3. abra szerint

As=y-1. (5.3)

5.1.3. A nyirofesziiltség €s a fajlagos szogvaltozas kapcsolata

Hooke torvénye az erd és az erd altal eldidézett alakvaltozas ardnyossagat feltételezi,
amelyb6l a huzofesziiltség ¢€s a fajlagos nyulas kozotti linearis o =FE-¢& kapcsolatra
kovetkeztettiink, ahol az E aranyossagi tényez0 az anyagjellemzd Young-modulusz (rugalmassagi
modulusz). Ezt az aranyossagot, Hooke-torvényét kiterjesztve, a nyirofesziiltség és a fajlagos
szogvaltozas kozotti

=Gy 5.4

Osszefiliggéshez jutunk, ahol G egy ujabb rugalmassagi modulusz, amelyet ,,nyirdsi modulusz”-nak
neveziink.

T mértékegysége o mértékegységével azonos, hiszen a fesziiltséget az egységnyi feliileten
megoszlo eroként értelmeztiik. Bar a szogek mértékét fokban vagy radianban adjuk meg, a
fizikaban azok ,,dimenzi6 nélkiili szamoknak” mindsiilnek: a radianban kifejezett szog ugyanis nem
mas, mint az adott kdzépponti szoghodz tartozdé koriv hosszanak és sugaranak a hanyadosa.
Kovetkezésképpen y is és ¢ is dimenzido (és ennek kovetkeztében mértékegység) nélkiili

viszonyszamok, tehat a nyirasi modulusz mértékegysége azonos a fesziiltség mértékegységével.

5.1.4. A nyirder6 és az alakvaltozas kapcsolata

A nyirofesziiltség €s a nyirderd kapcsolatat ado 5.1. egyenlet a 4.2.-vel analog egyensulyi
egyenlet. A fajlagos szogvaltozast a sz0g megvaltozasaval 0sszekoto 5.2. egyenlet a 4.3.-mal analog
geometriai egyenlet. A nyirofesziiltséget és a fajlagos szogvaltozast Osszekapcsolo 5.4.
anyagegyenlet pedig a 4.4.-gyel analog. Ezeket az egyenleteket a

T-a,/(x/2)
G- A

Aa 5.5
Osszefliggés formajaban egyesithetjiik, amely a hlizott rudakra megallapitott 4.4. egyenlettel analog.
Még szorosabb a megfeleltetés, ha a geometriai egyenletet az 5.3. formaban hasznaljuk, ekkor a két,
egymastol / tavolsagra levo keresztmetszet

T-1

relativ elmozdulasahoz jutunk, ahol a
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=24 (5.7)
[
mennyiséget a nyirassal szembeni merevségként értelmezhetjiilk. Ez utobbival az erd és az
elmozdulas kapcsolata:

T=k-As. (5.8)

Megjegyzendd, hogy a nyirt rudakra a fenti egyenleteket a tengelyiranyu igénybevétellel valo
analogia ellenére sem alkalmazhatjuk, mert — mint latni fogjuk —, azok keresztmetszetén r nem
allando.

Az is megjegyzendod, hogy a nyirasbol szarmazé alakvaltozast nem szoktak szamitasba venni,
a nyirt kotéelemeket pedig alakvaltozasra nem kell ellendrizni.

5.2. Csavar- és szegecskotések

5.2.1. Egyszer nyirt kotéelem

Az 5.4. adbran egy nyirt csavarkotés, illetve szegecskotés lathatd. Az elsé egy oldhato, a
masodik pedig egy oldhatatlan kotés. A kdtoelemet (a csavart, illetve a szegecset az Osszekotott
elemeken atmend furatban helyezziik el. A csavart a csavaranya, a szegecset pedig a kovacsolassal
kialakitott szegecs-fej rogziti. Mindkét kotdelem kiilsé atmérdje valamivel kisebb kell legyen a
furaténal, azonban a szegecs szara a fej kialakitasanak kovetkeztében a furat atmérdjéig duzzad.
Amennyiben a kotést az abran lathaté modon terheljiik, a csavaranyat nem szoritjuk meg tilsagosan
és az esetleg melegen kialakitott feji szegecs kihtilését kovetd zsugorodasa miatt annak szaradban
nem jelenik meg jelentdsebb huzofesziiltség, feltételezziik, hogy az abran megjelolt
keresztmetszeteken tiszta nyird igénybevétel jelenik meg.

BN

4

SR

1)

4

1)
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5.4. abra. Nyirt csavar-, illetve szegecskotés

A csavar esetében is és a szegecs esetében is a nyirt keresztmetszet kor alaka, amelynek az
atmérdje a csavar szaranak az atméréje, illetve a szegecs esetében pedig a furat atmérdje, amelyet
jeloljink egyontetiien d -vel:

(5.9)

Feltételezésiink szerint a nyiroerd egyenletesen oszlik meg a nyirt keresztmetszeten, az ott
fellépo fesziiltség tehat:

r=—. (5.10)

Ahogyan létezik a o, megengedett fesziiltség a huzo-nyomo igénybevétel esetén, ugyaniigy
megadhatd a megengedett 7, fesziiltség is, mint 7 felsd hatarértéke. A csavar- és a szegecskotés

méretezésének alapja a 7 <7, feltétel teljesitése: a kdtdelem sziikséges keresztmetszete:
A4 == (5.11)

ahonnan a kotéelem sziikséges atmérdje

dnec:\/4'AneC :2\/ T . (512)

T T,

Mivel tetszOleges atmérdjii csavarok ¢és szegecsek nem léteznek, mert azokat csak
szabvanyositott atmérdvel gyartjak, az elérhetd atmérdk sorozatabol a legkisebb d >d , méretet

kell kivalasztanunk. Példaul, ha a szamitasok eredményeként a csavar sziikséges atmérdje
d . =8.3 mm, akkor a metrikus csavarok mm-ben megadott atmérdinek ..., 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14, ...

nec

sorozatabol az M10-es szabvanyos méretet kell kivalasztanunk.

5.2.2. A feliileti nyomas és a paldstnyomas
A feliileti nyomas két test kozos érintkezési feliiletén keletkezik, értelmezése pedig a fizikabol
jol ismert

)4 y (5.13)
képlet, amely feltételezi, hogy az emlitett testek kolcsonhatasaként fellépd F erd a sik A feliiletre
merdleges €s azon egyenletesen oszlik meg. Ezek szerint a feliileti nyomas a feliileten megoszlo
terhelés egyik specialis formaja. Amennyiben legalabb az egyik test egy nyugvo folyadék vagy gaz,
akkor ez a nyomas a hidrosztatikai nyomassal azonos.

A szilardsagtanban, amennyiben a terhelt feliilet hengeres (az A4 feliilet egy hengerpalast
részét képezi), akkor az ott keletkez6 feliileti nyomast ,,palastnyomas”-nak nevezziik.

A nyirt csavar- €s szegecskotések esetében az 0sszefogott alkatrészek kdzott az erd atadasa a
kotéelem hengeres szaran keresztiil torténik. Ennek az er6-atadasnak a mechanizmusat az 5.5. abra
szerint idealizaljuk: feltételezziik, hogy az 6sszefogott lemezek kis mértékben elcstisznak egymason
¢és ennek kovetkeztében a kdtdelem hengeres szaranak ellentétes oldalaira tdimaszkodnak fel, egy-
egy tengely iranyban félbevagott hengerpalast formaju felilletet terhelvén. Egyszeriisitd
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feltételezésként elfogadjuk, hogy az érintkezési feliileteken az erd arra mindeniitt merdleges és
egyenletesen oszlik meg, tehat a terhelés iranyanak megfeleléen az egyik lemez furatanak feliiletén
egy p,,a masikon pedig egy p, intenzitasu palastnyomast idézvén eld.

A 2.201.-2.202. relaciokbdl a palastnyomast a terhelt feliilet vetiiletével szamithatjuk ki. Ezt a
vetiiletet pedig az atadott erd iranyara merdleges sikban vessziik fel. A terhelt feliilet lemezenként
egy-egy d atmérdjli és ¢, magassagl henger fél-palastja, amelyek a vetiilete egy d szélességli és ¢,

magassagu, A =d -t teriileti téglalap, tehat a palastnyomas
p=—=—, (5.14)

ahol i=1,2.

5.5. abra. A paldastnyomds

A szilard testek anyaga tonkremenetel nélkiil csak egy bizonyos feliileti nyomast bir el, éppen
ezért annak nagysagat annak o, megengedett értéke hatarolja le:

p <o (5.15)

1 as

mely feltételt a csavar- és szegecskdtések ellendrzésére hasznaljuk.

A tonkremenetel nélkiil atvehetd legnagyobb feliileti fesziiltség nem csak az anyag
mindségétol fiigg, hanem példaul a terhelés modjatol és a terhelt felillet relativ nagysagatol is.
Ilyenképpen a miiszaki eléirasok a csavar- és szegecskotések esetében a palastnyomas megengedett
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értékét a lemez anyaganak huzéasra megallapitott megengedett o, fesziiltségének fiiggvényében

adjak meg, a konkrét esetnek megfeleld ¢ egyiitthatoval: o, =c-o,.

5.2.3. Kétszer vagy tobbszor nyirt kdtdelem

Nagyobb erok esetén az 5.4. abran lathato atlapolt illesztés a lemezeket meghajlitana: ilyenkor
az 5.6. abran lathatd6 megoldashoz folyamodunk, ahol a két 6sszekapcsolandd lemezt egy sikban
helyezziik el és az illesztést hevederek segitségével oldjuk meg. A kotdelemet az egymashoz
illesztett alkatrészek két sikban is nyirjak, ezért azt ,.kétszer nyirt”-nak nevezziik. Ahhoz, hogy az
erdk eloszlasa optimalis legyen, a két heveder vastagsaga azonos kell legyen (¢, =¢,): ekkor a

szimmetria miatt a két heveder és a két nyirt keresztmetszet egyenlé mértékben terhelddik
(T,=T,=T,/2).

-

v~

h

T,
—

Sy

ta A

v [T1T1

5.6. abra. Kétszer nyirt csavar

El6fordulhatnak tobbszor nyirt kotések is, az 5.7. abran egy négyszer nyirt szegecset
lathatunk.

T V
-
T
477
T 2T
4>
I,
2-T «T
-
T
T N 2T
4>
I,
T “r
V

5.7. abra. Négyszer nyirt szegecs
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Az Osszekapcsolt lemezek szamatdl és vastagsagatol fiiggetleniil a szadmitdsokban azt
feltételezziik, hogy mindegyik nyirt keresztmetszet ugyanakkora 7' nyiréerdt vesz at. Amennyiben
a nyirt keresztmetszetek szdma n, a kotéelem anyagdnak megengedett nyirofesziiltsége r, és a

nyirt keresztmetszet nagysaga A, akkor az illet6 elem teherbird-képessége

T. =n-A-r, (5.16)

cap

lesz.
Amennyiben az n-szer nyirt kotéelemet méretezniink kell, akkor az annak sziikséges
keresztmetszetét ado 5.11. képlet a kovetkezoképpen modosul:

R (5.17)

Bar a méretezésnél és a teherbird-képesség megallapitdsanal a lemezvastagsagokat nem
vettiik figyelembe, a palastnyomasra torténd ellendrzésnél mas a helyzet: a palastnyomast az 5.14.
képlettel lemezenként, az illetd lemez altal atvett erdvel és annak vastagsagaval kell kiszamitanunk.

5.2.4. Két vagy tobb kotdelemmel 0sszefogott hiizott alkatrészek
A kotdelem szaranak atmérdjét a kiilonféle miiszaki utmutatok eldirdsainak megfelelden kell
kivalasztani, az Osszefogott alkatrészek vastagsaganak megfeleléen. Ennek és az egyéb miiszaki
megfontolasoknak a kdvetkezményeként sziikségessé valhat két vagy tobb kotdelem alkalmazasa.
Lemezek Gsszefogasanal a kotoelemeket egy, két, vagy tobb sorban lehet elhelyezni (5.8.
abra), az elemeknek az egymdashoz ¢és a lemez széleihez mért tavolsagat szintén a miiszaki
utmutatoknak megfelel6en kell megvalasztani.

&b ¢ 4
re—| b4 b| |-
&b ¢+

| TeTel L,
&4
4 ¢

5.8. abra. Tobb sorban elhelyezett elemekkel megoldott atlapolt kétés

A szamitasokban feltételezziik, hogy az Osszefogott elemek merevsége miatt a kdtéelemek
egyszerre ¢s azonos mértékben deformaldodnak, melynek kovetkeztében minden nyirt
keresztmetszeten azonos mértékli y alakvaltozas 1€p fel. Amennyiben a kdtdelemek anyaga azonos
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(mindegyiknek ugyanaz a G nyirdasi modulusza), ekkor minden nyirt keresztmetszeten
ugyanakkora 7=G-y nyirofesziiltséget feltételezhetiink. Ezeket az illesztéseket rendszerint
egyfajta kotdelemmel szoktak kivitelezni: ekkor a nyirt keresztmetszetek is azonosak és minden
keresztmetszet ugyanazt a ¢=A-7 nyirderdt veszi at. Ekkor, ha az egy kotéelem nyirt
keresztmetszeteinek a szama n, a kotést pedig N elemmel szandékozunk megvaldsitani, akkor a
teljes kotés altal atvett erd és a kdtéelem szarat terheld igénybevétel kozott a

T=N-n-t (5.18)
kapcsolatot tudjuk megallapitani, ahonnan a szarban fellép6 fesziiltséget

__Tr (5.19)

r=t
A N-n-A

formaban kapjuk.

Ahhoz, hogy a kotdelemeknek a fenti szamitasokban szerepld egyenletes terhelését
megvalositsuk, a kotést csak huzoerdvel terhelhetjiik, nyomatékkal nem. Az 5.9. abran egy atlapolt
kotés némiképpen altalanositott esetét lathatunk, az altalanositds abban 4ll, hogy a nyirt
keresztmetszetek 4, nagysaga elemenként mas és mas. A nyirt keresztmetszetek szdma elemenként

n =1, a kdtéelemek szdma pedig N .

|
T Az\q; /A3
2«

T, I \ .
<7 -
/4R
a4, ~ \/\ i

-
TN / A,‘ v
Ay
|

5.9. abra. Huzdsnak kitett dtlapolt kotés

Mivel a fajlagos alakvaltozas a feltételezéseink szerint minden nyirt keresztmetszeten azonos
(7, =) és minden elem anyaganak ugyanaz a G nyirasi modulusza, a keresztmetszeteket terheld

fesziiltség is mindenhol ugyanakkora lesz (7, = G-y, = 7), azok 4, nagysagatdl fiiggetleniil. Az egy
elem altal atvett erd (7, = 4, -7 ) viszont elemenként kiilonbozik, amennyiben a keresztmetszetek

nem azonosak. Az ezekkel az erdkkel felirt egyenstlyi egyenletek a kovetkezok: a nyirderd
tartoegyenesére esé vetiiletek egyensulyi egyenlete,

> T,=T; (5.20)

i=l,N

valamint a kotés altal atvett T huzoerd tartdegyenesének valamely pontjara felirt nyomaték-
egyenlet.

> T =0. (5.21)

i=1,N

Ez utobbi a tisztan huzasnak kitett kotés feltétele.
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Az el6bbibdl

I=) A-t=71-) A = 1=— (5.22)
i=l,N i=l,N i=l,N Ai
(a nyirofesziiltség barmely nyirt keresztmetszeten az atvett erd ¢és a nyirt keresztmetszetek
0sszegének hanyadosa), az utobbibol pedig
drT=r-)r4=r-5=0 = S§=0, (5.23)

i=1,N i=1,N

ahol az § 0Osszeg a nyirt keresztmetszetnek az eré hatdsvonalara szamitott elsérendli nyomatékat
adja. A kotést tehat ugy kell kivitelezni, hogy az er6 hatasvonala a nyirt keresztmetszet (mint
Osszetett idom) geometriai kdzéppontjan menjen at, vagyis az annak egy stulyvonala legyen.

5.2.5. Nyomatékkal terhelt atlapolt kotés
Az 5.10. abran levo kotést egy M nyomaték terheli. Az 6sszefogott lemezek e nyomaték
hatasara egy bizonyos o pont koriil egymashoz viszonyitva elfordulnak, az elfordulds szége pedig

egy kicsi ¢ szdg. Az o ponttol r tavolsagra levd i-edik kotdelem esetében a két lemez egymashoz
viszonyitva egy bizonyos As, =¢-r, tavolsigon mozdul el, amely az 5.3. dbra értelmében, ha

feltételezziik, hogy minden egyes kotésre az [ tavolsag ugyanaz, a sugarral egyenesen aranyos
v, =k-r. fajlagos alakvaltozashoz vezet. E képletben k egy egyeldre ismeretlen ardnyossagi

tényezo.

y

5.10. abra. Nyomatékkal terhelt atlapolt kétés

Ha minden kotdelem anyaga ugyanaz, akkor a nyirt keresztmetszeteken fellépd
7,=G-y,=G-k-r=k"r, fesziiltség is az r, tdvolsagokkal lesz ardnyos. Ez a fesziiltség a kotdelem

175



5. NYIiRO IGENYBEVETEL

altal atvett 7, = 4, -7, =k A, -7, nyiréber6hoz vezet, amelynek az irdnya az r, sugarra merdleges (az
elfordulas miatt, a két lemez relativ elmozdulésa érintéleges iranyu).
A kotésre harom egyensulyi egyenletet tudunk felirni: az erék x tengelyre esé

T.,=-T, -sinq, vetiileteinek egyensulyi egyenletét:
D T,==> T-sina,=—) k“A-r-sing=—k" > A4-y=-k"S =0, (5.23)
i=1,N i=l,N i=1,N i=1,N

az y tengelyre esd T,, =T, -cose, vetiiletek egyensulyi egyenletét:

Z T, = Z T -cosa, = z kA -r-cosa;, =k" z 4;-x,=k"S, =0, (5.24)

i
i=1,N i=1,N i=1,N i=l,N

valamint az o pontra felirt nyomatékok egyensulyi egyenletét:

D T=rk"A=k"D r-A=k"1 =M. (5.25)
i=l,N i=l,N i=l,N
Az els6 két egyenletbdl az deriil ki, hogy a nyirt keresztmetszetek elsérendii nyomatéka
mindkét tengelyre nulla kell legyen (S, =S, =0), mivel £'# 0, tehat az o pont, amely koril a két

lemez egymashoz viszonyitva elfordul, a nyirt keresztmetszetek geometriai kézéppontjaval azonos.
A harmadik egyenletb6l megallapithatjuk a

k'=— 5.26
7 (5.26)

P

aranyossagi tényezo értékét, ahol a nevezOben a nyirt keresztmetszeteknek az o pontra szamitott
polaris masodrendii nyomatéka szerepel. Ezzel a kotdelemek szaraban ébredd fesziiltséget ado

T =k'r=""1 (5.27)

relaciohoz jutunk.

5.11. abra. Nyomatékkal terhelt atlapolt kétés elemeinek optimalis elhelyezése
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Ez utébbi szerint az azonos 7 tavolsagra levd nyirt keresztmetszetek barmelyikén, azok

nagysagatol fiiggetleniil, ugyanaz a 7 nyiréfesziiltség 1ép fel. Minél tavolabb van a kotéelem az o
ponttol, annal nagyobb lesz a benne ébredo fesziiltség. Az o pontban elhelyezett elem nem vesz at
terhelést.

Ezen észrevételek alapjan levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy amennyiben gazdasagosan
szeretnénk méretezni, akkor a kotéelemeket egy kor mentén kell elhelyezziik (5.11. abra).

5.2.6. Huzoerdvel és nyomatékkal terhelt kotés

Amennyiben a kotést egyszerre terheli erd is és nyomaték is, az eldbbi alfejezetekben
bemutatottak alapjan, kiilon-kiilon, kiszamitjuk a keresztmetszeteken hatd nyirofesziiltségeket: az
erébdl szarmazo 7. és a nyomatékbol szarmazo r,, fesziiltségeket. Ezeknek az irdnya legfeljebb
csak a sajatsagos helyzetli elemekre azonos, ugyanis az eldbbiek a htizoerd iranyaban, az utobbiak
pedig korkorosen hatnak (5.12. abra).

7 “: ™, i
Yi S ~

5.12. abra. Huzoerdvel és nyomatékkal terhelt atlapolt kotés

A fesziiltség vektorialis mennyiség, a kétfajta igénybevételbdl szarmazo nyirofesziiltségek 7,
ereddjét pedig a 7, és a r,, fesziiltségek vektorialis 0sszegzésével kapjuk. Ezt az 6sszegzést azért
alkalmazhatjuk, mivel mindkettd ugyanabban a sikban hat. Ha az ered¢ vetiileteit szeretnénk
megadni, akkor az dbra jeloléseivel

7. =—(t.+7, sina),

(5.28)
T, =7, -Cosa,

ahol a z index az abra sikjara merdleges irdnyra, a nyirt keresztmetszet normalisanak iranyara utal.
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5.3. Hegesztett kotések

A hegesztés ¢és a forrasztas a kiilonallo szerkezeti elemekként fémbdl, esetleg miianyagbol
elkészitett alkatrészek oldhatatlan kdtéssel torténd illesztése.

A hegesztés az alkatrészek anyaganak Osszeolvasztasaval torténik: emiatt az egymashoz
illesztett alkatrészek anyaga kozel azonos kell legyen. Ha a varrat elkészitésekor tobblet-anyagra
van sziikség, akkor egy harmadik, az elébbiekkel szintén kozel azonos Osszetételli hozaganyagra
van sziikség (a hegesztopalca, ivhegesztésnél pedig az elektréda anyaga). A kotés a megszilardulo
olvadék révén, a molekulak kozott hatd erdk révén jon létre, s emiatt ezt kohézids kotésnek is
nevezik.

A forrasztds egy harmadik, alacsonyabb olvadaspontu anyag felhasznaldsaval torténik,
amelyik hozzatapad mindkét Osszeillesztendd alkatrészhez, kismértékben diffundal és kitolti a
kozottik levo rést. A harom anyag (a két alkatrészé és a hozaganyagé) mer6ben kiillonbozhet
egymastol. A kotés a megszilarduld hozaganyag ¢és az egymashoz illesztendd feliiletek kozotti
adhézionak koszonhetd, ezért ezt a fajta kotést adhéziosnak nevezik. Hasonldan mitkddnek a
ragasztott kotések is.

E kotések méretezését a tovabbiakban a sarokvarratokon keresztiil példazzuk (5.13. 4dbra). Ha
e sarokvarratok a hosszuk mentén adjak at a terhelderdt az egymashoz hegesztett elemek kozott
(ahogyan ez az abran is lathato), akkor azt feltételezziik, hogy benniik nyirofesziiltségek
keletkeznek. A varratot alkotd hozaganyag az Osszeillesztett alkatrészekhez tapad ¢és az a varrat
legkisebb hosszmetszete mentén nyirddna el. A nyirofesziiltséget az atadott erdvel és e
hosszmetszet nagysagaval szamitjuk, feltételezvén, hogy egyenletesen oszlik meg:

r=—. (5.29)

7

5.13. abra. Nyirt sarokvarrat

Az A nyirt hosszmetszetet a varrat keresztmetszetének a ,,gyokméretével” és a varrat [

hosszusagaval szamoljuk. Egyezményesen, a gyokméret a keresztmetszetbe berajzolhaté egyenld
oldalu haromszog magassaga (5.14. abra); egyes eldirasok azonban ezt masképp hatarozhatjak meg.
Mivel a varrat kivitelezésénél fellépo koriilmények miatt a kezdetének és a végének a szilardsagara
nem szamithatunk, a varratnak a szamitasokban tekintett / hossza az [ kivitelezési hosszanal

révidebb:
[ =1-2-a. (5.30)
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S 3

5.14. abra. A sarokvarrat gyékmérete

A hozaganyag szilardsdga rendszerint nagyobb az Osszeillesztett alkatrészének anyaganak
szilardsaganal. A hegesztés soran a hozaganyag olvadéka keveredik az alapanyagokkal, emiatt az
emigy kiszdmitott nyirofesziiltséget az utdbbiakra érvényes 7, megengedett fesziiltséggel kell

Osszehasonlitanunk: ez a varrat méretezésének alapja: 4, =7/7,. A gyokméretet kiilonféle

muszaki eldirasok szabalyozzak, az nem lehet egy adott minimumnal kisebb, a varrat magassaga €s
szélessége pedig az atolvadds veszélye miatt nem haladhatja meg az egymashoz illesztett
alkatrészek vastagsagat. A megvalasztott gyokmérettel a varrat sziikséges hossza

A T

Lopee =—5= , (5.31)
a a7

a

amelyet esetleg tobb darabra is oszthatunk és mindegyik szakasz hosszat 2-a -val kell megnoveljiik
a kivitelezési hosszak kiszamitdsdhoz. A szakaszokra valo osztas alapelve az lehet, hogy a varrat
csak huzasnak legyen kitéve, csavarasnak nem.

5.1. példa. Sarokvarrat méretezése

Példaként tegylik fel, hogy egy hengerelt szogacélbol (L-idom) késziilt huzott rudat
szeretnénk egy acél-lemezhez illeszteni (5.15. abra). A szdgacél keresztmetszetének geometriai
méreteit standardok rogzitik, a minket érdeklé mennyiségek ezek koziil a talp b szélessége és ¢
vastagsaga, valamint a geometriai kozéppontjanak az abra szerint felvett e excentrikussaga.

Ahhoz, hogy a rid csak huzd igénybevételnek legyen kitéve, a 7 erd a keresztmetszet
geometriai kozéppontjaban kell hasson (kézpontos hiizas). Ezt az erdt a két varrat egylittesen veszi
at:

T=T+T,. (5.32)

Ahhoz, hogy ne j6jjon létre hajlito hatas, a huzderd Osszetevoinek eredé nyomatéka zéro kell
legyen. Ez a kdvetkezd, a rad tengelyének valamely pontjara felirt nyomaték-egyenlethez vezet:

T.e=T,-(b—e). (5.33)
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5.15. abra. Sarokvarrattal egymashorz illesztett alkatrészek

Az 5.32. és az 5.33. egyenletekbdl allo rendszer megoldasa a kovetkezo:

T=T. b—e ,
(5.34)
T,=T-<,
b
ahonnan a megfeleld varrathosszak
Zsl = T; _T' b_e )
a,-t, b-a -1, (5.35)
Zv 2= = T ’ >
a,-t, b-a,-t,

a gyOkméretet pedig az idom talpvastagsdgaval (5.16. abra) példaul a kovetkezoképpen
hatarozhatjuk meg:

_%. (5.36)

A varratok kivitelezési hossza tehat:

=1,+2a, :\/E-[T-bb_e +tj’

t-7
(2.37)
HJ.

Mivel e<e—b, [, > 1,, tehat a rud tengelyéhez kozelebb levd varrat hosszabb lesz a masiknal.

L=1,+2-a, :ﬁ-(T-b ¢

7

a
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5.16. dabra. A gyokméret meghatdrozdsa

Hasonloképpen méretezziik a hosszuk mentén terhelt tompavarratokat is (5.17. abra): a teljes
beolvadast varratok gyokmérete azonos az egymashoz illesztett alkatrészek vastagsagaval; a
részleges beolvadasu varratok gyokméretét pedig az abra értelmezi. A merdleges irdnyban terhelt
varratok szdmitasa az adott igénybevételnek felel meg (pl. huzas).

5.17. abra. Tompavarratok gyokmérete

5.4. Tovabbi esetek

Egyenletesen megoszlo ¢ fesziiltséget feltételeziink a csapszegek, ékek, reteszek és a
bordastengelyek nyirt keresztmetszetén is.

5.2. példa. Csapszeg méretezése
Meéretezziink egy csapszeget, amely egy D atmérdju tengelyre felszerelt alkatrészt rogzit. A

tengely az illetd alkatrésznek egy M, nyomatékot ad 4t (5.18. 4bra).

A csapszeget az atadott nyomaték miatt egymashoz képest elfordulni igyekvo alkatrészek a
tengely palastfelillete mentén nyirjak, a nyirt feliilletet a csapszeg sik keresztmetszetével
kozelithetjiik. A két nyirt keresztmetszet atellenesen, D tavolsagra van egymastol.

A nyirt keresztmetszeteken egy 7 nyiroerd 1ép fel, szimmetria okokbol a két feliileten azonos
intenzitassal, egy erOpart alkotvan. Ennek az eréparnak a nyomatéka az atadott nyomatékkal
azonos, mely egyensulyi egyenletbdl

T =

M
—t, 2.38
7 (2.38)
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Feltételezvén, hogy ez az erd egyenletesen oszlik meg a keresztmetszeten, a beléle szdrmazo
nyiréfesziiltség a csapszeg d atmérdjével (A=rx-d*/4)
T 4T 4-M,

T:Z_ﬂ-dz_ﬂ-D-dz' (2.39)

A méretezés feltétele 7 =7, , ahonnan a csapszeg sziikséges atmérdje

d,.=2- /L . (2.40)
n-D-t,

Akéar a szegecs- ¢és csavarkotéseknél, az illesztést a palastnyomasra kell ellendrizni
(feltételezziik, hogy a T erd egyenletesen oszlik meg a tengelyre illesztett alkatrésznek a
csapszegre tamaszkodo feliiletén).

d
—»He

T

<

DMV

5.18. abra. Nyirt csapszeg

M,

Hasonloképpen méretezziik az ¢k- és reteszkotéseket, ahol a nyirt keresztmetszetek szama
rendszerint egy, hiszen egy kotdelemmel valositjuk meg azt; valamint a bordastengelyeket, ahol a
nyirt keresztmetszetek szama a bordak szamaval egyenld. Ezekben az esetekben a kotdelemek
geometriajat, amelybdl a nyirt keresztmetszet nagysaga szarmazik, miiszaki eldirasok szerint kell
megvalasztani.
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6. HAJLITO IGENYBEVETEL
6.1. Tiszta hajlitas

6.1.1. Egyenes hajlitas

A hajlité és a nyir6 igénybevételek kozotti 2.107. és 2.200. dsszefiiggések szerint a hajlito-
nyomaték derivaltja a nyirderdvel azonos: a hajlitas azt feltételezi, hogy a keresztmetszeten csak
hajlito igénybevétel jelenjen meg, nyirds nélkiil. A T (x)=0 feltétel az M (x)=all. feltételhez
vezet, tehat a tiszta hajlitd igénybevétel csak ott jelenhet meg, ahol az a tarté hosszan allando
intenzitassal jelentkezik (6.1. abra).

- S S

M 4 777
t e
\ @ - a o a
. i AT
LAl |
. ' A@
i it
TT ()
u,-j-/s
[

F-a
6.1. abra. Tiszta hajlitas (a jobb oldali esetben csak a k6zépsd szakaszon)

A meghajlitott rad tengelye meggorbiil, és azt feltételezziik, hogy a rud tengelyére a hajlitas
elott merdleges sik keresztmetszetek az alakvaltozast kdvetden is sikok és a meggorbiilt tengelyre
merdlegesek maradnak (Bernoulli hipotézise). A rud meggorbiilését kovetden ezek a sik
keresztmetszetek elfordulnak, s ha egyenes hajlitast feltételeziink, akkor ez az elfordulas a hajlitas
tengelyével parhuzamos tengely koriil torténik (6.2. abra).

Ha két, eredeti allapotban dx tavolsagra levé keresztmetszetet figyeliink meg (6.3. abra),
akkor azt tapasztaljuk, hogy az adott keresztmetszeteket tartalmazo, eredetileg parhuzamos sikok az
elfordulasuk kovetkeztében egy bizonyos d¢ szdg alatt metszik egymast. E sikok metszésvonala
parhuzamos a hajlitas tengelyével és mer6leges az abra sikjara.

Amennyiben feltételezziik, hogy az alakvaltozasok kicsik, akkor a rud meghajlitott
tengelyének a két keresztmetszet kozotti részét egy korivvel kozelithetjiik, s a tengellyel
parhuzamos egyenes vonalak pedig az alakvaltozast kovetden pedig az eldbbivel koncentrikus
korivekké gorbiilnek.

Egy koriv hossza a kozponti szogének és a sugaranak a szorzata, ennek kovetkeztében a
keresztmetszeteket tartalmazo sikok metszésvonalahoz kdzelebb es6 ivek rovidebbek, a tavolabbiak
pedig hosszabbak lesznek: levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy a rid hossz menti
alakvaltozast szenved, a tengelyével parhuzamos vonalak ugyanis a helyzetiiktdl fiiggéen
megnyulhatnak vagy megrovidiilhetnek a rad meghajlitasa soran.

Hooke torvénye szerint ez az alakvaltozas tengely iranyu fesziiltségek megjelenéséhez vezet,
e fesziiltségek keresztmetszeten torténd integralasa pedig egy tengely iranyu erét eredményezhet. A
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rudat valdjaban tengely iranyu eré nem terheli, tehat ezeknek a fesziiltségeknek a megoszlasa olyan
kell legyen, hogy az ereddjiik zérus legyen: kovetkezésképpen pozitiv és negativ fesziiltségeknek is
meg kell jelenniiik, vagyis egyes vonalaknak meg kell nytlniuk, masoknak pedig rovidiilniiik kell.

Az ivek hossza a sugarral egyenesen aranyosan valtozik, emiatt kell 1éteznie egy olyan p
sugart ivnek, amely a megnyult €s a megrovidiilt vonalak k6zotti &tmenetet képezvén, megtartja az
eredeti dx hosszusagat. Harom dimenzidra kiterjesztve, ez egy p sugari hengeres feliiletet jelent,
amely eredeti allapotaban a rad tengelyével is és a hajlitas tengelyével is parhuzamos sik volt és
amelyet semleges siknak neveziink, mert benne fesziiltségek nem jelennek meg.

6.2. dbra. Prizmatikus rud egyenes hajlitasa

6.3. dabra. A hajlitds kovetkeztében létrej6vo alakvaltozas
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Ha a hajlitas tengelye z, akkor legyen a semleges sik az xz koordinata-sik. Erre merdlegesen
mérjiilk az y tavolsagot, a 6.3. abra szerint. E tavolsag fliggvényében az eredetileg dx hosszisagi
vonalak fajlagos alakvaltozasat a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

oo @rtAd)—dy _ (p+))-dp—p-dp _»
dx p-dp p

(6.1)

(tehat ¢ az y koordinataval egyenesen aranyos, az aranyossagi tényezd pedig a semleges sik
x =1/ p gorbiilete). Ez az alakvaltozas a

O':E-EZE')/ (6.2)

o,
fesziiltséghez vezet, amely tehat a semleges sikra merdleges iranyban a tavolsaggal aranyosan
valtozik, a homort (megrovidiilt) oldalon negativ, a dombora (nyujtott) oldalon pedig pozitiv
eléjelit.

Mivel nincs tengely iranyl igénybevétel, a fesziiltséget a rad A keresztmetszetén integralvan

N:jadA:E.jydAzg.Szzo, (6.3)
y P p

mely egyensulyi egyenletbdl az S, =0 feltételhez jutunk: ezek szerint az xz koordinata-sikként

felvett semleges siknak tartalmaznia kell a keresztmetszet geometriai kozéppontjat, tehat a z
tengely a keresztmetszet silyvonala kell legyen.

Tovabbi egyensulyi egyenleteket is felirhatunk: a o fesziiltség megoszlasa olyan kell legyen,
hogy az a z tengely koriil forgat6 M, nyomatékot adja, mialatt az y tengely koriil forgatd M

nyomaték nulla kell legyen. Kezdjiik ez utobbival:

My=jz.adA=£.jz.ydA=£.1v2=0, (6.4)
Y P P
ahonnan /. =0 kell legyen: ez azt jelenti, hogy az y és a z tengelyek a keresztmetszet firanyait

kell jelentsék. Ha nem f6irany koriil hajlitunk, akkor a hajlitds nem egyenes, hanem ferde lesz, ami
egy Osszetett igénybevételt jelent.
Végiil, a harmadik egyenstlyi egyenletet a kovetkez6képpen irhatjuk fel

MffyvdA:E'Jysz:E-lz, (6.5)
Y P P

ahol az egyeldre ismeretlen 1/ p gorbiilet is szerepel. A 6.2. Osszefiiggésbol E/p=0/y, s ezzel

az utobbi kifejezes tovabb alakithato:

M
1

z

o(y)=—=y. (6.6)

A fenti 0sszefiiggés ,,Navier képlete” néven ismeretes €s a hajlitasbol szarmazo tengely iranya
fesziiltséget adja meg, egy y -ban linearis fliggvény gyanant (6.4. abra). A o fesziiltség eldjele
pedig a hajlitoé igénybevétel eldjelétd]l és az y koordinata eldjelétdl fiigg. A 6.4. abran M _-t az
egyezményes pozitiv irdnyban vettiik fel, igy a negativ y koordindtdknak negativ o fesziiltségek

felelnek meg, a pozitiv koordinataknak pedig pozitiv fesziiltségek: a rad nyujtott oldala tehat alul, a
nyomott pedig feliil van.
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Omax, ny
-
Ymax, ny
M ( y=0 Y
A
YVmax, h
I
Omax, h
N

6.4. dabra. A hajlitds kovetkeztében fellépd fesziiltség

A mérndki feladatokban ennek a fesziiltségnek a széls6értékeit kell megvizsgalni, elsé sorban.
Ezeket a széls6értékeket, mivel egy adott keresztmetszeten az M_ /I hanyados allando, az y

koordinata sz¢lséeértékei adjak. Ha y,, , jeldli a huzott oldalon levd, a rud tengelyétdl (valojaban
az xz koordinata-siktol) legmesszebb levo pont tavolsagat — ami az illet6é pont y koordinatajanak
| y| abszolut értéke —, y,, . pedig a nyomott oldal legtavolabbi pontjdnak a tdvolsaga, akkor

Navier képlete szerint a legnagyobb huzofesziiltség

M, M, 67
o = . = , .
max, h ]Z ymax,h VV;’h
a legnagyobb nyomofesziiltség abszolut értéke pedig
M, M, 69)
o = . = .
max, ny [ y max, ny W

z z,ny

A legnagyobb nyomofesziiltség tulajdonképpen negativ mennyiség, az a Navier-képlet altal
adott fesziiltségek o, =—0, értékli minimuma.

max, ny

Az utobbi két képletben két 4j jelolés kertilt bevezetésre:

Wz’h:L,illetveW __L , (6.9)

z,ny

max, h max, ny

amelyek a keresztmetszet geometridjat jellemzd ujabb mennyiségek, a huzott, illetve a nyomott
oldalnak a z tengely koriili hajlitdsra szamitott szilardsagi moduluszai. E moduluszok

mértékegysége a Nemzetkozi Mértékegységrendszerben m’ .

A megengedett fesziiltség bevezetésével a biztonsag feltételét a o <o, egyenltlenség
teljesitése adja. Az anyagok tobbsége huzasra és nyomasra egyenld mértékben all ellen: ezeknél
mindkét iranyu igénybevételre az eldirasok egy bizonyos o, megengedett fesziiltséget adnak meg.
Vannak olyan anyagok, mint példaul az ontottvas €s a beton, amelyek a huzassal szemben joval
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kisebb ellenallast tudnak kifejteni, mint a nyomd igénybevétel esetében: ezekre az anyagokra az
igénybevétel iranyatol fliggben a megengedett fesziiltségnek mas-mas értéke van, huzasra az o, ,,
nyomasra pedig o, (a hazai szakirodalomban a megfelel$ jelolések o, illetve o, ), ez utobbi

pedig a megengedett fesziiltség abszolut értéke gyanant van megadva.
Mivel a hajlitas soran a rid keresztmetszetén mindkét iranyu fesziiltség megjelenik, egyszerre
kell teljesiilniiik a

O-max,h S Ga,h (6 10)
o SO ’

max, ny a,ny

feltételeknek.
A huzasra és nyomdsra szimmetrikusan viselkedd anyagok esetében e szamitasokat
leegyszertsithetjiilk: megkeressiik a semleges siktol legtavolabb esé pont y koordinatajat, amellyel

e pontnak a siktol mért tavolsaga y,,. = max(y,.. 1> Vuas.m) -
E tavolsaggal egy W.=1_/y,  szilardsagi moduluszt szdmithatunk, amely az eddig
kiszamitottak koziil a kisebbik: W_ =min(W_,,W_ ).

z,ny

E modulusszal a fesziiltség legnagyobb abszolut értéke o, . :|Mz /W_, az eddigiekben

kiszamitott szélséértékek maximuma: o,  =max(c o ), amelyre teljesiilnie kell a

m max, h >~ max, ny

o,. <o, feltételnek.

6.1. példa. Hajlitott rud méretezése
Legyen egy téglalap keresztmetszetli kéttamaszi tartd, amelyet egy egyenletesen megoszlo p

er6 terhel, annak teljes / hossziisagan (ez a 2.3. és a 2.19. feladatokban szerepld tart6). Tegyiik fel,
hogy ez egy htizasra és nyomasra azonosképpen viselked6 anyagbol késziil.

E rad méretezéséhez elsd 1épésben meg kell hataroznunk annak legnagyobb igénybevételét: a
2.19. feladatban ezt az

m, =Pt (6.11)

mennyiségként hataroztuk meg.
Navier képlete alapjan, ha a legnagyobb fesziiltséget a megengedettel azonosnak irjuk eld, a
szilardsagi modulusz sziikséges értékére a

nee = (6.12)
feltételt kapjuk. A példa adataival
2
z nec = gol_ * (613)

A szilardsagi moduluszhoz sziikségiink van a keresztmetszetnek a z tengelyre vonatkoztatott
masodrendli nyomatékara, amely a 3. fejezetben foglaltak szerint (6.5. abra)

3
Jaly
12

(6.14)
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Mivel szimmetrikusan viselkedd anyagrol van szo, elegendd a legtavolabbi pont tavolsagat
meghatdrozni:

h

=—, 6.15
ymax 2 ( )

amellyel a téglalap z tengelyre vonatkoztatott szilardsagi moduluszara a

b-I
S 2
w12 bk (6.16)
ymtlx ﬁ 6
2

képletet kapjuk.

Itt megjegyzendd, hogy a téglalap a hajlatas tengelyére szimmetrikus idom, tehat ha sziikség
lenne a nyujtott €s a nyomott oldal kiilon vizsgalatara, a megfeleld szilardsdgi moduluszok
azonosak €s azokat a fenti képlettel szamolhatjuk: W_, =W_ =W_.

z,ny

A
Y

y

Y

6.5. abra. A hajlitott rud keresztmetszete

A szilardsagi modulusz sziikséges értékébdl a téglalap alaku keresztmetszet b és h értékét
kell meghatdrozni: amennyiben b adott, a keresztmetszet sziikséges magassaga

6 : 14727166
hnec ZJT, (617)

6 : WZ nec
b,. = X (6.18)
Eszrevehetjiik, hogy a tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomatékok képletében (nemcsak
a téglalap esetében) a tengelyre merdleges méret harmadik hatvanya szerepel. Ugyanerre a
tengelyre nézve a hajlitasra szamitott szilardsagi modulusz tehat e méret masodik hatvanyatol fog
fliggeni, a legmesszebb esé pont tavolsagaval valdé osztdas miatt. Ugyanakkor mindkét
mennyiségben a tengellyel parhuzamos méret elsG hatvanya szerepel. Levonhatjuk azt a
kovetkeztetést, hogy két azonos A keresztmetszetli rad koziil a hajlitdsra nézve az lesz szilardabb,
amelynek esetében a hajlitas tengelyére szamitott masodrendii nyomaték nagyobb, tehat amelynek
esetében a rud anyaga tdvolabb helyezkedik el a semleges siktol. A gazdasdgos méretezés a
keresztmetszet geometridjanak azon megvalasztasara torekszik, amely W_ . értékének biztositasa

Z nec

ha pedig & rogzitett, akkor

188



6. HAJLITO IGENYBEVETEL

mellett a lehet legkisebb A keresztmetszethez vezet. Ezt szamszeriien egy k =W,

/ A hanyados

bevezetésével lehet kifejezni: a keresztmetszet akkor optimalis, ha &k a lehetd legnagyobb értékkel
rendelkezik. Példankban igy érdemesebb a téglalap b szélességét a lehetd legkisebbre venni és

meghatarozni az annak megfeleld sziikséges # magassagot, a 6.17. képlet segitségével.

6.2. példa. Hajlitott rud teherbiro képessége

Legyen a 3.23. feladatban szerepld, két szimmetriatengellyel rendelkezd keresztmetszetii rud

(6.6. abra). E keresztmetszet masodrendii nyomatékai
I.=1620-a",
1,=340- at,

a legtavolabbi pontok koordinatai pedig

10-a

ymax = 7 : a’
Zmax = a
10-a
A
T-a
2:a
z Y
-
A
2:a
— |
T-a
Y
. 5-a ol S5 |
y

6.6. dbra. A hajlitott rud keresztmetszete

Ezekkel az adatokkal
4
WZ:L:mZQQA.f’
ymax 7‘a
1 at
= _340a e,
z 5-a

max

(6.19)

(6.20)

6.21)
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Amennyiben a rad anyagdnak a megengedett fesziiltsége o, (a keresztmetszet szimmetriaja

miatt, a nem szimmetrikus viselkedésii anyagok esetében a o, = megengedett fesziiltséggel kel

a,ny

szamolni), akkor a teherbird-képességét a két tengely szerint
M., =W. o, =2314-a’-o,,

X (6.22)
M, =W, o0,=68-a -0,

gyanant kapjuk.
Eszrevehetjiik, hogy M, /M w.. /W, . =231.4/68=3.4, tehat a z tengely koriili

z cap ycap = z cap ycap
hajlatassal szemben a rid sokkal szilardabb, mint az y tengely koriili hajlitasra, mivel a rud anyaga
a z -t6l tavolabb van és inkabb az y koriil tomoriil.

6.3. példa. Nem szimmetrikus viselkedésti anyagbol késziilt hajlitott rud teherbiro képessége
Legyen egy, a 3.22. feladatban szerepld, egy szimmetriatengellyel rendelkez6 keresztmetszeti
rud (6.7. abra), amelynek az anyaga nem szimmetrikus viselkedést mutat (o, , <o, ).

a,h

- 8a -
6:a
I I
A
7-a 2-a
-1
100a | 144
o . 2:a
\
\ \
2.85a 5.15'a
oV

6.7. abra. A hajlitott rud keresztmetszete

A tengelyekre szamitott masodrendii nyomatékok a kovetkezok:

1. =1329.3333 4",

6.23
1,=288.1025-a". (29
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A z tengely szimmetria-tengely, emiatt, az el6bbi feladatban leirtak alapjan megallapithato,
hogy
4 1329.3333-4*
Mzcap:VVz'O-ah: = 'O-ahzw'
’ ymax ' 7-a

o,,=1899.da"-q,,, (6.24)

barmilyen iranyu (eléjelit) z tengely koriili hajlitasra.
A pozitiv M, nyomaték a keresztmetszetnek az dbran az y tengely bal oldaldn esd részét

nyomja €s a jobb oldalit huzza. Ekkor z,, , =5.15-a, z,,. , =2.85-a amivel
1 288.1025-a* 3
Wy,h ‘O-a,h B Zm:(,h ‘O-a’h :W‘Ga,h :559a ‘Ga’h,
W .o = Iy .o _M.G =101.1-d° - o (6.25)
y,ny a,ny Zmax’ " a,ny 285 a a,ny . a,ny” " .
M; ., =min(559-a*-c,,,101.1-a* .o, ).

A negativ M hajlitonyomaték viszont az abra bal oldali részét huzza, ekkor z,, , =2.85-a
€S Z,4, =2.15-a, tehat a huzott és nyomott oldalakra szamitott szilardsagi moduluszok
felcserélddnek:

I ) -a*
VVV ny 'Ga ny :—y'aa ny :M‘Ga ny :55'9'613 'Ua ny?
Y ey 515-a " o
1 288.1025-a* 3
W, Cup= Zm:(,,, e T A =101.1-a’ -0, ,, (6.26)
M., =min(55.9-a’ 'O'a,ny,IOI.l'a3 O, )

4 , + — , 17,z - 7 s oe r , 7 r
Altaldban M, #M ., ¢s ha a hajlitas irdnyatol fiiggetlen teherbird képességet szeretnénk

megadni, akkor a két érték koziil a kisebbiket kell elfogadnunk:
M, =minM' M ). (6.27)

ycap yeap?~"" y cap
Ontottvasra példaul O, =C0,,,ahol c=2..5, az dntvény anyagatol fiiggben. Fogadjuk
most el a ¢=2.5-0s értéket: ezzel M), =559-a’-0,,, M, =1011-a’-0,,,

eléjelt igénybevételre a rid sokkal ellenallobb, mint pozitiv eljelire.

tehat negativ

6.1.2. A hajlitas kovetkeztében fellépo alakvaltozas

A hajlito-nyomatékkal terhelt rad tengelye a terhelést kovetden meggorbiil, a rad tengelyének
a pontjai elmozdulnak, a keresztmetszetek pedig elfordulnak.

Tételezziik fel, hogy e pontok csak fliggdleges iranyban, az y tengely iranyaban mozdulnak
el és ezt az elmozdulast jeloljik v-vel: ez a rid lehajlasa kdvetkeztében 1étrejovo elmozdulas.

A tengelyre merdleges sik keresztmetszet elfordulasanak a szoge és a meggorbiilt tengelyhez
huzott érintének a vizszintessel bezart ¢ szoge, a merdleges szari szogek tétele alapjan azonos.

Mindkét mennyiséget egy-egy fliggvény irja le, az x koordinata fiiggvényeként. A 6.8. abra
értelmében kozottiik egy 0sszefiiggés irhato fel, ugyanis
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(v+dv)—v dv
dx dx

mivel az elfordulés szdge a kis alakvaltozasok hipotézisében kelloképpen kicsi.

tgg : (6.28)

- : —
T~ v vt+dv _—
o— 7 o
4

6.8. abra. A hajlitott rud alakvaltozasa

n

Egy y=f(x) fiiggvény gorbiiletét az ismert x = y—“ Osszefiiggés adja. A
[1+(»)]
jeloléseinkkel, mivel a gorbiilet a gorbiileti sugar inverze és mivel dv/dx=¢p <1,
2 2 2
1 dvide _dv_do (6.29)
poJll+(dv/dey?  dr'  dx
A 6.5. 6sszefiiggés alapjan a tengely gorbiilete
1_M (6.30)
p E-I
az utobbi két képletet kombinalva pedig
2
M
dv_do__ M, (6.31)

& A E-L°

két differencidl-egyenletet jelent, amelyet integralva a lehajlashoz, illetve az elfordulas szogéhez
jutunk:

p(x)=-] Ag—(lx) dr+e, (6.32)
V(x) = j p(x) dx+c,, (6.33)

ahol M _(x) az igénybevételi fiiggvény, a ¢, ¢és c, integralasi konstansokat pedig a
peremfeltételekbol tudjuk megallapitani.

6.4. példa. Nyomatékkal terhelt mereven befogott rud alakvaltozasa
Legyen a 6.1. abra bal oldalan lathaté rad: ennek az igénybevételi fiiggvénye az M_(x) =M

konstans-fliggvény. Feltételezvén, hogy az E -1 szorzat a rad hosszéan 4llando,
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M. (x) M
go(x):—jledHcl:—E_lz.Hc], (6.34)
v(x)zj.(o(x)dx+c2 :J.[_E]MI -x+cljdx+c2 z—%-xz +cx+c,. (6.35)

A merev befogésnal, ahol x =0, a rad kényszerei nem teszik lehet6vé sem a keresztmetszet
elfordulésat, sem a rad lehajlasat:

(0)=c, =0, (6.36)
v(0)=c, =0. (6.37)

Tehat az elfordulas szogét, illetve a lehajlast ado fiiggvények ez esetben:

M
co(x)——E_[Z X, (6.38)
v(x)=— ) ]g 7 Xt (6.39)

A v(x) fiiggvény abrazolasaval a rad tengelyének meggorbiilt alakjat kapjuk, amely ez
esetben egy parabolaiv és amely a 6.9. dbran lathato.

vl ,,,,}M

—
-

| ()

6.9. abra. Mereven befogott hajlitott rud alakvaltozdsa

A rud szabad végének az elmozduldsa, x =/ behelyettesitésével

M-I
l)=- , 6.40
O35 (6.40)
az elfordulasa pedig
M -1
=——7"—. 6.41
o(=-5 7 (6.41)
Amennyiben a
Bl ‘11 : (6.42)
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mennyiséget a prizmatikus rud z tengely koriili hajlitassal szembeni merevségének tekintjiik, az
allando hajlito-igénybevételtl rad két végének relativ elfordulasat (pontosabban: annak nagysagat)

=z 6.43
v=— (6.43)

formaban adhatjuk meg. Eszrevehetjiik, hogy az utobbi hdrom 6sszefiiggés analog a huzo és a nyird
igénybevételnél megallapitottakkal (4.5, 4.6, 5.6, 5.7).

6.5. példa. Koncentralt erével terhelt kéttamaszu rud alakvaltozdsa
Vegyiik a 2.1, 2.18. feladatokban szerepld kéttdmasza rudat, amelyet egy koncentralt erd
terhel (6.10. abra).

k
Y
A

A

A
Y

(i)

F-a-bl/l

6.10. abra. Kéttamaszu hajlitott rud alakvaltozadsa

Az igénybevételi fiiggvényeket szakaszonként hataroztuk meg:

AC,x€[0,a): Mz(x)zF‘%x,

(6.44)
CB, x [a,l]: Mz(x)zF-a—F-%x.
Ennek kovetkeztében az alakvaltozasokat is csak szakaszonként tudjuk megadni:
M (x) F-b
S vt T wav AT
AC,x€[0,a):
v(x)zJ.(p(x)dx+c =—F—b-x3+c X+
12 61E1 11 122
M) r r (6.45)
X -a 2 -a
X)=—|——+dx+c, = X — ‘X+c,,
#(x) j E-I *2.0-E-L E-I .
CB,x€la,l]:

F‘a 3 F'a 2

X" +c,,-x+cC

21 22°

v(x)=|p(x)dx+c,, = X — .
() = [ p(x) dx+cy, G1EL " 2EL

Ilyen modon négy integralasi konstanst kell meghatarozni, szakaszonként kett6t. Ehhez négy
feltétel kell. Felhasznaljuk a geometriai kényszereket: a csuklo, illetve a tdmasz meggatolja a rad

194



6. HAJLITO IGENYBEVETEL

lehajlasat (de az elforduldsat nem) — ezek a peremfeltételek —, az alakvaltozast ado fiiggvényeknek
meg folytonosnak kell lenniiik, hiszen a rid nem térik meg (¢ folytonos a C pontban) és nem torik

el (v is folytonos a C pontban) — ezek pedig folytonossagi feltételek —, tehat:
v(0)=0,
v(/) =0,
¢"(a)= 9" (a),

vi(a)=v(a).

(6.46)

A szamitasok attekinthetdsége végett a 6.45. fliggvényeket a kdvetkezoképpen irjuk at:

o(x) =k, x? +¢»

AC,x€[0,a): ,
v(x)=k,-x" +c¢,,-x+c,,

(6.47)

CB, x €[a,l]: ¢)(x)=k3~xz+k4~x2+c21,
Vv(x)=ks X +ks X"+, - x+c,y.
Ekkor a peremfeltételek €s a folytonossagi feltételek a kovetkezoképpen fognak kinézni:
v(0)=0 = ¢, =0,
v()=0 = kP +kg-I? +c, - 1+c, =0,

6.48
goAC(a)z(pCB(a) = kl-a2+c“=k3-a2+k4-a+021, ( )

v (a)=v?(a) = k,-a’+c,-a+c,=k;-a’ +k,-a’+c, -a+c,,

a konstansokat tehat egy linearis egyenletrendszer megoldasaval tudjuk meghatarozni, a modszer
tehat még egy egyszerii terhelési esetben is munkaigényesnek bizonyul. A megoldashoz a masodik
egyenletbol

Cp =—ks '~k I”—c,, -1, (6.49)
amivel az utolso két egyenlet:

k-a’+c, =k,-a’+k,-a+c,,

3 3 2 3 2 (6'50)
ky-a+c,a=k;-a +k;-a” —k;-I" =k -I" +c,, -(a-1).
Ezek koziil az els6t —a -val végigszorozva és a kettdt 6sszeadva kapjuk:
(k, —kl)-a3 = (k; —ks)-a3 + (k, —k4)-a2 — ks P —k, 1P -, -1, (6.51)
ahonnan
a’ a’
¢y =(ky—ky, -k, +k1)-7+(k6 —k4)-7—k5 2 —kg-1. (6.52)
Ezt a 6.50. els6 egyenletébe visszahelyettesitve
3 2
¢, =(k,—k)-a*+k,-a+(k,—k, —k, +k1)-a7+(k6 —k4)-a7—k5 PPkl (6.53)
és végiil, a 6.49. 6sszefiiggéssel
022:—(kS—kB—k2+k1)-a3—(k6—k4)-a2. (6.54)
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Ak, ... kg egylitthatokat a 6.47. és a 6.48. egyenletek egybevetésével azonosithatjuk, s azokat
behelyettesitve kapjuk:

a-(@*+2-"-3-1-a) F

s 6-1 E-L’ =0
: (6.55)
_a-(a2+2-lz). F c __a_z. F
. 6-1 E-I° 26 E-IL’

Ezekkel az integralasi konstansokkal az alakvaltozast leir6 fliggvények tehat a kdvetkezok, x
kiilonb6z6 hatvanyait tartalmazé polinomok lesznek:

2 2 _ .
¢(x)_211 {a (a +231 3.1 a)_b.xz]EFI ’
AC, x €[0,a): 1 e
F
_ 2 2 3
v(x)—a-[a-(a +2-1°"-3-1-a)-x-b-x ]ﬁ
(6.56)
(x) = a(a +2Z) gyt d 2 F
v 21" | EL
CB,x<la,l]: X , ,
v(x)_l _a_+M.x_a.x2+i.x3 . F
2 3 3.1 31 E-1

Amennyiben a legnagyobb Ilehajlast keressiikk, a v(x) filiggvény szélsoértékeit kell
meghatdroznunk. Azok helyét a dv(x)/dx=¢(x)=0 feltételbol lehet meghatirozni: a 6.56.

megfeleld fiiggvényeinek a szogletes zarojelét egyenlévé kell tenni zérdval, s ha ezeknek az
egyenleteknek van az illet6 fiiggvény értelmezési tartomanyara eso gyoke, a szélsdértéket abban a
pontban kell kiszamitani. Mivel képletileg ez bonyolult lenne, lassuk az a =0.25-/ esetet. Ekkor
b=1-a=0.75-1, a lehajlas széls6értékeinek helyéhez vezetd egyenletek pedig a kovetkezok
lesznek: az AC, x €[0,0.25-/) szakaszon

a-(a*+2-1*-3-1-a)
3
0.25-(0.25* +2-3-0.25) _
3
0.145833-° —-x* =0 = X, =%0.38-1,

—-b-x* =0,

I’-0.75-1-x* =0,

a CB, x<[0.25-1,1] szakaszon pedig

2 2
Ma—m_a.x+i.x2:0’
6-/ 21
2
0.25 (0.625 +2) 12 95, x+0225 0,

0.0859375-1° —0.25-1-x+0.125-x* =0,

+J4-4.0.6875 41
06875 —2-1 x4x*=0 = x,=-2VI-406875 , 22112,

2 2
x,=156-1, x,=0.44-1.

196



6. HAJLITO IGENYBEVETEL

Az egyediili lehetséges megoldas az x, =0.44-/ koordinata: ezt az értéket pedig a v(x)

lehajlas CB szakaszon értelmezett fiiggvényébe behelyettesitve kapjuk a rad legnagyobb lehajlasat.

Kovetkeztetésképpen elmondhatjuk, hogy az alakvaltozast leir6 fliggvényeket elméletileg
egyszeri Osszefiiggések adjak, azonban az elméletnek a gyakorlatba iiltetése nehézségekbe
iitkdzhet: ha a hajlité igénybevételt leird fiiggvényt n szakaszon értelmezziik, akkor az integralasi
egyiitthatok meghatarozasahoz felirt linearis egyenletrendszer 2-n egyenletet tartalmaz, ami az
analitikus szamitdsokat megneheziti vagy lehetetlenné teszi. A nehézségek elkeriilésének az egyik
moddszere az egymasra-halmozas elvének az alkalmazésa: a rud terhelését elemeire bontjuk, azokra
a ¢(x) és a v/(x) fiiggvényeket kiilon-kiilon kiszamitjuk — igy elkeriilhetjiik a nagyobb méreti
egyenletrendszerek megoldasat. A teljes terhelés altal okozott alakvaltozas e fiiggvények Osszege

lesz: p(x) =2 ¢,(x). v(x) =2 v,(x).

6.1.3. Ferde hajlitas

A 6.1.1. fejezetben ismertetettek szerint az egyenes hajlitas feltétele a valamely foirany koriili
hajlitas. Ha ez nem teljesiil, akkor a hajlitas ferde lesz. Ha a Bernoulli-hipotézist elfogadjuk, akkor
tovabbra is érvényes marad az a megallapitas, hogy a rud tengelyére mer6leges parhuzamos sikok
egymashoz viszonyitott elforduldsa miatt azok egy egyenes mentén metszik egymast, a fajlagos
alakvaltozasok pedig erre az egyenesre merdleges iranyban lineéaris valtozast mutatnak. Ez az
egyenes, ¢s ennek kovetkeztében a semleges tengely irdnya, nem parhuzamos a hajlitas tengelyével,
a kihajlas tehat nem a hajlitds tengelyére merdleges sikban 1ép fel: emiatt ezt az esetet ferde
hajlitasnak nevezik. Ezt az esetet mutatja a 6.11. abra.

6.11. dabra. Ferde hajlitas

Az abran az y és a z tengelyek a keresztmetszet foiranyainak felelnek meg, G a
keresztmetszet geometriai kozéppontja. Az M hajlito-nyomaték a £ tengely koriil forgat. A ferde
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kihajlas miatt a keresztmetszet az s tengely koriil fordul el. Emiatt az ¢ fajlagos alakvaltozas (s
azzal egylitt a o fesziiltség) az s tengellyel parhuzamos vonalak mentén allando és a ¢ tengely
mentén pedig linedrisan valtozik, valamilyen

e=a+b-t (6.57)

torvény szerint.
Az N =0 egyensulyi feltételt felirvan (egyenes hajlitasra ezt az 6.3. 6sszefiiggés jelentette) az

N:jadA=jE~gdA:E.j(a+b.z)dA:E.(a.jdAw.jszj:

(6.58)
=E-(a-A+b-S)=a-E-A=0

relacidhoz jutunk, ahol az S, elsérendli nyomaték nulla, mivel az s tengely a G geometriai

kozépponton megy keresztiil. Innen tehat a =0, a 6.57. alapjan pedig ¢ és o a ¢ koordinataval
egyenesen aranyos mennyiségek lesznek, s-et pedig a keresztmetszet semleges tengelyeként
azonosithatjuk. A rad x tengelye a ferde hajlitas esetében is semleges sikban van. A b paraméter
ez esetben is a rad tengelyének gorbiilete. Ekkor:

e=L.) (6.59)
P

o=L£.s. (6.60)
P

A hajlito-nyomaték a & tengely koriil hat, tehat a keresztmetszeten fellépo fesziiltségnek erre
a tengelyre vonatkoztatott nyomatéka M, =M kell legyen, az i tengelyre nézve pedig M, =0:

Mgzj.n-adA:M, (6.61)
A

M,=[é-0dd=0. (6.62)
A

E képletek kifejtéséhez a fesziiltséget add 6.60. fiiggvényt, amely az st koordinata-
rendszerben érvényes, at kell irnunk a &7 koordinata-rendszerre. Ha az elforgatas pozitiv iranya az

abran feltiintetett irany, akkor a 3.25. koordinata-transzformaciot a kovetkez6képpen irhatjuk at:
s=z-cos B+ y-sin f,
Sp+ysinf (6.63)
t=—z-sin f+y-cospf,

E=z-cosa+y-sina, (6.64)
n=-z-sina+y-cosa. '

Az egyensulyi feltételek tehat a kovetkezok lesznek:

M{’z:'[f]-odA:%-;[n-tdA:

:E-J(—Z-sina+y-cosa)-(—z-sin,li’+y-cosﬁ)dA:
P

198



6. HAJLITO IGENYBEVETEL

ZE-J[Zz-sina-sin,B+y2-cosa-cos,li’—y-z-(sina-cosﬂ+sinﬁ-cosa)]dA: (6.65)
P
:%~[Iy~sina'sin,8+lz'cosa'cosﬁ—lyz‘(sina~cosﬁ+sin,8~cosa)]=

ZE-([),-sina-sinﬁ+lz-cosa-cosﬁ):M,

P
E
M,=[éocdd=="[¢.tdd=
A p A

E . .

:—-I(z-cosa+y-sma)-(—Z-smﬁ+y-cosﬁ)dA:

P
ZE-J[—ZZ-sinﬁ-cosa+y2-sina-cos,li’—y-z-(sina-sinﬁ—cosa-cosﬁ)]dA: (6.66)
P
ZE-[—IV-sin,li’-cosa+[z-sina-cosﬁ—]w-(sina-sinﬁ—cosa-cosﬁ)]:

P ) )

E . .
:_.(—Iy -sin f-cosa +1, 's1na~cos,8)=0

ahol /_ =0, mivel z és y foiranyok. E feltételekkel tehat egy egyenletrendszert alkothatunk, ahol

az ismeretlenck a semleges tengely helyzetét megadd [ szog ¢és a rud tengelyének x=1/p
gorbiilete:

1 . .
—'(Iv«s1na~s1nﬂ+lz'cosa'cosﬂ)z
o\

I,-sinfB-cosa—1_-sina-cos ff=0.

M
E’ (6.67)

Ha a masodik egyenletet végigosztjuk a sina-cos f szorzattal, akkor rendezés utan a g
szoget ado

1
tgf= I—Z tga (6.68)

képlethez jutunk. Eszerint, ha I, # 1, (mivel y és z f8iranyok: ha I, #1,), vagy tga#0 és
tga # too, akkor a semleges tengely egy 6= —a # 0 szdget fog bezarni a hajlitas tengelyével.
Az I, =1, egyenlOség egyébként azt eredményezi, hogy minden irdny fOirany, tehat barmilyen
tengely koriili hajlitas egyenes hajlitas. tga nulla vagy végtelen értéke a z, illetve az y tengelyek,
vagyis a fotengelyek koriili hajlitast jelenti. Kovetkezésképpen: a hajlitas akkor egyenes, ha a
fotengelyek koriil hajlitunk, ellenkez6 esetben mindig ferde.

A sinf=tgfB/1+tg’ B, cosB=1//l+tg’ B trigonometriai azonossigok és a szogek

tangensei kozotti 6.68. képlet felhasznalasaval az egyenletrendszer elsé egyenletének a zardjele a
kovetkezdképpen alakithatd tovabb:

199



6. HAJLITO IGENYBEVETEL

. 1
I -sina-—*-tga
’ I -cosa
: : — Yy —
I, -sina-sinff+1 -cosa-cosff= + = =

/ 2 2
1+ L g’ o 1+ L ‘g’ a
I,V Iy
I ‘(sinza_l_cosaJ / ‘sin2a+cos2a

RSN - _cosa E . (6.69)

2 2 2
1+ L ‘g’ a 14| L= tg’a cosa-, |1+ L ‘g’ a
[y I.V I.V

A gorbiilet tehat:

(6.70)

amelyet a 6.60. képletbe behelyettesitve megkapjuk o -t az st koordinata-rendszerben leird
figgvényt. A fesziiltség szélsdértékeit a keresztmetszetnek az s tengelytdl legtavolabb eso
pontjaiban kapjuk. Amennyiben a fesziiltségeket a zy vagy a &£n koordinata-rendszer tengelyei
szeretnénk megadni, akkor ismét a koordinata-transzformaciokat kell alkalmaznunk.

6.1.4. A ferde hajlitas, mint dsszetett igénybevétel

Az egyenes hajlitas feltétele a foirany koriili hajlitas: ha a hajlitas tengelye nem f6irany, akkor
a hajlitas ferde lesz. Ezt az észrevételt a ferde hajlitas egyszeriibb targyaldsdhoz is felhasznalhatjuk:
a hajlité-nyomaték egy vektorialis mennyiség, amelynek a tartdegyenese a hajlitas tengelye. Ezt a
vektort, mint barmely vektort, dsszetevokre bonthatjuk, igy meghatarozhatjuk a hajlito-nyomaték
foiranyokra es6 0sszetevoit. Ezek az dsszetevok kiilon-kiilon egyenesen hajlitanak, mivel féiranyok
kortil forgatnak. Az egymasra-halmozas elvének alkalmazasaval a ferde hajlitas tehat két egyenes
hajlitas Gsszetételeként jon létre, Osszetett igénybevételként. Az igénybevétel Gsszetettsége azonban
nem okoz kiiléndsebb problémat, hiszen mindkét dsszetevobol a rud keresztmetszetére merdleges
o fesziiltség keletkezik, amelyek ereddjét egyszerti 0sszegzéssel kapjuk (6.12. abra).

Navier képletét alkalmazva, a z tengely koriili hajlitasbol szarmazo fesziiltség-6sszetevo

M
o' (y)= 7Y (6.71)
az y tengely koriili hajlitasbol szarmazo pedig
w M,
o (z)=— I‘ -z (6.72)

y

(az el6jel a nyomaték és az altala okozott fesziiltség egyezményes eldjeleinek 6sszehangoldsa miatt
sziikséges).

A keresztmetszet valamely P(y,z) pontjaban a ferde hajlitasbol szarmazo fesziiltséget tehat a
két osszetevdvel a

M M

oy L. 6.73
7 VT (6.73)

z y

o(y,z)=c"(y)+o" (2)=

200



6. HAJLITO IGENYBEVETEL

Osszeg adja, a fesziiltség tehat a két koordinata linedris fiiggvénye lesz. Az abra jelolései szerint

M_ =M -cosa,
. (6.74)
My =M -sinca,
az elébbi képlet pedig a kovetkezdképpen alakithatod tovabb:
a(y,z):M.[y'i"S“_Z‘SIm“J. (6.75)

o(y, 2) = 0 (y) + 0""(2)

()

Ao

@ ||| 1=

6.12. dabra. Ferde hajlitas, mint dsszetett igénybevétel

A fesziiltséget add képletet aranylag konnyen meghataroztuk, azonban a fesziiltség
sz€lsoértékeinek megallapitasa mar egy nehezebb feladat. Tévedés lenne azt gondolnunk, hogy o
legnagyobb ¢és legkisebb értékét a tengelyek koriili hajlitasbol, a 6.71. és a 6.72. képletekkel
meghatarozhat6 széls6értékek 0sszegeként kaphatjuk meg. Ezek a sz¢lsoértékek a keresztmetszetet
befogado, a tengelyekkel parhuzamos oldalakkal megrajzolt téglalap sarkaiban jelennének meg,

ezek a pontok pedig csak sajatsagos esetekben tartoznak a keresztmetszethez.
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A o(y,z) =0 egyenlet a semleges tengely egyenletéhez vezet:

M. M, LM,
Z.y——»ZL.z=0 =» y="~.—YL.z="Z.tga-z=tgfh-z, 6.76
I y I y 7. I g gp (6.76)

a z tengelyhez viszonyitott d6lését a 6.68. képlet adja.

Az éllando fesziiltséget addo o(y,z) =k egyenletbdl az kovetkezik, hogy a fesziiltség a
semleges tengellyel parhuzamos egyenes vonalak mentén alland6, ugyanis ezek meredeksége
azonos a semleges tengely meredekségével. Ezek a vonalak a o(y,z) fliggvény nivogdrbéi.

A fluggvény grado(y,z) gradiensvektora a legnagyobb valtozas iranyaba mutat ¢és a
nivogorbére merdleges: ebbdl az kdvetkezik, hogy a fesziiltség a semleges tengelyre merdleges
iranyban valtozik a legnagyobb mértékben.

Kovetkezésképpen a fesziiltség legnagyobb pozitiv ¢€s legkisebb negativ értékét a
keresztmetszet korvonaldhoz a semleges tengellyel parhuzamosan huzott legtavolabbi érinték
mentén kapjuk, az 4&brankon az A4 ¢és a B pontokban. A fesziiltség szélsdértékeinek
meghatarozasahoz el6szor meg kell allapitanunk e pontok koordinatait, majd ezeket a 6.73. képletbe
behelyettesitve kiszamithatjuk a keresett széls6értékeket.

6.6. példa. Ferde hajlitas
Hajlitsuk a 3.21. feladatban szerepld, a 6.13. abran lathat6 keresztmetszettel rendelkez6 rudat
a vizszintes (az abran z -vel jeldlt) tengelye koril!

a semleges tengely, o= 0 o A
; . 2a
z p=-6559° / P JABNE; 1a
- [
U g=1731°
M 2-a
T 52-a
A5 *

6.13. abra. Hajlitdas egy tetszéleges tengely koriil
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A hajlitas tengelye nem f6tengely, emiatt az ferde lesz. A feladat megoldasahoz az M
nyomatékot levetitjiik a fétengelyekre. Ahhoz, hogy a koordinatak jel6lésében ne legyen zavar, a
fétengelyeket ,,s ”-sel és ,,¢7-vel jeloljik, az elsé fotengely és a z koordinata-tengely kozotti o
sz0g elojele pedig a tengelyek elrendezése miatt lesz negativ:

M =M -cosa,

. (6.77)
M,=M -sina.

E két dsszetevo, kiilon-kiilon, egyenesen hajlit, tehat a keresztmetszeten fellépd fesziiltség
Osszetevait a kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg:

t-cosa S'Sll’laj’ (678)

O'(s,t):M-( TR,

s t

ahol I, =826.5664-a* és I, =116.9002-a" a 3.21. feladatban kiszamolt elsé, illetve masodik

t

foértek, o =17.31°. A o(s,t) =0 egyenldségbdl a semleges tengely egyenlete:

8265664 -a*

= ey 8 (C17.31°):5 =-2.20363 5. (6.79)
. a

t—L tga-s
I, 8
Innen a semleges tengely d6lése az s tengelyhez viszonyitva tg f=-2.20363 = [ =-65.59°.
A semleges tengellyel huzott parhuzamos egyenesek az A, illetve a B pontban érintik e
keresztmetszet korvonalat. Ha a hajlitd igénybevétel pozitiv eldjelti, akkor a legnagyobb
nyujtofesziiltség (pozitiv o) az 4, a legkisebb nyomofesziiltség (negativ o) a B pontban fog
megjelenni. Ezek kiszamitdsdhoz sziikségilink van e két pont s és ¢ koordinataira. Ezeket ugyan
nem ismerjiik, de a 3.25. relaciokkal megadott koordinata-transzformacioval ki tudjuk szamitani:
s =z-cos(—a)+ y-sin(—q),

. (6.80)
t =—z-sin(—a)+ y-cos(—a).

Az A pont koordinatdi z, =2.2-a,y,=5.2-a,a B ponté pedig z, =0.2-a, y, =—6.8-a, tehat

s,=2.2-a-cos17.31°+5.2-a-sin17.31°=3.65-a,

. (6.81)
t,=-22-a-sin17.31°+5.2-a-cos17.31°=4.31-a,
és
s,=02-a-c0s17.31°-6.8-a-sin17.31°=-1.83-aq,
. (6.82)
t,=—02-a-sin17.31°-6.8-a-cos17.31°=—-6.55-a,
a fesziiltség keresett szélsdértékei pedig
431-a-cos(-17.31°) 3.65-a-sin(—-17.31°
o,=0(s,,t)=M- ( 2 )_ ( " ) =
826.5664-a 116.9002-a
=0.01427'M3,
' (—=6.55-a)-cos(-17.31°) (-1.83-a)-sin(—17.31°) (6.83)
—6.55-a)-cos(-17.31° -1.83-a)-sin(-17.31°
Op :O-(SBatB):M'( 4 - 4 j:
826.5664-a 116.9002-a
=—0.01222-M3.
a
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6.1.5. Az dsszetett keresztmetszetii rud hajlitasa

Tekintsiink egy, példaul a 6.14. abran lathatd Osszetett keresztmetszettel rendelkezd
prizmatikus rudat: ha azt egy tetszéleges & tengely koriil forgatd hajlito-nyomatékkal terheljiik,
akkor a fellépd alakvaltozast kovetden a rid keresztmetszetei el fognak mozdulni az eredeti
helyzetiikb6l. Amennyiben fenntartjuk annak a hipotézisnek az érvényességét, amely szerint a
terheletlen rad tengelyére merdleges sik keresztmetszetek az alakvaltozas utan is sikok és a rad
meggorbiilt tengelyére merdlegesek maradnak, akkor ez esetben is a keresztmetszeteknek egy
bizonyos s tengely koriili elfordulasaval kell szamolnunk. Ennek kovetkeztében most is 1éteznie
kell egy semleges tengelynek, ahol £ =0 és emiatt a fesziiltség is nulla: ez az emlitett s tengely,
amellyel parhuzamos vonalak mentén, a keresztmetszet barmely pontjaban, az anyag szilardsagtani
jellemzoitol  fiiggetleniill a fajlagos alakvaltozas allando értékkel rendelkezik. A  sik
keresztmetszetek elfordulasabol az is kovetkezik, hogy a semleges tengelyre merdleges ¢ iranyban
& a tavolsaggal aranyosan, linearisan valtozik, szintén az anyag mindségétol fiiggetleniil. Ezek az
észrevételek a homogén keresztmetszeti rud hajlitdsakor megallapitottakkal azonosak és azért
maradtak érvényesek az Osszetett keresztmetszet esetében is, mivel pusztdn geometriai
megfontolasokbol eredtek.

Amennyiben az Osszetett keresztmetszetet felépité anyag linearisan rugalmas, akkor a
meghajlitott rad keresztmetszetén, annak barmely pontjdban, a keletkezd fesziiltség aranyos a
fajlagos alakvaltozassal (o = E - ¢, az aranyossagi tényez0 pedig az £ Young-modulusz). Tegyiik
fel, hogy az Osszetett keresztmetszetet alkotd A, teriiletli részeken e modulusz egy-egy 4llando E,

értékkel rendelkezik. Ekkor a kdvetkezoket tapasztaljuk:

— a semleges tengely mentén, az anyagi mindségtdl fiiggetleniil, o =0 mivel £ =0, annak
barmely pontjaban;

— a semleges tengellyel parhuzamos vonalak mentén o egy adott 4, tartoményon allando,

de a tartomanyok hataran ugras-szerien valtozik, mivel az alland6 ¢ =0 fajlagos
alakvaltozast a Young-modulusz més-mas értékével kell szorozzuk. A fesziiltség diagramja
az azt leird 1épcsos fiiggvény abrazolasabol szarmazik;

— a semleges tengelyre merdleges iranyban, akarcsak ¢, a o fesziiltség is a tavolsaggal
egyenes aranyban valtozik, a tartomanyok hataran ugras-szeri valtozassal. A fesziiltség
diagramja kiilonb6z6 dolésti, sugar-iranyu egyenesekbdl all, amelyek meghosszabbitasai a
semleges tengelyen levd, nulla fesziiltségli pontban metszik egymast. A 4.14. édbrén a ¢
tengely mentén abrazolt fesziiltség lathato.

A fesziiltség valtozasat leird bonyolultabb fiiggvények miatt az Osszetett keresztmetszet
hajlitasanak altalanos esetét targyalni nehézkes; e targyalasban kovessiik a ferde hajlitas esetét!

Induljunk ki egy olyan yz koordinata-rendszerbdl, amelynek a tengelyei tetszéleges iranyuak,
de az origdja az Osszetett keresztmetszet kozpontos huzasakor megallapitott, Young-moduluszokkal
sulyozott o tomegkdzéppontjaban van (4.2.6. fejezet, 4.8. abra). Az o ponton keresztiilmend
tengelyekre nézve az A teriileteknek az E, Young-moduluszokkal szdmitott ,,sulya” egy nulla

nagysagu sztatikus nyomatékot ad, igy a valasztott koordinata-rendszeriinkben
E-A4-z5+E, 4,25, =E 'Syl +E, 'Syz :ZS*_W :S*y =0,

(6.84)
E A -y, +E,-4,-y;,=E S +E,-S_, :ZS*zi =85* =0.
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E képletekben az §* = ZEI. - 4;-y;, formaji mennyiségek a mechanikabdl ismert, a 3.6.2.

fejezetben targyalt sztatikus nyomatékokkal analdég mennyiségek. Ez az analogia a u <> E,
megfeleltetésen alapul.

z

6.14. abra. Osszetett keresztmetszetii rid hajlitdsa

Ez esetben is a fajlagos alakvaltozast leir6 fliggvényt a 6.57, & =a+b-¢ formaban keressiik.
Az N =0 egyensulyi feltételt felirvan, a 6.58. azonossagot megfeleloképpen modositva kapjuk:

N=[ocdi=[cdd+[odd=[E sdd+[E, s dd=
A 4 4, 4 4
:El-J.(a+b-t)dA+E2-I(a+b-t)dA: (6.85)
4 4,

=a-(E-A+E,-A4)+b-(E-S,+E,-S,,)=a-Y (E,-A4)+b-S* =0.

Mivel az s tengely az o tomegkdzépponton megy keresztiil, az Osszefiiggés masodik zardjele
minden esetben nulla: kovetkezésképpen a valasztott, ,,tomegkdzéppont” origdji koordinata-
rendszeriinkben a =0, b=1/ p, akarcsak a homogén keresztmetszet esetében.
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A masik két egyensulyi egyenletet is a homogén keresztmetszetre megallapitottakkal analog
modon irhatjuk fel. A 6.65. alapjan:

M§=jn.adA=l.[El.jn.sz+E2.jn.sz]=
y P y

Al 1

l-[(El A, +E,-1,)sina-sinf+(E I +E,-I,) cosa-cosf— (6.86)
P )
(&1,

+E, ~Iyzz)'(sina~cos,8+sinﬂ'c0sa)]=M,

a 6.66. alapjan pedig

(eodd=LlE [e. erdd =
M,=[é0dd p[El [&tda+E, jgtdAJ

4 4 4,

:%'[—(E1 A, +E,-1,,)sinf-cosa+(E -1 +E,-I,) sina-cosf- (6.87)

—(E,-1_,+E, -Iyzz)-(sina-sinﬂ—cosa-cosﬁ)]:0.

yz1

Ha kiterjesztjiik a 1 <> E, megfeleltetésen alapulod analogiat a 3.6.6. fejezetben definialt
tehetetlenségi nyomatékokra is, akkor az elébbi képletek a kdvetkezo egyszeriibb formara hozhatok:

%-[[*},i sing-sin B+1* -cosa-cos f—1% -(sina-cosﬁ+sin,6’-cosa)]:M, (6.88)

—1* -sinB-cosa+1* -sina-cos f—1* -(sina-sinf-cosa-cosB)=0. (6.89)
Ez utobbibol, cosa -cos £ -val vald osztas utan
—tgf-1*, +tga-1* —(tga-tgf-1)-1*_=0, (6.90)
ahonnan a semleges tengely irdnyat ado £ szog értékéhez vezetd

A *
tgaIF +IF

tg B (6.91)

T LT %
I ,Ttga I .

relaciohoz jutunk. Az eldbbibdl pedig

1 M -cosa-cos B (6.92)

P tga-tgf-I* +1* ~(tga+1g f)-1*_°

ahova B (vagy pedig a cos B=1//1+tg’  atalakitassal, tg 3 ) behelyettesitésével megkapjuk a
gorbiiletet, amely az &(t)=t/p fajlagos alakvaltozashoz vezet. Ebbo6l koordinata-
transzformacioval meghatarozhato a kiindulasi koordinata-rendszerben érvényes ¢(y,z) fiiggvény,
a Hooke-torvény felhasznalasaval, az adott pontban érvényes Young-modulusszal pedig a o(y,z)
fliggvény is.

Megallapithato, hogy az Osszetett keresztmetszetii rud hajlitasa akkor lesz egyenes, ha o = 3,
aminek a feltételeire a 6.91. képletbdl, tg f# = tga behelyettesitésével kovetkeztethetiink. Ez eléggé
atlathatatlannak igérkezik.
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Egyszertibben targyalhato a feladat, ha nem egy tetszdleges koordinata-rendszerbdl indulunk
ki, hanem egy olyanbdl, amelynek a tengelyei a Young-moduluszokkal stlyozott teriiletekbdl allo
Osszetett idom f6 tehetetlenségi irdnyai (3.6.9. fejezet). Ekkor /* =0 és a kapott képletek

jelentdsen leegyszerisodnek: a homogén keresztmetszetre megallapitott relaciokhoz jutunk,
amelyekben a masodrendii nyomatékok helyén a tehetetlenségi nyomatékok jelennek meg, a
Young-moduluszt pedig az E =1 egységnyi értékkel kell helyettesiteniink. Kovetkeztetésként: ha
az Osszetett keresztmetszet hajlitasa e koordinata-rendszer valamelyik tengelye koriil torténik, akkor
a hajlitas egyenes lesz. Mivel az /* =0 mennyiség nem csak a geometriatol fiigg, ez a feltétel

sokféleképen teljesiilhet. Egy, a miiszaki gyakorlatban gyakran eléforduld sajatsagos eset az,
amikor az Osszetett keresztmetszet az y vagy z tengelyek koziil legalabb az egyikre nézve

szimmetrikus: ekkor az y és a z tengelyek koriili hajlitas egyenes lesz.

6.7. példa. Osszetett keresztmetszetii rud hajlitdsa

Legyen a 6.14. abran lathatd szendvics-szerkezetli hajlitott keresztmetszet, amely két
kiilonb6z6 anyag egymasra rétegezésével épiil fel: a felsd, vékonyabb réteg valamilyen merevebb,
az also pedig valamilyen lagyabb anyagbol all. Ha gyakorlati példat szeretnénk mondani, akkor ez
egy hoészigeteld réteggel bevont szerkezeti elem is lehetne, ahol a szigeteld réteg teherbirasara is
szamitunk. Ekkor a hajlit6 igénybevételt a két anyag egyiittesen veszi at.

A keresztmetszet ugyan téglalap alaku, de annak az anyag mindségének valtozasa miatt csak
fliggéleges szimmetria-tengelye van.

\

E,

<2

10-a E,<E,

10-a

6.14. abra. Szendvics-szerkezet, Osszetett keresztmetszet

Az Osszetett keresztmetszet hajlitdsanak tanulmanyozasa egyszertibb a Young-moduluszokkal
sulyozott tehetetlenségi nyomatékok felhasznalasaval. Ehhez elsé sorban meg kell allapitanunk a
keresztmetszet ,,tomegkozéppontjanak” a koordinatait: egy olyan yz koordinata-rendszerbol
indulunk ki, amelynek a fiiggbleges y tengelye a szimmetria-tengellyel azonos, a vizszintes z
tengelye pedig tetszdleges helyzetli, az példaul a 2. 6sszetevd geometriai kdozéppontjan keresztiil
meghuzott tengely is lehet. Itt feltételezziik azt, hogy a két anyaga Osszetevé homogén, tehat az
Osszetett keresztmetszetet alkotd részek tomegkozéppontja egybeesik azok geometriai
kozéppontjaval (6.15. abra).
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6.15. dbra. Az dsszetett keresztmetszet tehetetlenségi foiranyai

A szamitasok leegyszeriisitése végett fejezziik ki a Young-moduluszokat az egymashoz
viszonyitott értékiikkel: E, =k - E,, ahol legyen £k =0.4.
Az Osszetett keresztmetszet ,,tomege” a kovetkezoképpen szamithato:
A4=10-a-2-a=20-a = m=E -A4=20-aE,
4,=10-a-10-a=100-a> = m,=E,-A4,=100-a’-k-E =40-a’-E,, (6.93)
m=m +m,=60-a’-E,.

A tomegkozéppontok fiiggéleges helyzetét a zy koordinata-rendszeriinkben az

=—6-a,
i - (6.94)
G2 —

koordinatak adjak (a vizszintes koordinatdkkal nem kell foglalkoznunk a szimmetria miatt), az
alkoté idomok z tengelyre vonatkoztatott sztatikus nyomatékai pedig a kovetkez6 mennyiségek:

S*, =Yg -m=(-6-a)-20-a’-E =-120-a’ -E,,
S* ,=y,,-m=0-100-a’-k-E =0, (6.95)
S* =8* +8* =-120-a’-E,.
A tomegkozéppont koordinatai tehat
z, =0,
_S* _-120-a’-E _ (6.96)

= =-2-a.
- 60-a’ - E,
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E tomegkozépponton keresztiill meghtzzuk az 1j, centralis z'y' koordinata-rendszeriink
tengelyeit: mivel ezek egyike szimmetria-tengely, kovetkezik, hogy ezek a tehetetlenségi
foiranyokban fekszenek.

Az Osszetett idomot alkotd téglalapnak és a négyzetnek a sajat centralis koordinata-
rendszeriikben szamitott tehetetlenségi nyomatékai a kovetkezOk (az  y  tengelyre
vonatkoztatottakra tulajdonképpen most nincs sziikségiink):

I*, =W.E1 =6.6667-a* - E,,
I*, =%-E1 =166.6667-a* -E,,

6.97
I*, =W.E2 =833.3333-4*-k-E, =333.3333-4" - E,, oo
I*, =W.E2 =833.3333-4* -k-E, =3333333-a* - E,.

Mivel az y tengelyek egybeesnek (y, =y,=y"), a z tengelyek pedig nem, a vizszintes

tengelyre szamitott értékeket Steiner képletével at kell szamitanunk a centralis koordinata-rendszer
z' tengelyére. A koordinata-rendszerek eltolasanak mértéke a kovetkezéképpen allapithatdé meg:

Az =z,-z5 =0,
Ay =y,-ys=-2-a—(-6-a)=4-a,

6.98
Azy=z,—-2z5 =0, ( )
Ay, =y, -V ="2-a-0==-2-qa.
Steiner képletével tehat:
1%, =1*% +Ay} -m =6.6667-a*-E +(4-a)’-20-a’ - E, =326.6667-a*-E,, 6.99)

I*.,=1%,+Ay: -m,=333.3333-a* - E, +(-2-a)’-40-a’ - E, =493.3333-a" - E,.
A keresett tehetetlenségi nyomatékok a fent kiszamolt mennyiségekkel a kdvetkezok lesznek:

1%, =1%, +I*,=326.6667-a* E,+4933333-a"-E, =820-a" - E,,

A A A (6.100)
I*,=1%,+1*,=166.6667-a"-E +333.3333-a" - E, =500-a" - E,.
Mivel a szimmetria miatt egyszersmind ezek foértékek, megallapithatjuk, hogy
I* =1*,=820-a"E,
(6.101)

1%, =1%,=500-a"-E,
az elso fOiranyt a vizszintes z', a masodikat pedig a fliggdleges y' tengely adja.
A hajlitas az els6 foirany szerint torténik, igy a 6.92. képletben mind a két szog nulla:

1 M
p ]*z'

: (6.102)

ha a fliggbleges tengely koril hajlitanank, akkor a nevezOben az [*, mennyiség szerepelne. A
fajlagos alakvaltozas &(y)=y/p, Hooke-térvénye szerint pedig o(y)=E(z,y)-&(y), ahol
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E(z,y) az E, vagy az E, értéket jelentheti, a koordinatanak megfeleléen (6.16. abra). A
példankban, barmely z €[-5-a,5-a]-ra:

El'l%y ha y e[-5-a,-3-qa],
o(y)= M ; (6.103)
E

z

E /é/ —
1

-y haye(-3-a,7-a].

E,=04E, 7\"

y

y

6.16. dbra. Az dsszetett keresztmetszet hajlitdsa soran fellépo fesziiltség

Eszrevehetjiik, hogy a fesziiltség anyagonként egy legkisebb ¢és egy legnagyobb érték kozott
valtozik, linearisan. Ezeket a szélséértékeket az y koordinatdt megadd intervallumok hatéraival
szamolhatjuk ki, példaul az els6¢ anyagra o,,, =—5-a-E,-M/I*, és o,,, =-3-a-E-M/I*, A

méretezés, méretellendrzés vagy a teherbiro-képesség soran e szélsdértékek legkisebb negativ
értéke nem haladhatja meg az illetd rész anyaganak a megengedett hlizofesziiltségét, a legnagyobb
pozitiv érték pedig nem lehet nagyobb a megengedett nyomofesziiltségnél.

Ha az y tengely koriil hajlitanank, a fesziiltség valtozasat a

M
E1~[* -z haye[-5-a,-3-a],

o(z)= . : (6.104)

EZ']*

-z haye(-3-a,7-a].

>

relacidé adna, ahol z €[-5-a,5-a].

6.8. példa. Osszetett keresztmetszetii rid egyenes hajlitasanak szamitdsa az egyenértékii
teriiletek modszerével
Az el6bbi példa soran elvégzett szamitasok tanulmanyozasa soran észrevehetjiik, hogy:

— a képletekben a geometriai mennyiségeket helyettesitd, Young-moduluszokkal kiszamitott
mechanikai mennyiségek csak egy szorzoban, az illetd moduluszban kiilonboznek
egymastol;
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— mivel a hajlitas egy foirany szerint tortént, a képletekben a hajlitas tengelyének irdnyaban
mért koordindta mindig csak az elsé hatvanyon jelenik meg (a példankban ezek a
vizszintes iranyu, kiilonboz6 indexti z koordinatak).

E két észrevétel lehetOveé teszi azt, hogy a képletekben szerepld E -z formaju szorzatokat a
vizszintes iranyban mért geometriai méretek egyfajta skalazott értékének tekintsiik: a szimmetria
megorzésével a keresztmetszetet a vizszintes méretek skalazasaval atrajzolhatjuk és ilyen modon a
minket érdekld 7*., tehetetlenségi nyomatékot ugy szamithatjuk ki, mint a skalazott idom 7,
masodrendli (geometriai) nyomatékat. Az atrajzolt keresztmetszet vizszintes méretei er6/hosszusag
fizikai jelentéssel birnak, pl. N/m -ben adhatjuk meg azokat.

Eljarhatunk masképpen, egyszertibben is: a vizszintes iranytu méreteket példaul a k, = E,/ E|
hanyadosokkal skaldzzuk: ekkor ezek tovabbra is hosszusag jellegii mennyiségek maradnak, a
skalazott idom masodrendii nyomatékaval pedig /*,=FE -I.. A 6.17. abran az ilyen mddon
skalazott, az Osszetettel egyenértékii homogén keresztmetszet lathat6: a masodik alkotd szélessége
valtozott meg a k-(10-a)=4-a atszamitas kovetkeztében. Ez a masodik teriilet a keletkezett T
idom gerincét alkotja.

10-a

A
Y

@ z G

ny
Zil G 2-a
z z GZ
- <
@ 10-a
4-aq \ B4
A

y

6.17. dabra. Az Osszetett keresztmetszettel egyenértékii homogén keresztmetszet

Az egyenértéki keresztmetszet teriilete a kovetkezo:
A4,=10-a-2-a=20-a°,
A,=4-a-10-a=40-a°, (6.105)
A=A+ A4, =60-a’.

A tomegkozéppontok fiiggéleges helyzetét a zy koordinata-rendszeriinkben tovabbra is az
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Yo =—6-a,

(6.106)
Yo, =0

koordinatak adjak, mivel a fiiggéleges iranyban vett méretek nem valtoztak meg. Ezt az észrevétel a
3.5. fejezetben skdldzasi tételként emlitett tulajdonsagokra alapoz.

A fenti mennyiségekkel az Osszetett keresztmetszet z tengelyre vonatkoztatott elsdrendi
nyomatéka az azt alkotd téglalapok nyomatékaival:

S, =Yg m =(-6-a)-20-a> =-120-a’,
S, =Yg m=0-40-a> =0, (6.107)
S. =8,+S8,=-120-a°,

a geometriai kdzéppont fliggdleges irdnyu koordinataja pedig

S, -120-d®

Yo ===

Dea 6.108
4 60-d ¢ (6.108)

Eszrevehetjiik, hogy ugyanazt a koordinatat kaptuk, mint amikor a Young-moduluszokkal sulyozott
keresztmetszet tdmegkdzéppontjanak a koordinatait kerestiik.

A szamitasok a szokdsos modon folytatédnak: a geometriai kdzépponton keresztiil
meghtuzzuk a centrdlis z'y' koordinata-rendszer tengelyeit: amelyek a szimmetria miatt a
foiranyokat jelentik. A téglalapoknak a sajat centralis koordinata-rendszeriikben szamitott
masodrendli nyomatékai a kovetkezok:

10-a-(2-a)

I, =w =6.6667-a",
4-a-(10-a)’ (6.109
=207 -333.3333-4%

z2 12

Eszrevehetjiik, hogy az eldbbi médszerben kiszamitott tehetetlenségi nyomatékoktol csak abban
kiilonboznek, hogy nem tartalmazzak az E, -es szorzot.

A koordinata-rendszerek eltolasanak mértéke, mivel y, =y, , ugyanaz marad:

Ay =y =Yg =-2-a—(-6-a)=4-q,

(6.110)
Ay, =y;=YVs=—2-a-0=-2-a,
Steiner képletével tehat:
I,=1,+Ay] -4 =6.6667-a"+(4-a)-20-a* =326.6667-a", 6.111)
I,=1,+Ay; -4,=333.3333-a" +(-2-a)*-40-a” =493.3333-a", '
és végiil:
I.=1,+1,,=326.6667-a"+493.3333-a" =820-a". (6.112)

Most is megallapithatjuk, hogy ezek a masodrendi nyomatékok a tehetetlenségi nyomatékoktol
szintén csak az E|-es szorz6 hidnyaban kiilonboznek: a skaldzott idom keresett tehetetlenségi
nyomatéka a masodrendil nyomaték ismeretében tehat

I*.=1,-E,, (6.113)

amivel a fesziiltségeket ado 6.103. relacidhoz jutunk.
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6.2. Hajlitas nyirassal

A 2. fejezetben megoldott példakat tanulmanyozva megallapithatjuk, hogy a hajlitas
rendszerint nyirassal tarsul. Csak specialis esetekben fordul eld az, hogy a tartdt kizardlag csak
hajlitd igénybevétel terheli, az esetek tobbségében a nyird igénybevétel legfennebb csak egy-egy
pontban tiinik el. Ehhez hozzatehetjiik azt is, hogy a tisztan nyirt tartd esete is kivételes. Ezt példaul
a 6.18. abran lathaté modon lehetne megvaldsitani: a tengellyel parhuzamosan hato, egyenletesen
megoszlo nyirderd egy egyenletesen megoszld hajlitonyomatékot eredményez, az igénybevételek
kozotti 2.111. Osszefiiggés alapjan pedig kijelenthetjiik, hogy egy csak nyirt (és nem hajlitott)
tartohoz jutunk.

/
p Y @ m=hp
Cecesececcod ! AYaYAYaYAYaYAYAR
/ p i Vi=m VVB:m
/

—y [
- P

| ®

V4 “l- Vs
I Y

()

6.18. dabra. Tisztan nyirt tarto

Az egyszerre hajlitott és nyirt keresztmetszet igénybevétele Osszetett és tulajdonképpen az
nem lenne targyalhatdo egyszerlien, mivel egyszerre két kiilonbozo fajta, kdzvetlenill nem
Osszegezhetd fesziiltség jelenik meg ezen a keresztmetszeten (a hajlitasbol o, a nyirasbol 7). A
prizmatikus tartdé nyirdsa azonban kiilonbozik a kis keresztmetszetek nyirasatol, a tapasztalat azt
mutatja, hogy ¢ megoszlasa nem egyenletes. E fesziiltségnek a nyiro-igénybevétel iranyaba es6
Osszetevdjét, annak a megoszlasat, bizonyos feltételezések bevezetésével Zsuravszkij képlete irja le.
E képletbol az kovetkezik, hogy a 7 értéke a hajlitas tengelyétdl szamitott legtavolabbi pontokban
nulla, ugyanitt Navier képlete alapjan o szélséértékeit kell keresniink. Mint latni fogjuk, o
esetétdl eltéréen 7 legnagyobb értékét nem lehet ilyen egyszerli modon lokalizalni, de azt
kijelenthetjiik, hogy valahol a keresztmetszet belsejében fog megjelenni, s ilyen moédon a kétfajta
fesziiltség szélséértékei nem ugyanazon a helyen fordulnak elé. Mindkét fesziiltség valamilyen
torvény szerint valtozik és egy kis szerencsével azok kombinacidja egyik pontban sem okoz
nagyobb igénybevételt, mint o és 7 szélséértékei kiillon-kiilon.

A legnagyobb nyird igénybevétel sok esetben nem ott jelenik meg, ahol a hajlitas a
legintenzivebb, de ha mégis, akkor a keresztmetszet magassagahoz képest kelloképpen hossza
tartok esetében a nyirasbol rendszerint joval kisebb fesziiltség szarmazik, mint a hajlitasbol: ez egy
masodik érv lehet, amivel alatimaszthatjuk azt, hogy a kétfajta igénybevétel hatasat nem kell
kumulalnunk.

Azonban, ha felmeriil a gyant, hogy mégsem lehet eltekinteni o és 7 egyiittes hatasanak a
vizsgalatatol, akkor ezt az igénybevételt dsszetettként kell targyalnunk, amihez egy késobbi fejezet
nyujt megoldast.
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6.2.1. A nyirofesziiltségek dualitasa

A kis keresztmetszetek nyirdsa esetében elfogadtuk, hogy a nyirofesziiltség megoszlasa
egyenletes ¢és az intenzitdsat a 7=7/A hényados adja. Ha az 5.1. abrdn szereplé nyirt
keresztmetszeten egy infinitezimalis térfogatelemet kiilonitiink el, a 6.19. abran lathaté modon,
akkor az elvarasaink szerint ennek egyenstlyban kellene lennie, hiszen egy egyensulyban levd
szerkezeti elembdl metszettik ki azt. Ennek az elemnek a fiiggbleges oldalain egy-egy
dT,=d4, -z, er6 hat, amelyek eréparként egy dM_ =d7,-dx nyomatékkal hatnak a
térfogatelemre. Az egyensuly helyredllitasahoz egy ugyanekkora nagysagu, de ellentétes iranyba
forgatdé nyomatékra van sziikség, amelyet a vizszintes oldallapokon fellépd fesziiltségekbol
szarmazé dT, =dd4, -7, erk altal alkotott erSparnak tulajdonitunk: dM_,=dT,-dy. Mivel

dd, =dy-dz és d4, =dx-dz, az egyensuly dM_, —dM_, =0 feltételebdl a

T.=T (6.114)

» xy

feltételhez jutunk: ez a feltétel adja a nyirofesziiltségek dualitdsanak az elvét, amelyet a
rugalmassagtan bevezetdjében részletesen is kifejtiink.

dd,

. 4

Xy dZ
d4, “
~e
T
z} i T L
dy
4>
z}(y
dx

6.20. dabra. A nyirofesziiltségek dualitasa
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Ezen elv alapjan, ha egy p tengellyel parhuzamos normalissal rendelkezd S, sik egy
bizonyos P pontjaban, valamely tetszéleges g tengely irdnyaban, egy 7, tangencialis fesziiltség
hat, akkor a P ponton keresztil meghuzott, az elébbire merdleges, ¢ iranyu normalissal
rendelkezé S, sikban, p irdnyaban, egy ugyanakkora 7, kell hasson. E fesziiltségek vagy a két

sik metszésvonala fele, vagy azzal ellentétes iranyba kell mutassanak (6.20. abra).

6.2.2. Zsuravszkij képlete

Egy hajlitott és nyirt prizmatikus rid hosszan kiilonitsiink el egy dx vastagsagi szeletet, egy
radelemet (6.21. abra). Messiik el ezt a radelemet egy olyan sikkal, amely parhuzamos a semleges
sikkal és attol egy tetszleges y tavolsagra van. E sik magassagaban a rud keresztmetszetének a

szélessége b(y), a keresztmetszetnek pedig a metszésvonal alatti teriileti pedig 4*(y). Tételezziik
fel, hogy e vonal mentén a bal oldali fliiggbleges oldallapon egy egyenletesen megoszlo 7,

fesziiltség hat, a rad nyirdsanak kovetkeztében. Ekkor a vizszintes metsz6 sikban, a
nyirofesziiltségek dualitdsa miatt, e vonal mentén szintén egyenletesen megoszld, 7. =7

w = Ty
fesziiltséget kell feltételezniink.

A jobb oldali fiiggdleges oldallapon ugyanezeket lehet feltételezni: ott az igénybevétel
véltozdsa miatt a nyirofesziltség 7z, +dz,, =7, +d7 .

Tovabba fogadjuk el a tisztan hajlitott rad esetében tett feltételeket is, aminek kovetkeztében a
fliggbleges metszéssikokat az alakvaltozas utan is sik feliileteknek tekinthetjiik, amelyeken a
normalfesziiltség valtozasat Navier képlete irja le.

p(x)

AR RARANANAARRARS

AT T | DT

o) ‘ oy) +da(y)
A*(y) -

Y

6.21. dbra. Zsuravszkij képletének levezetése
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Mivel a riad egésze egyensulyban volt, kovetkezésképpen a lemetszett darabnak is
egyensulyban kell lennie. A lemetszett darab két oldalsé feliiletén egy-egy normalis iranyu, a
normalfesziiltségekbol szarmazo erd szamithato; a bal oldalon

M M M
N*: dA: z.dA: zZ. dA: Z'S*’ 6.115
a jobb oldalon pedig
Vo= [ (o0 rdot)aa= [ty gy Mt . (6.116)
A% A* z z

ahol S* a vizszintes sik altal levagott A4* teriilet z tengelyre vonatkoztatott elsérendli nyomatéka.

Ez a két erd tengely iranyu, de azok a keresztmetszetek elfordulasa miatt tulajdonképpen egy
bizonyos szoget zadrnak be egymassal. Mivel a szilardsagtanban altalaban kis alakvaltozasokat
feltételeziink, elfogadhatjuk, hogy a tengely gorbiilete kicsi és a két er6 x irdnyt marad.

Ugyanerre a darabra a nyirofesziiltségbdl szarmazo erdk is hatnak: ami minket érdekel, az a
vizszintes sikban hat6 fesziiltség miatt megjelend tengely iranyu erd. Ennek a siknak a teriilete
A'=b(y)-dx és az a rad hajlitdsa miatt enyhén meggorbiil. A kis alakvaltozasok feltételezésével
azt is elfogadhatjuk, hogy ez a feliilet sik marad az alakvaltozas utan is. Ekkor a nyir6fesziiltségbol
szarmazo erdt a

T*:J.rxy(x)dAzrxy~A'=rxy'b(y)~dx 6.117)
T
integrallal lehetne kiszamitani, a 7, (x) fiiggvény ismeretében. Ez a fesziiltség a dx hosszlisagon
valamilyen nem til gyorsan valtozo fliggveny szerint valtozik, balr6l jobbra haladva a 7, értéktdl a
7., +dz,, értékig. A ridelem dx hosszan a fesziiltség dz,, valtozasanak a hatdsa elhanyagolhatoan

kicsi, igy az integralt a feltiintetett modon kozelithetjiik meg.
A lemetszett darabra felirt, az x iranyu erdk egyensulyat ado egyenlet a kovetkezo:

N*, -N* -T*=0, (6.118)
amelyet az el6bb meghatarozott mennyiségekkel
MZ-;—dMZ-S*Z—AIL-S*Z—rn-b(y)-dxzo (6.119)

irhatunk fel részletesebben. Eszrevehetjiik, hogy az M _-8* /I mennyiségek leegyszerlisodnek, s

az igénybevételek kozotti T, =dM_/dx Osszefiiggessel (amely az abrdzolt terhelési sémara

érvényes) a nyirofesziiltséget megado

T,-S* (y)
b(y)-1,

képlethez jutunk: ez Zsuravszkij képlete, amely szerint a nyiréfesziiltség a hajlitds tengelyére
merGleges irdnyban a geometriatol fliggden valtozik. 7z irdnya 7, iranyaval azonos.

A nyir6fesziiltség nulla értéke ott fordul eld, ahol a tort szamlalojaban szereplé S*, (y)
mennyiség nulla. Ha az 4*(y) teriiletet szigortian az abra szerint értelmezziik, akkor ez két esetben
fordulhat el6:
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—ha y=y, ,akkor 4*=0 = S§* =0;
—ha y=y, . ,akkor 4*=4 = §* =85 =0 (mert z féirdnyu centralis tengely).

Eszrevehetjiikk, hogy ha a megmaradt teriiletet A**(y)=A—A*(y), akkor annak az
elsérendli nyomatéka S** (y)=-S* (y) kell legyen, mivel a teljes keresztmetszet elsérendii
nyomatéka a z tengelyre nulla. Kovetkezésképpen a Zsuravszkij-képleten szerepld §*,

mennyiséget egyarant szamolhatjuk a keresztmetszetet elmetsz6 vonal alatti vagy feletti rész z
tengelyre vonatkoztatott elsdrendii nyomatékaként: gyakorlatilag érdemes az egyszerlibb
geometriaju részre szamitani, az esetleges negativ eldjelet pedig tordlni kell.

A nyirofesziiltség valtozasat az S* (y)/b(y) hanyados adja, 7 legnagyobb értékéhez e
hanyados legnagyobb értéke vezet.

6.9. példa. Zsuravszkij képletének alkalmazadsa a téglalap alaki keresztmetszet esetére
A 6.22. abran lathato, téglalap alaku keresztmetszet szélessége allando: b(y)=5b.

Az y magassagban elmetszett keresztmetszet A* teriiletll része szintén egy téglalap,
amelynek a magassaga az abra szerint h/2—y. Ezek szerint A*(y)=b-(h/2—-y). E lemetszett

téglalap G* geometriai kozéppontjanak fiiggéleges koordinataja, szintén az abra szerint,
Voe =(h/2+y)/2, tehat

* — A% . —.ﬁ_ lﬁ _é.h_z_z
S* (=A%) -ye=0b (2 yj 5 (2+yj—2 (4 y j (6.121)

b

A
Y

Z< h max
i A —-

h2+n2 |y
)

h2—y

ey y oy

A*
y

6.22. dabra. Zsuravszkij képletének alkalmazdsa téglalap alaku keresztmetszetre

A teljes keresztmetszet z tengelyre vonatkoztatott mésodrendii nyomatéka 1. =b-h’ /12.
E mennyiségekkel Zsuravszkij képletét a
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T,-S* () b (h? 1 12 ( 6 301 j
=2 T .= Sl [, o [ L T 6.122
W= b (4 e e T2 hn (6.122)

formaban irhatjuk fel, ahol a zarojel jelenti a fesziiltségnek az y koordinata fliiggvényében torténd
valtozasat leirdé geometriai jellegli mennyiséget. Ha e zardjelet tanulmanyozzuk, akkor rajohetiink,
hogy a grafikonja egy, a z tengelyre nézve szimmetrikus masodfoku parabola, amelynek a csucsa
7 szélséértekének felel meg. Ezt a szélséértéket az y =0 behelyettesitésével kapjuk, ez pedig a
keresztmetszeten fellépd fesziiltség legnagyobb abszolut értéke lesz:
35 3%

Coax =% b

2 b-h 2 4

ahol 4 a keresztmetszet nagysaga. Zsuravszkij képletével ez esetben tehat a legnagyobb

nyirofesziiltség masfélszer akkora, mint a fesziiltség egyenletes megosztasanak hipotézisében
kiszamithato =T,/ 4 értek.

(6.123)

6.10. példa. Zsuravszkij képletének alkalmazdsa kérkeresztmetszet esetére
A 6.23. abran lathato kor-keresztmetszet geometridja egyszeri, azonban a szamitasok mégis
bonyolultabbak lesznek az el6bbi esetnél: a keresztmetszet szélessége a

b(y)=2-R* -y (6.124)

fliggvény szerint valtozik (ezt Pitagorasz tételének alkalmazéasaval kapjuk, az dbran szerepld
derékszogli haromszogre alkalmazva), az y koordinata magassagaban lemetszett 4 * teriiletii darab

pedig egy korszelet, aminek az S*_ elsérendii nyomatékat kell kiszdmitanunk.

Ha a korszeletet egy korcikk és egy haromszog kiilonbségeként fognank fel, akkor e
nyomaték kiszamitasakor kiindulhatnank a 3.1. tablazatban 0sszefoglalt képletekbdl. E modszernek
az lenne a hatranya, hogy a minket érdekl6 mennyiséget az o kozépponti szog fliggvényében,
S* (a) formaban kapnank, igy még egy valtozocserét is be kellene vezetniink a minket érdekld

S*_ (y) figgvény megallapitasdhoz.
Az elsérendli nyomatékot egyszeriibb kozvetlen integralassal meghatarozni: a dA4* tertilet-
elem egy b(y) szélességli és dy magassagu téglalap, tehat

R R
S* (0= [yda*=[y-b(»)dy=[2-y-R -y dv. (6.125)
A* y y

Ezt az integrilt az R’ -3’ =u valtozd-cserével lehet megoldani, ekkor du=-2-y-dy, az
integralasi hatarértékek pedig alul u, = R* —y*, feliil u, =0 (itt egy kis zlirzavart okozhat az, hogy
az integral als6 hatarértékeként megjelolt y a korszelet egyenes oldalanak a valtozd helyzetét
jelenti, aminek a fliggvényében kapjuk az S*, mennyiséget, az integranduszban szerepldé y pediga
korszelet magassagan valtozo fiiggbleges koordinata). A valtozocsere bevezetésével tehat

Uy

s*. (y)=—[ﬁdu:_§.u3/2 '

L

3/2

2 2 2
=S(r-0)". (6.126)

A harmadik minket érdeklé geometriai mennyiség a 3.1. tablazatbol
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4
== A (6.127)
4
Ezek felhasznalasaval:
LS () 2 y2 1 -2 4
()= 2 ()
’ (6.128)

Akarcsak az elébbi példaban, 7 parabolikus valtozasahoz jutottunk, a fesziiltség legnagyobb
értéke, a kor 4= - R” teriiletével

o =
: - —

(6.129)

o

- Tmax
R»\ a/< a4 Ay A ——
\ R=D/2
% 7|
%/ '
A*
b(y)

'

y

6.23. dabra. Zsuravszkij képletének alkalmazdsa korkeresztmetszetre

6.11. példa. Haromszog alaku keresztmetszet nyirasa

Legyen a 6.24. abran lathatdo egyenld szari haromszog alaki keresztmetszet. Ennek az
idomnak a geometriai kozéppontja a haromszdg magassagvonalan van, ami a keresztmetszet
szimmetria-tengelye, az alaptél mérve a magassag harmadéanal.

A haromszog y koordinatdnak megfeleld szélességét a két haromszog, a teljes keresztmetszet
és a lemetszett rész hasonlosagabol allapithatjuk meg. A lemetszett rész is egy egyenld szara
haromszog, amelynek a magassaga

a(y)%-a—y, (6.130)

a haromszogek hasonldsagabol pedig
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b b b 2 b
b_b») b(y)=a(y) —==-b—y-—. (6.131)

a a(y) a 3 a

b
" 'R
ﬁ? i’ al3
‘. \ Y
- I A I
/6 |
y 4 : e
Y 2-a/3
A al2
)
A Y \ Y \
b(y)
-
y l
6.24. abra. Haromszog alaku keresztmetszet nyirdsa
A lemetszett rész geometriai kozéppontja az a(y) magassag harmadanal van:
a(y) _2 2
L=+ =Z.a+Z.y. 6.132
Yoo VT3 =579F7Y (6.132)
Ezekkel az adatokkal
. a(y)-b(y) y ; ,
G* . cead-vV—9-.
S Z(J/): 2 :l(za_yj(ga+zyj:2 a+3-a-y-9-y , (6.133)
b(y) b(y) 2 3 9 3 27

és mivel a haromszogre I, =b-a’ /36, Zsuravszkij képletét a kdvetkezOképpen tudjuk felirni:

T,-S* (y) 2.-a*+3-a-y-9-y> 36
7(y)=-2 =T, S
b(y)-1. 27 b-a

—T'i'(— 9 4 3 . +2j
73 b-a’ Y b-a’ Y b-a)

A nyirofesziiltség megoszlasa ez esetben is parabolikus; ha a legtavolabbi pontok y =-a/3,

(6.134)

illetve y =2-a/3 behelyettesitjiikk, 7 mindkét esetben nulla lesz. A semleges sikban, ahol y=0, a
keresztmetszet A=5b-a/2 teriiletével a

Pﬂ

T(O)%. ~" (6.135)

|
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fesziiltséghez jutunk, azonban els6 ranézésre is rajohetiink, hogy ez nem a legnagyobb érték, mivel
a szimmetrikus parabola csucsa a magassag felénél van és nem a harmadanal. Matematikai
alapossaggal a sz¢élséérték helyét derivalassal tudjuk meghatarozni:

r'(y):Ty'i

3

18 3 a
(_ﬁ.ﬁb‘az}o = =t (6.136)

(ez a hely az alaptdl a/3+a/6=a/2 tavolsagra, tehat a magassag felénél van), a keresett
sz€lsoérték pedig

2
f A9 @, 3 a2 1 3T 6137
3 b-a 36 b-a> 6 b-a 7 2 A

6.12. példa. T-alaku keresztmetszet nyirdsa

A 6.25. abran lathato keresztmetszet vizszintes tengely koriili hajlitasa és fiiggéleges iranya
nyirasa esetében el6szor a semleges tengely helyzetét kell meghataroznunk (a masik féirany a
szimmetria-tengely). A keresztmetszet nagysaga a két téglalap teriiletével

A=A +4,=2a)-(10-a)+(10-a)-(2-a)=40-a°, (6.138)

a z' tengelyre vonatkoztatott elsérendii nyomatéka pedig a tengely sajatsagos helyzetébol fakaddan
a 2. idom elsérendli nyomatékaval azonos:

S.'=4,-yg '=(10-a)-(2-a)-(-6-a)=-120-a’. (6.139)

z

10-a

\

@ E K D 7
4o
A *
z Yoy )
- G ] Timax
i ZL Gl
10-a
\A4! 2:a
1
\

yfy'*

6.25. dabra. T-alaku keresztmetszet nyirdasa

A geometriai kdzéppont koordinataja tehat

S.' -120-a°
_S: - 3.q, 6.140
Yo ST T 400 ¢ (-149)
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s ezzel megrajzoljuk a centralis koordinata-rendszer vizszintes z tengelyét. Steiner képletét
alkalmazva a két téglalapra kapjuk:

]z :Izl +122 =

:(Z-a)-(IO-a)3 (10-a)-(2-a)’
2

(3 (20 (10a)+

+(3-a)*-(10-a)-(2-a)= (6.141)

=533.333-4".

A keresztmetszet b(y) szélességét ez esetben egy 1épcsds fiiggvény irja le, minek
kovetkeztében Zsuravszkij képletét intervallumonként kell alkalmaznunk. Az els6 intervallum
esetében a keresztmetszetet vizszintesen szeld vonal feletti résszel szamolunk, mert annak a
geometriaja egyszeriibb (a vonal alatti rész T-alaku, 0sszetett keresztmetszet lenne). Az elsérendii
nyomatékként kiszdmolt mennyiség a Zsuravszkij-képlet levezetésénél emlitett A4** teriilet
nyomatéka, amit forditott elgjellel kell venniink:

+4-a

S*z(y)=—(y+4'a).(1o.a).(y_y . j:
2 . 2
_ Y l6a
2
yel-4-a,-2-a):1b(y)=10-a, (6.142)
2 _ . 2

S*. () _y12661'10'a
=T, — =T, R

b(y)-1, 10-a-533.333-a

1

:7;'(—0.0009375-)/2+0_0]5.a2).?,

5, 0)=6-a-y) oy y+ 242 ) -

2 2
:_w.z.a’
2
ye(-2-a,8-a):1b(y)=2-a, (6.143)
2 _gp. 2
S*. () - 24 — 2
f(y) =T, 2= =T :

b(y)-I. "’ 2-a-533.333-a°

=T, -(—0.0009375- > +0.06-a°) i4
: a

Eszrevehetjiik, hogy a keresztmetszet tetején és az aljan, ahol y=—4-qa, illetve y=8-a, a
nyirofesziiltség értéke nulla lesz. Ahol a keresztmetszet szélessége az y =-2-a koordinatanal
ugras-szerlien véltozik, ott 7 diagramjaban is ugrds van: a gerincen a 7, =0.05625-T, / a’, talpon
pediga 7, =0.01125-T, / a’ értékeket szamithatjuk. Eszrevehetjiik, hogy 7, =5-7,, ami megfelel a
talpszélesség és a gerincvastagsag b,/b, =10-a/2-a aranyanak. Masképpen és altalanositva, az

ugras y =y, koordinataji helyén, a megfeleld szélességekkel:
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7,-b(y= yugrds) =7,-b(y= yugm’s) . (6.144)
A nyiréfesziiltség maximalis értékét intervallumonként kell keressiik: ha tisztan matematikai
eszkozokkel akarjuk ezt megoldani, akkor a 7'(y)=0 egyenletnek a fiiggvény értelmezési
tartomanyara es6 gyokeit kell kiszamitanunk €s azokat Ossze kell hasonlitanunk az értelmezési
tartomanyok hatarain szdmolhato értékekkel:

4

T
() =—001875y -2 =0 = y=0g[-4-a2-a)

a
yelrdra 2 a4 =0, (6.145)
T

7(=2-a)=0.01125--2
a

4

T
7'(y)=-0.01875-y-—==0 = y=0e(-2-a,8-a],
a

T
7(0)=0.06-—,
a

ye(-2-a,8-al: (6.146)

T
7(-2-a) = 0.05625-—,
a

7(8-a)=0.

Az Osszehasonlitasbol kovetkezik, hogy a 7, érték most a semleges sikban 1ép fel, pedig a
keresztmetszetnek nincs vizszintes szimmetria-tengelye.

6.13. példa. I-alaku keresztmetszet vizszintes iranyu nyirasa

Legyen a 3.23. feladatban szerepld I-alaku keresztmetszet, amit y koriil hajlitunk és z
iranyban nyirunk (6.26. abra). A keresztmetszet ,,sz€élességén”, a nyirds irdnya miatt, a
tulajdonképpeni magassagat kell érteni, az azt megado fliggvényt pedig lépcsds fliggvényként,
harom intervallumon tudjuk definialni:

ze[-5-a,—a): b(z)=4-a,
ze(-a,a): b(z)=14-a, (6.147)
ze(a,5-al: b(z)=4-a,
ugyanis hol csak a két talpat metssziik (a két talp vastagsaga 2x2-a), hol a gerincet is. Azt is
észrevehetjiik, hogy az y tengely szimmetria-tengely, 7(z) szimmetridja miatt tehat elég lesz a fél-

keresztmetszeten, példaul a pozitiv z koordinatak tartomanyan dolgozni.
A ze(a,5-a] tartomanyon a talpakbol lemetszett rész két téglalapbol all (6.26. abra),

azoknak az y tengelyre vonatkoztatott elsorendii nyomatéka pedig

5-a-z

S*y(Z)=2-(5-a—z)-(2-a)-(z+ szO-cf—Z-a-zZ. (6.148)

A szimmetria-tengely pozitiv oldalan, a z€[0,a) intervallumon az iménti két téglalaphoz
hozzaadodik a gerincbol lemetszett téglalap is (6.27. abra); itt tehat

a-z
S*, (Z)=50-a3—2-a-22+(a—z)-(10-a)-(z+7j=55-a3—7-a-22. (6.149)
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A keresztmetszetnek az y tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomatéka a 3.23. feladat

megoldasabol 1, =340-a".
T = Tnax 53 7?0)

10-a

\
Y

i
2:a
T,
z -—f— - 10-a
2-a
— |-
A* \

\

i

y
6.26. abra. I-alaku keresztmetszet nyirasa

Ezekkel az adatokkal:
S*y(Z)_T.50-a3—2-a-z2 25-a° - z7*

b(z)1. 7 (4-a)-(340-a) © 680-a"
’ (6.150)
S*J,(Z):T. 55-a°~7-a-2° T'55-a2—7-22

b(z)-1, * (14-a)-(340-a")  * 4760-d’

ze[-5-a,—a)v(a,5-a]: 7(z)=T,

ze(-a,a): t(z)=T,

7 megoszlasa ez esetben is parabolikus. Meggyd6zddhetiink, hogy a legtavolabbi pontokban,

11 N
952-a

masodfokl valtozas és a szimmetria miatt a z € (—a,a) intervallumon ez az érték 7 maximumat

ahol z=15-a, a nyirofesziiltség nulla, a szimmetria-tengelyen pedig z(0)=7, -

jelenti, de ez csak egy lokalis maximum, ugyanis a talp és a gerinc hataran szamolhat6

7, =T 25.47 (ami a talpon érvényes) és 7, =7, 505 (ami a gerincen érvényes) értékek koziil
-a -a

7, ennél nagyobb. Megallapithatjuk tehat, hogy
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z—max:,l-l:7—;'85:‘))612 . (6151)

A nyirofesziiltség diagramjat a 6.26. abran lathatjuk. E nyirofesziiltség iranya az eddigi
példakkal ellentétben vizszintes: pontosabban e példaban a z irdnyl nyirasbol szdrmazé 7 =7 _
fesziiltség keriilt meghatarozasra, mig az a korabbi példakban Zsuravszkij képletébdl, az y iranya
nyirasbol a 7, =17, fesziiltséget tudtuk meghatarozni.

A*

:

6.27. dabra. Az I-alaku keresztmetszet gerincének nyirasa

y

Egyszeriibb esetekben a fenti példakban vazolt matematikai eljarast nem kell feltétleniil
kovetni, sot, a fesziiltségeloszlast sem kell minden esetben megrajzolni, ha csupan a 7,
mennyiség meghatarozasa a cél. A kovetkezo észrevételekre tamaszkodhatunk:

— ha a keresztmetszet szélességét jelentd b(y) fiiggvény egy polinom, akkor 7 -t egy y -ban
masodfoku polinom-fiiggvény irja le. Ennek az a magyardzata, hogy S* (y)-t az

Iy'dA*:,f v-b(y)-dy integral adja, ahol az y-b(y) szorzat integralasaval egy, b(y)
A* y

fokszamanal kettdvel magasabb fokt polinomhoz jutunk. E két polinom maradékos
osztasakor az S* (y)/b(y) mennyiséget egy masodfoku polinom (mint hanyados) és egy
legfennebb els6fokll polinom (mint maradék) dsszegeként kapjuk. Ezt az észrevételt az
esetek nagy tobbségében felhasznalhatjuk, ugyanis a miszaki gyakorlatban a
keresztmetszet korvonalat rendszerint egyenesek és korivek alkotjak;

— ha a z tengely szimmetria-tengely, akkor 7(y) megoszlasa is szimmetrikus lesz;

—az S* mennyiség legnagyobb értéke nyilvanvaldan a fél-keresztmetszetnek felel meg

(techat a z tengely alatti vagy feletti résznek). Ha a z tengelytdl tavolodva a
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keresztmetszet szélessége egyik iranyban sem csdkken, akkor ott 7 -nak legalabb lokalis
maximuma kell legyen;

— a z tengelytdl legtavolabb es6 pontokban 7 =0;

— hirtelen szélesség-valtozaskor 7 is hirtelen valtozik, de a 7(y)-b(y) szorzat allando
marad.

6.14. példa. Amikor a nyirofesziiltség valtozasa nem parabolikus

Legyen egy exponencialisan ndvekedd vastagsagu keresztmetszet, ahol b(y)=¢” (6.28.
abra). A keresztmetszet két oldalat leird gorbék egyenlete z =10.5-¢”, vagy pedig, ha z -t tekintjiik
fliggetlen koordinatanak, akkor y =In(2-|z]).

Ymax

E keresztmetszet z tengelyre vonatkoztatott elsérendii nyomatékahoz az J. y-e’ dy integralt

kell kiszamitanunk. Parcialis integralassal:

J.y~eydy=y‘ey—J.eydyzey~(y—1)+c, (6.152)
a keresett elsdrendii nyomaték pedig, a hatarértékek behelyettesitésével,
Sz = eymux ' (ymax - 1) - eymm : (ymin - 1) . (6 1 53)

Ha azt szeretnénk, hogy a z tengely fétengely legyen, az y, , és az y,  értekeket ugy kell
megvalasztanunk, hogy az elébbi mennyiség nulla legyen. Az S =0 egyenlet azonban
transzcendens, tehat algebrailag nem oldhato meg, igy példaul az y,  értékét a megvalasztott y,

figgvényeként megadd képletet nem tudjuk eléallitani. Példankban tekintsik a fliggéleges
koordinatat az y,, =—1m egységnyi értékkel, ekkor ezt az S, =0 egyenletbe behelyettesitve és

azt numerikusan megoldva az y _ =0.59362426 m koordinatdhoz jutunk.

A keresztmetszet z tengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomatékahoz, a parcialis
integralas szabalyat kétszer is alkalmazvan,

J.yz‘ey dy=y2‘ey—J.2'y'eydy=e—“'(y2—2'y—2)+c, (6.154)

a felsé és az alsé hatarértékek behelyettesitésével pedig az 1. =0.27013 m* értékhez jutunk.
Zsuravszkij képletével tehat

LSt &77:(059362-D=e"-(v=1) I __
b1 ¢’ 0.27013
— —_ yu —_

T 0.73576 —e" - (y —1) Pa

g 0.27013-¢"

(y)=
(6.155)

(T,-t newtonban kell behelyettesiteni). Eszrevehetjiik, hogy a valtozas most nem parabolikus.

Leellendrizhetjiik, hogy ., ¢s »,. ¢rtékét behelyettesitve a nyirofesziiltség nulla értékéhez
jutunk. E fesziiltség legnagyobb értékének a helyéta 7'(y) =0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

T - - - (y- -
, d( 0.73576—¢’ - (y 1)j d( 0.73576_y+1j:

1" = —_ =7 .—
) =527013 4 e N

=T,-(0.73576-¢” ~1)=0 = y=-0.30685m.

(6.156)
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E koordinataval

B —0.73576 — e "% .(=0.30685 —1)
Tpax =14, 027013 ¢ 03065

A keresztmetszet teriilete

=1.13594-T, Pa (6.157)

A= [ & dy=e e =1.44265m°, (6.158)

Y

tehat ez esetben is a fesziltség legnagyobb értéke joval nagyobb a T,/ 4 értéknél.
A semleges sikban 7(0) =0.97820-T, Pa. A fesziiltség megoszIlasat a 6.28. abran lathatjuk.

[-1.0
3 Tmax
-0.5
B , 0.5
io.59362
y

6.28. dabra. Exponencialisan valtozo szélességii keresztmetszet nyirdsa

6.2.3. A harantiranyu nyirofesziiltség

Zsuravszkij képlete a nyiré-igénybevétel iranydban megjelend fesziiltséget adja, tehat példaul
a T, iranydba es6 7, fesziltséget. Ha a keresztmetszeten csak ez a nyirdfesziiltség-Osszetevo
jelenne meg, akkor a tartonak a fliggéleges irannyal (y tengellyel) valamilyen « szoget bezaro
oldalfeliiletein is valamilyen nyirofesziiltségnek kellene fellépnie, azok dualitasa miatt. Terheletlen
feliileteken azonban fesziiltség nem 1éphet fel, éppen ezért 7 a peremhez érint6leges iranyu kell
legyen. Ha elfogadjuk, hogy Zsuravszkij képlete e fesziiltségnek az y tengely irdnyaba eso
vetiiletét adja, akkor feltételezniink kell a nyiro-igénybevétel irdnyara merdleges 7, fesziiltség
megjelenését is (6.29. abra):

T,=7-c0sq, T =T-sina=r7 -tga. (6.159)

A Zsuravszkij-képlet levezetéséhez hasonldan és annak felhasznalasaval felirhatnank a 6.30.
abran feltiintetett szeletke egyensulyi egyenleteit, azonban a reményeink ellenére ez nem vezetne a
r, =1, fesziiltségek valtozasat leird képlethez. Ez azért van, mert a Zsuravszkij-képlettel a

szeletke also és felso felilletén kiszamolt = illetve =

w13 fesziiltségek a keresztmetszeteken

xy,2
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fellépd o, fesziiltségekkel tartanak egyensulyt (hiszen erre a hipotézisre alapoz a képlet), igy 7
kiszamolt értéke nulla lenne.

6.29. dabra. A harantiranyu nyirofesziiltség szimmetrikus keresztmetszeten

P
£V =

— o

wﬂ

6.30. abra. Kisérlet T_ meghatarozasara

7, megoszlasardl biztosat allitani legfennebb csak annyit tudunk, hogy ha y szimmetria-
tengely, akkor ez a megoszlas is szimmetrikus lesz (egyébként a tarto tengelye a nem-szimmetrikus
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alakvaltozas kovetkeztében oldalirdnyban is elmozdulna). Egy feltételezés szerint, szimmetrikus
keresztmetszetek esetében, barmely y=4ll. vonal mentén a 7 fesziiltség irdnya egy rogzitett

ponton keresztiil megy at: ha e fesziiltség fliggdleges Osszetevije az illeté vonal mentén allando (a
Zsuravszkij-képlet altal adott érték), akkor az abra jeloléseivel a vizszintes Osszetevot a
kovetkezOképpen szamithatjuk:

iy o E 2z
"b()/2 T b(y)
tga

7. (2)=1(2)-smf(z)=7, - tgf(z) =7, 2 ga. (6.160)

E vizszintes fesziiltség-Osszetevd tehat a vizszintes vonalak mentén linearisan valtozik, a
legnagyobb nagysaggal (ami 7, -tga ) pedig a tengelytSl mert legtavolabbi pontokban jelentkezik.

Nem-szimmetrikus keresztmetszetek esetében nem 1étezik olyan egyszerii eljaras, amelynek
alapjan a harantiranyu nyirofesziiltség megoszlasa kiszamithato lenne.

6.2.4. Vékonyfalu tartok nyirasa

A harantirdnyt nyirofesziiltség hatdsat a tomor keresztmetszetek esetében rendszerint
elhanyagoljuk, a tapasztalat szerint a vékonyfalu tartok esetében azonban ezt is szamitasba kell
venni.

E nyirofesziiltség meghatarozadsara azt az észrevételt hasznaljuk fel, mely szerint a
keresztmetszet terheletlen peremén fesziiltség nem jelenhet meg. Eszerint példaul a 6.25. dbran
lathato T-alakl keresztmetszet esetében a Zsuravszkij-képlettel kiszamitott, fliggéleges iranyu r,

fesziiltség nem jelenhet meg a talp (masképpen: 6v — a vizszintes lemez) als vizszintes peremén; a
valdsagban a talp és a gerinc (a fliggbleges lemez) csatlakozasanal a nyirofesziiltség folyamatosan,
¢€s nem ugras-szertien valtozik, e valtozast pedig egyszerli relaciokkal leirni nem tudjuk.

Ha figyelembe vessziik az emlitett észrevételt és ha elfogadjuk azt a feltevést, mely szerint a
harantiranyt nyirofesziiltség nagysaga a talp vastagsagaban fiiggdleges irdnyban nem valtozik,
akkor a 6.31. abran lathatdé lemetszett rész egyensulyi egyenlete a 6.30. abra szeletkéjével
ellentétben egy nullatol kiilonbozé z =7, fesziiltséghez vezet, amely a hajlitdsbol szarmazo, a

Navier-képlettel kiszamolt normalfesziiltségekkel tart egyensulyt:
N** TH¥_ N*% =(), (6.161)
ahol, a Zsuravszkij-képlet levezetésénél hasznalt eljaras szerint

M M

N** = | o d4 = Z.yd4d=—=-§** 6.162

: I ) j oy U=TEse (6.162)

N** = f(cf(y)+d0(y))dA: IMZJ;—dMZ-ydAzMZJ;—dMZ-S**Z, (6.163)
A** A** z z

T**=7r_-f-dx, (6.164)

ahol S** a talprol lemetszett 4** teriilet z tengelyre vonatkoztatott elsdrendli nyomatéka. Az
egyensulyi egyenletbol
dM_-S**

T , 6.165
T Tw (6.165)

tehat a harantiranyu nyirofesziiltséget a Zsuravszkij-képletre hasonld forméaban ado
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7, =" (6.166)
t-1.
Osszefiliggéshez jutunk.
b
Ny - -
/ c(2) z t

\

A**

m s

N, e

’y

6.31. abra. v meghatarozasa vékonyfalu tartok esetében

Ha a talp vizszintes (a z tengellyel parhuzamos) és a vastagsaga allando, ahogyan az a 6.31.
abran szerepld példan is lathato, akkor a lemetszett darab teriilete

(b-2-2)-t

5 (6.167)

A**zc(z)~t=(§—z)t=

Ennek a z tengelyre vonatkoztatott elsérendili nyomatéka a talp kozépvonalanak s magassagaval

S**Z:_M, (6.168)
2

igy végso soron levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy a talpon a harantiranyu nyiréfesziiltség a z

tengely mentén linearisan valtozik.

A vékonyfalu keresztmetszetek esetében a vastagsag iranyaban hatd nyiréfesziiltségek
elhanyagolhatok, csak az oldalak kézépvonala mentén hatd nyirofesziiltségeket szoktak figyelembe
venni ¢és azokat a vastagsdg iranyaban allandonak tekintik. A példaként elemzett T alaku
keresztmetszet esetében ezek diagramja a 6.32. dbran lathato. Ezt a nyirofesziiltséget a fal (gerinc,
0v) t vastagsagaval szorozva a nyirofolyamnak nevezett, vonal mentén megoszl6 erdként mikodo
t -7 mennyiséghez jutunk.

A szimmetria miatt a példaként vett keresztmetszeten a nyirofesziiltség diagramja is

. Emiatt a nyir6folyam ereddje — amit, mint vonal mentén megoszlo

szimmetriat mutat: ‘rm T,

erének, a keresztmetszet kozépvonala mentén torténd integralassal szamithatunk ki, — fiigg6leges
iranyu lesz.
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6.32. dabra. A nyirdfesziiltségek egy T alaku tarto esetében

6.2.4. A hajlitott és nyirt rad alakvaltozasa
A hajlitott rad keresztmetszetén megjelend normalfesziiltséget Navier képlete adja. E képlet
szerint a fesziiltség az y koordinata linedris fiiggvénye, beldle kovetkezden a rud tengelyének

iranyaban mért fajlagos alakvaltozast szintén az y koordinata linearis fliggvényeként kapjuk:

M
e(y)=—="y. 6.161
() A (6.161)

A hossz-menti alakvaltozast harantiranya alakvaltozas koveti, egyenes aranyossagot
feltételezve ezt ¢, =-v-¢ formaban lehet megadni, a Poisson-egyiitthato segitségével. E

harantiranyu alakvaltozas miatt a keresztmetszet a hajlitas kovetkeztében torzulni fog: a nyomott
oldalon, ahol £<0, a méretei ndvekedni fognak, a huzott oldalon pedig, ahol £ >0, a méretek
csokkenésével kell szamoljunk. Példaul a téglalap alaka keresztmetszet a tiszta hajlitas
kovetkeztében trapézza torzul (6.30. abra).

A hajlitott és nyirt keresztmetszeten Zsuravszkij képlete alapjan, a nyirofesziiltség
megjelenésének kovetkeztében a
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T,-S* ()

7(y)=G‘b(y)'Iz-

(6.162)
fajlagos alakvaltozassal is szamolhatunk: y annak a derékszdgnek a megvaltozasa, amelyet a rad
keresztmetszete zart be a rud tengelyével. E fajlagos alakvaltozas kovetkeztében a rud

crer

koordinataval valtozik, a nyiras kovetkeztében a keresztmetszet meg is gorbiil: szigoruan véve tehat
a tengelyre merdlegesen maradd sik keresztmetszetek Bernoulli-féle hipotézise nem allja meg a
helyét (6.31. abra).

Y

y

6.30. dabra. A keresztmetszet hajlitds kovetkeztében fellépd torzuldsa

A kis alakvaltozasok hipotézisének elfogadasdval azonban Ugy a normalfesziiltség miatt
megjelend 6.161, mint a nyirofesziiltség altal eldidézett 6.162. fajlagos alakvaltozasokat
elhanyagoljuk, a hajlitott és nyirt rad deformalt alakjanak kiszamitasakor csak a tengely irdnyaban
fellépd nyulast-rovidiilést vessziik figyelembe, ahogyan azt a tiszta hajlitas esetében tettiik a 6.1.2.
alfejezet szerint.
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