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1. FOLYADEKOK ES GAZOK ALTALANOS JELLEMZESE
1.1. Az aramlastan targya

Az aramlastan, masképpen a fluidumok mechanikdja a folyadékok és gazok mechanikajaval
foglalkoz6 tudoméanyag. A kétfajta kozeg sok szempontbol azonos tulajdonsdgokat mutat és
ugyanazok az Osszefiiggések allapithatok meg rajuk nézve. Emiatt a folyadékokat és a gazokat
Osszefoglald néven fluidumoknak nevezik; e sz6 eredeti latin jelentése ,,folyadék™.

A nyugvo folyadékok (és altalaban a fluidumok) egyensulyi feltételeit tanulmanyozo
tudomanyagat hidrosztatikanak nevezik, mig mozgasukkal a kinematika és a hidrodinamika
foglalkozik. A gyakorlati szempontokat is figyelembe vevo, folyadékokat tanulmanyoz6 miiszaki
tudomanyagat hidraulikanak nevezik. Mindharom elnevezésében a gorog ,,viz” szo talalhatdo meg.

Hasonlé modon, a nyugvo gazok egyensulyi feltételeit az aerosztatika, a mozgasban levd
gazokat pedig az aerodinamika tanulmanyozza. Elnevezésiik alapja a gordg ,levegd” szd. A
gyakorlati szempontokat is figyelembe vevé miszaki tudomanyag a preumatika (a gorog ,,szell6”
szobol).

A hidrosztatika a hidrodinamika egyedi eseteként foghat6 fel. Az Osszenyomhatatlan
fluidumokra (folyadékokra) felirt Osszefiiggések ugyanakkor az Osszenyomhaté fluidumokra
(gazokra) felirt Osszefiiggésekbdl szarmaztathatdak, ezért az aramldstan elnevezésen altalanosan a
folyadékok és gazok mechanikajat értik.

1.2. A fluidumok tulajdonsagai

1.2.1. A fluidumok stiriisége
A fluidum siirisége az egységnyi térfogatu fluidum tomege (a fajlagos tomeg):
m kg

Vo m’

(1.1)

A folyadékok stiriségét piknométerrel vagy areométerrel mérik. A piknométer egy pontosan
ismert térfogati edény, amelynek a tomegét megmérik amikor folyadékkal van tele és iires
allapotaban is. A tomegek kiilonbségét a piknométer térfogataval elosztva az adott folyadék
strtiségét kapjuk. Hasonlo eljarassal lehet egy gaz strliségét is meghatarozni, ekkor azonban
figyelembe kell venni a 1égkdri levegdbe meriilo edényre hatd hidrosztatikai felhajtoerot is.

Az areométer egy, a folyadék felszinén uszo test, amelynek a folyadék felszine f6lé emelkedo
magassaga a folyadék stlirliségével aranyos. Ezt a magassagot az areométer tomegének
szabalyozasaval lehet egy alland6 értéken tartani és ekkor a folyadék siiriségét e tomeg és a
folyadékba mertiilé rész térfogataval hatarozzuk meg, vagy pedig egy skalan olvassuk le, melyet
altalaban kozvetlentil stirtiség-egységekben adnak meg. Ez utdbbi tipust denziméternek is nevezik.
A pontosabb areométereket hdmérdvel latjak el.

A siiriség reciproka a fajlagos térfogat, amely az egységnyi tomegi fluidum térfogata A
fajlagos térfogat jelolése v vagy v. A fajsuly az egységnyi térfogata fluidum sulya:

G N

e 1.2
Y=,,=p8 e (L.2)

ahol g a gravitacios gyorsulas.
1.2.2. A termikus egyiitthatok

Egy fluidum térfogata a hdomérsékletétdl és a nyomasatol is fiigg. A térfogat
hémérsékletfiiggését az



a:l. or 1 (1.3)
yor), K

izobar hdtagulasi egyiitthato jellemzi, mely szilard testekre k6bds hotagulasi tényezo, folyadékokra
pedig altalaban hdtagulasi tényezé nevet viseli.

A térfogatot az elébbi Osszefiiggésbdl kifejtve a stirliség homérsékletfiiggésére izobar
koriilmények esetén a

_ m _ P
p(T)_VO.[Ha.A(T—TO)]_1+a.AT (14)

képletet kapjuk, ahol V,, a T referenciahdmérsékleten, példaul 0 °C-on mért térfogat, AT pedig a
T, -hoz viszonyitott hémérsékletkiilonbség.

o értéke kisebb-nagyobb mértékben fiigg a homérséklettél. Amennyiben a hotagulasi
egyiitthatd egy adott hdémérséklet-intervallumon allandonak tekintheté Ugy a homérséklet
megvaltozasat koveto relativ térfogatvaltozast a

AV AT (1.5)

egyszerd Osszefliggéssel szamithatjuk.

A nyomds valtozdsa szintén térfogatvaltozashoz vezet, mely gazok esetében
kihangstlyozottabb. A folyadékok (és a szilard testek) esetében a nyomasvaltozas okozta
térfogatvaltozas altalaban elhanyagolhatd. A hétagulasi tényezdvel analoég moédon meghatarozott, a

1 (oV 1
X=——+|— — (1.6)
Vop), Pa

Osszefiiggéssel megadott izoterm kompresszibilitdsi tényezovel a slirliség nyomasfiiggését is
kiszamithatjuk egy allandé hémérsékleten:

= = : 1.7
Pp) Voll=x-A(p=py] 1-x-Ap 47

A kompresszibilitasi tényez0 reciproka az € izoterm térfogati rugalmassagi modulusz:

ecl__y. [P p,. (1.8)
e ov ),

A kompresszibilitasi tényezd értéke nem allando, hanem bizonyos mértékben fiigg a
nyomastol. Ha a kompresszibilitasi tényezé egy adott nyomastartomanyon allandonak tekintheto,
akkor a térfogat valtozasat a

AV
p Y- Ap (1.9
kifejezés adja. A negativ eldjel a nyomas novekedésével jard térfogatcsokkenésre utal.

A fluidumok a kompresszibilitasi tényezd értéke szerint osztatok fel dsszenyomhato
(kompresszibilis) és dsszenyomhatatlan (inkompresszibilis) fluidumokra. Az &sszenyomhatatlan
fluidum idealizalt fogalom mivel a kompresszibilitasi tényezé még a szilard testek esetén is zéronal
nagyobb szam.



A folyadékok Osszenyomhatdsaga két nagysadgrenddel nagyobb a szilard testek
osszenyomhatdsaganal, azonban elhanyagolhatéan kicsi a gazokéval szemben. Eppen ezért a
gyakorlatban a folyadékokat altalaban Osszenyomhatatlannak, inkompresszibilis fluidumoknak
tekintik, kivéve a nagynyomast hidraulikai rendszereket és azokat a jelenségeket, amikor
nyomaslokések 1épnek fel.

Alland¢ térfogat mellett a nyomas és a hdmérséklet véltozasa kozott a

B:l.d_p:l. op)| 1 (1.10)
p dT p\oT), K

izochor fesziiltségi tényezo (a nyomasvaltozas homérsékleti egyiitthatoja) teremt kapcsolatot.

A fluidumok kisebb-nagyobb mértékben 6sszenyomhatok és a térfogatvaltozast eldidézo hatas
megsziinése utan visszanyerik eredeti térfogatukat, tehat rugalmas kozegek. Ez a tulajdonsag
mechanikai rezgéseknek nyomashullam, példaul hang forméjaban torténd terjedését teszi lehetove.

A nyomashullam (hanghullam) a kdzeg nyomdsanak valtozasa, mely a rezgés forrasabol
kiindulva a kdzegben pontrol pontra terjed. A terjedés véges sebességii, egy bizonyos idére van
sziikség ahhoz, hogy a hullam egy adott tavolsagot megtegyen. Ez a sebesség a ¢ hangsebesség (a
rovidités a latin celeritas szobol ered), mely a kdzeg anyagatdl és allapotatol fiigg és amelyet
Newton képletével adhatunk meg:

c= [Sad (1.11)
p

ahol ¢, az adiabatikus térfogati rugalmassagi modulusz. Osszenyomhatatlan fluidumokra a

térfogati rugalmassagi modulusz végtelen nagy (& a yx =0 kompresszibilitasi tényez0 reciproka),
tehat a nyomashullam terjedési sebessége is végtelen nagy lenne. A folyadékok és a szilard anyagok
is — bar kis mértékben — 0sszenyomhatok, emiatt a nyomashullamok terjedési sebessége barmely
kozeg esetében egy véges érték. Mivel az 6sszenyomhatdsag a gaz—folyadék—szilard halmazallapot
sorrendjében csokken, a nyomashullamok terjedési sebessége ugyanebben a sorrendben novekedik.

Az izoterm térfogati rugalmassagi modulusz definicidjahoz hasonloan az adiabatikus térfogati
rugalmassagi modulusz:

S A (1.12)
ov)

E mennyiség idedlis gazok esetében az adiabatikus allapotvaltozas egyenletének (a Poisson-
egyenlet: p-V* =konst.) logaritmalasaval hatarozhaté meg:

In(p-V*)=In p+x-InV =In konst., (1.13)

ahonnan, a kapott 0sszefiiggés differencialasaval:
d—p+1<-d—V:0. (1.14)

p V

A tagok atrendezésével
dp
K-p=—V-—, 1.15

p e (1.15)

amelyet az 1.12. egyenlettel 6sszevetve megkapjuk a keresett moduluszt:



€ =K'p. (1.16)

Megjegyzendd, hogy a Boyle-Mariotte torvény felhasznalasaval az elobbi eljarassal az idealis
gaz izoterm térfogati rugalmassagi moduluszara az € = p Osszefliggést kapjuk, az izobar hotagulasi
egyiitthato és az izochor fesziiltségi tényezo pedig egyarant az abszolit hdmérséklet reciproka lesz
(a=B=1/T).

Az adiabatikus térfogati rugalmassagi modulusz és a stirliség kifejezésével a hullamok
terjedési sebességét egy idealis gaz esetében

(1.17)

formaban kapjuk.

1.2.3. Feliileti jelenségek

A kiilonb6z6 halmazallapoti fazisokat elvalasztoé hatarfeliileteken végbemend jelenségeket
feliileti jelenségeknek nevezziik.

Szamos ilyen jelenséget figyelhetiink meg:

- egy vékony cs6bol lassan kiaramlo folyadék cseppenként tavozik és nem folyamatos sugarban
folyik ki;

-egy folyadék szabad felszine olyan targyakat is megtarthat, melyek egyébként nagyobb
strtiségiik miatt elsiillyednének (ilyen példaul az 6vatosan a viz feliiletére fektetett borotvapenge
vagy pénzérme, bizonyos rovarok);

- a folyadékok a szilard feliiletekhez hozzatapadhatnak (nedvesitik azokat);

- egy sziik csOben (kapillarisban) a folyadék szintje ,,magatol” felemelkedhet vagy lesiillyedhet;

- a lyukacsos szerkezetli anyagok folyadékokat vagy gazokat kothetnek meg.

A feliileti jelenségek azt mutatjak, hogy a folyadékok szabad felszine egy kifeszitett
membranként viselkedik. Ez a tapasztalat konnyen magyarazhatd a molekuldk k&zott hato erdkkel
(1.1. abra): mig a folyadék belsejében levé molekuldkra a kozottiik fellépd vonzoerd a hatasgdmbon
beliil minden irdnyban egyformén hat, addig a folyadék szabad felszinén €s annak kozelében a
vonzderdk ereddje a folyadék feliiletére merdleges és befele mutat.

A

%?é% +i

1.1. abra. A feliileti fesziiltség magyarazata

A befele mutat6 erdk miatt a hatasgdémb sugaraval egyenld vastagsagu feliileti réteg nyomast
gyakorol a folyadék belsejére — ez a belsé nyomas.



A feliileti rétegben talalhaté molekuldk kozotti vonzoerd a folyadékfelszin feliiletét igyekszik
csokkenteni, ezt a jelenséget az 1.2. dbran lathato kengyeles eszkozzel lehet tanulményozni.

2-c-l

it

F

A

1.2. abra. A feliileti fesziiltség mérése

Az abran egy drotkeret lathatd, melynek az also része a keret sikjaban szabadon elmozdulhat.
A keretet vékony folyadékfilm, példaul szappanos vizbdl eldallitott hartya tolti ki. A hartya
vastagsaga ugyan csekély, de a molekulak méretéhez viszonyitva jelentds és egy olyan
folyadékrétegnek tekinthetd, melynek mindkét szabad oldalat egy-egy feliileti réteg alkotja. A keret
mozgd részét a feliileti fesziiltséget kiegyenstlyozé F erd tartja (ezt az er6t a kengyel
megdoltésével lehet szabalyozni, mivel F' a mozgo rész sulyanak a membran sikjara es6 vetiilete):

F=2-c-1, (1.18)

ahol a o aranyossagi tényez6 az adott hatarfeliilet feliileti fesziiltsége, mely az egységnyi
hosszisagon hat6 erdvel azonos, igy N/m-ben fejezhetjiik ki. A képletben szerepld 2-es a
folyadékhartya két oldala miatt keriilt be. o az egymassal hataros kozegek anyagatol fiigg, de
értékét ugyanakkor a nyomas és a homérséklet is befolyasolja. Feliiletaktiv anyagok hozzaadasaval
(példaul az elobb emlitett szappan) jelentésen megvaltoztathato.

A felszin noveléséhez a befele mutatdé erdkkel szembeszegiilve tovabbi molekuldkat kell a
feliileti rétegbe juttatni. Az ekkor végzett mechanikai munka aranyos lesz a feliiletvaltozassal. Ha a
mozgo oldalt dx tavolsaggal mozgatjuk lefele, akkor az F' er6 altal végzett elemi munka

dL=F-dx=2-c-l-dx=0c-dS (1.19)
lesz, ahol
dS=2-/-dx (1.20)
a feliilleti réteg feliiletének megnovekedését jelenti (mindkét oldal felillete megnovekedik). A
feliileti fesziiltséget az eldbbi Osszefliggés alapjan fajlagos feliileti energiaként is definidlhatjuk:
L J
cC=— —.
dS m?
Megjegyzendd, hogy amig egy rugalmas szilard anyagbdl készitett membran kifeszitésének

esetében a benne fellépd fesziiltség megndvekedne, a hatarfeliilet kiterjedésének ellenére a feliileti
fesziiltség értéke allandd marad.

(1.21)



A befektetett mechanikai munka a feliileti réteg potencidlis energidjat noveli meg. A
nyugalomban levd rendszer stabil egyensulyanak feltétele a potencialis erd minimuma, tehat a
folyadék felszine igyekezik a minimadlis feliiletetnek megfeleld format felvenni. Kiilsé eréterektdl
mentes allapotban nyugvo homogén folyadékokra ez a minimum a gomb felszinének felel meg.

A folyadék bels6é nyomasat a gorbiilt feliileten kijelolt elemi tartomény tanulményozasaval
hatarozhatjuk meg, ezért azt még gorbiileti nyomasnak is nevezik. Ezt a nyomadst kozvetleniil
megmérni nem lehet, mivel a folyadék hatarfeliilete a bemartott méréeszkdz koriil is folyamatos
lesz.

A kijelolt feliiletelem (1.3. dbra) a redhatd erdk hatdsara egyensulyban kell legyen. Ezek az
erok a feliileti fesziiltségbdl, a kiilsé és a belsé nyomdasbol erednek. A fiiggdleges vetiiletekkel:

6-[2-dx-sin(a,/2)+2-dy-sin(a,/2)]=(p,— p,)-dx-dy. (1.22)

c-dy-sin (o,/2)
dy

c-dy-cos (0,/2)

0L/2 c-dy-cos (0,/2)

c-dy
Tpk'dX'dy

1.3. abra. A gérbiileti nyomas meghatdarozasa

Az ivelemek hossza a gorbiileti sugarakkal és a nyilasszogekkel is kifejezhetok:
dx=R -a,dy=R -a, (1.23)

a szogek kicsinysége miatt pedigsin o helyett a -t irhatunk (radianban kifejezett kis szogek esetén
sina = o ). Ekkor az erdk egyensulyabol a bels6 nyomast a kovetkezoképpen lehet meghatarozni:

1 1
Py =Py tO (Rx +Ryja (1.24)
mely formulat Laplace-képletmek neveznek.

A folyadék feliileti rétege rendszerint egy masfajta kozeggel érintkezik, ez lehet példaul egy
masik folyadék, az edény szilard fala vagy a felszin feletti gaz. Ezeknek az anyagoknak a molekulai
kolcsonhatasba 1épnek a folyadék feliileti rétegében talalhaté molekulakkal és ezaltal modositjak a
folyadék o feliileti fesziiltségét. Eppen ezért szigortian véve a feliileti fesziiltséget ilyen esetben
hatarfeliileti fesziiltségnek nevezik, a feliileti fesziiltségrol pedig a sajat telitett gézeivel érintkez6
folyadék esetében beszéliink. Az 1.1. abran lathato eset idealizalt, ugyanis a parolgas miatt a
folyadékfelszin felett tokéletes vakuumot eldallitani nem lehet.

A folyadék (és altalaban barmely anyag) molekulai kézott hatd Osszetartd eroket kohézios
erdknek nevezik, mig két kiillonb6zé anyag molekulai kozott hatd kotéserdket adhézios erdoknek
hivjak.



1.6. dbra. Feliiletet nem nedvesito (a.) és feliiletet nedvesito (b.) folyadék cseppje

Ha az adhézids er6 nagyobb, mint a kohézids, az illetd folyadék nedvesiti az adott feliiletet
(ugyanez gazokra is fennallhat, ilyenkor adszorpciorol beszéliink). Ellenkezé esetben a feliilet
nedvtaszitd, nem tudja megkotni az adott folyadék molekulait.

Az 1.4. abra egy vizszintes szilard feliiletre helyezett folyadékcseppeket mutat be. Mindkét
cseppet a gravitacio egy kissé ellapitja. A jobb oldali cseppet alkotd folyadék nedvesiti a feliiletet,
ezért az szétteriil a feliileten. A bal oldali cseppet alkotod folyadék viszont nem nedvesiti a feliiletet,
alakja a gdmbhoz kozelit.

A folyadék felszine €s a szilard feliilet altal bezart © szog az illeszkedési szog. Ha a folyadék
nem nedvesiti a feliiletet (mint példaul a higany az iiveget) ez a szdg derékszdgnél nagyobb,
ellenkez0 esetben, nedvesitd folyadékoknal (példaul viz és liveg) pedig 6 a derékszognél kisebb.

Az illeszkedési szoget az adhézios, a kohézios és a gravitacios er6k egyensulya adja (1.5.
abra). Az abran a harom kozeg kozos hatarat jelentd pontban levé részecskére a hatarfeliileti
fesziiltségekbdl szarmazd erdk hatnak: a folyadék és a gaz hatarfeliiletén fellépd F,,; erd, a

folyadék és a szilard anyag hatéarfeliiletén fellépd F,g erd és a gaz és a szilard anyag hatarfeliiletén
fellépd F,g erd (ha kozegek kozds érintkezési vonaldnak egységnyi hosszara irjuk fel e
mennyiségeket akkor a megfeleld .., o5 és o, feliileti fesziiltségekkel is dolgozhatunk.). Ha a

részecske sajat sulyat elhanyagoljuk, akkor e harom erével az F, adhézids erd tart egyensulyt.

gaz

szilard  Fpg
anyag

folyadek

1.5. abra. A meniszkusz és az illeszkedési szog egy feliiletet nedvesité folyadék esetén

Az 1.5. abran a folyadék hozzatapad az edény faldhoz és felszine a fal kdzelében homort — ez
a meniszkusz. A meniszkusz 0 szogét a feltiintetett er6k egyensulyabol hatarozhatjuk meg. A
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folyadék és az edény hatarfeliiletén a folyadékrészecskékre hatdo kohézids erd az adhézids erdnél
ezen esetben kisebb.

Nem nedvesité folyadék esetében a meniszkusz gorbiilete forditott, a folyadék felszine
dombort, a kohézids erd pedig nagyobb az adhézidsnal. A derékszogli O szog hatareset: az adhézio
¢és a kohézio éppen kiegyenlitik egymast, a meniszkusz pedig ilyenkor eltlinik (példaul viz és eziist
esetében).

Még feltiinébb az adhézios €s a kohézids erdk hatasa kis atmérdjli hajszalcsovek esetén (1.6.
abra). A harmas kontaktvonalon hat6 hatarfeliileti fesziiltségek az F, kapilldris erét eredményezik.
A felszin gorbiiletének ismeretében a Laplace-képlettel a szabad felszinen meghatarozott nyomast
ez esetben kapillaris nyomasnak nevezik.

Fy

5
e

Fy

1.6. d@bra. Hajszdlcsévesseg

A kapillaris eré nedvesito folyadékok esetén felfele (pontosabban: a folyadékfelszintdl kifele)
mutat. A kapillarisban folyadék felszine homoru €s a szabad felszin f6l¢ emelkedik. A kapillaris
emelkedés mértéke a kapillaris erd és a folyadékoszlop sulyanak egyenldségébdl adodik.

Nem nedvesitd folyadékok esetében a kapillaris erd lefele (a folyadék belseje fele) mutat. A
kapillarisban a folyadék felszine domboru és a szabad felszin alatt van. A kapillaris eré ekkor a
,,hianyz6” folyadékoszlop sulyaval egyenld.

Ezen egyenldségekbdl a kapillaris magassag jo kozelitéssel:

h:2'6~cose’ (1.25)
p-gr
ahol p a folyadék stirlisége és r a kapillaris sugara (a képlet azért kozelitd, mert elhanyagolja a
meniszkusz térfogatinak megfelelé folyadékmennyiséget). Ez az 0Osszefiiggés Jurin torvénye,
melyet az irodalom néha ,,tokéletesen nedvesité” folyadékra ad meg ahol 6 =0.

A feliileti fesziiltséget kiilonb6zo eljarasokkal, példaul a hajszalcsovekben fellépd

szintkiilonbség meghatarozasaval (Jurin torvényének alkalmazasa) vagy pedig az 1.2. abran lathato

elven alapuld kengyeles modszerrel mérik. Ertéke a homérséklettdl fiigg és ezt a fliiggbséget
empirikus képletekkel szoktdk leirni. Tlyen példaul az Eotvos-képlet: o-v2> =k-(T—T,), ahol v,

az illeté folyadék moltérfogata (molaris térfogata: 1 moélnyi anyag térfogata) és 7, annak kritikus
hémeérséklete, k£ pedig az adott anyagra jellemz0 allando.
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1.2.4. Viszkozitas

Az aramlas soran a fluidumok belsejében és az aramcsé hataran fellépd surlodas
kovetkeztében egy bizonyos ellenallas 1ép fel, melyet viszkozitasnak neveznek. Ez az ellenallas
nem azonos a szilard testek surlédasaval. A jelenség magyarazata folyadékokra és gazokra eltéro:
folyadékok esetében a viszkozitds forrdsa a molekuldk kozott hatd Osszetartd erd, mig gazok
esetében az eltérd sebességli molekulak titkdzése soran fellépd impulzuscsere jut 6 szerephez.

A folyadékok viszkozitasa a hdmérséklet novekedésével csokken, mivel a molekulak novekvo
hémozgasa miatt a kozottik fellépd kohézids erd hatasa is csokken. A gazoknal viszont éppen
forditott a helyzet: a hdmérséklet ndvekedése a viszkozitas ndvekedéséhez vezet, mivel a molekulak
itk6zéseinek szama és ezzel az impulzuscsere intenzitdsa a homérséklet novekedésével egyiitt
novekszik.

A nyomas viszkozitasra gyakorolt hatasa csekély, a tapasztalat szerint a nyomas ndvekedése a
viszkozitas enyhe csokkenéséhez vezet. A nyomas valtozasanak hatasa a folyadékok viszkozitasra
azért csekély, mert a folyadékok gyakorlatilag 6sszenyomhatatlanok és igy a kiils6 nyomas bels6
szerkezetiiket csak igen kis mértékben befolyasolja. Gazok esetén a nyomas ndvekedése nem
valtoztatjia meg a molekulak impulzusat, tehat a viszkozitds ez esetben sem mutat lényeges
valtozast.

Nyugalmi allapotban, a szilard testekkel ellentétben, a fluidumok surlodasa zér6. E
kijelentésnek a kovetkezménye az, hogy a nyugalomban levo fluidum altal kifejtett nyomasnak csak
normalis (a feliiletre merdleges) dsszetevoje van.

Amikor a fluidum aramlasi sebessége nem halad meg egy bizonyos mértéket, akkor a
tapasztalat szerint aramlas laminaris vagy réteges: a részecskék az aramlas iranyaban, egymassal
parhuzamosan mozognak. Az 1.7. abra egy ilyen esetet mutat be: a két sik feliilet v sebességi
relativ elmozdulasa a kozrezart fluidumban egy laminaris aramlashoz vezet (ez a Couette-aramlas).

A két feliilet kozvetlen kozelében a fluidum molekulainak atlagos sebessége megegyezik az
adott feliiletek sebességével. Ez részben az adhézid hatasa (folyadékok esetében
kihangsulyozottabb), de a molekuldk rendezetlen mozgasa is szerephez jut: a molekulak a falnak
iitkdzve felveszik annak sebességét s igy azzal egyiitt mozognak — ez a kisérletileg észlelt tapadasi
torvény. Az elmozduld réteg a szomszédos rétegen csuszva a kohézid és a molekulak iitkdzése
folytan azt is mozgasba hozza. A fluidumréteg vastagsagaban, az aramlas keresztmetszetén, ha
eltekintiink a molekuldk diffuziés mozgasatol a sebességek eloszlasa (vagyis a sebességprofil) a
Couette-aramlas esetében linearis lesz.

}—»F

1.7. abra. Laminaris aramlds: a folyadékrétegek elmozdulasa és a sebességprofil
Az egyenletes sebességii mozgas fenntartasahoz egy bizonyos erd kifejtéséhez van sziikség,

mely a folyadék aramlasa kozben fellépd belsd surlodasi erét kell legydzze. Ennek a viszkozus
erének nagysagat Newton kisérletileg megallapitott viszkozitasi torvénye adja:
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dv
F=S-1t=-S7m TR (1.26)

ahol t az egységnyi felilleten hatd tangencidlis igénybevétel (nyirofesziiltség), S a két sik
egymassal szemben all6 kozos feliilete, a dv/d/ arany pedig a sebesség gradiensét (valtozasat) adja
a fluidumréteg vastagsagaban. A surlodasi er6 a fluidum természetétdl fiigg, melyet az n,
dinamikai viszkozitasnak (vagy dinamikai viszkozitasi egyiitthatonak) nevezett mennyiség vesz
figyelembe. Mivel a sirlodasi erd iranya ellentétes a sebesség iranyaval, a viszkozitas képletébe egy
minusz eldjelet is be kell vezetni.

1 anyagi jellemzd, mely a homérséklet és— rendszerint elhanyagolhaté mértékben — a
nyomas fliggvénye, mely fiiggdséget empirikus, példaul n=4k-T" alaki képletekkel szoktak
megadni. A viszkozitas reciproka az inkabb csak a mérnoki tudomanyokban hasznalt fluiditas vagy
folyékonysag: ¢=1/n.

Az idealis fluidum viszkozitasa nulla, fluiditdsa végtelen, tehat az surlédas nélkiil aramlik.
Ilyen anyag azonban nem létezik: még a szuperfolyékony anyagok esetén is a viszkozitas egy
z€ronal nagyobb szam (a szuperfolyékony anyagok gyakorlatilag ellenallas nélkiil aramlanak, a
szilard feliileteken vékony folyadékfilmet képezve az edény falan felkisznak és igy
szintkiilonbségeket is kiegyenlitenek).

A dinamikai viszkozitas mértékegysége Pa-s. A nemzetkozi mértékegységén kiviil gyakran
talalkozhatunk CGS (centiméter—gramm-szekundum) rendszerben hasznalt mértékegységével, a
poise-zal: 1P =0.1Pa-s.

A dinamikai viszkozitas és a slrliség aranyat kinematikai viszkozitasnak nevezik:

2
v,o=2 2 (1.27)
p s

CGS mértékegysége a stokes: 1St =107 m? /s.

A viszkozitasi torvény tehat a strlodasi erd nagysaga és a deformacioé sebessége kozott allapit
meg Osszefiiggést. Ha a 1 csusztatofesziiltséget a sebesség gradiensének fliggvényében abrazoljuk,
akkor Newton viszkozitasi torvényének megfeleléen egy n doélésti egyenest kapunk. A linearis
Newton-tdrvény azonban nem altalanos érvényli. Azokat a fluidumokat, melyekre az emlitett
Osszefliggés igaz, mewtoni folyadékoknak nevezik. A nem newtoni fluidumok esetében az
Osszefiliggés nem linedris, példaul a sebesség gradiense valamilyen hatvanyon szerepel vagy n nem

allando. Ekkor t-t a sebesség gradiensének fliggvényében abrazolvan egy gorbét kapunk: ez a
folyasi gorbe. A nem newtoni folyadékokkal a reologia foglakozik. Nem newtoni folyadék példaul
a ver.

A viszkozitast kiillonb6z6 viszkoziméterekkel mérik, mint példaul a rotacios Couette-féle
viszkozitdsmérd. Miikodési elve az 1.8. abran lathatd: két koncentrikus hengerbdl all, melyek kozti
térfogatot a mérendd folyadék tolti ki. A kiilsO henger rogzitett, a belsd pedig allando
fordulatszammal forog. A sebesség gradiensét a forgd feliilet kertileti sebességének és a két
hengerfeliilet kozotti tavolsagnak a hanyadosa adja. A forgd henger feliiletén fellépd t
nyirofesziiltség egy fékezd nyomatékot fejt ki, mely a hengert forgat6 M nyomatékkal van
egyensulyban. A mérés elvégzésekor a forgd henger alaplapjara kifejtett fékez6 hatast is figyelembe
kell venni.

A gyakorlatban tobb egyéb fajta viszkozitasmérd is elterjedt, melyek példaul eldirt
koriilmények kozott mérik egy bizonyos folyadékmennyiség kiaramlasanak idejét (példaul az
Engler, Ostwald és Ubbelohde viszkoziméterek) vagy egy rogzitett méreti és toOmegl golyod
stillyedési sebességét (ilyen a Hoppler viszkoziméter).
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1.8. abra. A Couette-viszkozitasmero mitkodesi elve

Ezek koziil a muiszaki gyakorlatban elterjedtebb az Engler-viszkoziméter, mely egy allando
hémérsékletii termosztat-edénybdl all, amelynek aljan egy kapillaris van. A viszkoziméter felépitése
¢s a mérés folyamata szabvanyositott. A mérés soran a kapillarison keresztiil egy adott térfogati
folyadékmennyiséget hagyunk kifolyni. A viszkozitast a folyadék kifolyasi idejének és az azonos
térfogati 20 °C hoémérsékleti desztillalt viz kifolyasi idejének hdnyadosa adja, melyet Engler-
fokban (°E ) adnak meg. Ez a hanyados tulajdonképpen a relativ viszkozitast adja, melyet at lehet
szamitani a tulajdonképpeni viszkozitasra.

A Hoppler-viszkoziméter egy enyhén megdontott iiveghengerbol all, amelyet a mérendd
folyadék tolt ki. Miikodési elve a Stokes-kisérleten alapul: a hengerbe egy kalibralt golyot ejtiink,
mely esési sebességét a kozegellenallas hamarosan allandositja. A viszkozitds megallapitasa az
allandosult sebesség mérésével torténik (tulajdonképpen azt az id6t mérik meg, amely alatt a golyo
megteszi a henger falan levo két bekarcolt jel kozotti ismert tavolsadgot). Az iiveghenger enyhe
megdontése az atlatszatlan vagy sotét folyadékok tanulmanyozasakor sziikséges.
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2. HIDROSZTATIKA
2.1. A hidrosztatikai nyomas

A fluidum a kontinuumok egyike, melynek tanulmanyozasakor eltekintiink annak molekuléris
szerkezetét6l. Mechanikdja egy infinitezimdlis térfogatelem tanulményozasan alapul: a vizsgalat
célja a fesziiltségi és az alakvaltozasi dllapot meghatarozasa.

A nyugalomban levd (tulajdonképpen: a nem &ramld) fluidumokban a Newton-féle
viszkozitasi torvény értelmében csusztatd fesziiltségek nincsenek jelen, a normalis komponensek
pedig a hidrosztatikai nyomast adjdk. E komponensek meghatdrozasdhoz a fluidum térfogatabol
annak az adott tanulmanyozott pontja koriil egy olyan, tetraéder alakli végtelen kis térfogatelemet
kiilonitiink el, melynek harom oldallapja a koordinatasikokkal parhuzamos (2.1. abra), a negyedik
pedig tetszdleges helyzetii. Ez utobbi feliiletét dA -val jel6ljiik, a koordinatasikokkal parhuzamos
oldallapok feliilete pedig ennek a d4 feliiletnek a megfeleld vetiiletei lesznek (d4,, d4, és d4.).

2.1. dabra. A tetraéder alaku térfogatelem egyensulya

Mind a négy oldallapra a merdleges iranyu (az illetd oldallap normalisaval parhuzamos)
hidrosztatikai nyomas hat. A négy oldallapra kifejtett erd hatasa alatt a tetraéder egyensulyban kell
legyen, mely feltételt a koordinatatengelyekre eso vetiiletek egyensulyaként irhatjuk eld.

Ha a tetszéleges helyzetii oldallap normalisanak iranytényez6i /, m ¢és n, akkor a
koordinatasikokkal parhuzamos oldallapok feliileteit

d4, =1-d4 @2.1)

formaju osszefliggések adjak.
Egy adott oldallapra hatd er6t a nyomas és a feliilet szorzataként szamithatjuk ki, példaul a
d4, feliiletre azt a
dF, = p, -d4 (2.2)

X X X

szorzat adja.
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A tetszbleges helyzeti feliiletre hato erd vetiileteit szintén az iranytényezokkel szamithatjuk
ki, példaul annak az x tengelyre es6 vetiilete

dF' . =1/-p-d4 (2.3)
lesz, amely, mivel a tetraéder egyenstlyban van, az elébb kiszamitott dF, erdvel egyenlé kell
legyen.

Igy mindharom irany szerint egy-egy

p,-d4 =[-p-d4 2.4)

form4ju egyenletet kapunk. A d4_ feliiletet a 2.1. képlettel helyettesithetjiik, igy a 2.4. formaju
egyenleteket egyszerisithetjiik és 6sszevonhatjuk:

p.=p,=p.=Pp. (2.5)

A kapott 6sszefiiggés szerint a nyugalomban levé fluidum barmely pontjaban a hidrosztatikai
nyomas minden iranyban azonos.

A cstsztatd fesziiltségek hianyaban a nyugvo fluidum fesziiltségallapotat a hidrosztatikai
nyomas egyértelmiien leirja. Megegyezés szerint a nyomas pozitiv értékének megfeleld vektor a
térfogatelem belseje fele mutat (tehat a térfogatot csokkenteni igyekszik, ellentétben a
szilardsagtanban a normalis ¢ fesziiltségek pozitiv irdnyaval, mely kifele mutat):

p=—-n-p, (26)

ahol n a feliiletre merdleges, kifele mutatd egységvektor, a feliilet normalisa az adott pontban.
A nyugvo6 fluidum hidrosztatikai nyomasa manométerekkel vagy piezométerekkel mérheto, a
mért értékek pedig nem fiiggenek a mérési iranytol.

2.2. A nyugalomban levd fluidum egyensulya

A 2.5. 0sszefliggés szerint a nyugalomban levé fluidumok belsejében a hidrosztatikai nyomas
értéke nem iranyfliggd, viszont ez az Osszefiiggés még nem hatarozza meg annak értékét.

Akdércsak a szilard testek esetében, a fluidumok fesziiltségi allapotat is a feliileti és a térfogati
erdk hatarozzak meg, mint példaul a feliiletiikon haté atmoszférikus nyomas és a térfogatukban hato
sajat stlyuk.

A nyugalomban levé fluidum egyenstulyanak tanulmanyozasahoz beldle egy téglatest alaku
elemi térfogatot kiilonitiink el (2.2. abra). Az erre hat6 feliileti er6k lehetnek a szomszédos elemi
térfogatokkal kozos hatarfelilleten hato fesziiltségekbdl szarmazd erdk (esetiinkben tehat a
hidrosztatikai nyomasbol eredd erdk), a fluidum felszinén hat6 nyomasnak megfeleld erdé vagy
pedig az edény falanak reakcidja (ha a tekintett elemi térfogat adott oldallapja a fluidum
hatarfeliiletén van).

A térfogatelem éleinek hossza rendre dx, dy és dz, tomege pedig

dm=p-dx-dy-dz, (2.7)
(ahol p a fluidum stirlisége) a red hat6 térfogati erd vetiiletei pedig
dF, = f -dm (2.8)

form4juak, ahol f az egységnyi tomegre hato f térfogati erd megfeleld vetiilete; ez utdbbi
gyorsulas jellegli mennyiség.
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A térfogatelem kozéppontjaban a hidrosztatikai nyomas értéke p , mely a térfogatelemre hato
erdk miatt mindharom koordinatatengely irdnyaban a tadvolsag fliggvényében valtozik. E valtozas
mértékét a 0 p/0x formaju parcialis derivaltak adjak. E derivaltakat az elem kicsinysége miatt
annak tartomanyan allandonak tekinthetjiik. Ekkor példaul az abra szerinti jobb oldali lapra hat6
nyomas

Oop dx

P'x:PJra‘?, (2.9)

lesz, ahol a kézéppontban haté p nyomashoz viszonyitott kiilonbséget a valtozas sebességének ¢és a
tavolsagnak a szorzata adja. Megjegyzendd, hogy az igy kiszamitott nyomas csupan csak az
oldallap kozepén érvényes értékkel azonos, mivel annak értéke e lap mentén is valtozik. Azonban

mivel ezt a valtozast linearisnak tekintettiik, a tovabbi szamitasokban a nyomas valtozo értékét az
imént kiszamitott kozépértékkel helyettesithetjiik.

oz 2

2.2. dabra. A téglatest alaku térfogatelem egyensulya

A térfogatelem egyensulyat most is a koordinatatengelyek irdnyaban felirt vetiileti
egyenletekkel adhatjuk meg. Amennyiben az oldallapokon a nyomast az eldbbi kozépértékekkel
adjuk meg, az x tengely iranyaban hat6 vetiiletek egyensulyat a kdvetkezoképpen kapjuk:

p_a_p.ﬁ ‘dy-dz+ f, -dv-dy-dz-p— p+a_p.9 ‘dy-dz=0. (2.10)
ox 2 ox 2
Egyszertisités utan
0
Lefp. @.11)
ox

Hasonloképpen eljarva a masik két irany szerint azt kapjuk, hogy
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mely harom 0sszefiiggés a kdvetkezd vektorialis egyenletben vonhat6 dssze:
l-gradp =f, (2.13)
p

ahol f a térfogati erd vektora.

A fenti levezetésben feltételeztiik, hogy a fluidum siirlisége alland6. A fluidum stirlisége
azonban megvaltozhat, az lehet példaul a nyomas és a hémérséklet fliggvénye. Amennyiben p csak
a nyomastol fiigg, akkor e fiiggdséget egy p =p(p) egyenlettel irjuk le s ez esetben a fluidumot
barotropnak nevezziik. Ez az eset a gyakorlatban inkdbb gazok esetében fordul eld.

Barotrop fluidumok esetében tehat az elobbi egyenletben a stirliség a nyomas, a nyomas pedig
a geometriai koordinatak fiiggvénye. Ekkor az Gsszetett fiiggvény derivalasara érvényes lancszabaly

P
alkalmazasaval (mely szerint gradJ.l dp = 1 grad p ) a kovetkez6 alakot kapjuk:
o P p

p
grad Il dp=f. (2.14)
p
0

P
A valtozo felsé hatarértékli integralt, vagyis a P(p) =Ildp mennyiséget nyomasfiiggvénynek,
o P
nyomaspotencialnak szoktdk nevezni. Az igy kapott egyensulyi egyenlet a hidrosztatika
alapegyenlete vagy alaptorvénye.

Az alapegyenlet az egységnyi tomegre hato térfogati erdk f vektorat egy skalaris mennyiség
(példaul a 2.13. egyenlet szerint a hidrosztatikai nyomas) gradiensével hozza kapcsolatba, ebbol
kovetkezden a hidrosztatikai egyenstly csak konzervativ erdtérben alakulhat ki. Ez a térfogati erd
egy skalaris U(x, y,z) potencialbol is szarmaztathato:

f=—gradU. (2.15)

Ilyen modon az alapegyenletet egy ujabb alakra hozhatjuk:
grad J.%dp+gradU:0, (2.16)

melyet egy tetszoleges dr vektorral skalarisan beszorozva annak
ﬁ-dp+dU:0 (2.17)

differencialis formajahoz jutunk. Ez a forma az elGbbivel ellentétben egy skalaris egyenlet. Ez
utobbi integralasaval a szintén skalaris

jl dp +U = konst. (2.18)
p

integralis format kapjuk.
A fluidumok sztatikajanak alapegyenletét, annak a gyakorlat szempontjabdl fontos esetekben
érvényes sajatsagos formait a stirlisé€g €s a nyomas viszonyanak bevezetésével irhatjuk fel.
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2.2.1. Az sszenyombhatatlan folyadék nyugalmi egyensulya
Osszenyombhatatlan folyadékok esetében a stirliség alland6é (a P nyomasfliggvény értéke
p/p)igy az integralis forma az egyszerti

p+p-U =Kkonst. (2.19)
Osszefiiggéshez vezet. A gyakorlatban az U potencial az esetek tobbségében gravitacios:

U = g-z+konst., (2.20)

ahol g a gravitacios gyorsulas, amely a miiszaki feladatokban altalaban a fiiggélegesnek tekintett
z tengellyel parhuzamos €s negativ iranyban hat. A gravitacio altal el6idézett egységnyi térfogati
er6 komponensei tehat ennek az egyezménynek az alapjan:

fe=0, f,=0, f.=-g. (2:21)

A gravitacioés potencial bevezetésével az inkompresszibilis fluidumok (a folyadékok)
hidrosztatikai egyensulyat az alaptorvény

p+p-g-z=p+7vy-z=XKonst. (2.22)
formdja adja, amelyet
P=py=VZ (2.23)

forméaban is hasznalnak, ahol p, a referenciaszinten (nulla koétan, z=0) mért hidrosztatikai
nyomas.
Ennek az 0sszefiiggésnek egy masik alternativ forméaja a

p=p,+y-h (2.24)

képlet, ahol % a folyadék felszinétél mért mélység, p, pedig a felszini nyomas — ez lehet példaul a

szabad felszin feletti gaz nyomasa vagy pedig egy dugattyu altal gyakorolt nyomas.

Az utdbbi két egyenlet tagjait y-val elosztva szintkiilonbségekkel kifejezett relaciokat
kapunk, mivel a p/y formaji tagok szintén hosszusag jellegliek.

Definici6 szerint azok a pontok, amelyekben az U potencidl értéke azonos, egy
ekvipotencialis feliiletet (sik esetben gorbét) adnak. Homogén gravitacios térben levd nyugvo
fluidumokban az el6bbiek szerint az ekvipotencialis feliilletek egymassal parhuzamos sikok.
Megallapithat6, hogy a folyadék szabad feliilete is egy ilyen sik, ,,vizszintes” ekvipotencialis feliilet
lesz. Valojaban a Fold gravitacios tere sugaras szerkezetli és az ekvipotencialis feliiletei
gombfeliiletekhez kozelitenek. A hétkdznapi gyakorlatban viszont e feliiletek nagy gorbiileti sugar
miatt a siknak tekinthetdk.

A hidrosztatikai nyomas értékét egy diagramon szoktak abrazolni, amint az a 2.3. abran is
lathato. A fentiek alapjan esetiinkben a diagram linedris, esetleg konstans lesz. Amennyiben a
nyomas referenciaértéke az atmoszférikus nyomas, mint ahogy az a miiszaki gyakorlatban gyakran
eléfordul, akkor a diagram nullpontja az atmoszférikus nyomasnak felel meg és a diagrambol a
tényleges (abszolut) hidrosztatikai nyomas és a légkori nyomas kiilonbsége, a relativ nyomas
olvashato le:

p=y-h (2.25)

A referenciaszint lehet a folyadék szabad felszine, a legmélyebben fekvd pontjanak megfeleld
szint vagy pedig barmely tetszélegesen megvalasztott vizszintes sik is.
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A 2.3. 4bra jobb oldalan a dugattyu a folyadék feletti gazra fejti ki kdzvetlen hatasat. Mivel a
gazok striisége joval kisebb a folyadékok slirliségénél (példaul atmoszférikus nyomason és

szobahémérsékleten a levegd siirlisége 1.2 kg/m’, ami mintegy ezredrésze a viz siirliségének),
benniik a nyomas magassaggal torténd valtozasa kisebb szintkiilonbségek esetében elhanyagolhato.
Ezért a dugattyu 4ltal 1étrehozott p, nyomast a gaz belsejében allandonak tekinthetjiik.

¢ F
referenciaszint z .
po=0 gaz
h=0 mu " p
referenciaszint
po>0
p(h) =0
.
h folyadék

2.3. abra. A nyomasdiagram ésszenyomhatatlan folyadékokra

A hidrosztatikaban a ,,nyugvo” fluidum fogalma azt jelenti, hogy az nem aramlik, példaul a
tarold edényhez viszonyitva nyugalomban van. Ha ez az edény gyorsuld mozgast végez, akkor a
benne nyugalomban levé fluidumra a tehetetlenségi erd is hat — ekkor a fluidum relativ nyugalmarol
beszéliink, ellentétben az eddig targyalt abszolut nyugalomrdl. A fluidumra hat6 tehetetlenségi erd a
tartaly egyenesvonalti gyorsuld vagy lassuld mozgasa mellett az elfordulds (forgd mozgés)
kovetkezménye is lehet. Ekkor az egységnyi tomegre esd térfogati erdt a gyorsulasvektor
komponenseivel adhatjuk meg:

Jfo=a,, fy=a,, [.=a., (2.26)
melyeket az edény mozgastorvényébdl szamithatunk. A megfeleld potencialt ekkor egy
U:—j(ax dx+a, dy+a, dz) (2.27)

Osszefliggés adja.
A gyakorlatban a tehetetlenségi erok hatasa rendszerint a gravitacids hatassal 6sszegzodik.
Példaként tekintsiink egy hengeres edényt, melyben egy folyadék van és amelyet fiiggdleges
tengelye koriil allandd © szogsebességgel forgatunk (2.4. abra). E példaban a gravitacids
gyorsulasnak megfelelé6 komponensekhez a centrifugalis gyorsulasbol szarmazo Osszetevoket is
hozz4 kell adnunk:

2

fi=x-o’, f, =y, f=-g. (2.28)

A teljes potencial tehat

2

U=-[(ro’di+y o’ dy—g dz):—%-(x2+y2)+g-z+konst. (2.29)

lesz. Az ekvipotencialis felilleteket az U =allandd egyenletbdl hatdrozhatjuk meg ¢és
forgasparaboloid feliiletekhez jutunk. A szabad felszin is egy ekvipotencialis feliilet, egyenlete tehat

20



(02

(X’ +y*) =k, (2.30)
2-g

z—

ahol a zérojelben levé tag az adott pont sugaranak négyzete (r° = x> +y°), k, pedig egy Gjabb
konstans.

|

(\m
Ly

2R
e B

Pl

Y

2.4. abra. Sajat tengelye koriil forgo hengerben levé folyadék

Ak, paramétert abbol a feltételbdl hatdrozhatjuk meg, mely szerint a paraboloid alatti
térfogat a folyadék térfogataval egyenld kell legyen. Ebbdl a feltételbdl azt kapjuk, hogy &, a
szabad felszinnek az » =0 sugarG pontban mért magassidgaval azonos (a hasznalt jeldlések
értelmezése az abran lathatd, A, a nyugalomban levo folyadék magassaga):

2 2
K o=h=h — 2R (2.31)
4.g
A hidrosztatika alapegyenlete a potencial kifejezésével
2 2
p+p-(—®2r +g-zj=k2 (2.32)

lesz, ahol a k, allandot az » =0 sugar, a szabad feliileten levd pontban mérhetd nyomas
eldirasaval kapjuk:

ky=p,+v-h (2.33)
(p, a felszinen hat6 nyomas).
Az igy meghatarozott k,-es allandoval a fundamentalis egyenlet végsd soron

2 2

® -r
pzpo_y-(z—h— 2~gj (2.34)

lesz. Ennek alapjan levonhat6 az a kovetkeztetés, mely szerint a nyomas a forgastengellyel
parhuzamos iranyban linedrisan, sugdriranyban pedig parabolikusan valtozik. Az abran a henger
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palastjara, illetve az edény aljara gyakorolt relativ hidrosztatikai nyomas diagramja lathato, ahol a
nyomast az elébbi képlet adja.

Az emlitett példakban a térfogati erdt 1étrehozé U potencidl mechanikai természetii volt,
azonban a gyakorlatban el6fordulhat mas, példaul elektromos és magneses kolcsonhatasbol
szarmazo0 térfogati ero is.

2.2.2. Az dsszenyomott gaz izoterm nyugalmi egyensulya

A gazok 0sszenyomhatosaga miatt az alapegyenletben szerepld stirliség altalanos esetben nem
allando. A gaz stirliségét a térfogata hatarozza meg, mely szoros kapcsolatban all a nyomasaval és a
hémérsekletével. A stirliség szamitasakor tehat figyelembe kell venni a gaz 6sszenyomasanak vagy
kiterjeszkedésének termodinamikai koriilményeit is.

Harom idealizalt esetet szoktak megkiilonbdztetni a gaz héforgalmat tekintve. Amennyiben a
nyomas valtozasa allandd hémérsékleten megy végbe, akkor izoterm allapotvaltozasrdl beszéliink,
mely az elso idealizalt esetet jelenti. Ez példaul abban a hipotetikus esetben kovetkezik be, amikor a
gazt magaba foglald edény €s a gaz tokéletes hovezetd, a kornyezet hdmérséklete pedig allando.
Idealis gazok esetében az izotermikus allapotvaltozas egyenlete (a Boyle-Mariotte torvény) szerint a
p-V szorzat dllando, avagy a gaz két kiilonbozo6 allapotara felirva

PV (2.35)
r "

crer

m tomegével beszorozva

Po _Po (2.36)
p P

tehat izoterm koriilmények kozott a nyomas és a slrliség egyenes aranyban allanak (masként
fogalmazva a p/p hanyados allando), vagyis e koriilmények kozott a gaz barotrop fluidum. Ebbol

p -t kifejezve, annak differencialjat képezve a

dp =20 dp (2.37)
Po

Osszefliggéshez jutunk, mellyel az 6sszenyomhatd fluidumok izoterm nyugalmanak egyenlete (a
2.17. egyenlet Gjabb formaja) a kdvetkezoképpen irhato fel:

L2 gprdu=o0. (2.38)
P Py

E differencialis forma integralasaval

&-lnp+U = konst.. (2.39)
Po

Ha a stirtiségek helyett nyomasokkal dolgozunk, akkor a 2.36. képletbdl kifejtett p = p, A

strliséggel az alapvetd egyenlet integralis formaja

Do, In p +U = konst. (2.40)
Po

22



lesz (a P nyomasfiiggvény értéke a fenti Osszeg bal oldali tagjaval azonos). A 2.39. és 2.40.
egyenletek jobb oldalan két kiilonb6z6 konstans szerepel, tehat beldliik nem kovetkezik a p=p
egyenldség.

Az elobbiekben megallapitottuk, hogy gazok silriisége elég kicsi és igy egyensulyi
allapotukban kis szintkiilonbségek esetében a gravitacids térben nyomasukat ¢s siiriiségiiket teljes
térfogatukban allandonak tekintsiik. Nagy szintkiillonbségek esetén azonban ez az egyszertsités mar
nem alkalmazhaté. fgy példéul ha a 1égkér tengerszinten mért nyomésa p, ¢s stirlisége p,, akkor
egy bizonyos 4 magassagban nyomasa p < p, és stirlisége p < p, lesz (2.5. abra).

Ha feltételezziik, hogy a homérséklet nem valtozik a magassaggal és a Fold forgasabol
szarmazo centrifugalis erd hatdsat is elhanyagoljuk, akkor a 1égkdr egyenstlyat izoterm
koriilmények kozott szamithatjuk. Ekkor a tanulmanyozott 1égtomeget (gaztomeget) kiillonbozo
nyomasu rétegek alkotjak ugyan, de azok hémérséklete azonos. A 1égkdr nyomasa a gravitacio
kovetkezménye, tehat az U potencial gravitacios, amivel a nyomasokkal kifejezett alapegyenlet

Lo 1n p+ gz =konst. (2.41)
Po

lesz. Ha a valasztott referenciaszint a tengerszint, akkor az integralasi konstansa z=0 = p = p,
feltételbdl hatarozhato meg:

konst. :&-lnpo , (2.42)
Po
amellyel
m = Pog (2.43)
Py Po
vagy
P =P, €xp —po‘g~z =p0oexp(—“'g~zj. (2.44)
Do R-T

“A

tengerszint

Y

Po

2.5. d@bra. A légnyomas valtozdasa a magassdaggal

Ez az 6sszefiiggés a barometrikus magassagformula, mely kis magassagokra a 1égnyomas jo
kozelitését adja (kb. 6-7000 m-ig). Nagyobb magassagokra az eltérés a homérséklet
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kihangsulyozottabb valtozasa miatt jelentds, ugyanakkor a g gravitacidés gyorsulds magassaggal
valo6 valtozasat €s a Fold forgasanak hatasat is figyelembe kellene venni.

A Dbarometrikus egyenlet a gravitacios térbe helyezett, termodinamikai (izoterm)
egyensulyban levd kompresszibilis fluidumok nyomasat adja, amelyet abrazolva, az eddigiektdl
eltéréen, egy exponencialis diagramot kapunk. A 1égkdéri nyomast 4abrazolva a diagram
exponencialisan, aszimptotikusan csdkken a nulla érték fele (2.5. abra). Ha a nyomas helyett a
strtiséget szamitjuk és abrazoljuk, akkor az a nyomashoz hasonloan szintén exponencialis valtozast
fog mutatni.

Ha a barometrikus formuldbol a magassagot a nyomas fliggvényében fejezziik ki, akkor a
Halley-egyenlethez jutunk:

z=Po n P (2.45)
Po-& p

A Halley-egyenlet alapjan a barométer magassag mérésére is hasznalhat6, az ilyen célra
késziilt eszkozoket hipszométernek nevezik.

2.2.3. Az 6sszenyomott gaz adiabatikus nyugalmi egyensulya

A termodinamikai allapotvaltozasok egy masik idealizalt tipusa az adiabatikus
allapotvaltozas: az Osszenyomas €s a kiterjeszkedés adiabatikus koriilmények kozott, tehat ho
cserélése nélkiil megy végbe. Ekkor a nyomas novekedésekor a gaz felmelegszik, kiterjeszkedéskor
pedig lehil.

A gaznemi anyagok hdvezetd képessége alacsony s emiatt eléfordulhat, hogy a mechanikai
egyensulyban levo gaztomeget elkiiloniild, egymassal csak csekély mértékben keveredd rétegek
épitik fel, melyek kozott tehat gyakorlatilag nincs héatadas. Ekkor — bar adiabatikus egyenstlyrol
beszéliink — a tekintett termodinamikai rendszer nincs tulajdonképpeni egyensulyban, mivel a
termikus egyensuly kritériuma nem teljesiil: a hémérséklet nem allandd. Ez az eset fordulhat el6 a
lassan emelkedd vagy siillyedd l1égtomegeknél is, éppen ezért a meteoroldgidban az adiabatikus
egyenstlyban levo 1égtomeg egy gyakran hasznalt modell.

Az idealis gazok esetében az adiabatikus allapotvaltozas egyenlete (a Poisson-egyenlet)

szerint a p -V szorzat allando, ahol « az adott gaz adiabatikus kitevdje (ezt a termodinamikaban
altalaban 7y-val jelolik, azonban mivel y-val a fajsulyt jeloltiik, most szerencsésebb a «
hasznalata). A gaz két kiilonb6z6 allapotara felirva:

BT (2.46)
r W
vagy, a suriiségekkel:
Lo _Po (2.47)
p p

Mivel a nyomas és a stirliség kozott most is egy egyértelmli megfeleltetés irhato fel, a gaz
adiabatikus koriilmények kozott is barotrop fluidumnak tekinthetd. Az elébbi képletbdl a nyomast
kifejezve

_ pO k-1
dp=x-—>-p" -dp, (2.48)
0
melyet az alapegyenlet differencialis formajaba behelyettesitve, annak integralasaval a stirtiségekkel
kifejezett
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k-1
K Po, [ﬂj +U = konst. (2.49)
K _1 pO po

integralis formahoz jutunk. Innen, a slirliség és a nyomas viszonyat ado 2.47. dsszefiiggés alapjan a
nyomasokkal megadott

k-1

L&(ﬁj ’ + U = konst. (2.50)
k=1 p, \ Py

egyenlet is megallapithato, mely dsszeg bal oldali tagja most is a P nyomasfiiggvény értéke.

Az elobbi formulaba a gravitacids potencial bevezetésével a nyomas magassaggal torténd
valtozasat kapjuk. Ez esetben a fluidum belsejében nemcsak a nyomas, hanem a hdmérséklet is
valtozni fog; a gaz homérséklete a Clapeyron-Mendelejev egyenlet alapjan szamithato. A fentieket
a légkorre alkalmazva azt kapjuk, hogy a homérséklet a magassaggal csokken. Nagyobb
magassagok esetén a gravitacios gyorsulas valtozasat is szamitasba lehet venni, ekkor a potencialt

2
U=l 2.51)
r
formaban kell felirnunk, ahol g, a tengerszinten mért gravitacios gyorsulas, », a Fold sugara és
r=r,+z a z magassagban levd pont tavolsadga a Fold kozéppontjatol mérve. E potencialt a 2.50.

képletbe behelyettesitve a nyomas magassaggal torténd valtozasat kapjuk. A konstans értékét most
a r=r,= p=p, feltételbdl hatarozzuk meg, a légtomegek adiabatikus egyenstlyi egyenletét
pedig végso soron a

1 oo o P
p=po-| 1=K 80 Pols -(i—lj (2.52)
K Po

képlet fogja adni.

2.2.4. Az dsszenyomott gaz politropikus nyugalmi egyensulya

A termodinamikai allapotvaltozasok harmadik idealizalt tipusa a politropikus allapotvaltozas:
amennyiben a gaz és a gazt magaba foglald edény nem tokéletes hoszigeteld és nem tokéletes
hévezetd, a Osszenyomas soran a rendszer felmelegszik és hdét ad le a kornyezetének,
kiterjeszkedéskor pedig lehiil és hdt vesz fel a kornyezetétdl. Az idealizalas abban all, hogy e
folyamat alatt a gdz hokapacitasat allandonak tekintjiik, melynek kovetkeztében barmely df
hosszusagl iddtartam alatt a cserélt hd és a végzett munka hdnyadosa alland6 marad. Ekkor az
idedlis gaz viselkedését egy, a Poisson-egyenlethez hasonld egyenlet irja le, mely szerinta p-V"
szorzat allando, ahol n az adott gaz politropikus kitevdje, az emlitett hanyados fliggvénye. Mivel ez
az egyenlet formailag azonos az adiabatikus allapotvaltozas Poisson-egyenletével, a hidrosztatika
alapegyenletének erre az esetre megallapitott formai is alakilag azonosak lesznek az adiabatikus
koriilményekre felirt megfeleld egyenletekkel, csupan az adiabatikus k kitevot kell a politropikus
n kitevovel helyettesiteniink.

A politropikus allapotvaltozas hipotézise kdzelebb all a valésaghoz, mint az izoterm vagy
adiabatikus folyamaté, éppen ezért a politropikus tényezdvel felirt 2.52. egyenlet lenne a
legalkalmasabb a légtomegek egyensulyanak modellezéséhez. A nehézség az n kitevo
meghatarozasaban all.
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2.2.5. Pascal torvénye ¢és annak technikai alkalmazasai
Amikor a szintkiilonbségek miatti nyomaskiilonbség elhanyagolhat6 a szamitasok lényegesen
leegyszerisithetok. Ekkor ugyanis a hidrosztatika alapegyenlete az egyszerii

P =D (2.53)

formara hozhatd, melyet Pascal torvényének neveznek
Ez az eset példaul akkor fordulhat eld, amikor a p, nyomas egy hidraulikus berendezés

belsejében uralkodo nagy értékii dugattyinyomas. Ekkor a folyadék belsejében barmely pontban a
nyomas kozel azonos értékkel rendelkezik, mivel annak a szintkiilonbségek miatti valtozasa a p,

értékhez viszonyitva elenyészoen kicsi lesz. Egy magasnyomasu berendezésben tehat a nyomas
értekét jo kozelitéssel mindeniitt azonosnak tekinthetjiik.

Ez az észrevétel szamos gyakorlati alkalmazasban, példaul a hidrosztatikus gépek
szamitasaban jut fontos szerephez.

Egy dugattyus hidrosztatikus gépben a fluidumnak a dugattyura kifejtett nyomasa egy erd
megjelenéséhez vezet, melynek nagysagat az ismert F = p- A Osszefliggés adja (A a dugatty

keresztmetszete). Ezt az er6t munkavégzésre hasznalhatjuk, ezen az elven mitkddnek példaul a 2.6.
abran lathat6é hidraulikus munkahengerek (hidraulikus aktuatorok). A kar kétiranyl mozgatasat
gyakran kett6s hatasu hengerekkel oldjak meg. Kettds hatasu hengert akkor hasznalnak, amikor
mindkét iranyba ugyanazt az er6t kell kifejteni vagy amikor a folyadék eltavolitasaval 1étrehozhato
depresszio (mely legfeljebb az atmoszférikus nyomassal egyenld) és a mitkddtetett szerkezet sajat
sulya nem tudna a dugattyut eredeti helyzetébe visszahozni.

A hidraulikus munkahengerek alkalmazasi kore igen tag, kiilonb6zo hidraulikus
szervomechanizmusok felépitésében vesznek részt.

f nagynyomasu folyadék

2.6. dbra. Egyszerii (balra) és kettds hatdsu (jobbra) hidraulikus henger

Vegyiik tovabbi példanak a 2.7. 4dbran lathaté hidraulikus sajtot. E sajto két, kiilonbozo
atméroju, dugattytaval ellatott hengerbol all, melyeket hidraulikus olaj tolt ki. A bal oldali, kisebb
atmérdju dugattyu lenyomasaval bizonyos térfogata olaj az 4 hengerbdl a B hengerbe jut at az
sz, szelepen keresztiil, melynek szerepe az olaj visszafolyasanak meggatoldsa. Az atmérdk
kiilonbsége miatt a jobb oldali dugattyli elmozdulasa sokkal kisebb lesz, mint a bal oldalon levéé,
az elmozdulasok a keresztmetszetekkel forditott aranyban allnak (amennyivel csokken a bal oldali
henger térfogata ugyanannyival novekedik a jobb oldali hengeré). Az A4 dugattyu felfele
mozgatasaval a C tartalybol a bal oldali hengert a szintén egyirdnya sz, szelepen keresztiil fel lehet
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tolteni, igy a kisebb atmérdju dugattyu ismételt le-fel mozgatasaval a nagyobb atmérdji dugattyu

kivant elmozdulasa elérhetové valik.
V¥
l )

% - DS
4>
Ir

SZp

Sz
-
C

2.7. @abra. Hidraulikus sajto elvi vazilata

Ha az A hengerre gyakorolt erd F,, akkor a kisebb atmérdjli dugatty altal létrehozott
nyomas

_4-F,

n-D’

p (2.54)

lesz. Pascal torvényének alkalmazasaval a B hengerben a nagyobb atmérdjii dugattyura gyakorolt
nyomas ugyanekkora lesz, tehat ez a dugattyt egy

:p'n'Dé

F, ;

(2.55)
nagysagu erot fog kifejteni az 0sszepréselendo targyra.

A nyomas behelyettesitésével az erdk aranya (az elért novekedés mértéke, az erdattétel) a
dugattyuk keresztmetszetének aranyaval lesz azonos:

2
£ _ D—‘; . (2.56)
FA DA
A nagyobbik atmérdji hengert eredeti helyzetébe visszaallitani a B henger kitiritésével lehet,

a megnyitott sz, szelepen a hidraulikus olaj a C tartalyba dramlik vissza.

A hidraulikus sajtd elvének, a hidraulikus dttétel alapjan szamos szerkezet mitkodik. A
gyakorlati megvalositasnal a kisebbik atmérdjii dugattyut sokszor egy egykarti emelds szerkezettel
mozgatjak (ilyen példaul a nehezebb jarmiivek felemelésére hasznalt hidraulikus emeld vagy a
hidraulikus fék) — ekkor a szerkezetet miikodtetd emberi erdt az egykarti emeld is megnoveli —,
vagy pedig egy szivattyaval (példaul egy fogaskerekes szivattytival) helyettesitik.

Pascal torvényének egy masik alkalmazasa a hidraulikus akkumulator (nyomastarolo), melyet
a nyomas- és a hozamfluktuaciok kiegyenlitésére hasznalnak. A nyomastarolokat olyan hidraulikus
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berendezésekben alkalmazzak, amelyek egy szakaszosan mikddd hidraulikus gépet foglalnak
magukba. Ez utébbi gép lehet példaul egy hidraulikus prés, amelynek mukodtetéséhez sziikséges
pillanatnyi hozam nagyobb annal, mint amelyet szivattyt folyamatosan tovabbitani tud. A hidnyt a
tarold potolja. Mig a prés szakaszos mukodése kozben all, a folyamatosan jard szivattyu a
nyomastarolot ujra feltolti.

A szakaszosan miikodd gép a nyomast létrehozo szivattyu is lehet: ilyenkor a fogyasztas
kisebb mint az a hozam, melyet a szivattyG gazdasagos ilizemmodban biztositana. A
folyadéktobbletet atmenetileg a nyomadstaroloban raktarozzak, tehat az egy adott pillanatban
megtelik. Ekkor a szivattyut megallitjak és csak a tarolo kiiiriilésekor inditjak ujra.

A hidraulikus akkumulator tehat egy olyan taroloedény, mely egy bizonyos mennyiségi
folyadékot raktaroz el allando vagy kozel allando nyomason (2.8. dbra).

[‘ T F p=p(h)

L ]

2.8. dbra. Allandé (a.) és nem allandé (b.) nyomdsii hidraulikus tarolok

Az allandé nyomasu tarold egy D atmérdji, dugattyuval ellatott hengerbdl all, melynek a
dugattyujat egy nehezék terheli. Ha a dugattyu és a nehezék egyiittes sulya G, akkor a dugattyt
altal létrehozott nyomas
4G

n-D?

p (2.57)

lesz. Ez a tartdly a szivattyu altal nyomott folyadékot tarolja: ahogy az telik, ugy a dugattyt
felemelkedik s igy a henger belsd térfogata megnovekszik. Amikor a fogyasztds nagyobb, mint a
betaplalas, a tarolobol a p nyomasu folyadék iiril és kdzben a dugattyu a stly hatasara lefele
mozog.

A nyomastarol6 egyszeribb formaja a hidrofor, mely egy olyan merev fali tartaly, amelyet
kezdetben levegd vagy valamilyen mas gaz tolt ki. A folyadék tarolasakor a levegd a tartaly
feltoltésének mértékében Osszenyomodik, tehat a tartdlyban a nyomas megnd. A folyadék
elfolyasakor az elobbiek forditottja jatszodik le, a levegd kiterjeszkedik és a tartdlyban a nyomas
csokkenni fog. Ez a tipust tarold tehat nem biztositja a nyomds allandosagat, az bizonyos
hatarértékek kozott fog valtozni.

Pascal torvényének alkalmazasaval miikodik a hidraulikus nyomasndveld (illetve a
nyomascsokkentd) is, melyet hidraulikus erdsitének is neveznek. Ez a szerkezet két kiilonb6zo
atméroju, dugattytval ellatott hengerbdl all, melyek dugattyui egy kdzos testet alkotnak (2.9. ébra).

A nyomasnoveld miikddése kozben a bal oldali, nagyobb atmérdjli hengerbe a p, nyomasu
folyadék keriil. E folyadék a nagyobb atmér6jii dugattytra egy
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2
Dy

y (2.58)

F=p,
erdt gyakorol. Mivel a két dugattyu egy kozos testet alkot ez az erd a kisebbik atmérdji dugattytin
keresztiil atadodik a jobb oldali hengerben levé folyadéknak, ennek nyomasa pedig

_4-F
n-D,

Ps (2.59)

lesz.

Dy

— DB ——
P4 r

2.9. abra. Hidraulikus nyomasnovelé elvi vazlata

A nyomas novekedése a dugattyuk keresztmetszetével (az atmérok négyzetével) forditottan
aranyos:

2
Py _ D—;. (2.60)
Py Dy

Az atmérdk D, > D, viszonya miatt a kimeneti p, nyomas nagyobb lesz, mint a bemeneti

p, értek. Mivel a két dugattyu elmozduldsa egyenld, a nyomasndveldt a magasnyomasu oldalon

kevesebb folyadék hagyja el, mint amennyit az alacsonynyomasu oldalon betaplaltunk.
A forditott irdnyl berendezés nyomascsokkentoként mikodik.

2.2.6. A hidrosztatika alaptorvényének alkalmazasai

A gyakorlat szempontjabodl sokszor hasznosabb a hidrosztatika alapegyenletét a mar emlitett
magassagokkal kifejezett formajaban hasznalni. E format a nyomasokkal felirt alapegyenlet
tagjainak y-val valé beosztasaval kapjuk, példaul

2 | ;= konst. 2.61)

Y

alakban. Mivel a kapott egyenlet tagjai mind hosszisag-jellegiiek, azt geometriai megkozelitésben
is értelmezhetjiik. A baloldali 6sszeg elso tagja a nyomas és a fajstly hanyadosa:

=2 (2.62)
Y

Ez a mennyiség annak a folyadékoszlopnak a magassaga lenne, melynek hidrosztatikai nyomasa
éppen a megadott p nyomassal egyenld. Megjegyzendd, hogy amikor a p nyomas a folyadék

felszinére gyakorolt nyomast is magaba foglalja 4 a folyadékoszlop tényleges magassaganal
nagyobb. Amennyiben a p nyomads a légkori nyomashoz viszonyitott relativ nyomas, akkor % -t
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piezometrikus magassagnak neveziink, ha pedig p a fluidum abszolut nyomasa, akkor /4 a
barometrikus magassag nevet viseli.

A 2.61. egyenletben szereplo 0Osszeg masodik tagja a viszonyitasi szinttdl szamitott z
geodéziai magassag, mely a hidrosztatika alapegyenletének kiindulasi forméjaban is szerepelt.

Az egyenlet jobb oldalan szereplé konstansnak szintén magassag jellege kell legyen.
Amennyiben az atmoszférikus nyomashoz viszonyitott relativ nyomasokkal dolgozunk, ugy a 2.61.
Osszeg a folyadék szabad felszinének a kivalasztott referenciasikhoz viszonyitott magassagaval
egyenld, ez a H,, piezometrikus szint. Ellenben, ha abszolit nyomésokkal dolgozunk, akkor a

H, 0sszeg a barométercsoben levd folyadék felszinének felel meg és barometrikus szintnek
nevezik.

légiires tér

légnyomas

P=—Pa
| .
. PR
A
P =Po—Pa
abszolut
fyomas 3 relativ
< nyomas
N N N N
I I w *

2.10. abra. A hidrosztatika alaptorvényének geometriai értelmezése

A kiilonb6z0 szintek, magassagok €s nyomasok viszonyat a 2.10. abra szemlélteti. Az dbran
egy zart tartaly lathato, amelyet részben egy homogén folyadék tolt ki. A folyadék felett valamilyen
gaz helyezkedik el, melynek p, nyomdsa nagyobb a légkori nyomasnal ( p, > p, ). A tartalyba két
zart és két nyitott cso nyulik be.

A zart csOvek barométer-csovek, benniik a folyadék felszine felett 1égiires tér van. (Ezt a teret
tulajdonképpen a folyadék telitett goézei toltik ki. Mivel a folyadékok gbéznyomasa
szobahdmérsékleten 4ltaldban nem tul jelentds, a barométercsében levd teret légiiresnek
tekinthetjiik).

A nyitott csovek piezométer-csovek, benniik a folyadék felszine felett p, nyomasu légkori
levegd van. A belsé p, nyomds és az atmoszférikus p, nyomas kozotti kiilonbség hatasara e
csovekben a folyadékszint magasabban van, mint a tartalyban levo folyadék felszine.

A barométer-csovekben a p, nyomast a folyadékoszlop magassiga egyenliti ki, melyhez a

piezométer-csdvekben a 1égkdri nyomas is hozzaadodik.
Az abszolut nyomasra a magassagokkal felirt alapegyenlet a kdvetkezo lesz:
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—4z=—+z,=—4z,=—"+2z,=H_,_, (2.63)
Y Y Y Y

mely a relativ nyomasokkal a

PimPoy, PamPuy, PaTPuy _PiTPu, _p

Y Y Y Y

(2.64)

rel

format olti.

A nyomas diagramja a folyadék Osszenyomhatatlansdga miatt linearis valtozast mutat. Az
abszolut nyomas diagramja csak pozitiv értékeket tartalmaz, a nyomas zér6 értékét a barometrikus
szinten éri el (ez a barométer-csovekben levd folyadék felszine). A barométer-csovekben a
folyadékszint minden csében azonos, fiiggetleniil attol, hogy a cs6 milyen mélyen meriil bele a
tartdlyban levo folyadékba (tehat fiiggetlen a csé als6 végének geodéziai magassagatol). A
barometrikus szint magassdga a folyadék felszinére hatd p, nyomastdl és a folyadék fajstlyatol
fligg.

A relativ nyomas diagramjan a zérus érték a folyadék szabad felszinének felel meg (a szabad
felszin nem azonos a tartalyban levo folyadék felszinével, mivel ott az nyomas alatt van). A szabad
felszin feletti tartomanyban a nyomadas értéke negativ, amit depresszionak vagy vakuumnak
neveznek. Ez a negativ nyomas a barometrikus magassagban éri el a teljes vakuumnak megfeleld
minimumat, alatta a vakuum részleges. Minden piezométer-csében a folyadék ugyanaddig a szintig
emelkedik fel. A piezometrikus szint magassaga a folyadék fajstlya és a p, nyomas értéke mellett

a légkori p, nyomastol is fligg.

2.11. abra. Kozlekedo edények

Megallapitottuk, hogy a nyugalomban levé homogén folyadékban a vizszintes sikok izobar
felilletek. E kijelentés kovetkezménye a kozlekedd edények elve. A kozlekedd edények kiilonbozo
alaku és keresztmetszetii, feliil nyitott, alul pedig egymassal kapcsolatban levé edények, melyek
nagy atmérdje meggatolja a hajszalcsdovesség megjelenését. Amikor a kozlekedd edényekben levo
egynemi folyadékra csak a nehézségi erd hat, nyugalmi allapotban a folyadékszint minden agban
azonos lesz, fiiggetleniil annak alakjatol és térfogatatol (2.11. abra).

Ha a kozlekedd6 edények &gaiban kiilonb6zo fajsulytt folyadékok wvannak, akkor a
folyadékszintek kiilonb6zdek lesznek. A folyadékoszlopok nyomasa egy bizonyos vizszintes sikban
a kiilonb6z6 agakban egymastol eltérd lehet.
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Példaul a 2.12. 4bran lathaté U alaku csé esetében azonnal észrevehetjiik, hogy mig a
jobboldali agban levd folyadék felszinén a nyomds az atmoszférikus nyomassal azonos, addig
ugyanazon a szinten a baloldali 4gban levé nyomas a p, - g, - (A, —h,) mennyiséggel lesz nagyobb.

Ekkor azonban a két dgban levo folyadékoszlop egyensulyban kell legyen egymassal, a nyomas az
edény mélypontjaban mindkét agra kiszamitva azonos lesz.

o §
o

P1

h
Yo, p2
P=Pat Prgh =patprgh

S’/

2.12. abra. Nyitott U-csé két, egymdstol kiilonbozé stiriiségii folyadékkal

A kozlekedd edények elvének alapjan miikodik a piezométer is (2.13. dbra). A piezométer egy
nyitott c¢s0, mely a megmérendd, ismeretlen nyomasu folyadékba meriil. A csoben felemelkedd
folyadékoszlop hidrosztatikai nyomasanak a mérendé nyomas €s a légnyomas kiilonbségével kell
egyensulyban lennie, kovetkezésképpen a folyadékoszlop magassaganak mérésével az ismeretlen
nyomas meghatarozhatova valik.

* Pa
-

¢ D
Q 0

2.13. abra. Nyitott piezométer

A folyadékoszlop % magassagat megmérve a hengeres vezeték tengelyében a relativ
hidrosztatikai nyomas a

p=v-h (2.65)

képlettel szamithato, ahol y a folyadék fajsulya. Az abszolit nyomas kiszdmitasdhoz ehhez az
értékhez még hozza kell adni a 1égkori nyomas értékét is.

A kozleked6 edények elvét hasznositja a folyadékmanométer is (2.14. dbra). Az U alaku cs6
egyik 4ga a mérendd nyomast edényhez csatlakozik, a masik aga pedig nyitott. A mérend6 p
nyomas altaldban egy gdz nyomasa, vagy legalabbis az 0sszekotd vezetékben levd levegdn
keresztiil adodik at.
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Az U alaka cs6 két agaban levd folyadék felszinének szintkiilonbségébdl az ismeretlen p
nyomas meghatarozhatd, igy példaul az abszolut nyomas:

p=p,+y-Ah (2.66)

lesz, ahol y a manométerben levd folyadék fajstlya.

Ha a manométer masik 4ga nem a szabadba nyilik, hanem egy masodik tartalyhoz csatlakozik,
akkor a manométer a két tartaly kozotti nyomaskiilonbséget fogja mutatni.

V Vu

2.14. abra. Nyitott folyadékmanométer

A piezométereknek ¢és a manométereknek tobb valtozatuk is van. Pontosabb mérésekhez vagy
kis nyomasvaltozasok megallapitasdhoz a mérécsdvet elforgatjak, amely a vizszintessel egy
derékszognél kisebb o szoget fog bezarni. Igy a ferdecsovii piezométer vagy a manométer
skalajanak beosztasai kozotti tavolsag a fliggdleges csovil eszkdz beosztasainak 1/sin o -szorosa,
tehat nagyobb lesz, ami pontosabb leolvasast tesz lehetdvé. A 2.15. abra bal oldalan egy ferdecsovii
manométert lathatunk.

p
+ )/Pa Pg

A )/A(I — Ah/sin o 1 Lar Y ho (Vo

2.15. abra. Ferdecsovii (a.) és zartesovii (b.) folyadékmanométer

A nyitott piezométerek és manométerek nyomashatarat a mérécsé magassaga hatarozza meg:
tul nagy nyomas mérésekor a folyadékszint a csé pereméig emelkedve abbol kifolyna. Ennek
elkeriiléséhez zart csdveket hasznalnak: ekkor a mérend6 nyomassal a folyadékoszlop Ah
magassaga altal adott hidrosztatikai nyomas €s a zart cs6végben levd Osszenyomott gaz p,

nyomasa tart egyensulyt. A 2.15. abran lathat6 zartcsovii manométerre példaul
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p=p,ty-Ah. (2.67)

Feltételezvén, hogy a cs6 zart végében levd gaz nyomadsa a kiindulasi allapotban a p, 1égkori
nyomassal volt egyenld és hogy izoterm 0sszenyomasa alatt kezdeti V térfogata AV -vel csokkent
(hémérséklete tehat nem valtozott meg), a mérés elvégzésekor a zart csévégben a nyomas

pu‘VO

= PaVo 2.68
V, - AV (2.65)

Py

lesz. A AV térfogatvaltozas a Ah szintkiilonbségbol szamithato. Ha a cs6 S keresztmetszete
allando, akkor

AV:S-A—h. (2.69)
2
fgy a zartcsovii manométer altal mutatott nyomas a Ak szintkiilonbséggel
p=p -Lﬂ(-Ah:p - +y-Ah (2.70)
a Ah . Ah
WSty hTy

lesz. Eszrevehetjiik, hogy ha a manométer skalajat nyomas-egységekben adjuk meg, akkor a nyitott
csovil valtozat skaldja egyenletes lesz, a zart csovil valtozat beosztasai pedig felfele stirisodni
fognak.

2.2.7. A hidrosztatika alaptorvényének energetikai értelmezése

A hidrosztatika alapegyenletét energetikai szempontbdl is lehet értelmezni. Ezt az értelmezést
ugy tekintik, mint az energiamegmaradas torvényének hidrosztatikai alkalmazasat. Ekkor az
alapegyenletet a tekintett fluidumrész

@2.71)

térfogataval beszorozva egy
pV+G-h=E (2.72)

formaju egyenletet kapunk. Itt a p-V szorzat a nyomassal szemben kifejtett térfogatvaltozas
energidja (ez annak a mechanikai munkanak felel meg, melyet az adott p nyomdason végez a

fluidum, mikozben térfogata nullarél az adott V' értékre novekedik), mely a H entalpia egyik
komponense (a masik az U belsé energia). A G-h szorzat az m tomegl fluidum gravitacios
térben szamitott helyzeti energidja. E két tag £ Osszege a fluidumrész dsszes potencialis energiajat
adja.

Ez az E energia, ha a kiragadott részt a fluidum tomegében barmilyen irdnyban mozgatjuk, a
2.72. egyenlet értelmében allandé marad.

Amikor egy homogén fluidum belsejében elkiilonitett a V' térfogati rész egy Ah
mennyiséggel magasabbra kertil, akkor a nyomasa Ap =y - Ah mennyiséggel lesz kisebb, vagyis az

els6 tag Ap -V = G- Ah mennyiséggel csokken. A masodik tag ugyanekkor a G - Ah mennyiséggel

novekszik, tehat az 6sszegiik végsd soron allandé marad.
A vizszintes irdnyil elmozdulas sordn az Osszeg mindkét tagja valtozatlan marad, mivel a
vizszintes sikokban sem a nyomas, sem a gravitacios potencialis energia nem valtozik
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2.3. A nyugalomban levd fluidum falakra kifejtett hatasa

Definicioja szerint a nyomas az egységnyi feliiletre merélegesen hatdo nyomoerdvel azonos. A
sik A feliiletre hato p hidrosztatikai nyomas altal kifejtett er6 nagysaga e meghatarozas szerint

F=p-A. (2.73)

Ha a hidrosztatikai nyomassal terhelt S feliilet nem sik és/vagy a nyomas értéke nem allando,
akkor ennek az er6nek a nagysagat az infinitezimalis dS feliiletelemekre hatd elemi dF erdk
ereddjeként szamitjuk. A dS feliilletre hatdé elemi erd vektorialis mennyiség, mely a feliilet n
normalisanak iranyaban hat és azzal ellentétes iranyitast, amint azt a 2.6. 6sszefiiggés is leszogezi:

dF =—p-n-dS (2.74)
(az n-dS vektort néha dS -sel jelolik). Ilyen mddon a teljes S feliiletre hato hidrosztatikai erd

F:—jp.nds (2.75)
N

lesz, ahol az integralt a hidrosztatikai nyomassal terhelt S feliileten szamitjuk.
Az elemi dF erfnek egy tetszélegesen megvalasztott O pontra vonatkoztatott nyomatéka

dM = rxdF , (2.76)

ahol az r vektor a dF erd tdmadaspontjanak az O pontbdl hiizott helyzetvektora. A teljes S
feliiletre szamitott nyomaték a dF elemi erd behelyettesitésével az elemi nyomatékok integralja,

M:—jp.rxnds (2.77)
N

lesz. Varignon tétele szerint ez a forgatonyomaték azonos az F rezultdns O pontra vonatkoztatott
nyomatékaval:

M=r xF, (2.78)

ahonnan M ¢és F ismeretében a hidrosztatikai erd tamadaspontjanak (a nyomdskozéppont) r,

helyzetvektora meghatarozhato.
A tovabbiakban az eddig bemutatott altalanos 0Osszefiiggéseket néhany sajatsdgos esetre
fogjuk alkalmazni.

2.3.1. A nyugalomban levé fluidum sik feliiletekre kifejtett hatasa
Ebben az esetben az elemi dS felilletekhez hizott m normalis vektorok egymassal
parhuzamosak, igy kihozhatok az integral alol. A hidrosztatikai er6t add osszefliggés tehat

F=-n-[pds (2.79)
S

lesz, nyomatékanak képlete pedig
M:nxjp-rds (2.80)
N
formara hozhato (a vektorilis szorzas antikommutativ tulajdonsaga miatt a minusz eldjel eltiinik).
Vegyiik példanak a 2.16. abran lathat6 sik tartalyfalat, amely a vizszintessel egy adott o

szoget zar be és amelyet egy y fajsulya folyadék hidrosztatikai nyomasa terhel. A szamitasok
megkonnyitéséhez célszerl a vonatkoztatasi rendszert a fal sikjahoz igazitani. Ennek z tengelye a
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terhelt felillet G geometriai kdozéppontjan megy at, az y tengely pedig a fal sikjaban van, az abra
sikjara merbleges iranyba kifele mutat. A terhelt feliiletet annak meréleges vetiiletével az yz sikban
abrazoljuk.

Mivel a 1égkori nyomas a fal mindkét feliiletén hat, elegendd lesz a folyadék altal gyakorolt
relativ nyomast szamitasba venni. Mivel a z tengely most nem fiiggdleges, a hidrosztatikai
nyomast a

p=y-h=vy-z-sina (2.81)

Osszefiliggés fogja adni, ahol /4 -t a folyadék felszinétdl lefele, fliggdleges iranyban mérjiik. A falra
hat6 hidrosztatikai eré nagysaga ekkor

F=J-pdS=y~sinoc~J-zdS:y-sina~Sy (2.82)
N S

lesz, ahol a masodik integralban a terhelt felilet y tengelyre vonatkoztatott S, sztatikai

nyomatékat ismerhetjik fel (S, geometriai mennyiség, mely elsérendi nyomaték néven is

ismeretes). Mint tudjuk, ez a sztatikai nyomaték egyenld a terhelt feliillet nagysaganak ¢s a
geometriai kozéppont megfeleld koordinatajanak z - S szorzataval.

z=h/sin o

2.16. abra. Folyadék hidrosztatikai nyomadsa altal terhelt sik tartdlyfal

A hidrosztatikai er6nek a valasztott koordinatarendszer y tengelyéhez viszonyitott
forgatonyomatéka a 2.80. képletben szerepld vektoridlis szorzat kifejtésével

M, =jp.zds (2.83)
N
lesz, mivel az r helyzetvektor és a feliillet » normalisa egymasra merdlegesek. A hidrosztatikai
nyomas behelyettesitésével

My:y-sina-JzzdS:y-sina-Iy, (2.84)
N

ahol az integral ezuttal a terhelt felillet y tengelyre vonatkoztatott 7 tehetetlenségi (mas néven

masodrend(i) nyomatékaval azonos, mely szintén egy geometriai mennyiség.
Az eldbbi észrevételekkel az F erd tdimadaspontjanak z koordinatdjat a
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’ !, / (2.85)
z = — = =—= = .
S .

hanyadosként allapithatjuk meg.

Amennyiben a valasztott koordinatarendszer z tengelye nem megy at a terhel feliilet
geometriai kdzéppontjan, ugy az elébbi, y tengely koriil forgatd nyomaték mellett egy z tengely
kortiil forgato

MZ:Jp-de:y-sina-jx-zdS:y-sinoc-[Xz (2.86)
S S

komponens is megjelenik, ahol az integral most a terhelt feliilet xz sikra vonatkoztatott 7

centrifugalis (masodrendl) nyomatéka (ez is egy geometriai mennyiség). Az F erd
tamadaspontjanak y koordinataja

jx-ZdS
S

yo=M s L L (2.87)
F szS S, z5-S

N

lesz.

Az elébbi, ,nehéz” fluidumokra (folyadékokra) megallapitott Osszefiiggések ,konnyit”
fluidumokra (gazokra) is felirhatok. Ekkor a nyomasnak a magassdg szerinti valtozasa
elhanyagolhato (tehat p allando), a hidrosztatikai erdt

F=-n-p-[dS=-p-n-S, (2.88)
S

az er6 nyomatékat pedig
M:p.nxjrds (2.89)
N
formaban kapjuk. Vegylink példaul egy sik falakkal rendelkez6 tartalyt, melyet egy p nyomasu gaz

tolt ki (2.17. abra). A vonatkoztatasi rendszer megegyezik az el6bbi példaban hasznalttal.
A falra hat6 er6 nagysaga p valtozasanak elhanyagolasa mellett

F=[pdS=p-[ds=p-s, (2.90)
S S

annak nyomatéka pedig

M,=p-[zdS=p-S,, (2.91)
N

ahol az utols6 integral a terhelt felillet y tengelyre vonatkoztatott sztatikai nyomatéka. A
tamadaspont z, koordinataja ekkor

(2.92)
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lesz. Hasonl6 modon levezethetd, hogy y, = y., tehat a hidrosztatikai erd a terhelt feliilet
geometriai kozéppontjaban (sulypontjaban) hat.

2.17. dabra. Gaz hidrosztatikai nyomasa daltal terhelt sik tartalyfal

Eszrevehetjiik, hogy tgy a konnyii mint a nehéz fluidumokra megallapitott képletek alapjan a
tamadaspont koordinatai fiiggetlenek a fluidum fajsulyatol, illetve annak nyomasatol.

A terhelt feliilet gyakran négyszog alaku, ami tovabbi egyszeriisitésekhez vezet. Ekkor az
elemi feliiletet

dS=b-dz (2.93)

formaban irjuk fel, ahol b a terhelt feliilet szélessége. Az elemi feliilet e kifejezését a 2.79. képletbe
behelyettesitve a hidrosztatikai er6t a nyomasdiagram teriiletének €s a terhelt feliilet szélességének
szorzataként kapjuk, tamadaspontja pedig a terhelt feliilet fiigglleges kozépvonalaban, a
nyomasdiagram sulypontjanak megfelel6 magassagban lesz (2.18. abra).

A A |

213 hi2

E y M=F-h/3= F A = Fh2=
=yb-h*/6 bR

- h/3 u h/2

=\ Y =\
vho \_m A P M
a. nehéz fluidum esetén b. konnyii fluidum esetén

2.18. dabra. Fiiggoleges teglalap alaku feliiletek hidrosztatikai terhelése

Amennyiben a hidrosztatikai nyomassal terhelt feliilet vizszintes, a fenék- és fedélnyomasbol
szarmazo eré €s annak nyomatéka a nyomas allandosaga miatt a gazok esetében megallapitott
Osszefiliggésekkel szamithatd. Folyadékok esetében az edény fenekére haté erd a folyadékoszlop
magassagaval aranyos €s nincs kozvetlen kapcsolatban az edényben levo folyadék mennyiségével —
ez a megallapitas a hidrosztatikai paradoxon (2.19. abra).
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2.19. abra. A hidrosztatikai paradoxon (a fenéknyomds nem fiigg az edény alakjatol)

A hidrosztatikai nyomas altal eldidézett (F, M) vektorkettds (dinam) tagjai altalanos esetben
térbeli vektorok, amelyeket vetiileteikkel hatarozunk meg. gy a hidrosztatikai erd vetiileteinek
nagysagat a kovetkez0 mennyiségek adjak:

F,=F-i=-[p-(n-i)ds= [ pds,,
N S,

y

F,=F-j==[p-(n-j)ds= [ pds,, (2.94)
N S

F.=F-k=-[p-(n-k)dS= [ pds,,
s Sy
ahol i, j és k a koordinatatengelyek egységvektorait jelolik. Az n-i formaju skalaris szorzatok
az § feliilet normalisanak iranytényez6it adjak, a S, formdju tagok pedig az § feliiletnek a

koordinatasikokra es6 vetiiletei.

helt feliil a terhelt feliilet A a terhelt feliilet
aterhelt felulet F =G fuggdleges vetiilete vizszintes vetiilete
vizszintes_vetiilete v
F,=—-G
¥ i Q\Z“ YVVVVY
ll =| N\
/é >: | SN
L N N
— Ll Lall A\
> A~ G N\
a terhelt feliilet '
a terhelt feliilet

a terhelt feliilet
fliggbleges vetiilete

2.20. abra. A hidrosztatikai erd vetiiletei

A miiszaki gyakorlatban a z tengely altalaban fiiggélegesen felfele mutat. Ekkor a fenti
harom Osszefiiggés szerint az oldaliranyl (vizszintes) F, és F, komponenseket ugy szamitjuk,

mint a terhelt feliilet fliggdleges sikokra es6 S_, illetve S vetiileteire hato eréket. A harmadik,

fliggéleges F, komponens nagysdga a terhelt feliilet és a szabad felszin kozotti térfogatot kitdltd
folyadék sulyaval egyenld: ezt rogton belatjuk, ha a nyomast a y- /4 szorzattal helyettesitjiik (2.20.
abra).
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Az abran két esetet is latunk. Ha a folyadék a terhelt feliilet alatt van, akkor a fiiggdleges
Osszetevot a folyadékfelszin meghosszabbitasaval kapott sik és a terhelt feliilet kozotti térrészt
kitolto folyadék sulyaként kapjuk.

Gézok esetében a nyomas allanddsaga miatt a komponenseket p-S . formaji szorzatokként

(az allandé nyomas ¢és a terhelt feliilet vetiileteinek szorzataként) allapithatjuk meg.

2.3.2. A nyugalomban levé fluidum gorbiilt feliiletekre kifejtett hatasa
Gorbiilt feliiletek esetében az elemi dS feliiletre hatdo dF erd vetiileteit a 2.94. képleteknek
megfelelden

dF, =dF-i=-p-(n-i)-dS=p-dS _,
dF,=dF-j=-p-(n-j)-dS = p-dS,., (2.95)
dr, :dFok:—po(n'k)'dS=p~dey

formaban szamitjuk (2.21. abra).
A hidrosztatikai erd vetiileteit az elemi mennyiségek integralasaval kapjuk. Az integralokat az
S feliilet vetiiletein kell szamitani, nagysaguk

E( = J. p : dSyz’
S,.

F,= [ p-ds,, (2.96)
SA‘Z

F = J. p-ds,,
Sy

eléjeliik ,,+” vagy ,,- a feliilet orientaciojatol fliggden (az eldjelet az n -i formaju szorzatok adjak).

2.21. abra. Hidrosztatikai nyomasbol szarmazo eré és annak egy vetiilete

A hidrosztatikai eré nyomatékat szintén a vetiiletekkel adhatjuk meg. Az elemi erdk tengelyek
kortil forgaté nyomatékai rendre
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dM , =dF, 'y—dFy .z :P‘(dey y—dS_ -z),
dM, =dF,-z—dF,-x=p-(dS,,-z—dS,, -x), (2.97)
dM_ =dF,-x—dF -y=p-(dS_-x-dS _-y),

ahol a szamitasok elvégzésekor az elemi erdket és az erOkarokat eléjeliikkel kell behelyettesiteni. A

tengelyek koriili forgatas pozitiv irdnya a firoszaballyal allapithaté meg. Az elemi mennyiségek
integralasaval

M. = J.p yds,, —J.p -zdS_,
M, jpzds —jp xds,, (2.98)

M. = Ipde—prdS

N

Xz )

A nyomaskozéppont koordindtdit a Varignon-tétel alkalmazasaval hatarozzuk meg, a
nyomatékokra felirt

MX 0 - ZC yC EY:
M t=|z, 0 -x|{F, (2.99)
MZ _yC xC 0 FZ

egyenletrendszer megoldasaval.

A kapott egyenletek most is felirhatok ,,nehéz” vagy ,.konnyt” fluidumokra.

Alkalmazasként szamitsuk ki a 2.22. abran lathato szektor alakli zardszerkezetre hato F
hidrosztatikai erdt és annak a szerkezet tengelyére vonatkoztatott M nyomatékat. A szektor egy b
magassagu és r sugari henger palastjanak negyede.

Minden vizszintes iranyu komponens gy szamithatd, mint a terhelt feliilet megfeleld
vetiiletére hato hidrosztatikai er6. Az F, erd nyilvanvaloan nulla lesz, ugyanis a terhelt feliilet

palastjanak vetiilete az xz sikra egy koriv, melynek nincs teriilete.

A filiggbleges iranyl komponens szamitasakor észrevehetjiik, hogy az annak a
folyadékmennyiségnek a sulyaval egyenld, amely a szabad felszin és a terhelt feliilet kozotti térrészt
toltené ki, esetiinkben felfele iranyul és pozitiv mennyiségnek tekintheto.

Mindharom komponenst a p =7y -(H — z) nyomas behelyettesitésével kapjuk, nagysaguk:
Fo=[p-ds.=[y-(H-2)bdz=y-b-[(H-2)dz,
Sz 0 0
r, = f p-ds,. =0, (2.100)
Sx:
F.= [ p-ds, jy —2(x)]-b dx = ybj(H relr? =27 ) dx
Sy

E képletekbol
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Fy =0, (2.101)

2
F, =v-b-{(H—r)-r+r4n}

melyek tehat a kért F erd vetiiletei.

z

S S]CZ

| s

2.22. abra. Szektor alaku zaroszerkezet hidrosztatikus terhelése

A hidrosztatikai erdnek a koordinatatengelyekre vonatkoztatott nyomatékainak
kiszamitasakor megfigyelhetjiik, hogy a terhelt feliilet és a terhelés szimmetridja miatt csak az y

tengely koriil forgaté nyomaték lesz nullatol kiilonb6z6 (M, =0, M, =0).
A zardszerkezet tengelye koriil forgatdo nyomatékot a mechanikabdl ismert

M=M, +RxF (2.102)

képlet alkalmazasaval szamithatjuk, ahol R a zaroszerkezet tengelyének helyzetvektora az xz
sikban és

M,=[pxdS,~[p=zds, =Iy-(H—r+\/r2—x2)-x-b dv+ [y (H-z2)-z-bdz. (2.103)
S ¥z 0 0

Az integralt ki lehetne szamitani, azonban észrevehetjiik, hogy az elemi dS feliiletre hat6
elemi nyomoerd a zardszerkezet feliiletének barmely pontjaban annak tengelye fele mutat, tehat

nincs arra vonatkoztatott nyomatéka (m minden pontban sugariranyd). Ilyen modon Varignon
tételének alapjan, a hidrosztatikai erdnek nincs nyomatéka a zaroszerkezet tengelyére nézve, tehat
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ha eltekintenénk a szerkezet sajat sulyatol és a surlodasi erdktdl, akkor a szerkezet nyitdsdhoz
sziikséges erd vagy nyomaték zér6 lenne.

2.3.3. A nyugalomban levé fluidum zart feliiletekre kifejtett hatasa

A zart feliiletekre hato hidrosztatikai erét és annak nyomatékat az eldbbi fejezetben
megallapitott 2.96, illetve 2.98. egyenletekkel szamithatjuk ki.

A gyakorlatban a ,zart” feliillet a fluidumba meriilé test feliileténeknek a fluidum altal
nedvesitett része, mely feliilet a felszinen szd testek esetében a folyadék felszinén zarodik. Ekkor
észrevehetjiik, hogy a nedvesitett feliilet barmely fiiggdleges sikra eso algebrai vetiilete nulla, mivel
az egymassal szemben levo oldalak geometriai vetiiletei takarjak egymast (2.23. abra). A zart feliilet
két szemben fekvo oldalara hatd erévektorok nagysaga azonos, ugyanazon a tartbegyenesen
vannak, de ellentétes iranyitastiak. Az oldaliranyt erdk ereddje ezek szerint barmilyen iranyban
nulla lesz. Ha ez nem igy lenne, akkor 1éteznie kellene egy olyan testnek, melyet ha valamilyen
fluidum vesz koriil csupan alakjanak koszonhetéen oldaliranyt elmozdulasra torekedne.

vH

2.23. dbra. A zart feliiletre hato oldaliranyu hidrosztatikai erd

A vizszintes iranyu erdkkel szemben a fiiggdleges iranyu erd zEérotol kiilonbozik. Az elébbi
fejezetben elmondottak alapjan a fiiggdleges iranyu erd a terhelt feliilet és a szabad felszin kozotti
térfogatot kitolté folyadék sulyaval azonos. A zart feliilet also fele f6l6tt levo térfogat nyilvanvaléan
nagyobb, mint a felso fele folotti térfogat, igy a zart feliiletre egy fiiggdlegesen felfele iranyuld erd
fog hatni, melynek nagysaga megegyezik a zart feliilet altal kiszoritott fluidum sulyaval (2.24.
abra). Ez a megallapitas Archimédesz torvénye, a felfele hato er6t pedig felhajtéeronek nevezik. Ha
a fluidum , konnyi” és a test ,,neh€z” (P g << P,y )> akkor a felhajtoerdt zéronak lehet tekinteni.

A felhajto eré nyomatékat az also ¢€s a felso feliiletekhez tartozo, a vizszintes sikban egymast
fedo vetiiletti feliiletelemekre hato elemi erok nyomatékainak eredéjeként szamithatjuk (2.25. 4bra).
Az elemi dF, és dF, er6k ereddje (dF ) a zart feliilet altal lehatarolt folyadék dS

keresztmetszetli, # magassagu elemi térfogatrészének sulya, melynek egy bizonyos dM =rxdF
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nyomatéka van a kiszoritott folyadék ¢, sulypontjara vonatkoztatva. (Mivel a folyadék

Osszenyomhatatlan és homogén ez a pont a test geometriai kdozéppontjaval azonos). Ha ezeket az
elemi forgatonyomatékokat a test egészén Osszegezziik, akkor a zart feliilet altal lehatarolt folyadék
sulyanak a sulypontra vonatkoztatott nyomatékat kapjuk, mely definicid szerint nulla.

Kovetkeztetésképpen kijelenthetjiik, hogy a felhajtéer6é a kiszoritott folyadéktérfogat
sulypontjaban hat. Megjegyzendd, hogy annak ellenére, hogy a felhajtoerét a kiszoritott térfogattal
hoztuk 0sszefiiggésbe, az nem térfogati, hanem feliileti erd.

2.24. abra. Az Archimédesz-féle felhajtoero

dF2 = ’YdShz

2.25. abra. A felhajtoerd forgatonyomatéka

2.4. Testek uszasa

Egy nyugvd fluidumba meriilé6 nyugalomban levd testre a gravitacids térben két erd hat: a
sajat sulya, melyet atlagos vy, fajstlydnak és V' térfogatanak szorzataként szamithatunk ki:

G=vy, -V, (2.104)
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valamint az elobbi fejezetben ismertetett felhajtoerd, melyet a fluidum vy fajsulyanak és a kiszoritott
fluidum V, térfogatanak szorzataként hataroztunk meg:

F=y-V,. (2.105)

Ha a testre nem hat mas erd, akkor harom lehetséges eset allhat el a suly és a felhajtderd
viszonyatol fliggden (2.26. abra).

Ve

a test siillyed a test lebeg a test a felszinen uszik  a test emelkedik

2.26. dbra. A felhajtoerd és a suly viszonya

Az elsO eset az, amikor a test sulya nagyobb, mint a felhajtéerd (G > F') — ekkor a test a
lefele mutatd G —F ered6 erd hatasara lesiillyed.

A masodik lehetséges esetben a kétfajta eré egymassal egyenld (G = F'), ekkor a test nem
mozdul, a fluidum belsejében lebeg vagy annak felszinén Uszik. A test lebegése akkor allhat eld,
amikor atlagos fajsulya egyenld a folyadék fajsulyaval (y, =7), ugyanis ekkor a kiszoritott

fluidum térfogata éppen a test térfogataval egyenld (V, =V'). A test akkor Uszik a felszinen, ha

atlagos sur(isége kisebb, mint a folyadék siirisége. Ekkor a test folyadékba meriild részének
térfogatat (a kiszoritdsat) a kétfajta eré egyenléségébdl hatarozhatjuk meg:

v =y In (2.106)
Y

Végiil a harmadik lehetséges esetben a test stilya a felhajtderénél kisebb (G < F'), tehat a test
a felfele mutatd eredd erd miatt a felszin fele emelkedik.

A test emelkedésének vagy siillyedésének a stirliség magassaggal torténd valtozasa szabhat
hatart: ha egy bizonyos magassagban (mélységben) a fluidum fajsulya egyenlévé valik a test atlagos
fajsulyaval, az emelkedés, illetve a siillyedés az adott szinten megall.

A lebeg6 vagy a felszinen uszo6 test stabilitasanak tanulmanyozasakor a két erd egyensulyan
kiviil meg kell vizsgalni a nyomatékaik egyensulyat is. Az F felhajtoerd a kiszoritott fluidum
térfogatanak geometriai kozéppontjaban hat (ez a kiszoritdasi kézéppont), amely még a teljesen
elmeriil§ testek esetében is csak sajatsagos esetekben azonos a test sulypontjaval, mely a G sulyerd
tamadaspontja (példaul ez akkor fordul el6 amikor az illetd test homogén; ekkor a test sulypontja
egybeesik a geometriai kdzéppontjaval).

Amennyiben G' és F tamadaspontja azonos, a fluidumba mertild test egyensulya indifferens,
azaz barmely elforgatott helyzetében egyensulyban marad.
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Amikor a sulypont és a kiszoritasi kozéppont nem esik egybe az egyensuly feltételét az
M =0 egyenletbdl allapithatjuk meg: a két erdvektor ugyanazon a fliggélegesen kell legyen. Ez az
egyensuly csak akkor stabil, amikor az egyik eré a masik tdmadaspontjaval ellenkezd iranyba
mutat — ekkor az egyensulyi helyzetébdl kibillentett testre egy olyan nyomaték fog hatni, mely az
egyensulyi helyzetet visszaallitani igyekszik.

Ellenben amikor a két er6 egymas fele mutat az egyenstlyi helyzet labilissa valik. Ilyen
esetben az elfordulas utan fellépé nyomaték a kibillentés iranyaban hat és egy uj, stabilabb

egyensulyi helyzetbe forgatja a testet (2.27. abra).
s .

Stabil egyensulyi helyzet Labilis egyensulyi helyzet Indifferens egyensulyi helyzet

2.27. abra. A lebegd test egyensulyanak stabilitdsa

A felszinen Usz6 testek esetében az egyensuly stabilitasanak vizsgalata bonyolultabb, ugyanis
a test elforditasakor a kiszoritott térfogat alakja megvaltozhat és a kiszoritasi sulypont
athelyezddhet.

Tekintsiik a 2.28. abran lathato, egyensulyban levd Gszo testet. A testnek a szabad felszin

sikjaban levé metszete az uszdsi feliilet (S), melyet a vizvonal hatarol le. A test sulypontja (c, ) €s
kiszoritasi stlypontja (¢, ) ugyanazon a fiiggélegesen, az uszasi tengelyen van.

Ha ezt a testet egy bizonyos, nem tul nagy o szdggel elforditjuk, akkor az tiszasi feliilet a
doléstengely koriill ugyanezzel a szoggel fog elfordulni. A kiszoritasi sulypont az eredeti c,
helyzetébdl egy ujabb c’, helyzetbe keriil, mivel egy bizonyos kiszoritott 7, folyadéktérfogat az

dodléstengely egyik oldalarol a masikra keriil (¥, =V,). A kiszoritott dssztérfogat nem valtozik,
hiszen a felhajtéer6 most is a test sulyaval egyenld, de a suly és a felhajtoerd vektorainak
tartoegyenese ekkor mar nem azonos.

Az uszasi tengelynek és a felhajtoerd tdmaddvonalanak c, metszéspontjat metacentrumnak
nevezik. A metacentrum ¢€s a sulypont tavolsaga a h -val jelolt metacentrikus magassag, a sulypont
¢és a kiszoritasi sulypont e tavolsaga az excentrikussdg, a metacentrum és a kiszoritasi sulypont
tavolsaga pedig a metacentrikus sugar (r).

A szamitasok elvégzésének céljabol egy olyan koordinatarendszert vesziink fel, melynek x
tengelye az Uszasi feliilet sikjaban van, y tengelye a ddléstengellyel egybeesik, z tengelye pedig
az uszasi tengellyel parhuzamos.

A doéléstengelytdl jobbra és balra fekvd V) és V, térfogatok egyenldk egymassal:

V= [@-tgoydS= [(~x-tga)dS =7, (2.107)

Sy $2
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melyeket az elemi dS alapfeliileti és x-tgo magassagu dV elemi térfogatokkal szamitottunk ki
(a 2.28. abra jobb oldalan). Az S, feliilet az abran az iszési feliiletnek a doléstengelytdl balra, S,
pedig a jobbra eso része. Az egyenletbdl, tga -val valo egyszerlisités utan

jde+jde=jde=o. (2.108)

S, S, s

A két integral Osszege az uszasi felilletnek a doéléstengelyre vonatkoztatott sztatikai
nyomatékat adja. Mivel e nyomaték a fenti Osszefiiggés értelmében zéro, kovetkezik, hogy a

doléstengely az uszasi feliilet ¢, geometriai kozéppontjan megy at. Ez a pont altalanos esetben
nincs rajta az uszasi tengelyen.

o metacentrum
uszasi tengely

déléstengely
vizvonal

uszasi feliilet

vizvonal Uszasi feliilet

2.28. abra. Az uszo test egyensulyanak stabilitasa

A T, térfogat athelyezddése miatt létrejove forgatonyomaték

M, :y-jx-(x-tga)ds, (2.109)
S

melyet a dV térfogatelemek stlyanak rezultdns nyomatékaként szamitunk ki. Ez a nyomaték az
athelyezddott térfogatnak megfeleld G, és G, erdk altal alkotott erépar nyomatékanak felel meg (e

két er6 nagysaga a térfogatok egyelésége miatt ugyanakkora). Az Osszefliggést tovabbalakitva
észrevehetjiik, hogy az integral végsé soron az S uszasi feliiletnek a dléstengelyre vonatkoztatott
I, tehetetlenségi nyomatékat adja, tehat:

M,=vy-1, -tgo. (2.110)

Ezt a forgatonyomatékot az F felhajtoerd timadaspontjanak athelyezddése folytan 1étrejovo
nyomatékkal azonosithatjuk:

M,=F-r-sina=y-V, -r-sina, (2.111)
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ahol az r-sino erékar a metacentrikus sugar vizszintes vetiilete. A felhajtoerot a folyadék
fajstilyanak és a V, kiszoritott térfogatnak szorzata adja.

Az M, nyomatek nagysagara kapott két egyenletbdl
y-I,-tga=y-V, -r-sina, (2.112)

ahonnan a metacentrikus sugar az

I,
r=—F© (2.113)
V, -cosa

egyenlet formajaban hatarozhaté meg. Mivel kiindulasi feltételként megszabtuk, hogy az o
dolésszog kicsi, cosa = 1 és a koszinuszos tag a fenti formulabol elhagyhato:

r=-2, (2.114)

ez az Osszefiiggés Bouguer-formula néven ismeretes.
Az abrat szemrevéve megallapithato, hogy amig a ¢, metacentrum a test ¢, sulypontja felett

van, az elforgatast kovetden felléepd M nyomaték az elforditds ellen hat, tehat az sz test
egyensulya stabil. Képletileg a stabil egyensulyi helyzetet a 42 >0 vagy a r>e relaciokkal
adhatjuk meg, ahol h=r—e.

Ellenben, ha a metacentrum a stlypont alatt van, az M nyomaték a kibillentés iranyaba fog
hatni és az uszo6 test felborul, egyensulya tehat instabil volt. Ekkor 4 <0, illetve » <e.

A h=0 (vagy r = e) hatareset az Gszo test indifferens egyensulyat irja le: a kibillentett test
az uj helyzetében marad.

A testet visszaforgatd vagy felborit6 M nyomaték nagysagat a felhajtoerd €s a sulyerd altal
alkotott erépar nyomatékaként hatdrozhatjuk meg:

M=y-V,-h-sino. (2.115)

Megjegyzendd, hogy az 1iszé test elbillenésekor az uszasi feliilet geometriaja altalaban
megvaltozik. Eppen ezért a Bouguer-formula és az M nyomaték nagysagara kapott 2.115. képlet
rendszerint csak igen kis o szogekre hasznalhat6 és csak az iszas stabilitasanak felmérésére valok.
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3. A FLUIDUMOK KINEMATIKAJA
3.1. A Lagrange-mddszer és az Euler-mddszer

A kinematika (mozgastan) a testek mozgasat tanulmanyozza anélkiil, hogy a mozgast okoz6
erdket vagy a jelenségek energiaviszonyait figyelembe venné. A kinematika célkitiizése a testek
palyajanak, sebességének €s gyorsulasanak tanulmanyozasa €s e felsorolt mennyiségek kozotti
kapcsolat megallapitasa.

A fluidumok kinematikdja a tanulmanyozott folyadékot vagy gazt igen nagy szamu, anyagi
pontnak tekinthetd részecskékbdl allo kdzegnek tekinti, e részecskékre pedig az anyagi pont
altalanos kinematikajaban megallapitott 6sszefiiggéseket alkalmazza. E részecskék infinitezimalisan
kicsinyek ugyan, de kelloképpen nagyok ahhoz hogy eltekinthessiink a fluidum molekularis
szerekezetétol. Tisztan geometriai szemléletmodja miatt a fluidumok kinematikajanak eredményei
egyarant igazak idealis és nem idedlis fluidumokra is.

Az anyagi pontokbol allo rendszerek kinematikajaban a részecskék mozgasat altalaban egy
rogzitettnek tekintett vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitjuk. Egy részecske pillanatnyi helyzete a
mozgas t, kezdetén mért koordinataktol (x,, y, és z,), valamint az id6t6l (¢) fiigg. A helyzetet

megadhatjuk a koordinatakkal:
X = x(xo,yo,Zo,f),
J/:y(xo,yo,zo,f), (31)
z=2(X,y, Y5 Zg-1)s

vagy, tomdrebben, az anyagi pont helyzetvektoranak segitségével:

r=r(x,,,,2,t)=x-i+y-j+z-k, (3.2)

ahol i, j és k a koordinatatengelyek egységvektorai. A kezdeti x,, y,, z, koordinatdkat és a ¢

idot Lagrange-féle valtozoknak is nevezik, melyek fiiggetlen mennyiségek.

A koordinatakat leird skalaris fiiggvények altal alkotott 3.1. egyenletrendszer, illetve a
helyzetvektor 3.2. egyenlete a részecske palydjat adja meg. E palya a kiszemelt pontszerii
fluidumrészecske egymast kovetd pillanatokban elfoglalt helyeit 6sszekotd gorbe (3.1. abra).

a részecske palyaja
M, 3,2, 1) P

M(xo, yo, 20, t)

3.1. abra. A Lagrange-féle abrazolasi mod
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A helyzetvektor id6 szerinti derivaltja a sebességvektor:

_or

v=—-=v -i+Vv_ -j+v. -k 3.3
5 v, (3.3)

(e derivalt parcialis, hiszen r az x,, y, és z, koordinataktol is fiigg), vetiileteinek nagysaga:

ox

v,.o=—,

ot

oy
===, 3.4
¢ ot (3.4)

oz

Vv, =—.

° 0ot

A sebességvektor id0 szerinti derivaltja (vagy a helyzetvektor masodik derivaltja) a
gyorsulasvektor:

2
az%zstzzax-iJray-jJraZ-k, (3.5)
mely komponenseinek nagysaga:
ov, 0°«x
ax = = .
ot or
ov, ©o°
T azzy’ .6)
_ov, 0’z
oot or

E 1épéseket folytatva magasabb rendl derivaltakat, gyorsulasokat is kiszamithatunk, azonban
ezeket a mennyiségeket csak ritkan hasznaljak.

A 3.1. vagy a 3.2. fiiggvényekkel tehat a részecskék kinematikai jellemz6i egyértelmiien
megallapithatok. A fluidum kinematikus elemzésének ezen eljarasa, a Lagrange-modszer az egyes
fluidumrészecskék mozgasat irja le. A sebességen €s a gyorsulason kiviil a minket érdeklé egyéb
fizikai mennyiségeket is, mint a amilyen a nyomas és a homérséklet, a részecske pillanatnyi
helyzetéhez kotve a fenti négy fliggetlen valtozo fliiggvényeként adhatjuk meg. Mivel e modszer a
tanulmanyozott mennyiségeket a kiemelt részecskéhez koti, ,,anyagi leirds”-nak is szoktdk nevezni.

Ez a leirasi modszer kényelmetlennek bizonyult, mivel a tanulmanyozott fluidumot altalaban
nem a pontszerli részecskék egyéni mozgasaval, hanem az aramlasi allapottal szoktdk jellemezni.
Legtobbszor ugyanis nem a részecskék egyéni sorsa érdekel, hanem az, hogy mi torténik a tér
bizonyos pontjaiban (az araml6 fluidum belsejében).

A fluidumok kinematikajaban hasznosabbnak bizonyult tehat Euler modszere, amely a
tanulmanyozott tér rogzitett pontjaiban irja le a killonbozd mennyiségeket. Igy a sebesség
pillanatnyi értékét a hely és az 1d6 fiiggvényeként (3.2. abra) a

v, =v,(x,¥,2,1),
v, =v,(X,¥,2,1), (3.7)

v, =v (x,y,z,t)

skalaris Osszefliggésekkel adja meg, melyet vektoridlisan is felirhatunk
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v=v(x,y,z,t)=v(r,t) (3.9)

formaban.
Az x, y ¢és z koordinatakat és a ¢ idot Euler-féle valtozoknak is nevezik, melyek e
modszerben fiiggetlen mennyiségek.

Mo(x, 2, 25, £) pillanatnyi aramvonal

Vi

Mi(xy, y1, 21, 1)

3.2. abra. Az Euler-féle abrdzolasi mod

A 3.7.-3.8. Osszefliggésekkel meghatarozott lokalis sebesség annak a részecskének a
palyamenti sebessége, amely az adott ¢ pillanatban éppen az adott, x, y és z koordinataju helyen

talalhatdo. Ugyanebben a pontban egy df iddvel késébb mért v sebesség mar nem az eldbbi
részecske, hanem a ¢ + d¢ pillanatban éppen itt athaladd részecske palyamenti sebességét jelenti.

A lokalis sebesség egy vektorteret alkot. A fluidum mozgasanak teljes leirasahoz a részecskék
sebességét barmely pillanatban, a tanulmanyozott tartomany barmely pontjaban ismerniink kell.

Az Euler-moddszerben tehat a fizikai mennyiségek nem az anyaghoz, hanem a térhez kotott
jellemzdk s emiatt ezt a targyaldsi modot ,,térbeli leirds”-nak is nevezik. Euler modszere Lagrange
modszerével szemben konnyebben hasznalhatd, mivel a vektorterek tanulmanyozasanak
matematikai modszereit alkalmazza. Ezen kiviil megemlithetd, hogy az Euler-féle targyalasmod
kozelebb all a kisérleti mdodszerekhez mivel az aramlo kozegben a fizikai jellemzoket rendszerint
rogzitett pontokban mérik. A gyakorlati fontossagh esetek jelentds részében a lokalis sebességek
allandok, ami az Euler-mddszer hasznalataban tovabbi egyszertisitéseket tesz lehetoveé.

Euler modszerében a koordinatak fiiggetlen valtozok (a kiszemelt pont helyzetét adjak), mig
Lagrange modszerében a koordinatdk fiiggvények (a kiszemelt részecske pillanatnyi helyzetét
adjak). A sebesség és a gyorsulds mindkét modszerben fliggd valtozo.

Akarcsak a Lagrange-modszerben, Euler modszerében is a sebesség az ut id6 szerinti
derivaltja, de mivel a koordinatak fiiggetlen valtozok, ez a derivalt a Lagrange-modszerben
érvényes 3.3. Osszefiiggéssel szemben teljes és nem parcialis:

dr
v=—=v -i+v -j+v, -k. 3.9
a et (3-9)

A tér egy rogzitett pontjaban, egy adott pillanatban a lokalis sebesség az éppen ott athalado
részecske palyamenti sebességével azonos. A sebességet ado 3.9. képletbdl az elemi 1t vetiileteit (a
helyzetvektor dr valtozasanak vetiileteit) a

51



dx=v, -ds,
dy=v,-dt, (3.10)
dz=v,_-dt

Osszefiiggések adjak. E mennyiségek integralasaval a részecskék palyajat, vagyis a Lagrange-
modszer 3.1. fliggd valtozoit kapjuk, ahol az x,, y,, z, koordinatdk mint integralasi konstansok
szerepelnek. A 3.10. dsszefliggések tehat a kétfajta szemléletmod valtozoi kozotti kapesolatot adjak.

Az Euler-moddszerben a részecskepalydk helyett egy masfajta gorbesereget hasznalnak. A
fluidum egy dramvonala egy olyan gorbe, amelyet a lokalis sebességvektor egy adott pillanatban
minden pontjaban érint; vagy mas szavakkal: az aramvonal a sebességvektorok burkologorbéje (3.2.
abra). Az aramvonal nem feltétleniil azonos a részecske palyajaval.

Az aramvonal egyenletét definiciojabol eredendden a

vxdr=0 (3.11)

Osszefliggés adja, ahol dr az aramvonal egy elemi darabjat jellemzi: nagysdga az elemi ut
hosszéaval egyenld, a palyahoz érintdleges €s az elmozdulas iranyaba mutat. A két vektor (v és dr)
minden pontban kollinedris, vektorialis szorzatuk tehat zér6. Parhuzamossaguk feltételét az eldbbi
vektorialis egyenletnél konnyebben kezelhetd egyenletrendszer formajaban is felirhatjuk:

dx B dy B dz
v.(x, 3,2z, v (5,20 v.(Xz21) '

(3.12)

Az 4dramvonalak érinthetik, de nem metszhetik egymast (elméleti kivételek lennének a nulla
vagy a végteleniil nagy sebességli szingularis pontok). Két egymast metsz6 aramvonal esetén a
sebességvektor az illetd pontban mindkét gorbéhez érintdleges kellene legyen, ez azonban véges és
z€r6tol kiilonbozo sebességek esetén nem allhat fenn.

Egy részecske gyorsulasat a helyzetvektor masodik id6 szerinti derivaltjaként hatarozzuk
meg. Akarcsak az elsé derivalt (a 3.9. sebesség) ez is teljes. A gyorsulas ugyanakkor a sebesség els6
1d6 szerinti derivaltjaval azonos, mely utdobbi mennyiség az Euler-modszerben egy helytdl és id6tol
fliggd négyvaltozos fiiggvény. A gyorsulas tehat

Qdf'FQdX'Fﬁdy'FﬁdZ i
ot ox 0 dr

dzr_g_

3.13
de?  dr (3-13)

y Oz

lesz. A zarojelben a sebességvektor teljes dv differencialjat latjuk. dr -vel beosztva a gyorsuldsra
az

ov Ov ov ov

a=—+—v. +— Vv, +—-V, (3.14)
ot Ox oy = 0z
Osszefiiggést kapjuk, amelyet az
ov ov vy
a=—+w-V)-y=—+grad — +r0t vXV 3.15
Py (v-V) 5 8 > (3.15)

2
formakban is felirhatunk (a grad x? =(x-V)-x+xxrot x képletet felhasznalasaval).

A gyorsulas, mint lathato, két tag 6sszegébdl all: az eldbbi kifejezésekben szerepld Osszeg
elso tagjat lokdlis gyorsuldsnak nevezik, a tovabbi tagjai pedig a konvektiv gyorsuldst adjak.
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A lokalis sebesség Ov /0t derivaltja (a lokalis gyorsulds) nem azonos a kiszemelt ponton
athalado részecske pillanatnyi gyorsulasaval, mivel az csak a lokalis sebesség idébeni valtozasat
adja — ezért nevezik e mennyiséget ,,lokalis gyorsulas”-nak, bar definicidja kiilonbozik a lokalis
sebességétol. A konvektiv gyorsulds a lokalis sebesség térbeli valtozasa egy adott pillanatban. E két
tag Osszegét ,,szubsztancialis” gyorsulasnak nevezik — ez az 0sszeg adja a részecske pillanatnyi
gyorsulasat.

Megjegyzendd, hogy a fluidumok kinematikajaban a 3.13. - 3.14. relacidkban is szerepld
0/0t+v-V() alaku derivaltakat szintén a ,,szubsztancialis” jelzovel latjak el és néha ,,D”-vel
jelolik ,,d” helyett. A lokalis 6sszetevoket add id6 szerinti parcidlis derivaltakat ,lokalis”, a
konvektiv tagoknak megfeleld derivalt kifejezést pedig ,.konvektiv”’ derivaltaknak nevezik.

A tovabbiakban csak az Euler-féle dbrazolasi moédot fogjuk hasznalni.

3.2. A fluidumok kinematikdjanak alapfogalmai

3.2.1. Az aramlast jellemz0 gorbék és feliiletek

Az elobbi fejezetben bevezettiikk a palya és az d&ramvonal fogalmait: a palydhoz a kiszemelt
részecske sebességvektora barmely pillanatban érint6leges, az aramvonal pedig a pillanatnyi
sebességvektorok burkologorbéje. Ha kisérletileg szemléltetni szeretnénk ezeket a gorbéket, akkor
ezt a feladatot az aramlo fluidum belsejébe helyezett paranyi lebegd testekkel oldhatjuk meg. A
palyat egy ilyen lebegd test helyzetének kovetésével hatarozhatjuk meg, mig az aramvonalat a
pillanatnyi sebességvektorok iranyaba rendez6d6 hosszikas részecskék rajzoljak ki.

A fluidumok mozgéasanak tanulmanyozasaban egy ujabb fontos fogalom a nyomvonal. A
nyomvonal a tér egy adott pontjan egymas utan athaladé részecskéket 6sszekotd gorbe (3.3. abra).
Ilyen példaul az aramlastani kisérletekben az aramlo folyadékba fecskendezett szines tinta vagy a
szélcsatorna-kisérletekben a létrehozott fiistcsik. Megszerkesztéséhez azoknak a részecskéknek kell
meghataroznunk a ¢, pillanatban érvényes helyzetét, melyek egy adott n ponton haladtak at.

a nyomvonal

t=t=f+A t=t=14+ At az elsd részecske

\V(xm’: Ym's Zm's tj) \ )'/'par'lya",]a

V(X5 Vs Zus ) I i

a harmadik részecske ~ ,_ (e, vz 1)
pélyéja s ' V(X,,, Yns Zns tk) .
o t=n=h+A a mésodik részecske
V(Xas Vs Zns 1)) m/‘v(x\.‘z tgoalyaJa
t= tj — ti+ At ms Yms Zms Uk

t=t=t+At

3.3. abra. A nyomvonal grafikus értelmezése

Az aramfeliiletet egy kijelolt gorbére tamaszkodd aramvonalak alkotjak. Mivel a
sebességvektor az aramvonalhoz, igy az aramfeliilethez is érintleges, ezeken a feliileteken
keresztiil nincs ataramlds. Az dramcsé az aramfeliilet egy kiilonleges esete, amikor az aramvonalak
tamasztogorbéje zart (3.4. abra). Aramcsovet alkotnak a miiszaki gyakorlatban alkalmazott csévek
¢s csatornak, hiszen feliiletiikon nem 1€p fel anyagatlépés.
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\ 4ramvonalak

3.4. abra. Aramcsé

3.2.2. A hozam
Egy adott feliileten idéegység alatt athaladd fluidum mennyiségét hozamnak (dramnak)
nevezziik:
Am k
0, = fim——=[q, dS=[p-v-nds ?g. (3.16)
N

a0 A

Az el6bbi mennyiség a tomeghozam (tdmegaram), ahol ¢, az egységnyi felilleten mért
fajlagos tomeghozam. Inkompresszibilis fluidumok esetében az anyag mennyiségét a térfogata
egyértelmilen meghatarozza, mivel p surisége allandd. Ilyenkor gyakran kényelmesebb a
térfogatokkal dolgozni, a térfogathozamot (térfogataramot) pedig

AV m’
= Qi —— = dS=|v-ndS — 3.17
o, i}ir}) AL !%/ JS. S ( )

formaban definidlhatjuk. E definicié szerint a térfogathozam a sebességvektor fluxusa az adott
feliilleten. A ¢, =g, /p mennyiség a fajlagos térfogathozam.

Megjegyzendd, hogy a magyarorszagi szakirodalomban altalaban a ,hozam” megnevezés
helyett az ,,aram” megnevezést hasznaljak.

3.2.3. Stacionarius €s nem stacionarius aramlasok

Az dramlds igen fontos sajatossaga az idofiiggése: valamely pontban mért jellemz6i (példaul a
sebesség, a nyomas és a surliség) lehetnek idében valtozd vagy id6tol fiiggetlen, allando
mennyiségek.

A stacionarius (permanens vagy id6allo) aramlasban a jellemzdok nem fiiggenek az id6tdl, igy
a sebességteret a

v=v(x,y,z)=v(r) (3.18)

vektortér irja le. Ekkor a paraméterek kozott az idotdl fiiggd vektortérrel leirt instacionarius esettel
ellentétben (3.8. képlet) a ¢ id6 nem jelenik meg.
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Staciondrius aramlas esetében a fluidum barmely pontjdban barmely jellemz6 id6é szerinti
parcidlis derivaltja zérd. Ilyen modon a lokalis gyorsulas is nulla:
ok =0, (3.19)
ot
mely azonban nem jelenti azt, hogy az aramlé fluidum részecskéinek gyorsuldsa zéré lenne (az
most a konvektiv komponenssel lesz azonos).

Belathatd, hogy staciondrius aramlas esetében az aramvonal, a palya és a nyomvonal
egybeesik ¢és rogzitett. Ez az egybeesés ad lehetGséget arra, hogy a stacionarius aramlasba
bevezetett fiist- vagy tintacsikkal (ami tulajdonképpen egy nyomvonal) a benniinket leginkabb
érdekld aramvonalakrol kapjunk felvilagositast.

Megjegyzendd, hogy egyes aramlasok attol fiiggden lehetnek stacionariusak vagy nem
stacionariusak, hogy milyen koordinata-rendszerbdl vizsgaljuk azokat. Példaul egy tavon egyenletes
sebességgel halado csonak koriili aramlas egy nyugvonak tekintett rendszerbdl (a topartrol) nézve
instaciondrius, mivel a korabban nyugvé folyadékrészek a csonak kdzeledtére mozgasba jonnek. Ha
viszont az aramlast a csonakhoz viszonyitjuk, akkor a csénakhoz kotott mozgd koordinatarendszer
egyes pontjaiban a relativ sebesség idoben nem valtozik, azaz az dramlas stacionarius.

Vannak olyan aramlasok, amelyeknél a tér kiilonb6z0 pontjaiban a fizikai jellemzok egy
idében allandd kozépérték koriill véletlenszertien ingadoznak. Ezeket kvdazistaciondrius
aramlasoknak nevezziik.

3.2.4. A folytonossagi tétel
A staciondrius aramléds fontos jellemzdje a tomeghozam allanddsaga: ekkor egy aramcsé
barmely két keresztmetszetén idéegység alatt azonos tomegti fluidum aramlik keresztiil:

0,=0,,. (3.20)
A teljes keresztmetszeten ataramlé hozamot a fajlagos hozamokkal szamithatjuk:
qu ds = qu ds, (3.21)
s, S,

ahol g, a keresztmetszet valamely pontjaban mért fajlagos tomeghozam. Ugyanezt kifejezhetjiik a
q, fajlagos térfogathozamokkal is:

¢, dS = [p- , .
[p-gq, ds=p-q, ds (3.22)
S, S,

mely 0sszenyomhatatlan fluidumokra (p = konst.) a térfogathozamok egyenléségét adja:

Oy =0y, (3.23)

Ez utobbi négy Osszefiiggés az aramcsore felirt folytonossagi egyenlet (kontinuitasi tétel) egy-
egy sajatsagos formaja.

A folytonossagi tétel altalanositasahoz tekintsiink az aramlé fluidum belsejében egy rogzitett
zart feliiletet (3.5. abra). E feliileten egységnyi id6 alatt atiramlo fluidum tomege

0, =§p-v-nds, (3.24)

mely csak akkor lehet nullatol kiilonbozo, ha az S feliilet altal lehatarolt térfogatrészben a fluidum
tomege megvaltozik.
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Mivel a feliiletre allitott » normalis kifele mutat, az integral pozitiv értéke a tomeg
fogyatkozasat jelenti:

§p.v.nds=—ja—pd1f, (3.25)
% ) Ot

a kapott Osszefiiggés pedig az altalanos kontinuitasi tétel integralis alakja. Itt V' a zart S feliilet
altal lehatarolt térfogatot jelenti.

ds

3.5. abra. Zart feliileten keresztiilaramlo fluidum

Az elobbi 6sszefiiggés bal oldalan a siiriiséggel megszorzott sebességvektor fluxusat talaljuk,
az adott zart S feliileten keresztiil. Ezt a feliileti integralt a Gauss-Ostrogradsky képlet segitségével
térfogati integralla lehet atalakitani, a kontinuitasi tétel pedig a

Idivp'vde—J@dV (3.26)
) ) Ot
alakra hozhatd. Innen
. op
divp-yv=—", 3.27
P Y (3.27)

ez pedig a kontinuitasi tétel differencialis alakja. A jobb oldali parcialis derivalt a stiriség lokalis
valtozasat jelenti, mely staciondrius koriilmények kozott zérd. A bal oldal a siriiség konvektiv
valtozasat adja.

Ha a vizsgalt térben az anyag mennyisége megvaltozik, azaz ,forrasok” vagy ,nyelok”
vannak jelen, akkor a kontinuitasi tételbe ezek hatdsat is be kell vezetni. A differencialis alak
teljesebb kifejezése tehat

diVp-v+%:v-gradp+p-divv+%— dp+p-divv:q (3.28)

r dr

lesz, ahol g a forraserdsség. E differencialis alak integralasaval a jobb oldalon a V' térfogatrészben
idéegység alatt megjelend vagy az onnan eltdvozo anyag mennyiségét (tdmeghozamat) kapjuk:

jdivp-vdVJrj@dV:Q. (3.29)
) > Ot

A folytonossagi tételnek ez utobbi, teljesebb integralis €s differencidlis alakja egyarant igaz
stacionarius és nem staciondrius aramlasokra.
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A kontinuitdsi egyenlet a tomeg megmaradasanak elvét fejezi ki: a forrasok és a nyeldk
hozama valamilyen fizikai folyamat (fazisatalakulas, kémiai reakcid) kovetkezményeként jelenik
meg, azonban az egymasba atalakuld anyagok dssztomege nem valtozik meg.

A 3.28. relacio alapjan a sebességvektor divergencidjanak fizikai értelmét is megadhatjuk: a
divy mennyiség értéke az aramlasi tér egy adott pontjdban megmutatja, hogy egységnyi id6 alatt az
egységnyi térfogatbol mennyivel tobb fluidum 1ép ki a beléponél: ennek a zérotol eltérd értéke
valamilyen forras vagy nyel0 jelenlétét, illetve a stirliség megvaltozasat jelenti.

Az aramlasi teret tobbnyire aramvonalakkal szoktuk jellemezni: a sebességtér forrasossaga az
aramvonalak szamanak megvaltozasaval jar.

3.2.5. Orvényld és 6rvénymentes aramlasok

A fluidumrészecske mozgéasa két egyszerii mozgasforma ereddjeként foghatd fel: az egy
elmozdulas (transzlacio) és egy elfordulas (rotacid) egyiittes eredménye. A részecske
elmozdulasanak sebességét a lokalis v sebességvektorral adtuk meg, elfordulasanak sebességét
pedig az @ szogsebességvektor irja le. A szogsebességvektor a v sebességvektor Q rotorjanak

crer

o=—-totv=—-Q (3.30)

\}
N | —

(ezt majd késobb fogjuk levezetni).

Amikor egy vektortér Q rotorja zéro, akkor az illeté vektorteret orvénymentesnek nevezik.
Ha a lokalis sebességek orvénymentes vektorteret alkotnak, akkor Orvénymentes aramlasrol
besz¢liink. Ebben az esetben a sebességvektor egy potencialfiiggvény gradienseként adhaté meg, a
vektorteret és az aramlast pedig potencidlosnak is nevezik. Ellenkez0 esetben, 6rvénylé aramlasban
a lokalis sebesség nem szarmaztathato egy skalaris potencialfiiggvénybdl, a vektortér és az aramlas
tehat nem potencialos.

Az ® szogsebesség a fluidumrészecske elfordulasat jellemzi és nem a palyajat. Elképzelhetd
egy olyan mozgasfajta is, amikor a fluidumrészecske egy zart palyan mozog an¢lkiil, hogy kdzben a
rogzitett koordinatarendszerhez viszonyitva elfordulna. A szemléld az ilyen aramlast 6rvénylének
latja, viszont a v sebesség Q rotorja zérd — az ilyen aramlasformat potencidalos orvénynek nevezik.

egy részecske palyaja
A 202, 2, 22, 1) pillanatnyi 6rvényvonal

TS

M(x1, y1, 21, 1)

3.6. abra. Orvényvonal

A szogsebesség o vektora és az Q rotor a lokalis sebesség vektordhoz hasonldéan egy-egy
vektorteret hataroz meg, amelyeket a v vektortérhez hasonld modon jellemezhetiink. Igy az
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aramvonallal analog orvényvonal egy olyan gorbe, amelyet az @ szogsebességvektor és az QQ rotor
egy adott pillanatban minden pontjdban érint és melynek egyenlete

dx B dy B dz
o, (x,y,2,1) o, (5,20 ©.(x,),2,1)

(3.31)

(az o szogsebesség komponensei helyett hasznalhatjuk az Q rotor komponenseit is).

A szdgsebességvektor tartoegyenese a részecske pillanatnyi forgastengelye, tehat az aramlo
fluidum molekulai az 6rvényvonalak koriil forognak (3.6. abra).

Az orvenyfeliilet és az orvénycsé az aramfeliilettel és az aramcsével analog fogalmak.

Az aramcsovekre felirt folytonossagi tételnek is van analog parja: az Q rotor fluxusa az
orvénycso barmely keresztmetszetén allando (div=div(rotv) =0, Helmholtz tétele). E tétel egyik
kovetkezménye az, hogy az Orvénycsd nem végzodhet az aramld fluidum belsejében: az
orvénycsovek vagy gyliriiszeriien zartak (ilyen példaul egy fiistkarika), vagy az aramlé fluidum
felilletén végzddnek (ez lehet a fluidum szabad felszine vagy a vezeték fala). Egy masik fontos
kovetkezmény szerint az 6rvényld aramlas mindvégig megtartja 6rvénylo jellegét.

crer

s

r=fva, (3.32)

integral adja, ahol a d/ vektor a gorbe egy elemi szakaszat jellemzi:

dl=dv-i+dy-j+dz k. (3.33)

crer

idoébeni valtozasara vonatkozik. Ha a zart G gorbe egy folyékony vonal, amelyet az araml6 fluidum
mozgasban levd részecskéi rajzolnak ki €s azzal egyiitt mozdul el, akkor a cirkulacio valtozasi
sebessége barotrop fluidum surlédasmentes aramlasa esetén, konzervativ erétérben

dIr

—=0 (3.34)

dt
lesz. Thomson tétele dnmagaban nem tiinik kiilonosen hasznosnak, viszont van egy fontos
kovetkezménye: a barotrop fluidum surlédasmentes aramlasa potencidlos erdtérben potencialis
marad, azaz benne 6rvények nem keletkeznek. Ez a kdvetkezmény Lagrange tétele.

3.3. A fluidum alakvaltozasi allapota

A kontinuumok mechanikaja az alak megvaltozasaval jaré jelenségeket harom egyenlet-
csoporttal irja le, amelyek e jelenségek geometriai, sztatikai ¢€s fizikai aspektusait célozzak meg.
Ezek koziil a geometriai aspektus egyenletei az elmozdulas és az alakvaltozas kozotti kapcsolatot
allapitjak meg.

Helmholtz elve szerint a kontinuum kiragadott térfogatelemének mozgasa két komponensre
oszthatd: merevtest-elmozdulasra és alakvaltozasra, mely utdbbi a térfogatelemet alkotd anyagi
pontoknak (molekuldknak) az elem kdzéppontjahoz viszonyitott elmozdulasabol ered (3.7. bra).

A merevtest-elmozdulds egy eltolas (transzlacio) és egy elfordulas (rotacid) ereddje, az
alakvaltozas pedig a térfogatvaltozas €és az alak torzulasanak (a forma megvaltozasanak) egylittes
hatésa.
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Amennyiben egy tetszéleges P(x,y,z) pontban a v lokdlis sebesség vetiiletei v, , v, és v,

akkor a kozeli P'(x+dx,y+dy,z+dz) pontban a v" sebesség vetiileteit a

1§=w+6w-m%awwW+aw%h

ox oy Oz

ov, ov ov
v'=v + cdx+—2-dy+—=-dz, (3.35)
o ox 0y 0z
x§=g+aﬂ.m+6“'@wa“.¢

ox oy Oz

Osszefiiggésekkel lehet megadni, ahol a parcidlis derivaltak a sebességkomponensek térbeli
valtozasat adjak a koordinatatengelyek iranyaban (azt, hogy milyen mértékben valtoznak e

komponensek a tavolsag fiiggvényében).

3.7. abra. A térfogatelem elmozduldsa és alakvaltozasa

Ha egy x tengellyel parhuzamos, kezdetben dx hosszusagu szakasz két végpontjanak kis

elmozduldsat tanulmanyozzuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy az 4 és a B végpontok x irdnyban
mért sebességének kiillonbsége miatt a szakasz hossza az elmozdulas soran megvaltozik (3.8. abra).

V.

3.8. dbra. Sebességkiilonbség altal eldidezett linedris alakvaltozas

A végpontok sebességei kozotti kiilonbséget a kdvetkezo kifejezés adja:

ov
Av, =v'—y =—=
Ox

dx. (3.36)

Az x tengely iranyaban mért fajlagos linearis alakvaltozast a szakasz megnyulasanak (vagy

megrovidiilésének) és kezdeti hosszanak hanyadosa adja:
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. (vx+zvx~dx)dt—vx~dt
g =20 al . (3.37)

Y AB dx

E tortet egyszerlsitve

e =V g (3.38)
ox

A fajlagos linearis alakvaltozas tehat egy idoben valtozé mennyiség, valtozasi sebessége az
elobbi Gsszefiiggés alapjan

ov
E§ =—% =g, 3.39
P (3.39)

Hasonlé moédon kapjuk a masik két irianyban mért fajlagos linedris alakvéltozasokat (¢, €,)
¢s azok valtozasi sebességet is (s, s.).

A térfogatelem éleinek megnyulasa vagy rovidiilése a térfogatanak megvaltozasahoz vezet.
Az ¢lek hosszanak megvaltozasat ismerve a térfogatvaltozast

dV=(+g,)-dx-(1+¢,)-dy-(I+g.)-dz—dx-dy-dz (3.40)
formaban kapjuk. A fajlagos térfogatvaltozas a térfogatvaltozas és az eredeti térfogat aranya:
o ov, Ov .
e, =— Y e veydi=| Do D OV g divyedr, (3.41)
dx-dy-dz 7 ox 0y 0z
a térfogat valtozasanak sebessége pedig
g, =divy (3.42)
lesz.
y
A W D
?C”/C' D
cl "]
vy"}’ﬁ
?JB’
B ‘ v
0 X

3.9. abra. Sebességkiilonbség altal eldidézett torzulds

A térfogatelem forméjanak megvaltozasat oldallapjainak egymashoz viszonyitott elfordulasa
okozza, melyet szintén a térfogatelemet alkotd részecskék sebességének kiillonbozoségének
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tulajdonithatunk. Egy oldallap teljes B elfordulasat két dsszetevo adja: a merevtest-elmozdulasbol
adodd a elfordulas és az alakvaltozasbol szarmazd y szog.

A 3.9. dbran egy négyszog alaku oldal elfordulasanak és torzuldsanak egyiittes hatasat latjuk.
Az AB oldal z tengely koriili elfordulasanak szoge:

ov,
BB vy+a' dx |-dt—v -dt o0
X )
tg B, = B , ~ 5 L.dt. (3.43)
dx(l + ij *
0x
Kis, radianban mért szogekre tg p ~ 3, tehat ennek az oldalnak az elfordulasa
ov,
B, =——-dr. (3.44)
ox

Az AC oldal elfordulasat hasonldan kapjuk:

A (3.45)
Jy

B,

A két ¢l altal bezart szog a kezdetben derékszog volt és annak megvaltozasa tehat

Bap, = 2 g (3.46)
ny ’Yy)» 1 2 ax ay

lesz. A derékszog megvaltozasa is idében valtozd mennyiség, valtozasi sebességét a kovetkezd
modon irhatjuk fel:

: . ov, 0v
YXy Zny = ay +a_;:2'sxy :Z'S

(3.47)

rx

A masik két koordinatasikkal parhuzamos oldallap szdgeinek valtozasat és a megfeleld
valtozasi sebességeket hasonlé modon kapjuk.

Amint az a 3.9. abrabdl is kideriil, a részecskék sebességkiilonbsége miatt a térfogatelem a
sajat tengelye koriil elfordul. Az 4B oldal B, és az AC oldal B, elforduldsa a térfogatelem o

elfordulasanak és a derékszog y megvaltozasanak egyiittes eredménye:

B] =7, t+a,

(3.48)
B,=v,-a,
ahol y, és y, Osszege v,, -t adja, a pozitiv értéke pedig a pozitiv forgatdsi iranynak felel meg. Az
o elfordulast a CAB szdg felezOvonalanak elforduldsaval azonosithatjuk. A derékszog
torzuldsanak szimmetridja miatt y, =y, (mindkettd a derékszog felének a torzulasa). A masodik

egyenletet az els6bol kivonva a térfogatelem z tengely koriili elforduldsanak szogét

_ 0
g BBy 1 (OV, Ov. ) (3.49)
2 2 0x Oy

alakban kapjuk.
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A szdgsebesség a szogvaltozas id6 szerinti derivaltja. A térfogatelem szogsebességének o,
vetiilete az el6bbi képlet alapjan
. 1 (0v, 0
®. :a:—-(—y—lj (3.50)

lesz, mely mennyiség az Q rotor megfeleld vetiiletének fele, ahogyan azt 3.30. 6sszefiiggésben mar
el6zoleg hasznaltuk. Hasonld modon kapjuk a szogsebesség masik két vetiiletét is.

A sebességvektor vetiileteinek az elébbi dsszefliggésekben szerepld parcidlis derivaltjait egy
matrixba rendezhetjiik:

ov, 0v, Ov,

ox 0J0y Oz

ov, oOv, O0v,
[D]=|— L —|. (3.51)

ox 0y Oz

ov, 0Ov, O0v,

| O0x Jdy 0z |

Ez egy szimmetrikus ¢és egy antiszimmetrikus matrixra bonthato fel:

Sy Sy S 0 -0 o
[D]=[S]+[A]=|s, s, s,.|+| o, 0 -o |, (3.52)
S, S, S, -0, o, 0

ahol a szimmetrikus komponens az alakvaltozds sebességének tenzora, mig az antiszimmetrikus
komponens az orvénytenzor.

Az alakvaltozas sebességének tenzoraval a fajlagos alakvaltozés [€] tenzorat

€, 2y, 1/2-y, s, s, S

X Xy Xz
e]=|1/2-v,, €, U2y, (=5, s, s, [d=[¢]dt (3.53)
12y, 1/2-y, €, S, S, S,

formaban kapjuk, mely 0sszefiiggés a fluidumok alakvaltozdsanak geometriai aspektusat irja le.
Megjegyzendd, hogy mivel az [g] tenzornak csak hat egymastol kiilonbozo eleme van, azt
gyakran az

fgh=4"" (3.54)

vektorialis formaban irjak fel.
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4. A FLUIDUMOK DINAMIKAJA
4.1. Az impulzustétel és az impulzus-nyomaték tétele

Mig a kinematika (a mozgéastan) a mozgast geometriai szempontbol vizsgélja, addig a
dinamika (az er6tan) mar a mozgas okat is tanulmanyozza. A newtoni mechanika a mozgast a
kolesonhatasokbol szarmazo erdkkel és a potencidlis energia segitségével irja le. A fluidumok
dinamikaja a newtoni mechanika eredményein alapul, amelyek alkalmazasat a kozeg leirasdhoz
igazitjuk.

A fizika (és azon belill a mechanika) alapvetd tételei kozott szerepelnek a kiillonbozd
megmaradasi elvek, igy a tdmeg (az anyag), az impulzus, az impulzusmomentum és az energia
megmaradasanak tételei.

A fluidumok mechanikajaban a tomeg megmaradasanak elvét az eldbbi fejezetben bemutatott
kontinuitasi tétel fogalmazza meg. Az impulzus- €s az impulzusmomentum megmaraddsanak
tételeit alkalmazva olyan 0sszefiiggésekhez jutunk, melyek az aramlé fluidum altal kifejtett erdk és
nyomatékok hatarozhatok meg.

Egy anyagi pont impulzusan a

P=m-v 4.1)
szorzatot értjiikk, ahol m az anyagi pont tomege, v pedig a sebessége. E mennyiség valtozasi
sebessége (id6 szerinti derivaltja) az anyagi pontra hato erdk ereddjét adja:

_dp_d@mv), (4.2)
dt dt

ez az 0sszefliggés az impulzustétel (Newton masodik axidmaja, melyet allando tomegii rendszerekre
F = m-a formaban szoktak felirni).
A P impulzusvektor valamely ponthoz viszonyitott nyomatéka definicio6 szerint az

N=rxP=rxm-v 4.3)

F

impulzusnyomaték (vagy impulzusmomentum), melynek id6 szerinti derivaltja az anyagi pontra hato
er6k forgatonyomatékainak rezultansat adja:

M:ﬂ:d(rxm'v):r
de de

x F; 4.4
ez utodbbi Osszefiiggés pedig az impulzusnyomaték tétele.

Ha az anyagi pontra hat6 er6k rezultansa nulla, akkor az impulzustétel értelmében annak P
impulzusa allando6: ez az észrevétel az anyagi pontra felirt impulzus-megmaradas tétele.

Az elébbiekhez hasonlé modon, ha az anyagi pontra hatd erdknek valamely pontra
vonatkoztatott ered6 nyomatéka zér6, akkor az impulzusnyomaték tételének értelmében annak az
adott pontra vonatkoztatott N impulzusnyomatéka allandd, ez pedig az impulzusnyomaték
megmaradasanak a tétele.

Egy anyagi pontrendszer impulzusa és impulzusnyomatéka definicié szerint egyenld a
rendszert alkotdé anyagi pontok impulzusainak, illetve impulzusnyomatékainak Osszegével. Ha
ezeket az Osszegeket kifejtjiik, akkor a fenti definiciokkal megegyez6 formuldkhoz jutunk, ahol
most m a rendszer Ossztomegét, v a tomegkdzéppontjanak sebességét, r pedig a tomegkdzéppont
helyzetvektorat jelenti.

A rendszert alkotd anyagi pontok kolcsonhatasban lehetnek, ekkor kozottiik paronként
bizonyos F; =—F belsd er6k hatnak. Egy ilyen er6parbol szarmazd ered6 erd és azok eredd

nyomatéka egyarant nulla, tehat az anyagi pontrendszerre felirt impulzustétel és impulzusnyomaték-
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tétel bal oldalan szereplé F erd, illetve annak M nyomatéka a rendszerre hatod kiilsé erdk
rezultansat, illetve azok rezultdns nyomatékat jelentik. Ezek alapjan az impulzus ¢és az
impulzusnyomaték megmaradas torvényeit a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg: a zart anyagi
pontrendszer impulzusa €s az impulzusnyomatéka nem valtozik.

A szilard testek és a fluidumok mechanikajaban az impulzust és az impulzusnyomatékot egy
V' térfogati anyagra kell felirnunk:

d
F=— -vdl, 4.5
dtlp v (4.5)

d
rxF=M=— |rxp-vdV. 4.6
dtl p (4.6)

E képletekben az F er az adott fluidumrészre hat6 térfogati és feliileti kiils6 erdk rezultansa,
illetve azok rezultans nyomatéka.

Ha az impulzustételt és az impulzusnyomaték tételét stacionarius aramlas esetén egy
aramcsore irjuk fel (ez a gyakorlatban legtobbszor eléforduld eset, 4.1. abra), akkor a feladat
lényegesen leegyszerisodik. A 4.1. abran a két ellendrz6 keresztmetszet kozotti fluidum
mennyisége és impulzusa idoben nem valtozik, mivel az aramlas stacionarius. Egy rovid d¢ id6
alatt az 1 -1 keresztmetszeten a

dm=Q, -dt 4.7)

tomegl fluidum aramlik keresztiil €s a 2 — 2 keresztmetszeten keresztiil ugyanannyi fluidum hagyja
el a tanulmanyozott aramcso-szakaszt. A df id6 alatt belépd fluidum impulzusa

dP, =dm-v,, (4.8)
mig az ezalatt tavozo fluidum impulzusa

dP, =dm-v,. (4.9)

V2, P2, S2

Vi, p1, Si

4.1. abra. Az impulzus-megmaradas torvényének alkalmazaisa

A dr id6 alatt tehat az impulzus valtozasa az eldbbi két mennyiség kiilonbsége lesz, amely
egy
dP dP,-dP, v, =V
F = — 2 1 _—dm-—2—1 = (v, —vy 4.10

dt dt dt Qm ( 2 l) ( )
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erd megjelenését jelenti.
Amennyiben az aramcs6 rogzitett, a rea hatdo erdk egyenstlyban vannak. Ezek az erdk a
kovetkezok: az 1—1 és a 2 -2 keresztmetszetre hato hidrosztatikai er6k, melyek nagysaga

F,=p S,illetve F,, =p,-S,, (4.11)

az aramcsO fala altal a folyadékra gyakorolt F, lateralis er6 (ez a nyomasbol és a csdsurlodasbol
eredd visszahat6 erd), valamint az aramcsdben levo fluidum sajat sulya. Ekkor tehat

Q, v,-v)=F+F,+F,+G, (4.12)

ahonnan az ismeretlen lateralis er6 konnyen meghatarozhat6. Ezaltal az aramlé folyadék altal a
csore kifejtett erd, a hatas-ellenhatas elvének alkalmazasaval

R=-F (4.13)
lesz. A gyakorlatban rendszerint a cs6é rogzitéséhez sziikséges erd kiszamitasa a cél, a csé sajat

sulyanak elhanyagoldsdval ez F,-lel azonos. Ennek az erének a tamadaspontjat az

impulzusnyomat¢k tételének segitségével kapjuk.
A dt id6 alatt be- ¢és kilépd fluidumnak egy rogzitett O pontra vonatkoztatott
impulzusnyomatékat

dN, =dm-(r, xv,), (4.14)
illetve
dN, =dm-(r, xv,) (4.15)

formaban kapjuk, ahol r és r, a kontroll-keresztmetszetek geometriai kdzéppontjanak a tekintett

O pontbdl huzott helyzetvektorai.
E mennyiségek kiilonbsége a kiilsé erdk (az elobb felsorolt mennyiségek) eredé nyomatékat
adja:

dv, —dN
M:%:Qm'(l‘zx‘ﬁ_"lxvl)' (4.16)
t
A csére hato er6k nyomatékaval tehat:
IeXxR=—r, xF =1 xF, +1r,xF ,+r,xG-=0, -(r,xv, =1 xv,), (4.17)

ahonnan, az elézetesen kiszamitott R ismeretében annak tdmadaspontja (az r, helyzetvektor)

meghatarozhatd. A cs6 rogzitéséhez ezt a nyomatékot (és a csO sajat sulyanak nyomatékat) kell
kiegyensulyozni.

Az egyenleteket egy alkalmasan megvalasztott koordinatarendszer tengelyeire esé
vetiiletekkel irhatjuk fel a legegyszeriibben.

Ugyancsak az impulzustételt és az impulzusmomentum tételét hasznaljuk az aramlé fluidum
vagy a szabad fluidum-sugarak szilard feliiletre gyakorolt hatdsanak kiszamitasakor. Legyen
példaul a 4.2. dbran lathato eset, ahol a fiiggdleges sik feliiletre egy fivokabol kidramlo sugar hat.

A fuvokat a kidramlo fluidum visszafele 16ki. Ha a fluidumot Gsszenyomhatatlannak
tekintjiik, elhanyagoljuk a cs6surlodast és a gravitacio hatasat, akkor ennek az erének a nagysaga

)_pl 1D} L P - D;

F=0, -(v,-v
lQm(Z 1 4 4

(4.18)
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lesz, mely Osszefiiggést az impulzustételnek az 1-1 és a 2—-2 keresztmetszetek kozotti
fluidumrészre val6 alkalmazasaval kapjuk.

4.2. abra. Az impulzus-megmaradas torvényének alkalmazdsa szabad sugarakra

E képletben az aramlasi sebességeket a kontinuitasi tétellel hatarozzuk meg. A kilépési
nyomas p, = p,, a belépési nyomast pedig az 1-1 és 2 -2 keresztmetszetekre felirt Bernoulli-
képletbdl kapjuk.

A sik feliilettel iitkozve a fluidum aramléasi sebessége nullara csokken (v, =0), majd a

feliiletrdl tavozik. Az impulzustételt most a 2—-2 és a 3—3 keresztmetszetek kozotti fluidumra
irjuk fel, ahonnan a sik falra haté eré nagysaga:

4-0,

F,=0, -(v,=v,)=0, v, = .
2 Qm (2 3) Qm 2 T['p'Dzz

(4.19)

4.2. A fluidum mozgdsegyenlete

4.2.1. A fluidum fesziiltségi allapota

Az alak megvaltozasaval jard jelenségek sztatikai aspektusdn a fluidumra hato erék és az
altaluk eldidézett fesziiltségi allapot kozotti kapesolatot értjiik.

A fluidumbol kiragadott térfogatelemre hatd erdk kétfélék: a hatarfeliiletein fellépo feliileti
er6k, valamint a kiils6 eréterek hatasabol és a tehetetlenségbol szarmazo térfogati erék. Mindkettd
fajlagositott: az eldbbit az egységnyi feliileten hatd er6ként (nyomas), az utdbbi pedig az egységnyi
tomegre hato er6ként (példaul a gravitacids gyorsulas) adjak meg.

Mivel a hidrosztatikatol eltérden most a mozgasban levd fluidum egyensulyat
tanulmanyozzuk, a viszkozitds miatt a térfogatelem feliiletére merdleges Osszetevok mellett az
oldallapok sikjaban haté érintéleges komponensek is megjelennek. A normalis Gsszetevoket az
oldallap normalisdval parhuzamos koordindtatengely betlijével jeloljik, mig a tangencialis
Osszetevoket kettds indexszel latjuk el: az elsd index a normalis irdnyat, a masodik pedig a
komponens iranyat jeloli (4.1. abra).

Minden oldallapon harom-harom 0Osszetevd vehetd fel, amelyeket a térfogatelem
kozéppontjaban mért értékekkel és a novekményekkel adhatunk meg a mar ismert modon.

A térfogatelem tomegére hatd erét az f fajlagos térfogati erdk és az elem dm tomegének
szorzataként kapjuk. A térfogatelem tomegét az elemi térfogat és a slirliség szorzata adja
(dm=p-dV, dV =dx-dy-dz). Ezeket az er6ket szintén tengely iranya vetiileteikkel adjuk meg,
melyek a térfogatelem kozepében, a tengelyek irdanyaban hatnak.
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A sztatikai aspektus egyenleteit a részecskére hatd erdk egyensulya adja. A részecske akkor
van egyensulyban, ha a rea hatd er6rendszer rezultansa zér6 és annak a nyomatéka is zéro. A
rezultansra vonatkozo feltétel kifejtése a tengelyiranyu vetiiletek egyenstlyanak felirdsaval torténik.
A nyomatékokra vonatkozé feltételt a vetiiletek tengely koriili forgatonyomatékainak dsszegzésével
allapitjuk meg a nyugalomban levé fluidum egyensulydnak tanulméanyozasakor alkalmazott
modszer szerint.

Px

pXZ

4.3. dbra. A térfogatelemre hato nyomads tengely irdnyu osszetevoi

Az erOrendszer ereddjére vonatkozé feltételek felirasahoz tekintsiik eldszor az xiranyt. Az
attekinthetség kedvéért 4.4. abra a feliileti er6knek csak ebben az iranyaban haté komponenseit
tiinteti fel, valamint a térfogati er6k megfeleld vetiiletét. A masik két tengely iranyaban hato erdket

crcr

oldallap kozepe, a térfogati er6¢é pedig a térfogatelem kozéppontja.

y
A
dx
p dy
0 dz (pJ/x = _de dz
(p _ﬁ_de dy dz . oy 2
zX
aZ 2 apx
5 - . dy Dy + — |-dy-dz
_&.E dy - dz dm-a, dm:f, X
Px A - L .
ox 2 -
Opy d
»w o @y Pzx
Pox — . dx-dz <= — ° + — |-dx-d
( Yoy (p & oz 2] Y

4.4. abra. Az x tengely iranydaban hato erék

Az elébbiek alapjan az er6k x tengelyre esO vetlileteinek egyensulyi egyenlete tehat a
kovetkezOképpen lesz felirhato:
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p-a,-dx-dy-dz=p-f. -dx-dy-dz+

0

+ Px"‘%‘% dy-dz+| p, + P W) 4rdsa

ox 2 ’ oy 2

Op. dz Op,. dx (4.20)
+ +—== . |.dx-dy- ——> . |.dy-dz—-
2 5225

0
_ pw_ﬁ.d_y dx-dz— ”_%._ -dx-dy,

oy 2 oz 2

ahonnan p -val beosztva és a dx-dy-dz szorzattal egyszerlisitve:

op,
a = f 41 0Pe OPn OPu | (21)
p \ Ox oy Oz

A masik két tengely irdnydban hasonld moddon jarvan el még két vetiileti egyensulyi
egyenletet kapunk.

Egyensulyi allapotban a forgatonyomatékok ereddje is zérd kell legyen. Az egyszeriiség
kedvéért a forgatonyomatékot a térfogatelem kozéppontjan atmend, a koordinatatengelyekkel
parhuzamos tengelyek koriil forgaté komponenseivel adjuk meg.

<

ox 2
A

0Py dx
(Pyx+ = '_j’d)”dz

4.5. abra. A z tengely koriil forgato erdk

A 4.5. abra csak a z tengely koriil forgato erdket tiinteti fel, a masik két tengely koriil forgatod

crcr

kozéppontjaban hatnak, igy nyomatékuk nulla. Az abrazolt er6knek a z -vel parhuzamos tengelyre
vonatkoztatott rezultans nyomatéka zéro kell legyen:
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2 2
5 (4.22)
(SIS TP (T B Y
Ox 2 ox 2 2
ahonnan egyszertisités utan:
Py =Dy (4.23)

Ez utdbbi Osszefliggés a tangencialis komponensek dualitasat fejezi ki. Hasonld moddon
kapjuk a masik két tengely koriil forgatd er6k nyomatékainak egyensulyi egyenleteit is.
A fajlagos feliileti erdk sszetevoit egy matrixba (tenzorba) rendezhetjiik:

px pxy pxz
[P] = pyx py pyz 2 (424)
pzx pzy pz

amelynek a tangencialis komponensek dualitasa miatt a fajlagos deformaciok tenzorahoz hasonldéan
szintén csak hat egymastol kiilonboz6 tagja van (ezért ezt is gyakran egy {P} vektor formajaban
irjak fel). E [ P] tenzort egy izotrop (szférikus) és egy anizotrop (deviator) komponensre bonthatjuk

fel. A szférikus tenzor a térfogatelem térfogatanak megvaltozasat, a deviator pedig annak
alakvaltozasat idézi elo:

-p 0 0 P Py, P
[P]=[P]+[P,]=| O —-p O |+|p, P, P,.| (4.25)

0 0 -p| |p. p, D.

ahol
p.=—-p+p',
p,=-p+p,, (4.26)
p.=—p+p..

Az izotrép p komponens a hidrosztatikai nyomassal azonos, az anizotrop tagokat pedig a

viszkozitas altal okozott normalis és csusztatdo fesziiltségek adjak. Ezzel a felbontassal az
egyensulyt leird 4.21. alaka osszefiiggéseket a kovetkezé formara Iehet hozni:

_l'a_p_i_l.(ap'x +apyx +apzxj

a‘:
Y pox pl ox oy Oz
0 op' 0
a,= _la_erl Po (OPy TPy , (4.27)
7 pdy plox oy 0z
a '
a. = z_lﬁ_p{_l' ap"“r Pyz+8pz _
p 0z p\ 0x Oy 0z

E harom 0Osszefliggés a fluidumok altalanos mozgasegyenletét alkotja és a fluidum
alakvaltozasanak sztatikai aspektusat irja le.
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Idedlis fluidumok esetében a viszkozitds hidnya folytan a zardjelben levd tagok eltlinnek.
Nyugalomban lev6 fluidumokra a zardjelben levd tagok mellett a gyorsuldsok (a bal oldali tagok) is
z€rok, igy visszakapjuk a hidrosztatika 2.12. egyenleteit.

4.2.2. A viszkozitési torvény altalanositasa

Az alakvaltozas jelenségének fizikai aspektusa a deformécios allapot és a fesziiltségi allapot
kozotti Osszefiiggést irja fel. Fluidumok esetében a fizikai aspektus egyenletei a Newton-féle
viszkozitési torvény altalanositasabol erednek.

A tangencidlis komponensekre a viszkozitasi torvény altalanositdsa nem jelent nehézséget,
ugyanis azt felirhatjuk a csusztatofesziiltségre is (beosztunk az S feliilettel), a sebesség gradiense
pedig a derékszog megvaltozasanak sebességét adja:

T=1-7. (4.28)

Altaldnos térbeli esetben hat tangencialis komponensiink (csusztatéfesziiltségiink) van,
amelyekre a kdvetkez6 0sszefiiggéseket kapjuk:

L
pxy pyx n ax ay >
ov 5Vy
= =N —=+— , 429
Py =Py =N oy oz (4.29)
o 6vX+8vz
P =P =M Py _ax

A normalis komponens és a linearis deformacidsebesség (€ ) kozotti kapcsolat mar nem ennyire
nyilvanval6. Megallapitasahoz a szilardsagtan modszereihez folyamodunk: egy olyan hasab alaki
térfogatelemet tekintiink, mely alapjanak élhossza a, az abra sikjara merdleges magassaga [/ és
amelyet csak a p, =—p = o fesziiltségek terhelnek (4.6. abra).

py=-6

4.6. dbra. A nyujto- és a nyirdfesziiltség kapcsolata
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A hasab belsejében egy masik, az elébbivel m/4 szoggel elforgatott hasabot kiilonitiink el,
mely tiszta nyirasnak van kitéve: oldallapjain az adott p, és p, komponensek altal létrehozott

térbeli fesziiltségnek csak tangencialis komponense van. E komponens nagysagat a belsé hasab
felezésével kapott haromszog-alapu hasab egyensulyanak eldirasaval hatarozhatjuk meg:

ﬁ'“.r.%, (4.30)

l-a-c=2-1-

ahonnan
T=0. 4.31)
Az abréazolt irinya p_ és p, nyomasok hatdsdra a kiils6 hasab x iranyban megnyulik és y
irinyban megrovidiil. A p_ és p nyomasok kozotti kapcsolat miatt a méretvaltozas mindkét
iranyban egyenld nagysagu, éspedig/az
ov ov,

d=a-—-dt=-a-
ox oy

-dt 4.32)

lesz (e méretvaltozast a-€ = a-&-drf -ként szamitjuk).

] 8/2

al2 /2

o
\J (a+8)2
a

4.7. abra. A nyulas és a torzulas kapcsolata

E méretvaltozas a belsd négyzet alap hasab torzulasat idézi eld, amelyet a t tangencialis
komponens hatasanak is tulajdonithatunk. A 4.7. dbran e hasab torzult alakjanak kdrvonalaibol a két
bal oldali oldallap sz6ge meghatarozhat6:

a-=9%
o 2 a—90
tg — = = . 4.33
g2 a+d a+3d ( )
2

A két oldallap eredetileg derékszoget zart be, tehat e szog valtozasa y-hoz vezet. A 4.7. abran
lathat6é haromszogbdol:

(4.34)

—
uQ
VR
[
|
B
N—
[l
N
|
o)
[l
Q
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Egy trigonometriai sszefiiggés alapjan a szogek kiilonbségének tangensét a kdvetkezoképpen
irhatjuk fel:

n Y Y

tg——tg— 1-tg—
tg G—%} L -—2 (435)

I+tg—-tg— 1+tg—

g 4 g ) g )

A két utdbbi Osszefliggeés tagjait egyenléve téve:
wl=2 (4.36)
2 a

ahonnan, mivel vy kicsi tgy/2=7y/2 és felhasznalvan & 4.32. kifejezését:

K 1 ov, ; 0,

=2-—=2-——>.q-dt=2 -de. 4.37
! a a 0x ox (437)
A derékszog valtozasanak sebessége tehat végiil is
ov
y=2.—X=2.8 =-2.% 4.38
v ox * 7 (438)

lesz.
A Newton-féle viszkozitdsi torvény ismeretében, a 4.18, 4.31. és a 4.38. képletek alapjan a
fluidum bels6 surlodasa altal eldidézett normalfesziiltségre a kdvetkezo kifejezést kapjuk:
ov,
ox

p.=2m (4.39)

Ez az Osszefiiggés ebben a formaban csak a 4.6. abran feltiintetett terhelésre igaz.
Altalanositasakor figyelembe kell venni a térfogatvaltozas hatasat is. A nyomas tenzoranak izotrop
komponense minden irdnyba azonos iitemii tagulast vagy zsugorodast idéz el6. Miutan a fajlagos
térfogatvaltozas sebessége (a 3.53. képletbol)

0 ov, 0 .
syzsx+sy+sz=a‘“+af +8V2=dwv, (4.40)
X v z

kovetkezik, hogy a szférikus tenzor altal okozott, valamennyi irdnyban azonos méretvaltozas iiteme
a fenti mennyiség egy harmada lesz. Ez a tagulas nem jar a fluidum aramlésaval, tehat nem okozza
viszkézus er0k megjelenését. A normalis komponensekre tehat a viszkozitasi torvény képletébe

nem a 0v, /0x formaji mennyiségeket kell beirnunk, mert ezekbdl le kell vonnunk a viszkozus
erdk fellépését eld nem idéz6 div v/3 mértékl tagulas vagy zsugorodas hatasat. E korrekcioval, a

4.26. egyenletek figyelembe vételével a viszkozitasi térvény a normalis iranyt komponensekre a
kovetkezd lesz:
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0
Py 8vX+ vy+8vz +2.n'6vx,
ox Oy 0z ox
0 0
pompine| D D OV s D (4.41)
g ox 0y 0z 0y
0
Y (3VX+ vy+avz +2‘n'6v2’
ox Oy 0z Oz
ahol a
2
X:—E-n (4.42)

mennyiséget térfogati viszkozitdsi egyiitthatonak szoktak nevezni.

A viszkozitéasi torvény 4.29. és 4.41. egyenletei a fluidum alakvaltozasanak fizikai aspektusat
ijak le. A szilardsdgtanban hasznalatos jelolések bevezetésével a fenti egyenletek Hooke
altalanositott torvényével analdg formara hozhatok:

o, :k-(sx+gy+sz)—§-n-(é:x+éy+éz)+2-n-éx,
2 s .
c, Zk'(sx+8y+82)—§'1”|'(sx+8y+82)+2'1”|'8y,
o, :k-(sx+gy+sz)—§-n-(é:x+éy+éz)+2-n-éz, (4.43)
Txy :T]‘ny’ Tyx :n"}‘/yx’ T)g/ :Tyx’
sz :n"}./xz’ sz :n.’.sz’ sz :sz’
Tyz :n.’.sz’ sz :n"}./zy’ Tyz :sz’

ahol a £ egyiitthaté a fluidum térfogati rugalmassadgi modulusza (példaul az izoterm vagy az
adiabatikus modulusz, melyet kordbban ¢-nal jeloltiink). A 4.43. egyenletek a kompresszibilis
newtoni fluidumok reologiai viselkedését irjak le.

4.2.3. A Navier-Stokes egyenlet

Az altalanositott viszkozitasi torvény felhasznalasaval a fluidum 4.27. mozgasegyenleteit
tovabb alakithatjuk:

1 0p v, 0 [ov, Ov, 0w, o’v, d'v, v,
a =f ———+—"—- +—>+ +v, - St |,
p 0x 3 O0x\o0x 0Oy 0z ox~ 0y Oz
0 0’ 0’ o’
= _la_p_i_ﬁi av’f + Vy +8VZ +v, - sz + vzy + sz , (444)
p o0y 3 Oy \0x 0Oy Oz ox oy Oz

ay y

1 0p v, 0 [ov, Ov, 0w, o’v, v, 0,

a=f-———++t — | —=+—24 +v, - Ly ——E+—= |,
p 0z 3 0z \o0x 0y Oz ox~ 0y~ Oz

mely Osszefliggéseket tomoren vektorialis alakban is felirhatunk:

a :%:f—l-grad p+v?k-grad(div v)+v, -Av. (4.45)
p
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Itt A a Laplace-operator és v, a kinematikai viszkozitds. p és v, lehet alland6 vagy bizonyos

paraméterek fiiggvénye (példaul barotrop fluidumok esetén a siiriiség a hidrosztatikai nyomastol
fligg). A gyorsulast célszeri a sebesség 3.14. szubsztancialis derivaltjaval helyettesiteni, ugyanis e
differencialegyenletek megoldasanal a sebességkomponenseket keressiik és a peremfeltételeket is
igy konnyebben el6allithatjuk.

A mozgasegyenletek e formdit Navier-Stokes egyenleteknek nevezik.

Osszenyombhatatlan fluidumok esetében a sebesség divergenciajat tartalmazé tag nulla lesz,

surlédasmentes fluidumokra pedig az utolso két tag elttinik (v, =0):

azng—l-grad p. (4.46)
dr p

Az igy kapott Euler-egyenlet (tulajdonképpen annak differencialis formaja) a surlodasmentes
fluidumok mozgasegyenlete. Ennek integralis formaja:

a-pdV=|f-pdV+|pdS, (4.47)
feroar [ par-]

vV

ahol S a V' térfogatot hatarolo feliilet.

A masodik fejezetben a hidrosztatika alapegyenletének kiilonb6zo formait hasznaltuk: azok a
most levezetett képletek egyszerlisitésébol szarmaztathatoak, amikor a folyadék gyorsuldsa zérod
(a=0).

4.3. Bernoulli egyenlete

4.3.1. Az energia megmaradasanak tétele

A tomeg, az impulzus €és az impulzusmomentum megmaradasanak tételeihez hasonlo
fontossaggal bir az energia megmaradasanak elve: Helmholtz megfogalmazasa szerint az energia
nem semmisiilhet meg €és a semmib6l nem keletkezhet, a kiilonféle energiafajtdk egymasba
kolesonosen atalakulhatnak, de csak ugy, hogy a zart rendszer 6sszes energidja allandé marad. Ezt a
megfogalmazast a termodinamikabol ismerjiik. A fluidumok mechanikdjdban az energia
megmaradasanak torvényét a Navier-Stokes egyenletnek (a 4.45. relacid) egy adott gorbe menti
integralasaval irjak fel. Az egyenlet a fluidumrészecskék gyorsulasat adja, a gyorsulas pedig az
egységnyi tomegre hato erdvel egyenld. Az integral tehat végso soron mechanikai munka jellegii,
amelyet egységnyi tomegi fluidumra szamitunk ki. Az ilyen modon felirt megmaradasi tétel csak a
mechanikai energiara szoritkozik.

Tekintsiik tehat az 6sszenyomhato fluidum stirlédasos aramlasanak altalanos esetét, ahol a
Navier-Stokes egyenletbe a gyorsuldst annak 3.15. kifejtett formajaval helyettesitjiik:

2

ov y
a=—+grad——vxrotv. 4.48
5, Herad = (4.48)

Ekkor a kovetkez6 relaciot kapjuk:

2
%+grad%—vxrotv: f—l-grad p+v?k-grad(div v)+v, -Av. (4.49)
p

Ezt az egyenletet egy gorbe két tetszdleges pontja (1 €s 2) kozott integralva egy meglehetdsen
bonyolult 6sszefiiggéshez jutunk, mely az altalanosabb formaju Bernoulli-egyenlet, az energia-
megmaradas tételének dramlo (de technikai munkét nem végzo és termodinamikai allapotvaltozast
nem szenvedo, tehat csak a mechanikai energiara vonatkoz6) fluidumokra alkalmazott kifejezése:
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28v . v2 2
I—ds+fgrad—ds—fvxrotvdsz

o 2o (4.50)
j J. -grad pds+— J.grad(dlvv)ds+vk IAvds

1

Ez utébbi egyenlet bonyolultsaga miatt a miiszaki gyakorlatban nehezen hasznalhato, de ha a
tagokat kiilon-kiilon megvizsgaljuk, akkor a kdvetkez6 egyszertisitési lehet6ségek mutatkoznak:

-az elsd integral stacionarius aramlasokra zérd, mivel ekkor a lokalis gyorsulas zérd
(ov/ot=0);

- a masodik integral értéke minden esetben (vi —v;)/2;

- a harmadik integral tobb esetben is zér6 lehet, igy: potencialis aramlasok esetében a lokalis
sebesség rotorja nulla (rot v =0); vagy, ha ds||v (amikor aramvonal mentén integralunk — ez a
legtobbszor eléforduld eset), vagy ha ds|rotv (ha Orvényvonal mentén integralunk), vagy
amikorv || rot v (amikor a részecske spiralis palyan mozog — Beltrami-aramlas), vagy ha v, rotv
¢és ds egy sikban van, akkor a vektorok egymashoz viszonyitott sajatsdgos helyzetébdl eredendden
a veliik végzett miiveletek eredménye lesz zéro;

-haaz f erd potencidlis er6térbdl szarmazik ( f = —grad U ), akkor a negyedik integral értéke a

masodikhoz hasonléan — (U, —U,) lesz;
- ha p 4llando, akkor az 6todik integral a masodikhoz hasonldéan —(p, — p,)/p lesz;
- ha a fluidum sszenyombhatatlan, az utolso el6tti tag nulla (mert divv =0);
- ha a fluidum idealis (v, = 0), akkor az utolso két tag eltlinik.

4.3.2. Bernoulli egyenletének egyszertisitett formai

A miszaki gyakorlatban legtobbszor eléforduld feladatokban az aramlas staciondrius,
aramvonalon integralunk, az er6tér a Fold nehézségi erdtere (ami potencialos), a slirliség pedig
allando.

Ha a strlodasi veszteségeket is elhanyagoljuk, akkor az aramvonal két kiillonb6z6 pontjara
felirt Bernoulli-egyenlet az alabbi, jol ismert egyszerli egyenloség lesz:

2 2
V—‘+ﬁ+U1=V—2+&+U2. (4.51)
P 2.9

Ez az Osszefiiggés az egységnyi tomegre vonatkoztatott mechanikai energia megmaradasanak
tétele, surlodasmentes fluidum stacionarius aramlasaban.

E Bernoulli-egyenletbdl kovetkezik, hogy a staciondriusan aramld surlodasmentes fluidum
nem végezhet mechanikai munkat és rajta sem végezhetiink mechanikai munkat a stacionaritas
feltételének betartasa mellett.

Ez az egyenlet a gravitacios potencial behelyettesitésével és g -vel elosztva
V2 p V2 p
L p il =—2 42247 (4.52)
2-g v 2-g v
lesz, ahol a tagoknak hosszisag-dimenziojuk van (az energia megmaradasanak tétele itt egységnyi
sulyra vonatkozik). Ezt az egyenletet

2

H=

+2 4 2 = konst. (4.53)
2-g v
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formaban lehet altalanositani, mely az aramlas energiaviszonyainak grafikus abrazolasat teszi
lehetéve (4.8. abra), mivel tagjai hosszasag jellegii mennyiségek.

H
\ | hidrodinamikai szint

vw(2-g) v,"(2:g)

‘{ piezometrikus szint

geodéziai szint

z

aramcso
21

Y \ vonatkoztatasi szint

4.8. abra. Bernoulli torvénye idedlis folyadék aramldsa esetén

A H mennyiség a Bernoulli-Osszeg, mely az adott referencia-sikhoz viszonyitott
hidrodinamikai szint, z pedig a geodéziai szint vagy kota. A z + p/p mennyiség a piezometrikus
szintet adja. A geodéziai szint a tekintett aramvonalnak vagy pedig az aramcsd tengelyének a
viszonyitasi szintt6l mért magassagat adja. A piezometrikus szint az aramlashoz csatlakoztatott
piezométercsében felemelkedd folyadék szabad felszinének magassagaban van, a hidrodinamikai
szintet pedig ugyancsak a piezométercsoben felemelkedd folyadék szabad felszine adja amikor az
aramlast megallitjuk.

Ha Bernoulli térvényének el6z6 formdjat beszorozzuk a p strliséggel, akkor az Osszeg
tagjainak nyomas dimenzidjuk lesz:

2

p-v
2

p, = + p+p-g-z=Kkonst.. (4.54)

Ez a forma az energia megmaradas tételének az egységnyi térfogati fluidumra felirt alakja.
Ebben az 8sszegben a p hidrosztatikai nyomas mellett a p-v*/2 hidrodinamikai és a p-g-z
helyzeti nyomdst definidljuk, a Bernoulli-Osszeg pedig a p, Jssznyomdst (masképpen:
torlonyomast) adja.

A valoésagos folyadékok aramlasa nem surlodasmentes és legtobbszor a surlodasi veszteségek
nem hanyagolhatok el. E veszteséget a 4.50. egyenlet utols6 két integralja adja, amelyeket
legfeljebb sajatsagos esetekben szamithatunk ki analitikusan. Emiatt a veszteségeket altalaban
mérés utjan hatarozzak meg vagy mérési eredmények alapjan megallapitott empirikus
Osszefiliggésekkel szamitjak ki.

Ha szintkiilonbségekkel (magassagokkal) dolgozunk, akkor ez a veszteség a két
keresztmetszet kozott a £, , szintkiilonbség (4.9. abra), nyomasok esetén pediga p,, , nyomasesés
lesz. Az elébbi esetben a két keresztmetszetre felirt Bernoulli-torvény a kdvetkezoképpen modosul:
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I A iezometrikus szint
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geodéziai szint

aramcsé

21

\ V vonatkoztatasi szint

4.9. dabra. Bernoulli torvénye valosagos folyadék aramldsa esetén

Ez esetben a hidrodinamikai szint 4, -rel van alacsonyabban a megallitott &ramlasba meriild
piezométercs6ben mérhetd szabad felszinnél.

4.3.3. A Hagen-Poiseuille sebességprofil

A fluidum viszkozitdsa miatt fellépd jelenségek kovetkeztében a lokalis sebességek az
egyenes aramcsO keresztmetszetén is térbeli valtozast mutatnak és egy bizonyos sebességprofilt
rajzolnak ki.

Laminaris aramlasokra ezt a valtozast elméletileg is le lehet vezetni a fluidumrészecske
egyensulyanak tanulmanyozasaval. Gyakorlati szempontbdl fontos eset a kor keresztmetszetii
csovekre érvényes Hagen-Poiseuille képlet, melynek levezetéséhez az aramlo folyadék belsejében
egy henger alaku folyadékrészt kiilonitiink el. E folyadékrészre hatd erék a henger két alapkorére
gyakorolt nyomasbol és a henger paldstjan a surlodds miatt fellépd t nyirdfesziiltségbol
szarmaznak (4.10. abra).

Az elkiilonitett henger egyensulyat a kdvetkezo6 egyenlet adja:

(p,—p,) mr’—t-2-m-r-1=0, (4.56)

ahol r a henger sugara, / pedig a magassaga. Feltételezziik, hogy a fluidum belsé surlodasat a
Newton-féle viszkozitasi torvénnyel irhatjuk le, ekkor a cstsztatofesziiltség Newton torvénye
szerint:

T=-m-—, (4.57)
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ahol a minusz el6jel azt mutatja, hogy t irdnya a sebesség iranyaval ellentétes.

rA

v(r) o(r)
T / .
- - - L—
— -t 4&
— ‘ —— 2-R E— T
2.”' - —
p1— P |/ - >
¢‘C¢ - ‘
it l | —

4.10. abra. A Hagen-Poiseuille sebességprofil

A csusztatofesziiltséget az egyensulyi egyenletbe behelyettesitve egy differencialegyenletet
kapunk, amelyet a kovetkez6 formara lehet hozni:

dv=—P1"P2 4 (4.58)
2-n-1

A sebesség kifejezését ennek integralasaval kapjuk (peremfeltételként eldirjuk, hogy a csé
bels6 fala mentén az dramldsi sebesség nulla). Az integralasi tartomany a tekintett fluidum-henger
palastjatol a cso faldig terjed (a sugar also hatarértéke r, felsd hatarértéke pedig R), mivel a
kiragadott hengeres folyadékrészt az ebben a csOszerli térfogatban levd, egymason elcstszo
koncentrikus rétegek kozotti surlodas fékezi. Az r sugarii koron a sebesség tehat
) =22 (R 7 (4.59)
4.-n-1
lesz.

Ez utobbi egyenlet tehat a kor keresztmetszetii csében laminarisan aramlé newtoni folyadékok
sebességét adja a sugar fiiggvényében. Az egyenletet szemrevéve megallapithato, hogy a sebesség
maximalis értékét a cso tengelyében éri el, ahol » =0

Vo = L2 R2, (4.60)
4.n-1
mig a cs6 belsé fala mentén, ahol » =R, a sebesség értéke zérd. A sebesség maximumanak
felhasznalasaval

2

V=V -(1—%} (4.61)

mely képlet a Hagen-Poiseuille sebességprofil néven ismeretes.
A sebesség 4.59. kifejezését 1t 4.57. képletébe helyettesitve a cstsztatofesziiltségek
diagramjat is meghatarozhatjuk:

b — P
w(r) =22 4.62
(=P (4.62)

mely tehat sugariranyban linearis valtozast mutat (a 4.10. dbra jobb oldalan).
Amennyiben a keresztmetszeten egy r atlagos sugart, dr vastagsagh gylriiszeri elemi
feliletet kiilonitiink el, akkor ezen keresztiil az elemi
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dQ, =v-2-n-r-dr (4.63)

térfogathozam fog ataramlani. A csO teljes keresztmetszetén atfolyd hozamot a sebesség
behelyettesitésével, e mennyiség integralasaval kapjuk:

n-(p,—Pp,) R*
_mimp) R 4.64
0, =T L (4.64)

ez a Hagen-Poiseuille torvény.
E képletet az m dinamikai viszkozitas kisérleti meghatarozasara is fel lehet hasznalni.

Segitségével az aramlo folyadék atlagos sebessége is megadhato:

o _1
R*m 2

V= v (4.65)

mely tehat a sebesség maximalis értékének a fele.

4.3.4. A Coriolis-egyiitthat6

A Bernoulli térvényét kifejezd képleteket egy aramvonalra vagy egy elhanyagolhat6
keresztmetszeti aramcsOre (egyenletes sebességeloszlasra) allapitottuk meg. A gyakorlatban
viszont azt olyan aramcsovekre alkalmazzuk, amelyeknél a sebességeloszlast csak ritkan lehet
egyenletesnek tekinteni. Ekkor az energia megmaradas Osszefiiggéseit olyan elemi dS
keresztmetszetekre kell felirjuk, melyeken a sebesség allandonak tekinthetd. Az iddegység alatt
athalado fluidum teljes mozgasi energidjat az elemi mennyiségek integralasaval kapjuk
(E, =m-v*/2):

2 3
E, =[P g = [P gs (4.66)
S 2 S 2

Ha a képletekben szerepld, a keresztmetszetre merdleges v, lokalis sebességet a
sebességeloszlas f, fiiggvényének ismeretében a Vv atlagsebességgel fejezzikk ki, mint

v(x,y)=Vv- f,(x,»), akkor a keresztmetszeten iddegység alatt atdramlo fluidum kinetikus energiaja

=3

—3
by -jfﬁdsza-pzv (4.67)
S

2

E, =

lesz. Az integral eldtti tag az atlagos sebességgel kiszamitott kinetikus energia, melyet az integral o
értéke korrigdl. Az o mennyiség a Coriolis-egyiitthato, mely tehat a sebességeloszlas
egyenetlenségének hatdsat tikkrozi. Nagysaga a sebességprofil ismeretében hatarozhat6é meg.

Kor keresztmetszetli csovekre lamindris aramlés esetében az f, fliggvényt a Hagen-Poiseuille
sebességprofil kifejezésébdl irhatjuk fel. Felhasznalvan azt a tényt, hogy az atlagsebesség ekkor a
maximalis sebesség fele (4.65. képlet),

7”2
fi(r)= 2-(1—FJ, (4.68)

melynek integralasaval az o =2 értéket kapjuk. Turbulens aramlas esetén a sebességeloszlas
ellaposodasa miatt a Coriolis-egyiitthaté 1.05 fele tartva csokken.
A Coriolis-egyiitthatd bevezetésével a Bernoulli-egyenlet a kdvetkezo lesz:
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2 2
D +&+z1 =SV +&+z2+hr1_2, (4.69)
2-.g v 2-.g v

ahol v, és v, a két keresztmetszeten mért atlagsebesség. Ha a stirliséget az adott keresztmetszeten
allandonak tekintjiik, akkor az atlagos sebességet a hozam ismeretében

ye o o XL (4.70)

formaban hatarozhatjuk meg.

4.3.5. Bernoulli egyenletének gyakorlati alkalmazasai

Bernoulli térvényének szamos gyakorlati alkalmazasa van. Tekintsiik els6 példaként azt az
esetet, amikor a staciondriusan aramlé fluidum hidrosztatikai nyomasa megvaltozik és ennek a
valtozasnak a kiszamitasa a kitlizott feladat. Legyen tehat egy valtozo atmérdjli vizszintes vezeték,
melyben egy idealis folyadék aramlik. A vezetékhez csatlakoztatott piezométercsovekben a
folyadékszint a csatlakozési pontban mért relativ hidrosztatikai nyomasnak felel meg (4.11. abra). A
folyadék Osszenyombhatatlan, emiatt annak O, térfogathozama a kontinuitasi tétel értelmében a

vezeték barmely fiigg6leges keresztmetszetén azonos. A viszkozitds nulla, tehat a surlodasi
veszteségek altal okozott szintkiilonbség is nulla lesz.

Tegyiik fel, hogy az aramlasi allapot a cs6 hosszadban egynemii, példaul mindenhol turbulens,
¢és hogy a sebesség valtozasa a csO keresztmetszetén elhanyagolhat6. Ekkor Bernoulli egyenletét az
1-1ésa 2-2 keresztmetszetekre felirva a

2 2
V_1+&:V_2+& (471)
2-g¢ vy 2-g v

egyenlethez jutunk, mivel o, =a, =1, z, =z, és h,, =0.

i I
Vlz/(z'g)

Qm

Sl: Vi, 0

4.11. abra. Bernoulli torvénye vizszintes csoszakaszon daramlo idealis folyadékra
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A v, és a v, atlagos sebességeket a O, térfogathozammal szamithatjuk ki. O, allandosaga
miatt a keresztmetszet szlikiilésével a sebesség novekedését tapasztalhatjuk: mivel S, >S,,
kovetkezik, hogy v, <v,. A sebességek kozotti egyenlOtlenségbdl és a felirt egyenletbdl
kovetkezik, hogy p, < p,, vagyis az aramlasi sebesség novekedése a hidrosztatikai nyomas
csokkenéséhez vezet.

A két keresztmetszet kozott a piezometrikus szint kiilonbsége tehat:

2 2
1Y

Ah, =h, —h = v2 ~ (4.72)

Megfelelden nagy aramlasi sebesség mellett egy adott keresztmetszetben a p hidrosztatikai
nyomas az atmoszférikus nyomas ala csokkenhet. Ezt a jelenséget hasznalja fel az Otto-motorok
iizemanyag-porlasztdja (karburdtora) is: a lesziikitett 1égjaratban uralkodod alacsony nyomas az

iizemanyagot felszippantja, mely az 6rvénylé aramlatban apro cseppekre bomlik és elkeveredik az
aramlo levegdben(4.12. abra).

D2 < Pa
P2<pi
levegd keverék
P
Vi
Pa
izemanyag

4.12. dbra. Uzemanyag-porlaszté mitkodési elve

Szintén Bernoulli térvényének alkalmazdsan alapulnak a kiilonb6z6 nyomas-, sebesség- és
hozammérd szondak. (4.13. abra). A 4.8. abran a csO falahoz csatlakoztatott piezométercsé a
hidrosztatikai nyomast méri a csatlakozas helyén. Ha e csO (szonda) végét az aramlas belsejébe, az
aramlas iranyara merOlegesen helyezziik el, akkor a piezométercsé ott is a p hidrosztatikai
nyomast fogja mérni (4.13.a. dbra).

Ha a cs6 végét az dramlas irdnyaval szembe forditjuk, akkor ez az eszkdz a p, Ossznyomast

fogja mérni: ez a késziilék a Pitot-cs6 (4.13.b. abra).

Egy differencidl-manométerrel az Ossznyomds és a hidrosztatikai nyomas kiilonbségét, a
hidrodinamikai nyomast mérhetjiik. Ez a késziilék a Prandtl-csé (4.13.c. abra). Az abra csak a
mukodési elvet szemlélteti, a gyakorlatban a szondat U cs6 helyett koncentrikus csdvekkel épitik fel
¢és igy a méréseredmények pontosabba valnak (nem az U két szara kozott, hanem egy adott pont
kozvetlen kdrnyékén méri a nyomaskiilonbséget).

Ha a differencidl-manométer mindkét vége merbleges az dramlasra, akkor a mért
nyomaskiilonbség az aramlasi sebességektdl fog fliggeni. Ilyen késziilék a Venturi-cs6, mely
tulajdonképpen a hidrosztatikai nyomasok kiilonbségét méri (4.13.d. abra). A nyomaskiilonbség az
aramlasi sebességektol fiigg, a 4.72. képlet alapjan

VZ—V2
Ap=p —p,=7——, (4.73)
2-g
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ahol y az aramlo fluidum fajsulya (nem a mér6folyadéké). Innen az aramlasi sebesség €s a hozam a
sziikiilet el6tti keresztmetszet (S)) és a leszilikitett keresztmetszet (S,) ismeretében hatarozhato
meg.

Ah Ah

| S | S

a. Nyomasmérd szonda (piezométer-csd) a b. Pitot-csd az Gssznyomas mérésére
hidrosztatikai nyomas mérésére

—

T Sl Sz

I N N
. A,

AL Ah
\ \
e/ L/—/
¢. Prandtl-cs6 a dinamikus nyomas mérésére d. Venturi-cs6 a aramlasi sebesség (hozam)
mérésére

4.13. dbra. Nyomdsméro szondak

Ha feltételezziik, hogy az aramld fluidum strisége allando, akkor a kontinuitasi-tétel
értelmében

v S =v,-S,, 4.74)

ahonnan v,-t kifejezve és az eldbbi, Ap-t add képletbe behelyettesitve a mérendd aramlasi
sebességet kapjuk:

(4.75)
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a térfogathozamot pedig az S, -v, szorzat fogja adni. fgy a Venturi-cs az aramlési sebesség és a
térfogathozam meghatarozasara is alkalmas. A kézegben halado testnek (példaul egy repiildgépnek)
a kozeghez viszonyitott relativ sebességét is e késziilékkel mérhetjiik meg.

Az elébbi példakban Bernoulli egyenletét vizszintes vezetékekre irtuk fel. Az egyenlet
azonban barmilyen helyzetli dramcsére felirhato, igy a 4.14. abran lathatd fiiggdleges szabad
vizsugarra is.

Az 1-1 keresztmetszetet a szabad vizsugar kilépésénél vessziik fel, ott ahol a folyadék
elhagyja a fliggbleges csOvezetéket. Itt a hidrosztatikai nyomas a 1égkori nyomassal egyenld, a v,

aramlasi sebességet pedig a kilépés S, keresztmetszetével és a folyadék (@, hozamaval

hatarozhatjuk meg. A vizsugar legmagasabb pontjaban (a 2 -2 keresztmetszeten) az aramlasi
sebesség z¢Ero, innen a viz visszaesik a talaj fele.

‘ V2:Oap2:pa

Sl’ Vi, P1 = Pa

4.14. abra. Szabad vizsugar

Ha a viszonyitasi sik az 1-1 keresztmetszet sikja, akkor Bernoulli toérvényét a
kovetkezoképpen irhatjuk fel:

2

DL Payp (4.76)
2.g¢ v v
ahonnan a vizsugar magassagara a
2
h=2 (4.77)
2.-g

képletet kapjuk. Eszrevehetjiik, hogy ez megegyezik a v, fliggdleges kezd6sebességgel elhajitott
test palyajanak maximalis magassagaval.

Ugyancsak Bernoulli térvényének alkalmazasaval allapithatjuk meg egy tartalybol tavozo
fluidum hozamat. Legyen példaul a 4.15. abran lathato szifon. Az els6 keresztmetszetet a tartalyban
levo folyadék szabad felszinén, a masodikat pedig a szifon kiomlésénél vessziik fel. Ha a folyadék
idealis és a viszonyitasi sik a 2 — 2 keresztmetszet, akkor:

2
Poypt 4P (4.78)
Y 2-g v
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innen pedig v konnyen kifejthetd (a £ magassagrol szabadon esé test sebességének képletét
kapjuk). A szifon keresztmetszetével annak hozama

0,=8,v=S,-{2-g-h (4.79)

lesz.

P1=Pav1=0
1

SQ’pZ =Pas V2=V

4.15. dabra. Szifon

4.3.6. A kavitacio jelensége
Legyen egy sziikiilettel ellatott vizszintes cs0, amelyben egy bizonyos folyadék aramlik (4.16.
abra). Bernoulli torvényét a cs6 abrazolt két keresztmetszetére felirva a hidrosztatikai nyomasnak a

sziikiiletben mért p, értékét kisebbnek talaljuk, mint amekkora az a sziikiilet el6tt volt ( p, ):

2 2
Vo =W

2-g

P=p -7 (4.80)

1‘ 2‘
p] 2

4.16. abra. A kavitacio megjelenése egy sziikiiletben

Az aramlasi sebesség a cso sziikiiletében megnovekszik €s a hidrosztatikai nyomas pedig ott
lecsokken. Ha a cs6ben aramlé hozamot néveljiik, akkor egy adott hozamnal a p, nyomas értéke a

eléri folyadék telitett gbzeinek nyomasat (mely egyébként rendszerint egy igen alacsony érték).
Ekkor a folyadék belsejében kisebb-nagyobb iiregek, goézzel teli buborékok keletkeznek. A
folyamatban részt vehetnek a folyadékban oldott gazok is, melyek oldékonysaga a nyomas
novekedésével csokken.

A keletkez6 buborékokat az aramlas magaval sodorja és amikor azok egy eléggé magas
nyomasu helyre émek a benniik levé g6z kondenzalodik (vagy a gazok visszaoldodnak) s igy
Osszeroppannak.

Ezt a jelenséget kaviticionak vagy lregképzodésnek nevezik és barmely olyan esetben
eléfordul, amikor az aramlédsi sebess€g megnovekedése miatt a hidrosztatikai nyomas
megfeleloképpen lecsokken, igy példaul a turbinalapatok feliiletén.
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A buborékok keletkezése és Osszeroppandsa a folyadék belsejében rezgéseket kelt. Ha a
buborékok dsszeroppandsa a folyadékkal érintkez6 szilard feliileteken vagy azok kozelében megy
végbe, a keletkez6 nyomashullamok ismételt hatasa miatt az adott feliilet er6teljesen roncsolodhat.
A képz6dd buborékoknak egyéb kedvezotlen hatdsa is lehet, igy példaul a hajocsavar hatasfokat
csokkenti; kovetkezésképpen a kavitacio karos jelenségnek szamit.

4.4. A termodinamikai allapotvaltozast szenvedo fluidum esete

Az elobbi fejezetben az energia megmaradasanak tételét az aramld fluidum mechanikai
energidjara vonatkoztattuk, a helyzeti és a mozgasi energia kapcsolatat tanulmanyoztuk a surlodasi
veszteségek figyelembevétele mellett.

Az araml6 fluidum azonban mechanikai (technikai) munkat is végezhet és termodinamikai
allapotvaltozason mehet keresztiil, igy bels6 energidja is megvaltozhat. Az energia
megmaradasanak elvét ekkor e jelenségeket is szem eldtt tartva kell felimunk, a kapott
megmaradasi egyenlet pedig a termodinamika elsé fotételének nyitott rendszerekre (4.17. 4bra)
felirt forméja lesz.

A termodinamika nyugvo, zart rendszerekre felirt elsé fotétele szerint, ha a rendszer
belsejében nem megy végbe fazisatalakulas vagy kémiai reakcid, a rendszer altal végzett L munka
a felvett O ho ¢és a bels6 energia AU megvaltozasanak kiilonbségével azonos. Differencialis

formaban az els6 fotétel képletileg:

8L =d0-38U . (4.81)

2| py, T, Ar 0

1 /
o1, Th, Ay, vy O _ (hoforgalom)

o~ ,Q, m= ,k?p,s,t: ,,,,,,,,,,,,,,,,,, - ]‘

R
— (munkavégzés) <%L,

Z]

4.17. abra. Nyitott, ataramlott termodinamikai rendszer
A tomegre fajlagositott mechanikai munkat (a mechanikai energia valtozasat), amelyet

valamely tetszéleges gorbe két kijelolt pontja kozott szamithatunk, a 4.50. egyenlet adja. Ezt
bevezetvén az els fotételt kifejezo egyenletbe a kdvetkezod relaciohoz jutunk:
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Zav 2 V2 2 2 21
J—ds+ grad—ds—J.vxrotvds—jfds+I—'grad pds—
lat 1 2 1 1 lp (482)
Vi, r . [ -2 _ 1-2 1-2
—?-J.grad(dlvv)ds—vk-JAvds+l, =q —Au",
1 1

ahol /,, g és u tomegre fajlagositott mennyiségek (a két pont kozott végzett technikai munka, a

cserélt ho €s a belso energia valtozasa). Ez az Gigynevezett energiacgyenlet.
Ezt az egyenletet egy aramcsé két keresztmetszetére, orvénymentes aramlasra és allandosult
allapotra felirvan, amikor az f térfogati er6 a fluidum sajat stlyabol szarmazik (4.17. ébra), a

kovetkezo egyszeriibb format kapjuk:

[ 4] +%.(V§ )+ g-(z,-2) +(% —%J =g - A2, (4.83)
2 1

ahol / a surlodasi er6k munkaja.

4.5. Az adiabatikusan aramlo gazra felirt energiaegyenlet

Az energiaegyenlet sajatsagos esetekben tovabb egyszeriisodik. Tegylik fel, hogy az
aramcsoben egy idedlisnak tekinthetd gaz aramlik, mely nem végez munkat és nem cserél hot a
kornyezetével. Mivel az idedlis gaz viszkozitasa nulla, ez az adiabatikus folyamat reverzibilis és a
surlodasi er6k munkdja nulla. A gaz stirlisége alacsony, tehat a gravitacios helyzeti energidjanak, a
g-z szorzatnak valtozadsa elhanyagolhaté. Az energiacgyenlet elobbi formdjat ekkor a
kovetkezOképpen egyszeriisithetjiik:

2 2
%+&+u2:v—‘+&+ul. (4.84)

P2 2 p
Mivel az 1/p mennyiség az v fajlagos térfogattal azonos, az 6sszeg masodik és harmadik
tagja a
P _
h=—+u=p-v+u (4.85)
p

fajlagos entalpiat adja, amellyel az energiaegyenlet most a

V2 %
72+h2 :?‘+hl (4.86)
vagy
V2
5 + h = konst. (4.87)
formakban irhaté fel. Mivel
h=c T, (4.88)

P

ahol ¢, a gdz izobar fajhdje, T pedig az abszolut hdmérséklet, az energiaegyenletet a kovetkezd
modon is kifejezhetjiik:
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2

% +c, T =konst.. (4.89)

Ez utobbi egyenletet c,-vel beosztva az dramld gaz hémérsekletére kapunk egy ujabb
egyenletet, melynek tagjai hdmérséklet jellegliek:

2
\%

+7T =T, =konst.. (4.90)

2‘cp

Ebben az egyenletben az abszolut 7 homérséklet a ,,sztatikus” homérséklet, az elso tag a

T, = 4.91)

»dinamikus” hémérséklet, a ketté 6sszege pedig az ,,0sszhomérséklet”.

Az energiaegyenlet ez utdbbi formaja szerint az aramvonal mentén a levezetés elején felsorolt
feltételek betartasa mellett az 6sszhémérséklet allando.

Alkalmazzuk ezt az egyenletet egy tartalybol adiabatikusan kidramlo gazsugarra (4.18. abra).
Az energiaegyenletet két keresztmetszetre irjuk fel, melyek koziil az els6t a tartaly belsejében
vessziik fel, a masodikat pedig valahol a kioml6 vezetéken.

A tartalyban a gaz gyakorlatilag nem aramlik, belsejében az 6sszhomérséklet a sztatikus
hémérseklettel azonos, amelyet egy behelyezett kozonséges homérdvel mérhetiink.

Ha a masodik keresztmetszeten az aramlo gaz belsejébe egy kozonséges homérot helyeznénk,
akkor az itt a 7, sztatikus homérsékletet mérné, amely a tartdlyban uralkodé homérsékletnél
alacsonyabb lenne. Ha ugyanitt a homérsékletet egy forloponthomérsvel mérnénk meg (ez a fajta
hémérd az érzékeldjének kozelében a gazt megallitja), az ugyanazt az 6sszhdmérsékletet mutatna
mint a tartaly belsejében elhelyezett hOméro.

Y
1 1

I'=T,=Tp

V1:O 2

va, T, Ty

_

4.18. abra. Tartalybol kiaramlo gaz

Ezen homérsékletek ismeretében az dramlas v, sebessége meghatarozhato:

2
T, =T, +—2—, (4.92)
2-c,

ahonnan

v, =2¢c, (T, -T,). (4.93)
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A gaz termikus allapotegyenletének felhaszndlasaval az energiaegyenlet tovabbi ekvivalens
formait is el6 lehet allitani. A termikus allapotegyenletet most a kovetkezo alakban irjuk fel:

P_R (4.94)

p K

(ez az altaldnosabb p-V=v -R-T formanak az m tOmeggel valdo beosztasabol szarmazik). Az
egyenletben szereplé p=m/v, mennyiség a gaz moltdomege, az R egyetemes gazallandot pedig a
Robert-Mayer képlet alapjan az izobar €s az izochor molhd kiilonbsége adja:

R=C,-C,". (4.95)
A molhok ¢€s a fajhok kozotti kapesolat, e mennyiségek definicidja szerint:

A (4.96)
C/=p-c.

A mo6lhok, fajhok aranya az adiabatikus kitevd, melyet most « -val jeldliink, hogy meg tudjuk
kiilonboztetni a y fajsulytol:

c c,’
=—. (4.97)
¢ G
Ha a T homérsékletet a 4.94. allapotegyenletbdl kifejezziik és azt az energiaegyenlet 4.89.
megfogalmazasaba behelyettesitjiik, akkor az utobbi Osszefliggésekkel az energiaegyenlet Gjabb
formaja
2

Y i X P konst. (4.98)
2 x-1p

lesz. Ha ezt az egyenletet a 4.18. dbran lathato tartalyra és a kiomlési keresztmetszetre irjuk fel,
akkor a kiomlési sebességet

K-l
v = Z_K.&.[l_ﬁ.&j: 2K P 1_[£JK (4.99)
k-1 p, Py P k=1 p, Py

formajaban kapjuk — ez a Saint Venant-Wantzel képlet.
A hang terjedési sebessége az 1.11. és az 1.16. relaciokkal kifejezhetd, mint

c= |22 (4.100)
p

Innen a p/p hanyadost kifejezve és a 4.98. képletbe behelyettesitve az energiacgyenlet
tovabb alakithato:

2 2
1%

—+
2 k-1

= konst. . (4.101)

Ez a relacié a lokalis hangsebességet adja a gaz aramlasi sebességének fiiggvényében. Ha
visszatériink a 4.18. abran lathatd tartdlyra és ezt az egyenletet felirjuk a két kijelolt
keresztmetszetre:
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i:ﬁ i (4.102)
k-1 2 k-1

a fuvokaban (a 2 -2 keresztmetszeten) a hang terjedési sebességét

2
¢ =,/c§—(1<—1).v72 (4.103)

formaban hatarozhatjuk meg. Itt ¢, a hangnak a nyugalomban levd gazban mért terjedési sebessége
(¢, =¢,), az aramlo gazban pedig a hang terjedési sebességét kisebbnek talaljuk, mint amekkora az
a nyugalomban levé gazban volt.

A 4.101. egyenletet 2/c”-tel beszorozva egy tovabbi, dimenzi6 nélkiili format kapunk:

Ma? +L1 = konst., (4.104)
K_

ahol

Ma =~ (4.105)
c
a Mach-féle szam, mely tehat a kozeg aramléasi sebességének (vagy a benne halado targy
sebességének) és a hang terjedési sebességének hanyadosa.
Megjegyzendd, hogy az energiaegyenletre kapott 4.90, 4.98, 4.101. és 4.104. osszefliggések
csak a surlodasmentesen ¢és adiabatikusan (tehat izentropikusan) aramlé gézra érvényesek.

4.6. Szakadasi feliiletek

Az aramlasokat a Mach-szam segitségével jellemezhetjiik: ha az aramlas sebessége a hang
terjedési sebessége alatt van, vagyis Ma <1, akkor az aramlas szubszonikus. Ha az aramlasi
sebesség a hang terjedési sebessége folott van, akkor a mozgas szuperszonikus vagy hiperszonikus
(ez utdbbi esetben Ma > 5).

A hangsebesség a kozegben keletkez6 nyomashullamok terjedési sebessége s emiatt ha az
aramlo kozeg sebessége tullépi ezt a hatarértéket, az aramlas jellege varhatoan meg fog valtozni.

A cseppfolyos kozeget altalaban Osszenyomhatatlannak tekintjiik, mert erételjes
nyomasvaltozas alatt is csak elhanyagolhatoéan kis térfogatvaltozdst mutat. Az aramlo gaz
tanulmanyozasanal is joggal feltételezhetjiik a slirliség allandosagat, amennyiben az aramlasi
sebesség a hang terjedési sebességéhez viszonyitva kicsiny és nincsenek nagy sebesség- és
nyomaskiilonbségek. Viszont ha e feltételek nem teljesiilnek, akkor a vizsgalt aramlasban olyan
»szakadasi” feliiletek jelennek meg, amelyen athaladva a jellemzok (példaul a stirliség, a nyomas és
a sebesség) megvaltozasat tapasztaljuk.

E szakadasi feliileteket gyengének nevezik, ha az aramlast jellemz6 mennyiségek fokozatosan
valtoznak meg, de e jellemzdk derivaltjai nem folytonosak. Az erds szakadasi feliileten maguk a
jellemzdk valtoznak ugrasszertien.

A 4.19. abran a fiigg6leges vonal egy aramlo fluidumban jelentkezd gyenge szakadasi
feliiletet jelképez, mely egy rogzitett koordinatarendszerbdl nézve egy bizonyos v_ sebességgel

halad (a szakadasi feliilet terjedési sebességét e feliilletre merdleges iranyban értelmezziik). E
szakadasi feliilet két oldala kozott a siirliség dp, a nyomas dp és az aramlasi sebesség dv véges kis
megvaltozasat észleljik.

A jelenséget konnyebb a szakadasi feliilettel egylitt mozgd koordinatarendszerbdl
tanulmanyozni. E feliilet két oldalan egy olyan ellendrzd feliiletet jelliink ki, melynek oldalai a
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szakadasi feliilettel, illetve a sebességvektorokkal parhuzamosak. A fiiggéleges belépd ¢€s a kilépd
feliiletek azonos nagysaguak ( 4), a megtort oldalfeliiletek pedig a sebességvektorokhoz igazodvan
aramcsovet alkotnak.

1 pap
p+dp,p+dp
A4

4.19. abra. Gyenge szakaddsi feliilet

A fluidumrészecskék sebességét €s a szakadasi feliilet terjedési sebességét egyarant az allo
koordinatarendszerben vettiik fel, a részecskéknek az ellen6rzd feliilethez viszonyitott relativ
sebességét tehata v _ —v, illetve a v —(v +dv) kiilonbségek adjak.

A fluidumrészecskék vektorait a szakadasi feliilletre nézve normalis és tangencialis
komponensekre bonthatjuk fel. A feliilet jobb oldalan a normalis komponens v, , mig a bal oldalan

az v, +dv, lesz. E mennyiségekkel kijelolt kontrollfeliileten a folytonossagi tételt

v =v,)-p=(;,—v,—dv,)-(p+dp) (4.106)
formaban irhatjuk fel, melybdl a masodrendiien kicsiny tagok elhagyasaval
p-dv, =(v, —v, )-dp. (4.107)

A kontrollfeliilet altal lehatarolt fluidumra, sajat sulyanak elhanyagolasa mellett, csak a
nyomasbol szarmazo kiilsé er6 hat. Az impulzustétel értelmében ez az er6 a fluidum impulzusanak
megvaltozasaval egyenld. A be- és a kilépési keresztmetszeten idoegység alatt atlépd fluidumra
felirva:

Ap-(v, -v,—dv,)-(v,+dv,)—4-p-(v,—v,)v,=A4A-p—A-(p+dp), (4.108)
ahonnan, a masodrendtien kicsiny tagok ujboli elhanyagolasaval
p.(vsz _vn)'dvn :dp * (4109)

A 4.107. és a 4.109. egyenletekbdl allo rendszer megoldasaval

V. =V, =1/d—p, (4.110)
dp

mely kiillonbség a gyenge szakadasi feliilet terjedési sebességét adja (a haladasi sebességbdl
levonjuk a kozeg aramlasabol fakadd sebességkomponenst). E mennyiség értelmezéséhez az
adiabatikus allapotvaltozas egyenletét

L - konst. @.111)

p

formaban irjuk fel, ahonnan
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d(%):d(p.pK)zo. (4.112)
p
A differencial kifejtésével, az egyenletb6l megallapithatd, hogy:

b_xP_.2 (4.113)
dp p

E hanyadossal a 4.110. relaciobol az deriil ki, hogy a gyenge szakadasi feliilet a hang
sebességével terjed. A hangjelenség nem mas, mint a kozegben el6allo kis amplitaddju zavarnak
gyenge szakadasi feliiletek formajaban torténd tovaterjedése.

Homogén ¢és izotrép kozegekben a pontszerli forrasbol kiinduld gyenge szakadasi feliiletek
(hanghullamok) minden irdnyban azonos sebességgel terjednek, igy gomb alaktak lesznek (4.20.
abra). Ha a zavarforras a kozeghez viszonyitva all, akkor ezek a feliiletek olyan koncentrikus
gombok, melyek egybees6 kozéppontja a zavar forrasaval azonos.

Amennyiben a pontszerli zavarforrds a homogén és izotrop kozeg belsejében halad, a
szakadasi feliiletek tovabbra is meg6rzik gomb alakjukat és a zavar keltésének helyétdl
sugariranyban egyenletes sebességgel terjednek. E gdbmbok viszont most mar nem koncentrikusak,
hiszen a zavarkeltés helye nem alland6. Ha a zavarforras sebessége a hang terjedési sebességénél
kisebb (v < ¢), akkor a szakadasi feliiletek a zavarforras haladasi iranyaban stirtisddnek.

Amikor a zavarkeltd pont a hang terjedési sebességével halad (v = ¢), a gdmb alaku szakadasi
feliiletek (a hanghullamok) e zavar6 pontban érintik egymast és egy sikhoz illeszkednek. A
feliiletek kozos érintdjén erdteljes energiafelhalmozodas jon létre: ez az oka a hangrobbands
jelenségének (amikor a repiilégép atlépi a hangsebességet).

Ha a zavarforras a hang sebességénél gyorsabban halad (v >c¢), akkor a keltett hullamok
lemaradnak a zavarforras mogott. Ilyenkor a szakadasi feliiletek egy kup palastjahoz illeszkednek,
mely ktipot zavarasi vagy Mach-féle kupnak neveznek.

Ma<1 Ma—l
v<o) v=c

OHEKE

4.20. abra. A hanghulldm terjedése

Az illeszkedé feliiletek hullamként jelentkeznek, ezeket fejhullamnak is nevezik. A
fejhullamot lehatarolo, igen kozeli feliiletek mar er6s szakadasi feliiletek. Keresztmetszetén a
nyomas, a hémérseklet és a stirliség hirtelen megvaltozasat tapasztaljuk.

A zavarasi kap fél nyilasszogét az abra szerint a

9
~
—

sina = =— (4.114)
vt Ma

egyenletbdl hatarozhatjuk meg. Ha v = ¢, akkor a nyilasszog fele a derékszog lesz, a Mach-féle kup
ilyenkor egy sik feliiletté teriil szét.



Az erds szakadasi feliiletek két oldalan a kozeg jellemzdi ugrasszertien valtoznak. E valtozas
tanulmanyozasanak egyszerii modellje az adiabatikus egydimenzids aramlas esete, a Rankine-
Hugoniot modell. Ekkor a szakadasi feliilet két oldalara a kontinuitasi tételt (p-v=Kkonst.), az
energiamegmaradas tételét a 4.98. alakjaban (v'/2+(p/p)-x/(x—1)=konst.) ¢és az
impulzusmegmaradas tételét a mar ismertetett formaban ( p +p-v* = konst.) felirvan, feltételezvén

az izobar fajho allandosagat az igy alkotott egyenletrendszerbdl a nyomas és a siirliség viszonyara
vonatkoz6 kovetkeztetést vonhatunk le:

ﬂ:(K+1)_(K_1)'p2/pl’ (4.115)
p,  (+1):p,/p = (k=1)

mely egyenldség a Rankine-Hugoniot egyenlet. Levezetése eléggé hosszadalmas, melynek soran a
harom felsorolt tételt a szakadasi feliilet két oldalara irjuk fel. A kontinuitas tételébdl a v,

sebességet kifejezziik v, fliggvényeként, majd azt behelyettesitjiik az impulzusmegmaradas
tételébe. Innen v;-re kapunk egy relaciot. A v,-re kapott dsszefiiggést négyzetre emeljiik, majd

behelyettesitjiik a v; mennyiséget, igy a sebességek négyzeteit megadhatjuk csupan a nyomasokkal

¢és a stiriségekkel. Ezeket behelyettesitve az energiamegmaradas emlitett formajaba, az egyenletet
rendezve kapjuk a Rankine-Hugoniot egyenletet. Ebben, mivel a hanyados pozitiv kell legyen (a bal
oldalon szereplé nyomas nem lehet negativ), a slirliségek aranya sohasem lehet (k+1)/(x—1)-nél

nagyobb, tehat levegd esetén a p, slirliség legtobb mintegy hatszorosa p,-nek (e hatarérték

végtelen nagy p, nyomast eredményezne).

4.7. Hugoniot tetelei

Tegylik fel, hogy a kozeg surlédasmentesen, egy vizszintes adiabatikus aramcsében
stacionariusan halad. Ekkor a folytonossagi egyenletet az ismert O, =p-v-S = konst. formaban

irhatjuk fel, ahol § az aramcs6é keresztmetszete. A tomeghozam differencialjat képezve, annak
allandoésaga miatt

dp-v-S+p-dv-S+p-v-dS=0, (4.116)
vagy, p-v-S -sel beosztva:
dp dv 45 (4.117)
p v S

Euler 4.46. egyenletét egy egyenes aramvonalra (amely az x tengellyel parhuzamos) felirva:

b _ov, v 1ap

=Y _ +v , (4.118)
dt Ot ox p Ox
ahonnan az aramlas stacionaritasa miatt a
v'dv=—d—p (4.119)

p

egyenlethez jutunk (a sebesség az idében allandod). dp -t a hangsebesség 4.116. képletébdl kifejezve
és behelyettesitve:
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v-dv+cz-@=O, (4.120)

ahonnan

do_ v e (4.121)
[Y) C \%

Ezt a hanyadost a folytonossagi tételbdl levezetett 4.117. egyenletbe behelyettesitve a
kovetkezo Gsszefiiggéshez jutunk:

d—S=(Ma2 —l)oﬁ. (4.122)
S v

Ezt a relaciot megvizsgalvan harom fontos kdvetkeztetést vonhatunk le, melyeket Hugoniot
tételeinek is neveznek:

a). Szubszonikus aramlasokra (Ma < 1) a sebesség valtozasa és a keresztmetszet valtozasaval
forditott irany (sziikiil6 vezetékben az aramlas gyorsul, tagulo vezetékben pedig lassul).

b). Szuperszonikus aramlasokra (Ma >1) a sebesség és a keresztmetszet valtozasa azonos
iranyu: sziikiil vezetékben az aramlas lassul, taguld vezetékben pedig né.

c). Az aramlas sebessége a hang terjedési sebességét (Ma =1) csak ott a érheti el, ahol az
aramlasi keresztmetszetnek minimuma van.

Szubszonikus daramlasokra az elsd észrevétel szerint a fluidum az inkompresszibilis
folyadékokhoz hasonléan viselkedik. A gyakorlatban az aramld gazokat Osszenyomhatatlannak
tekinthetjiilk mindaddig, amig az dramlasi sebesség nem tul magas (Ma < 0.7).

Szuperszonikus dramlasok esetében azonban mar mas a helyzet, a gaz az 6sszenyomhatatlan
folyadékkal ellentétes viselkedést mutat.

A harmadik észrevétel szerint a sziikiilo vezetékben szubszonikusan araml6 (gyorsuld) gaz
csak a keresztmetszet minimuman érheti el a hangsebességet. Ett6l a ponttol kezdve a tagulo
szakaszon az aramlasi sebesség tovabb novekszik.

Ugyancsak a harmadik észrevétel szerint a sziikiild vezetékben szuperszonikusan aramlo
(lassuld) gaz sebessége szintén csak a keresztmetszet minimuman érheti el a hangsebességet, innen
kezdve a tagulo szakaszon az aramlasi sebesség tovabb csokken.

A taguld vezetékben a szubszonikus aramlas lassul, a szuperszonikus aramlas pedig gyorsul,
tehat a keresztmetszet esetleges maximuman sem érhetné el a hang terjedési sebességét. E
maximumon a szubszonikus aramlas sebességének minimuma, a szuperszonikusnak pedig
maximuma lenne (ekkor a 4.122. relacioban a dv mennyiség nulla).

A fent targyalt eseteket a kovetkez6 (4.1.) tablazat foglalja magaba.

A nyomas alakulasanak tanulmanyozasdhoz a 4.119. egyenletet a sebesség négyzetével
osztjuk:

ﬂz_%.d_pz_%.d_p’ (4.123)
% viop Ma”-c® p
ahonnan, a hang sebességének 4.100. kifejezésével
2:—;-(1—]). (4.124)

v K-Ma> p

Ebbol az 0sszefiiggésbol is egy fontos kdvetkeztetést vonhatunk le: barmilyen Mach-szam
mellett a nyomas valtozasi irdnya a sebesség valtozasi iranyaval ellentétes, az aramlas gyorsuldsa
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nyomascsokkenéshez, lassuldsa pedig nyomasndvekedéshez vezet, fliggetleniil attol, hogy az
aramlas szubszonikus vagy szuperszonikus-e.

Aramlas a . , ot et , Taguld, majd Sziikiild, majd
belépésnel | Lagulo vezetek | SzUkiil6 vezetek szikils verstek tagulé vezoték
Szubszonikus NN v M vaA | v7
_ [ " i
(Ma<1) T —
D — v v<c ' v=c
dS>0,dv<0 dS<0,dv>0 dS=0,dv=0 dS=0,dv+#0
Szuperszonikus v . M vy v
(Ma>1) gre—— — - | =
I ———— V v>c v v=c¢
dS>0,dv>0 dS <0,dv<0 dS=0,dv=0 dS=0,dv=0

4.1. tablazat. Hugoniot tételei

Amikor az aramlasi sebesség eléri a hang terjedési sebességét azt mondjuk, hogy a kozeg
kritikus allapotba keriil, jellemzdit pedig a ,.kritikus” jelzével illetjiikk (ezek nem azonosak a
fazisatalakulasoknal  definialt kritikus mennyiségekkel). E  kritikus jellemzoket az
energiaegyenletnek a 4.5. fejezetben megallapitott formdibdl szamithatjuk ki ugy, hogy eldirjuk a
v =c feltételt. igy példaul a 4.101. energiaegyenletet a

2 2 2
v c o

24 - 4.125
2 k-1 x-1 ( )

formaban felirva, ahol a jobb oldal a nyugalomban (tartalydllapotban) levd kozegre érvényes, a
sebesség v=v, =c eldirasaval a kritikus sebességet

(4.126)
K+1

gyanant kapjuk. Az adiabatikus allapotvaltozas 2.47. egyenletének ¢és a hangsebesség 1.17.
képletének felhasznalasaval a kritikus stiriség

1
Pi =P (LJI (4.127)
k+1
lesz. Ezzel, a 2.47. egyenlet 0jboli felhasznalasaval a kritikus nyomas
P =Py (Lj - (4.128)
k+1
az altalanos gaztorvénybdl pedig a kritikus hémérséklet
Tkr:TO-L (4.129)
k+1
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formaban hatarozhaté meg, ahol a zérus indexti mennyiségek a tartalyallapotra vonatkoznak. Mint
lathato T, /T,, p,. / p,»> Pi. /Py €s Vv, /c, hanyadosok csak a gaz adiabatikus kitevjétdl fiiggenek.
Ha bevezetjiik a

M, =2 (4.130)

hanyadossal definialt jellemzdt, egyfajta Mach-szamot, akkor e dimenzionélkiili mennyiséggel az
egydimenzidos aramlas valamennyi fontos jellemz6jét meg tudjuk adni a tartalyallapot
paramétereinek fliggvényeként. Ha a kontinuitasi egyenlet 4.117. kifejezését végigszorozzuk a

(k—1)/c; kifejezéssel, akkor onnan a hangsebességek aranyat
1
£=(1——K_1‘M5,J2 (4.131)
G

formaban lehet kifejezni. Ezt az 0sszefliggést az adiabatikus allapotvaltozas

K 2K
p_ (o) (T} () (4.132)
Py Po T, Co ‘

egyenletének kiilonbozé formaiba behelyettesitve (az elsdé két egyenldség a Poisson-képletbol, az
utolsé pedig a hangsebesség kifejezésébdl szarmazik) a kovetkezd gazdinamikai fiiggvényekhez
jutunk:

£=(1—K—_1.M;j“'l, (4.133)
Po K+1
ﬁ:(l—K—_l-M,jj“, (4.134)
P K+1
T Kk—1
S LS Ve 4.135
T k+1 ( )

A folytonossagi egyenletet a kritikus keresztmetszetre is felirhatjuk (stacionarius aramlast
feltételezve):

p-v-A=p, v, A, (4.136)

ahonnan a kritikus dramlési keresztmetszetet a gazdinamikai fliggvények felhasznalasaval

1
A =AM, (K—“—K—_I-M;JH (4.137)

formaban kapjuk. Az A/ A, hanyados felirdsanak nincs értelme, mert a tartalyban a gaz

nyugalomban van (4, végtelen nagynak tekinthetd), de az A4, /4 kifejezést szintén gazdinamikai

fliggvénynek tekintik.
A 4.125. egyenletbdl a lokalis Mach-szamot is meghatarozhatjuk:
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o —

Ma:Mkr-(K—H—K—_I-M,frJ : (4.138)

mely kifejezés az 0todik gazdinamikai fiiggvény. Ezt az 6t fliggvényt egy adott gazra, az
adiabatikus xk kitevd megfelel értékére abrazolvan a 4.21. abran lathatdo gorbékhez jutunk (a
bemutatott gorbék egy kétatomos idealis gazra — pl. oxigén, nitrogén, levegd — érvényesek, ahol
k=14).

Az M, hanyados legnagyobb értéke a legnagyobb aramlasi sebességnek felel meg. Ezt a
sebességet a 4.99. egyenlet adja,

2. 2
Ve = o P = 2 (4.139)
k-1 p, k-1

maximumat vakuumba valdo kidmléskor érhetné el a gaz, amikor p=0. Egy allando
keresztmetszeti vezetékkel a valosagban a nyomas csokkentésével a kiomlési sebesség csak a
lokalis hangsebesség kritikus értékéig novelhetd, ezt a hatarértéket pedig csak egy boviilo toldat
segitségével lehet meghaladni (Hugoniot tételeinek értelmében).

T/Ty w
Lo~ ’
0.8 va ~ - L 01-Ma

/ :
0.6 :
| i 0/po
04— 5
,” g \\ p/po
0.2
0 SN

0 04 08 12 1.6 20 24

4.21. abra. Kétatomos idedlis gaz dinamikai fiiggvényei

A legnagyobb kiomlési sebesség kifejezésével

YA LS (4.140)

kr,max 1
vkr K-

a kétatomos idedlis gazra értéke kb. 2.45. Ennél az értéknél a Mach-szam végtelen nagynak adodik
(gorbéjének fliggbleges aszimptdtaja van), a 4.138. kifejezés zarojele ugyanis ekkor nulla.

A kritikus Mach-szam legnagyobb értéke fele tartva a lokalis hangsebesség, a stirliség, a
nyomas és a hdmérséklet egyarant a nulla felé kozelit.

Az A, / A keresztmetszet-fliggvénynek a M, =1 helyen maximuma van; ugyanitt Ma =1,

Hugoniot harmadik tételének megfelelden (a kritikus keresztmetszetben, ahol A4 -nak minimuma
van, az aramlasi sebesség eléri a lokalis hangsebességet).

Hugoniot tételeinek fontos alkalmazasa a konvergens-divergens fuvoka (4.22. abra), melyet
Laval-fuvokanak is neveznek (e fuvokat mar tulajdonképpen mar Lavalt megel6zden ismerték és
hasznaltak). Ilyen példaul a turbinds gézgépek ¢€s a rakétak fuvokaja. E fuvokaba bejutd goz vagy
gaz aramlasi sebessége a hang sebessége alatt van. A konvergens szakaszon a sebesség novekedését
tapasztalhatjuk, mely — megfelelé méretezés esetén — a legkisebb keresztmetszeten elérheti a hang
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sebességét. Ekkor a divergens szakaszon a sebesség tovabb ndvekszik. Helyes méretezés esetében a
Laval-fuvokat elhagyd gazsugar nyomasa nagyobb kell legyen, mint a kornyezet nyomasa, ugyanis
ellenkezo esetben a kilépésnél a gaz kompresszioja 1épne fel. E kompresszid egy visszafele terjedd
lokéshullamot — egy erds szakadasi feliiletet — hoz 1étre, az d&ramlo gdz kinetikus energidjanak egy
része pedig irreverzibilis folyamatokban vesztddik el.

K/
(\

4.22. abra. Laval-fivoka keresztmetszete
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5. A HIDRAULIKA ALAPJAI
5.1. Laminaris és turbulens dramlas

A 3.2.5. alfejezetben emlitettiik az orvénytételeket, kozottiik Lagrange tételét, mely szerint a
barotrop fluidum konzervativ er6térben torténd surlodasmentes aramlasa potencialis, 6rvénymentes
marad. Ez a tétel és annak kdovetkezményei csak a felsorolt feltételek mellett igazak. A valddi
kozegekben a belsd surlodds miatt mindig fellép az Grvényesség, midon a részecskék egymason
vagy a szilard falak mentén elgordiilnek. Ez az 6rvényesség gyakorlati szempontbol csak egy adott
aramlasi sebesség felett lesz szamottevo, ezt a tényt Reynolds kisérleti uton tdmasztotta ala.

A kisérleti berendezés az 5.1. abran lathat6. E berendezés egy atlatszé csdszakaszon
egyenletes, szabalyozhat6 aramlasi sebességet biztosit. A hasznalt folyadék lehet viz, az aramlast
ilyenkor szines tinta befecskendezése teszi lathatova.

szines tinta
betaplalas

—

szabalyozott folyadékszint Vi
4>
tulfolyd — =
V2
................ =< szabalyozott hozamu
o elfolyas
atlatszo csdszakasz

5.1. abra. Reynolds kisérlete és az orvények kialakulasanak magyarazata

A sebesség novelésekor a szines folyadékszal idonkénti véletlenszerli megzavarasat
tapasztalhatjuk, helyenként orvények jelennek meg és tlinnek el. Az orvények megjelenése a
sebesség novekedésével egyre gyakoribb lesz, mig végiil az aramlas teljes egészére kiterjed és
allandosul. Ez a tapasztalat azt bizonyitja, hogy az aramlasban ideiglenesen a cs6 tengelyére
merdleges sebességkomponens is megjelenik, a sebességvektor iddbeli allandosaga tehat mar nem
all fenn. Az orvények kialakuldsdnak folyamatdt az 5.1. 4bra jobb oldalan lathaté sorozat
magyarazza ¢s az a folyadékrétegek eltéré sebességének kovetkezménye (az abrazolt folyamat
egyébként Helmholtz-Kelvin instabilitas néven ismert).

Még nagyobb sebességnél a csében aramlo folyadékok rovid tavolsagon beliil egyenletesen
elkeverednek. Ezt az Orvényekre szétbomld, igen bonyolult aramlast turbulens (6rvényld)
aramlasnak nevezziik. Ha a kiomlo folyadékmennyiség idében nem valtozik, az aramlési tér
pontjaiban a sebességvektor irdnya és nagysaga egy kozépérték koriil ingadozik, az aramlas tehat
kvazistacionarius. Az atlagsebesség profilja ilyenkor jelentdsen eltér a Hagen-Poiseuille féle
parabolikus profiltol és altalaban empirikus képletekkel szoktak leirni, vagy pedig jo kozelitéssel
egy allando értékkel helyettesitik. A sebességprofil a turbulencia fokozodasaval egyre inkabb
ellaposodik (5.2.b. abra). Ez esetben is megfigyelhet6 egy laminaris alapréteg, ugyanis a cs6 fala
bizonyos mértékben mérsékli a turbulenciat.

Az aramlas jellege a kisérlet szerint az aramlasi sebességgel fiigg Ossze. Az alacsony
sebességeknél stabil laminaris dramlas a sebesség novelésével fokozatosan valik turbulenssé, ez
utobbi allapot pedig egy bizonyos sebesség folott allandosul. Az allapotokat elkiilonito hatarértékek
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aramlasi allapot egy dimenzid nélkiili szammal jellemezhet6:

_vd

Re , (5.1
Vi
ez a Reynolds-féle szam.
a b.
4: Vmax
o v

laminaris alapréteg

5.2. abra. A sebességprofil laminaris (a.) és turbulens (b.) dramlas esetén

Az elobbi képletben v a cs6 keresztmetszetén mért atlagos aramlasi sebesség, d a
keresztmetszetet jellemzd hosszisagjellegli mennyiség, v, pedig a kinematikai viszkozitas. Kor

keresztmetszetli csovek esetén d a csé atmérdje, egyéb esetekben pedig a hidraulikus atmérd (a d,

egyenértékii atmérd). A hidraulikus atméré az A folyadék-keresztmetszet és a K nedvesitett
keriilet hanyadosanak négyszerese:
4-4
d,=——. 5.2
TR (5.2)
Ennek negyede, az A/K hanyados a hidraulikus sugar (ez tehat nem a hidraulikus atmérd
fele). A nedvesitett keriilet a folyadék-keresztmetszetnek az allo szilard fallal érintkez6 része (5.3.
abra).

K K

5.3. abra. A nedvesitett keriilet csatornak (a.) és csdvezetékek (b.) esetén

Megallapitast nyert, hogy ha a Reynolds-szam értéke 2320 alatt van, a fluidum (folyadék vagy
gaz) aramlasa stabilan laminaris. Ha kellden zavarmentessé tessziik az aramlast, ennél 1ényegesen
nagyobb Reynolds-szam (50000) mellett is laminaris maradhat az dramlas, de ilyen esetben mar egy
kis zavarasra is hirtelen végbemegy az atalakulas. A gyakorlatban 2320 feletti Reynolds-szamoknal
turbulens dramléssal szamolunk.
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5.2. A csosurlodasi veszteség

A hidraulikus és pneumatikus berendezések méretezésében fontos feladat a fellépd surlodasi
veszteségek, az daramldssal szembeni hidraulikus ellenallas kiszamitdsa. A Bernoulli-egyenlet
abrazolasi modjaibol kovetkezik, hogy e csdsurlodasi veszteség kifejezése célszeriien a 1étrejovo
Ap (masképpen: p,) nyomaskiilonbség vagy a 4  hidrodinamikai szintkiilonbség segitségével
torténik.

Hosszi vezetékekre (csovek, csatornak) a surlodasi veszteség a vezeték hosszan oszlik el. Ha
szintkiilonbségekkel dolgozunk, akkor az egységnyi hosszra esé veszteség a hidrodinamikai szint
dolése, a hidraulikus gradiens (esés) lesz:

J="r (5.3)

A Newton-féle viszkozitdsi torvény alapjan a surlodasi ellendllds a fluidum dinamikai
viszkozitasatol fiigg €s az aramlasi sebességgel aranyosan novekszik. A sebesség €s a surlodasi erd
egyenes aranyossaga csak a newtoni fluidumok laminaris aramlasara érvényes. Nagyobb aramlasi
sebességeknél a turbulencia miatt a hidraulikus ellenallds a tapasztalat szerint a sebesség
hatvanyaval (koriilbeliil a négyzetével) ndvekszik.

A csOsurlodasi veszteség a vezeték hosszatol is fligg: minél hosszabb a vezeték, annal
nagyobb az aramldssal szemben kifejtett ellendllasa. A hidraulikus sugéar csokkenése szintén az
ellendllds novekedésével jar. Kisérletileg megallapitottdk, hogy a vezeték falanak érdessége is
fontos szerepet jatszik.

A surlddasi veszteséget egyezményesen a mozg6 fluidum kinetikus energiajahoz viszonyitjak,
leggyakrabban a

2
\%

h=6 5

(5.4)

szintkiilonbséggel adjak meg, de hasonld mdédon a surlodas altal eldidézett nyomasveszteséget is
meg lehet hatarozni:

2

Mp=Cops (5.5)

E képletekben ¢, az ellendllas-tényezé, ami egy dimenzid nélkiili szdm. A gyakorlatban a
csovek tobbnyire kor keresztmetszetiiek, a keresztmetszetet jellemz6 geometriai mennyiségeket (a
nedvesitett keriiletet, a folyadék-keresztmetszetet és hidraulikus sugarat) pedig a d belsé atmérd
egyértelmiien meghatarozza. Egy egyenes, hosszll cs6szakaszra a ¢, tényezOt egységnyi atmérdre
és egységnyi hosszra adjak meg. Az ilyen modon fajlagositott a mennyiség a A csdsurlodasi
tényezo, ami szintén egy dimenzid nélkiili szdm. E mennyiség bevezetését az a mar emlitett

tapasztalati tény indokolta, ami szerint a csbellenallas egyenesen aranyos a cs® hosszaval és
forditottan ardnyos a cs6 atmérdjével:

L
£ =A (5.6)

A csosurlodasi tényezovel kor keresztmetszetli vezetékekre az 5.4. relacio alapjan a surlodasi
veszteséget a Darcy-Weissbach képlet adja:
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2
hrzk'i' v,
d 2-g

(5.7)

mely egy kisérleti uton meghatarozott empirikus formula. E képletet kisebb modositassal egyéb
keresztmetszetli vezetékekre is lehet alkalmazni, ilyenkor a csé d atmérdje helyett az R
hidraulikus sugér négyszeresét, az egyenértékii atmérot kell venni.

A csoOsurlodasi tényezot newtoni fluidumok lamindris aramlasanak esetében elméleti uton is ki
lehet szamitani. A Hagen-Poiseuille torvénybdl (4.64. egyenlet) értéke

64
A 2o (5-8)
mely 0sszefliggést Poiseuille-képletnek nevezik.

A fluidum turbulens dramldsa mellett viszont mar nem ennyire egyszerii a helyzet, a A4
értékét ado Osszefliggéseket csak félig analitikus, félig empirikus modszerekkel, mérési eredmények
alapjan nyert adatok feldolgozasaval lehetett megallapitani.

A mért adatok feldolgozasaban a vezeték érdessége kiillon problémat jelentett, mivel a
kiilonboz6 anyagu és a kiilonbozod technologiai eljarasokkal gyartott csovek falérdessége mas-mas
jellegzetességeket mutat. Nemcsak az egyenetlenségek atlagos magassadga és szoérasa, hanem az
egyenetlenségek geometridja is csOtipusonként valtozhat (5.4.a. abra).

B0 I S0 SO NANE S T d| |d-k
S

5.4. abra. Kiilonbozo tipusu természetes (a.) és a mesterséges falérdesség (b.)

E probléma megolddsa az egyenértékii falérdesség bevezetése volt. Az egyenértékil
falérdességet mesterségesen allitjdk elé olyan modon, hogy azonos k, atmérdji, gomb alaka
szemcséket (példaul homokot) ragasztanak egy sima cs6 belso feliiletére. A szemcesék atméréjét ugy
kell megvalasztani, hogy az igy eléallitott mesterséges falérdességnek az aramlasra kifejtett hatasa a
tanulmanyozott vezeték természetes érdességével azonos legyen. Megjegyzendd, hogy mivel
szemcsék szorosan egymas mellé illeszkednek, a mesterséges falérdességgel rendelkezd csd
effektiv belsd keresztmetszete k,-vel csokken. A szemcsék felragasztott fele az araml6 fluidummal

nem keriil kapcsolatba, ezért a szakirodalom néha az egyenértékii falérdességet a szemcseatmérd
felének tekinti.

A mért adatok alapjan egy logaritmikus skalaji Re —A grafikont lehet megrajzolni, a relativ
falérdesség (a k,/d) fiiggvényében — ez a Nikuradse-diagram, mely minden newtoni fluidumra

érvényes. E diagram vazlatat az 5.5. dbran lathatjuk.

A Nikuradse-diagramon a A csdsurlodasi tényez6t kis Reynolds-szamokra abrazolva egy
egyenes szakaszt kapunk, az elméleti 5.8. Poiseuille-képletnek megfeleléen. Ez a szakasz a
laminaris 4ramlast leird Poiseuille-egyenes. Eszrevehetjik, hogy a kiilonboz6 relativ
falérdességekre felrajzolt szakaszok fedik egymast, tehat laminaris aramlasnal A fiiggetlen a cs6
érdességétol.
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Nagyobb Reynolds-szamoknal (2320 felett) az aramlas instabilld valik, véletlenszertien
turbulenss€, majd ismét lamindrissa valhat. Nyugodt koriilmények kozott (laboratoriumban) mérve
A gorbéje egy hirtelen emelkedd szakaszt mutat. A gyakorlatban ilyenkor turbulens aramlassal
szamitunk.

Ig A
Poiseulle-egyenes

turbulens
aramlas

a relativ érdesség
novekedési iranya
laminaris !

aramlas |

\\\Moody- gbrbe

Blasius-egyenes

—
—

lg Re

5.5. abra. A Nikuradse-diagram vazlata

Turbulens aramlas esetében A grafikonja tobb gorbére szakad fel a relativ érdesség
fliggvényében. E tényt a laminaris alapréteg és a csdérdesség kdlesonds viszonyaval magyarazzak.

Amikor a csofal egyenetlenségeit a laminaris alapréteg takarja, a csovet hidraulikai (vagy
hidrodinamikai) szempontbdl simanak tekintik. A diagramon is lathato, hogy a hidraulikailag sima
csovek esetében A nem fiigg a cs6érdességtdl. Ekkor A abrazolasa egy tijabb egyenes szakaszt
eredményez, melyet Blasius-egyenesnek neveznek. Hidraulikailag sima csovek strlodasi tényezojét
ado Blausius-képlet a kovetkezo:

- 0.3164
{YRe
A simasag nyilvan csak a Reynolds-szdm egy bizonyos hatarértékéig tarthat, amikor az
alapréteg elvékonyodasa miatt az egyenetlenségek csticsai mar a turbulens aramlas belsejébe
keriilnek. A Blasius-egyenes tehat a relativ cséérdességnek megfelelden tobb gorbére bomlik fel, A
grafikonja egy bizonyos

(5.9)

e

d 8/7
Re=27-| —— (5.10)
2-k

érteknél valik ismét gorbéve.

A Blasius-egyenesen tul egy darabig a csOsurlodasi tényezd a Reynolds-szamtol is fligg,
mivel a sebesség novekedésével egyre tobb érdességestics keriil ki a turbulens aramlasba a fal
mellett kialakul6é viszkozus alaprétegbdl, befolydsolva a cséstrlodasi tényezd értékét. Ezt a
tartomanyt atmenetinek nevezik (a csé félérdes) és feliilr6l a Moody-gorbe hatarolja le. A Moody-
gorbét az empirikus

Re = (5.11)

1912 d
A 24k,

egyenlettel adhatjuk meg.
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A Moody-gorbén til mar minden érdességcsucs a turbulens aramlés belsejében van, ekkor A
érteke gyakorlatilag allandd, a Reynolds-szamtol fliggetlen marad. Ekkor a csovet hidraulikai

szempontbol érdesnek nevezik.
A tapasztalat szerint tehat egy cs6 viselkedési tartomanyait a Reynolds-szamnak az 5.6. abran

lathato értékei hataroljak le, melyeknek megfeleléen A -ra kiilonbozd 0sszefiiggéseket allapitottak
meg.

Az aramlas turbulens
llapota atmeneti
‘ laminaris ‘ sima ‘ (félérdes) | érdes Re
i \ \ \ Ll
Hatarértékek | 2320 PR 1912 d
27| —— '
N 2.k, 2k,
kiszamitasara o Prandtl-Kérman, Colebrook-White, Prandtl-Nikuradse,
ajanlott Poiseuille Blasius Altschul Schifrinson
Osszefliggések .
(Colebrook-White, Altschul)

5.6. abra. A csosurlodasi tényezd kiszamitasara hasznalt képletek

Laminaris aramlas esetében kor keresztmetszeti csovekre a Poiseuille-képletet hasznaljuk.
Mas alaka keresztmetszetekre el6szor meg kell hataroznunk az elméleti sebességeloszlast, majd
abbdl a hozamot, onnan pedig A-t, a Poiseuille képlet levezetésének menetét kovetvén.

Turbulens aramléds esetében az altalanos érvényll Osszefiiggések kozott a leggyakrabban
hasznalatosak egyike a Colebrook-White 6sszefiiggés, mely tulajdonképpen egy A -ban megoldando
transzcendens egyenlet:

1 k, 251 1

—=-2-1g| ——+ — |.
NS g(3.71-d Re \/Xj

Ezt az Osszefiiggést ilyen formaban az atmeneti orvényesség tartomanyan (hidraulikailag
félérdes csovekre) ajanljak. Hidraulikailag sima csovekre a

L:z.lg(Re.\/X)—o.zgo (5.13)

J
Prandtl-Karman formula hasznalatos, hidraulikailag érdes csdvekre pedig a Prandtl-Nikuradse
képletet ajanljak, amely mar egy explicit kifejezés:

L g (5.14)

Vi k,

A Colebrook-White egyenlet az utdbbi két, levezetett Osszefiiggést interpolalja: észrevehetjiik,
hogy a hidraulikailag sima csdvekre a zardjelben levd elsd hanyadost elhanyagolhatjuk — igy a
Prandtl-Karman formulat kapjuk vissza, érdes csovekre pedig a masodik hanyados lesz
elhanyagolhat6 ¢és igy a Prandtl-Nikuradse képlethez jutunk. A Colebrook-White egyenletet a
turbulens aramlas teljes tartomanyan hasznalhatjuk, hiszen a zarojelben szerepld 0sszeg két tagja
kozil, a Reynolds-szam fiiggvényében, mindig csak a megfeleld tagok jutnak szerephez: kis
Reynolds-szamok esetében a masodik tag sokkal nagyobb lesz, mint az elsd, mig nagy Reynolds-
szamok esetében az els6 tag lesz a fontosabb.

(5.12)
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A Colebrook-White 0sszefliggésbol A -t csak a transzcendens egyenlet iterativ megoldasaval
lehet meghatarozni. Ezt a feladatot kikiiszobdlhetjiilk egy masik gyakrabban hasznalt formula, az
Altschul-képlet hasznalataval, amely a csOsurlodasi tényezdt explicit médon

xzo.11.4‘/%+2—8 (5.15)
e

formaban adja meg. Az igy kapott érték és a Colebrook-White egyenlet megoldasaval kapott
eredmény kozotti kiilonbség altalaban nem jelentds, 2 —3% alatt van.

A hidraulikailag sima és érdes csovekre az Altschul-képlet is egyszeriibb formakra hozhato:
sima csovekre az 5.9. Blasius képlethez jutunk, mig érdes csovekre a

k
A=0.11-4—+ 5.16
4 J (5.16)
Schifrinson-képletet kapjuk.

A felsoroltakon kiviil még szamos mas egyéb képlet és dsszefiiggés 1étezik. Az 5.6. abran is
feltiintetett hatarértékekhez még egy annyit illik hozzafiizni, hogy a kézikdnyvek egy része a
formuldk hasznalhatésagi tartomanyat a gyakoribb relativ érdességnek megfeleld Reynolds-
szammal adjak meg.

Megjegyzendd, hogy a gyakorlatban inkabb az adott csétipusnak és fluidumnak megfeleld,
mérések alapjan megallapitott diagramokat hasznaljak, melyeket a gyartott atmérdkre rajzolnak
meg. E diagramokon nem a csdsurlodasi tényezot abrazoljak, hanem az adott hozamnak megfeleld
hidraulikus gradienst (J ). E mennyiség a Reynolds-kisérletben hasznalt berendezéshez hasonlo
eszkozzel hatarozhatd meg, ahol a vizszintes csdszakasz két pontjdhoz egy-egy piezométert
csatlakoztatunk.

5.3. Helyi veszteségforrasok

A hidraulikus berendezések kiilonb6zo szerelvényekbdl, idomokbdl és az azokat 6sszekotd
egyenes csOszakaszokbol allanak. Az aramlassal szembeni surlodasi veszteségek a szakaszok
hosszan eloszl6 (linearis) veszteségek mellett ezeken a szerelvényeken és idomokon fellépd helyi
(lokalis) veszteségekbdl tevodnek Ossze.

A lokalis veszteségek is az 5.4. képlettel szamithatok, ahol ezuttal a { tényezd az adott

szerelvényt jellemzi. E veszteségeket ugy tekintjiik, mintha egy adott pontban 1épnének fel.

Egy egyszeriisitd elv alapjan a veszteségforrasok nem befolyasoljak egymast (ez egyébként
csak egymastol eléggé tavoli szerelvényekre igaz, amikor a kozottik levd tavolsag az atmérd
harmincszorosanal nagyobb), tehat a £ tényezO csak az aramlasi sebességtdl fiigg. Ekképpen a
vezetéken fellépd veszteséget a csdszakaszokon €s a szerelvényeken fellépd veszteségek algebrai
Osszegeként szamithatjuk:

2
R VS
h, =Z—§2"g’ : (5.17)

ahol az i indexli tagok a két kontrollkeresztmetszet kozotti egyenes szakaszokra €s a lokalis
veszteségeket 0kozo szerelvényekre vonatkoznak.

Az egyenes szakaszokra vonatkozo tagokat az eldbbi fejezetben felsoroltak alapjan
szamithatjuk. A lokalis veszteségforrasoknal néhany egyszeriibb esetben a { tényezd elméleti

megfontolasok alapjan levezethetd, egyébként azt csak kisérleti iton lehet meghatarozni. A mérési
eredmények feldolgozasanak eredményei az empirikus képletek és a tényezd értékének
megallapitasara hasznalhat6 diagramok.
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A tovabbiakban tekintsiink néhany fontosabb esetet.
A hirtelen keresztmetszet ndvekedéssel jellemzett Borda-Carnot atmenet (5.7. abra) esetén
néhany egyszertisitd hipotézis alkalmazasaval az elméletileg levezetett veszteségi tényezd

4Y
g:(l—A—zj , (5.18)

ahol 4, és 4, az atmenet eldtti, illetve utani keresztmetszet.
A Borda-Carnot veszteség egyik specidlis formaja a kilépési veszteség, amikor az allando
keresztmetszetll cs6 egy nagy térbe, példaul tartalyba torkollik. Ilyenkor az A, keresztmetszet az

A,-hez viszonyitva nagyon nagy, € értékére tehat 1-et kapunk.

d dy

5.7. abra. Hirtelen keresztmetszet-névekedés (a Borda-Carnot atmenet)

Ha az elobbickkel ellentétben a fluidum a forditott irdnyban aramlik, akkor hirtelen
keresztmetszet-csokkenésrol beszéliink (5.8. abra).

d,

5.8. abra. Hirtelen keresztmetszet-csokkenés

A lezajlodo folyamat nem pontosan az eldbbi forditottja: most az aramlas a keresztmetszet
csokkenése miatt felgyorsul, de amint az &brazolt aramvonalakbol is latszik, az aramlas
keresztmetszetének tényleges besziikiilése nagyobb, mint a cséatmérékbdl szamolhatd geometriai
keresztmetszet-csokkenés. Ez a besziikiilés a Borda-Carnot a&tmenetnél hianyzik. Ezt a jelenséget az
elméleti uton levezetett képlet az aramlés 6sszehtizodasat add & kontrakcids tényezo bevezetésével

veszi figyelembe:

1 2

Q:(——lj , (5.19)
€
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ahol a kontrakcios tényezo
g=—=1, (5.20)

amelynek kiszamitasara a szakirodalom néhany elméletileg megalapozott képletet is ajanl. A
gyakorlatban elterjedtebb a

A2
C=0-5-(I—Zj (5.21)

kozelito Osszefiiggés.

A hirtelen keresztmetszet-csokkenés egy sajatsagos esete a vezetékbe vald belépés, példaul
amikor a csd egy tartalyhoz csatlakozik. Ebben az esetben A4, az eldbbi képletben nagyon nagy, a €
veszteségi tényezo érteke pedig 0.5 lesz.

A keresztmetszet valtozasanak tovabbi esetei a fokozatos atmérdnovekedésu difftizor és a
fokozatos atmérdcsokkenést biztositd konfuzor (5.9. éabra). Esetiikben a veszteségi tényezot
empirikus képletekkel szamitjak vagy diagramokbol olvassak le az atmérdk és a kupos illesztés o
szogének fliggvényében.

Aa

‘%rd w!\‘/

5.9. abra. Diffuzor (a.) és konfizor (b.)

A felsorolt esetekben a vezeték atméréje — és ezzel egyiitt az aramlas sebessége —
megvaltozott. Ekkor az 5.4. képletben szerepld v sebesség egyezményesen a veszteséget okozo
szerelvénybdl kilépo fluidum sebessége.

Az édramlds irdnyat megvaltoztatdé idomok (csdivek, konyokok), a hozamot szabalyozod
eszkozok (szelepek, csapok, toldzarak), az aramlasba helyezett racsok és szitak, a csdtoldatok,
diafragmak stb. veszteségi tényez0jét laboratériumi koriilmények kozott méréssel hatarozzak meg
(5.11. abra).

C-t a hozamnak (vagy az aramlési sebességnek), az adott idom atméréjének és egyéb
geometriai jellemzdinek (példaul az iranyvaltas szoge, az atmérdcsokkenés mérteke,
hozamszabalyz6 Dberendezéseknél az keresztmetszet-besziikités foka), a hozamelosztd
berendezéseknél a hozamok aranyanak fliggvényében tablazatba foglaljadk vagy grafikusan
abrazoljak. A hozam elosztasat vagy hozamok egyesitését létrehozo elagazasok veszteségi
tényezdjét az dgakra kiilon allapitjak meg.

A hozam és az aramlasi sebesség e diagramokon nem mindig szerepel. A sebesség figyelembe
vétele azért esetleges, mert a hidraulikus berendezéseket rendszerint az érdes turbulencia
tartomanyaban méretezik, ahol ¢ fiiggetlen a sebességtél. Az emlitett méretezési modszert

gazdasagi szempontok indokoljak: a kisebb atmérék esetében a veszteségek ugyan névekednek, de
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a beruhazas koltsége csokken. A gazdasagos atmérdt a berendezés terezett élettartamara szamitott
0sszkoltség (ez a beruhdzas koltségének és a miikddtetés koltségének sszege) minimuma adja.

Pillangoszelep
C= 3.9 34 2.7 2.5 0 0.6
5.10. abra. Kiilonbozé idomok és szerelvények
g
26
h 24
20
| | —tolozar 16 :
12 .
B o 8
0 4
0 1] ad
0 02 04 06 08 1.0

5.11. abra. Surlodasi veszteség meghatdrozdasa méréssel (tolozar)

5.4. Gazvezetékek

Az elébbiekben feltételeztiik, hogy a vezetékben aramlo kdzeg tulajdonsagai allandoak, azaz
nem valtoznak a vezeték mentén. E hipotézisnek a helyessége folyadékok esetén konnyen belathato,
hiszen a folyadékok gyakorlatilag Osszenyomhatatlanok és a gyakorlati esetek tobbségében a
hémérsékletiik sem valtozik az aramlas soran (a hdmérséklet ndvekedése a siirliség €s a viszkozitas
csokkenését eredményezi, mindkét mennyiség szerepel a veszteségek kiszamitasaban).

A kozeg tulajdonsagainak allandosagat az egyébként Osszenyomhatd gazok esetében is
elfogadjak amennyiben a vezetékben a nyomas, illetve a slriség valtozdsa nem tul jelentds: a
szakirodalom a megengedhetd valtozas felsé hatarértékét 2...10 %-ban allapitja meg; minél

nagyobb e valtozas, annal nagyobbak lesznek a szamitasi hibak is.
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A kozeg (gaz) jelentOsebb allapotvaltozasat mar nem lehet figyelmen kiviil hagyni,
sziikségessé valik tehat a kompresszibilis fluidum dramldsara vonatkozo Osszefiiggések felirasa.
Tekintsiink egy allando keresztmetszetli vezetéket, amelyben egy gaz aramlik stacionarius
koriilmények kozott (5.12. abra). Az ataramlo gdz mennyiségét a térfogat megvaltozdsa miatta O,

tomeghozammal célszerii megadni. Az aramlas sordn a gdz nyomasa megvaltozik és ennek a
véltozasnak a kovetkezd okai lehetnek:

- a szintkiilonbség (a helyzeti energia megvaltozasa), melynek hatasa elhanyagolhatd a gaz
alacsony slirlisége miatt;

- a gaz homérsékletének megvaltozasa;

- a viszkozitas miatti nyomasesés (ennek soran az aramlo gaz energidjanak egy része hové
alakul at, tehat a gaz hdmérséklete megvaltozhat).

P, T, pi P2 1o, p2
e iJ
( v [

dx
|
x

V.

5.12. abra. Gazvezeték

Amennyiben felirjuk a vezeték dx hossziisagl szakaszaban levd gdzmennyiség egyensulyat,
akkor a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
B p-Vv .X-dx+ dm-a
2 d A

ahol a jobb oldalon az elsé tag a csOsurlodasi miatti veszteség (amelyet a folyadékokra
megallapitott képlettel adunk meg), a masodik tag pedig a dm=p-Q, -dx/v tomegl gaz

: (5.22)

gyorsitasdhoz sziikséges erdbdl szarmazé nyomasvaltozast jelenti; 4=m-d*/4 a vezeték belsd
keresztmetszete. Mivel a gaz siirlisége alacsony, a masodik tagot el lehet hanyagolni és igy a
nyomasvaltozast teljes egészében a surlodasi veszteségeknek tulajdonithatjuk. A minusz elgjel azért
sziikséges, mert a veszteségek a gaz nyomasat csokkentik.

A fenti képletben az aramlési sebességet (tulajdonképpen annak a csO keresztmetszetén
szamitott atlagat) megadhatjuk a tdmeghozam segitségével:

v:%’ (5.23)
p.

a gazt pedig idealisnak tekintve slriiségét a Clapeyron-Mendelejev egyenletbdl a nyomas
fiiggvényében fejezziik ki:

p
=p—, 5.24
P=P %7 (5:24)

ahol 7 a gaz abszolut homérséklete, p a moltomege és R az egyetemes gazalland6. Ezen
észrevételekkel és kifejezésekkel a nyomasvaltozast adod relacid a kovetkezOképpen alakithato
tovabb:
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>-R-T
dp= L BT Xy (5.25)
2-p-p-A* d
Ez a képlet a dx hosszlisagu szakaszon érvényes. A tagok atrendezése utan a vezeték teljes
hosszara vonatkoz6 képletet az elobbi integralasaval kapjuk:

)23 ] 2
¢ Q.-R-T A
—|pdp=|=—"—>5-—dx, 5.26
]{pplz_“_Azd (5.26)
ahol p, a vezeték kezdetén, p, pedig annak végén mérheté nyomas. Belathatjuk, hogy ebben az

integral-kifejezésben nemcsak a nyomas, hanem a homérséklet és a A csOsurlodasi tényezo is
valtozd6 mennyiség lehet. A az eddigiek alapjan a Reynolds-féle szam és a relativ falérdesség
fliggvénye, a Reynolds-szamot pedig a tomeghozam felhasznalasaval

vd_ 0,d _0,d
v p-dv, Anm

Re

(5.27)

formaban is kifejezhetjiik. Az 1. fejezetben leirtak szerint az n dinamikai viszkozitas a hdémérséklet
fliggvénye, a nyomas valtozasa csak elhanyagolhaté modon befolyasolja annak nagysagat, tehat az
5.26. egyenlGség jobb oldali integralja alatti kifejezés csak a hdmérséklet szerint valtozik. Ezen
integral kiszamitasaval egy

2 2 2 . p. n
p—p_ 9, RZZ [ TMT)dr (5.28)
2 2pdd

kifejezéshez jutunk. Ha azonban elfogadjuk azt a hipotézist, mi szerint az allandé atmérdjii vezeték
mentén a homérséklet linearisan valtozik és A egy atlagokkal szamolt értékével helyettesitheto,
akkor egy egyszeriibb egyenlethez jutunk:

pi=py_ OuR1 5 T+,

= - 5.29
2 2u-Ad 2 (529)

(X-t, jobban mondva a hozza vezeté 5.27. Reynolds-szamot a hdmérséklet (7, +7,)/2 atlagaval

szamoljuk). A jobb oldalon a szamlalét és a nevezdt egyarant p: -tel beszorozva:

Pop_ QORI =TT,

= , 5.30
2 2-u-4%-d 2 p; (5-30)
az 5.23. és az 5.24. relaciok felhasznalasaval pedig:
2_ 2 2
pop g L, W hHh (5.31)

2-p, d 2 2.7

mely Osszefliggéssel tehat a nyomasesés meghatarozhato.

A gyakorlatban a homérsékletet jo kozelitéssel allandonak tekintik, hiszen a cséfalon
keresztiil torténd hoatadassal az aramlo gaz leadja a surlodas miatt termelédd hot. Ekkor a
Reynolds-szam és A is a vezeték mentén gyakorlatilag allando értékkel szerepel, az elobbi egyenlet
pedig tovabb egyszeriisodik:

2.2 2
PPy L (5.32)
2-p d 2
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Ezen elméletileg levezetett képlethez hasonld a gazvezetékek méretezésére javasolt fél-
empirikus Renouard-képlet:

pi—p;=k-8:-1-Q)%-d™%, (5.33)

ahol 8=p,, /P, @ gdznak a standardallapota levegbhoz viszonyitott relativ siirlisége, O, a gaz

standardallapotra atszamitott térfogathozama, k& pedig a hasznalt mértékegységektol (valamint a
gaz és a vezeték mindségétol és a hdmérséklettdl) fliggd egylitthato.
Ugyancsak az elméleti képlethez hasonl6 a hazai gyakorlatban hasznalt formula:

(pi—p:)-d’
—4.191. AP )E 5.34
0, 151 (5.34)

ahol a standardallapoton a nyomas p=1atm=0.1013MPa ¢és a hoémérséklet ¢=15°C

(T =288.15 K) értékét értjiik. A hozamot m’ /h -ban, a nyomadst barban, az 4tmérét centiméterben,

a homérsékletet Kelvinben, a vezeték hosszat pedig kilométerben kell megadnunk. A-t a
Colebrook-White osszefiiggéssel szamoljuk.

5.5. Csatornak

A csatornakban a folyadék aramlasa nyilt, szabad felszinii, a felszin felett rendszerint levegd
van. A csatornak lehetnek nyitottak vagy zartak. Csatornanak tekintjiik azokat a csdveket is,
amelyeket az araml6 folyadék ugyan teljesen kitolt, de a keresztmetszet legmagasabb pontjaban a
relativ hidrosztatikai nyomas zér6 (amikor a keresztmetszet éppen megtelik, tehat az aramlas nem a
nyomaskiilonbség kdvetkezménye).

A csatorndkban a nedvesitett keriilet a fent emlitett kivételtol eltekintve kisebb, mint a
nedvesitett keresztmetszet keriilete (5.3. abra).

Az aramlo folyadék nemcsak a csatorna falaival, hanem a felszin feletti levegdvel (vagy
egyéb gazzal) is érintkezik: nyugvo légkorben az aramld folyadék a felszin feletti levegdt is
magaval ragadja, dramlési sebességiik a folyadék felszinén azonos lesz. A jelenség kdlcsonods: a
szabad felszin felett &ramlo levegd befolyasolhatja a folyadékaramot, igy az nyugvo folyadékban is
aramlatot gerjeszthet. A lejatszodo folyamat tehat meglehetdsen bonyolult, de a szamitdsokban a
felszin feletti gaz hatasatol rendszerint eltekintiink.

A csatornak méretezésének esetében nem a hidraulikai veszteség meghatarozasa, hanem az
adott dolésti és keresztmetszetli csatornaban aramld hozam vagy az aramlasi sebesség kiszamitasa
az elsddleges cél. E feladatokban a zart vezetékekkel szemben a nedvesitett keresztmetszet a hozam
fliggvénye.

A legegyszerlibb stacionarius aramlas esetében egy allandd dolésii és keresztmetszetli a
csatorna hossza mentén a folyadék mélysége is allando lesz, tehat a szabad felszin délése a csatorna
dolésével azonos. Ez esetben az aramlas sebessége a csatorna hosszdban nem valtozik, ezt a tipust
aramlast egyenletesnek mondjak (ellentétes esetben a mozgas vdltozo).

A szintkiilonbséget és az atlagos aramlasi sebességet most is a Darcy-Weissbach képlet koti
Ossze, ahol a d atmér6t a hidraulikus sugar négyszeresével kell helyettesiteniink. A gyakorlatban
azonban egy masikfajta képlet hasznalata terjedt el, ez pedig a Chézy-formula:

v=C-~R-J, (5.35)

ahol az R hidraulikus sugar az 5.2. hidraulikus atméré negyede (definicié szerint a folyadék-
keresztmetszet és a nedvesitett keriilet hanyadosa: R=A4/K ), C pedig a Chézy-egyiitthato. A
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képletet szemrevéve azonnal megallapithatjuk, hogy C, A-t6l eltéréen, nem egy dimenzid nélkiili
szam.

Ismervén a J hidraulikus gradiens és a /4 szintkiilonbség kozotti

ho=J-1 (5.36)

”

Osszefiiggést, a Chézy-képletbdl a

h o=

1 !
. F‘E‘Vz (537)

relacidhoz jutunk, amelyet a Darcy-Weissbach képlettel egybevetve (ahol d =4- R ) megallapithato
a C ésa A mennyiségek kozotti kapcsolat:

2-g
c=2-,—=. 5.38
P (5.38)

A Chézy-egylitthatd meghatarozasara tobb képlet is létezik, a legelterjedtebb a Manning-
formula:

c-Lp, (5.39)
n

ahol a hatvanykitevé y =1/6. A képletben szereplé n a csatorna érdességi egyiitthatoja, amely egy
kisérletileg meghatarozott érték, nagysaga a hasznalt mértékegységektol is fiigg.

A Manning-képlet és annak korrigalt formai csak a turbulens aramlasokra igazak. Kevésbé
ismert, de altalanosabb ¢és pontosabb a Powell-formula, mely a Colebrook-White formuldhoz
hasonloan szintén egy implicit egyenlet:

A C
C=-23-1g| =+ . 5.40
g(R 3.3-Rej (540)

Itt A a csatorna falanak érdessége (az egyenetlenségek atlagos magassaga). Ez a képlet ebben
a formdban altalanos érvényl, de tulajdonképpen csak félérdes csatorndkra javasoljak.
Hidraulikailag sima falak esetében az 0sszeg elsé tagjat, mig hidraulikailag érdes falak esetében a
masodik tagjat hagyhatjuk el.

Létezik egy C -t kdzvetleniil megado, altalanos érvénylt White-Colebrook képlet is:

c=18-1g 0% (5.41)
)
A+—
7
ahol & a laminaris alapréteg vastagsaga:
12-v,

8= (5.42)

[e R-J~

Laminaris aramlas esetében A -t ugyantgy allapithatnank meg, mint a csdvek esetében, majd
a 5.38. képlettel C -t is megkaphatnank. A gyakorlatban viszont csatornakban laminaris aramlassal
csak ritkdn taldlkozunk, a lassi &ramlas miatt pedig a szabad felszin ilyenkor kozel vizszintes lesz.

A csatorna irdnyvaltasai, keresztmetszet valtozasa, a csatornan elhelyezett mitargyak (szitak,
racsok, szabalyzo-szerkezetek) helyi szintkiilonbség-eséseket okoznak, melyet — akarcsak a nyomas
alatt mitkodo vezetékek esetében — empirikus képletekkel vagy mért adatok alapjan 6sszeallitott
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tablazatokkal vagy grafikonokkal lehet megallapitani. A szintkiilonbséget a lokalis £ ellenallasi
tényezdvel is meg lehet adni.

E helyi ellenallasok koziil kiilondsebb fontossaggal birnak a kiilénb6zé mérébukok és a
Venturi-csatorna, ugyanis a mérhetd szintkiilonbségbdl az aramld folyadék hozama kozvetleniil
megallapithat6.

A Venturi-csatorna (5.13. abra) egy olyan vizszintes, téglalap keresztmetszetli csatorna-
szakasz, melynek keresztmetszete egy adott helyen besziikiil. A sziikiiletben az dramlasi sebesség
megnd és pont Uigy, mint a Venturi-csé esetében, a hidrosztatikai nyomas csdokkenését tapasztaljuk.
Mivel ez esetben az aramlas szabad felszinii, a nyomascsokkenést szintvaltozasként észleljiik. A
Ah szintkiilonbséggel a csatorna hozamat egy

O=pn-4-42-g-Ah (5.43)

formaju képlet adja, ahol 4 a duzzasztott oldal feldli nedvesitett keresztmetszet, p pedig a Venturi-
csatorna hozamallanddja. Levezetésében a hozamot a keresztmetszet és az atlagos aramlasi
sebesség szorzataként szamitjuk, mint a szifonok esetében (4.79. 0sszefiiggés), mely mennyiséget a
u tényezovel korrigalunk.

h
< \\\\\“ iz
>

5.13. abra. Venturi-csatorna

A bukok az aramlas ttjaba tett kiillonboz6 akadalyok, mely felett az d&ramlo folyadék atbukik.
Az akadaly formajatol fiiggden tobb tipusukat kiilonboztetjiik meg, a mérébukok azonban az
aramlas utjara merdlegesen elhelyezett vékony lapokbol allanak (5.14. 4bra) — az ilyen tipust
élesszéliinek nevezik.

h 1 h 1 L hl | h1
< < =
hz hz hZ h2
< =< =< <
— —
kontrakcio kontrakcioval haromszog
nélkiili alaku

5.14. abra. Kiilonbozé tipusu élesszélii bukok
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A bukoé pereme (a bukoél) lehet a buké alatti folyadékszint (alvizszint) felett vagy alatt, ez
utobbi esetben a buko fojtott.

A nem fojtott bukd hozama a buko feletti folyadékszint (felvizszint) és a bukoél peremének
szintje kozotti kiilonbségtdl ( H ) és az atomlés keresztmetszetétol ( 4 ) fligg. A hozamot ado6 képlet
a Venturi-csatorna képletével azonos alaku:

O=p-4-\2-g H, (5.44)

ahol p a bukd hozamallanddja. E formulat gyakran Poleni - Du Buat képletnek nevezik. A p
hozamallandot kiilonb6zo empirikus 0sszefiiggések adjak.
Fojtott bukok esetében az alvizszintet is szamitasba kell venni, éppen ezért hozammérésre a

nem fojtott bukot részesitik elonyben.
H

5.15. dabra. Proporciondlis buko nyildsa

A hozam képletében az A4 feliiletet a H magassag segitségével is kifejezhetjiik. Egy téglalap
nyilast buko esetében igy egy olyan Osszefiiggéshez jutunk, mely szerint a hozam  H’'?
hatvanyaval aranyos. Ez az aranyossag a hozam mérésének szempontjabol elonytelen, elénydsebb
lenne, ha a hozam a H magassaggal egyenes aranyban allna, hiszen a hozam nagysagat e magassag

mérésével tudjuk megallapitani:
O=c-H=p-4-{y2-g-H (5.45)

(itt ¢ egy aranyossagi tényezo).

E feltételb6l kovetkezik, hogy az A4 feliilet VH -val kell aranyos legyen, innen
megallapithatjuk, hogy a folyadék felszinén a bukd nyilasanak B(H) szélessége 1/ VH -val
aranyos. Igy egy parabolaivvel lehatarolt feliilethez jutunk. A parabolaivet szimmetrikusan
megosztjuk, az igy kapott bukot pedig proporcionalisnak vagy linearisnak nevezziik (5.15. abra).

5.6. Szivargds porozus kozegekben

A miiszaki gyakorlatban és a természetben gyakran taldlkozhatunk olyan jelenségekkel,
amidon a folyadékok és gazok egy pordzus (szemcsés, likacsos) kozegen hatolnak at (5.16. ébra).
Ilyen jelenség jatszodik le példaul a gazok sziirésének folyamataban, amikor port, nedvességet vagy
bizonyos komponenseket kotiink meg egy szlird segitségével. Hasonlo folyamat a viz és a
hidraulikai munkafolyadékok sziiréssel torténd tisztitasa vagy a talajviz szivargasa.

A poérusos kozegen az illetd fluidum at tud hatolni (szivarog), de az egy bizonyos ellenallast
fejt ki az aramlassal szemben. Ennek az ellendllasnak, az altala okozott veszteségnek mérésére a
5.17. ébran lathat6 berendezés szolgal.

A berendezés egy vizszintes csOszakaszbol all, amelyet a tanulmanyozott porusos anyag tolt
ki. A cs0O két tartaly kozott van, amelyek kozil a bal oldaliban a folyadékszint allandé. A pérusos
kozegen egy allandé QO hozam szivarog keresztiil, amelyet az elfolydcsore szerelt csap szabalyoz.
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A kisérlet célja a két tartaly kozotti H nyomasszint-kiilonbség és a O hozam kozotti sszefiiggés

tanulmanyozasa.

5.16. abra. Fluidum szivargdsa egy kozeg porusaiban

talfolyé g% |
H

pordzus kozeg

0
— A — L
betaplalas . .
I szabalyozott elfolyas
5.17. abra. Darcy kisérlete
A kisérlet eredményei szerint kis szivargasi sebességeknél a
H
J=— 5.46
. (5.46)
hidraulikus gradiens és a
0
v, == 5.47
ST (5.47)
szivargasi sebesség egymassal egyenes aranyban allanak:
v, =k-J. (5.48)

A k aranyossagi tényez6 a kozeg és az aramlod folyadék fizikai tulajdonsagaitol egyarant
fliggd permeabilitasi (vagy szivargasi) egyiitthatd, az 5.48. Osszefiiggés pedig Darcy torvénye,
egydimenzids aramlasra megallapitott formajaban.

A v_ szivargasi sebesség nem a fluidum aramlési sebessége, ugyanis a térfogathozamot az
anyag altal részben kitoltott feliilettel osztottuk el.

A likacsos kozeget jellemzd porozitas (vagy porusossdg) a poérusok térfogatanak az anyag
térfogatahoz viszonyitott aranya:
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n=—L, (5.49)

amely egy kisérletileg megallapitott mennyiség.
A szilard szemcsék feliiletén stabilan megko6t6dé fluidum miatt a szivargasban a porusok
térfogatanak csak egy része vesz részt, melyet az effektiv porozitas jellemez:

n, = <n. (5.50)
Az effektiv porozitas ismeretében a fluidum aramlasanak valodi sebessége megkdzelitdleg
vt (5.51)

és mivel n, <1, a v dramlasi sebesség mindig nagyobb a v_ szivargési sebességnél. Az dramlasi

sebesség az esetek tilnyomd részében igen-igen alacsony, tehat ha a szivargd fluidum egy
aramvonalara felimank a Bernoulli-egyenletet, akkor a kinetikus energianak megfelelé tagot
nyugodtan mellézhetnénk.

Az éltalanositott Darcy-torvény a fenti hidraulikus gradiens térbeli kifejezésébdl szarmazik:

oH
Ve = '(—E], (5.52)

ahol a ds infinitezimalis hossziisagu szakasz a szivargasi vonalhoz tartozik. A minusz eldjel azt
veszi figyelembe, hogy a sebesség a csokkend gradiens iranyaba mutat. Mivel a sebességvektor a
szivargasi vonalhoz érintdleges, a fenti 6sszefiiggés alapjan az altalanositott Darcy-térvény

v, =[k]-grad(-H) (5.53)

lesz, ahol [k] az ardnyossagi tényezOket magaba foglald permeabilitasi matrix. Darcy torvényének
érvényessége mellett a szivargas tehat potencialos.

Ha a pordzus kozeg permeabilitasa iranyfiiggé (nem izotrop), akkor e matrixnak hat
egymastol fiiggetlen eleme van (a kettds indexti tagok paronként egyenlok):

OH _, OH _, 0H

Vx:_kx Xy TRy ?

ox S 0y 0z
v, :_kw'aH_kv'aH_kw'&H, (5.54)
’ T ox 7 oy 7 0Oz

'6H_ oH '6H

Vz zx kzv ’ kz *
ox 0y Oz

A Darcy-torvény csak a szivargd newtoni fluidum laminaris dramlasanak esetén érvényes,

amelyet a v effektiv sebességgel kiszamitott Reynolds-szam hatdroz meg. Turbulens szivargas
esetén a 5.48. Osszefiiggés helyett a

v, =k~J (5.55)

képlet bizonyult helytdllonak, tehat a veszteség a sebesség négyzetével aranyos — akarcsak a
csovezetékek esetében.
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5.7. A kézegellenallas és a hatarréteg

Az araml6 fluidumba helyezett vagy a nyugvé fluidumban mozgd testre a kozeg
kétféleképpen hat. A test felilletén fellép a fluidum viszkozitdsabol eredd surlodéasi erd (ezt
surlodasi ellenallasnak mondjak), de ugyanakkor a kdzeg nyomasabdl szarmazo erd is fog hatni
rea. Ez utobbi inkdbb a test alakjaval all szorosabb Osszefliggésben, s ezért alakellenallasnak
nevezik.

A test és az aramlo fluidum kolcsonhatasabdl szarmazo erdnek két komponensét szoktak
megkiilonboztetni: a sebességvektorral ellentétes iranyba mutatd ellenalld erdt és az arra merdleges
iranyt komponenst.

A kozegnek azt a hatasat, amely a test hozza viszonyitott sebességét csokkenteni igyekszik,
kozegellendllasnak nevezzilk. Amikor a kozegellenallast tilnyomoé részben a surlodasi ellenallas
teszi ki, akkor az illet6 testet dramvonalasnak nevezik.

A sebességvektorra merdleges, felfele iranyuld komponens (hidro- vagy aero-) dinamikai
felhajtoerd vagy emelderd néven ismeretes (ez nem azonos az Archimédesz-féle hidrosztatikai
felhajtoerdvel), illetve, ha az lefele mutat, akkor leszorito erének nevezik.

Ha néhany hétkoznapi példaval szeretnénk mindezt szemléltetni, akkor elmondhatjuk, hogy a
kozegellenallast barki észlelheti, ha egy vizzel teli medencében probal gyalogolni; a szarnyakra
hat6 felhajtoerot a repiilogépek, a légterelokre hato leszoritoerdt pedig a versenyautok hasznositjak.

A jelenség tanulmanyozasdhoz tekintsilk az 5.18. abran lathaté inkompresszibilis és
surlodasmentes konnyti fluidum zavartalan parhuzamos aramlasaba helyezett testet.

5.18. abra. Koriilaramlott test

A zavartalan aramlasban, tehat a testtdl nagyon tavol, a kdzeg aramlasi sebessége v, ,
nyomasa pedig p, . A test felilletének valamely &k pontjdban a sebességvektor e feliilethez
érintdleges lesz, nagysagat pedig jeldljiik v, -val. E pontban a nyomas p, .

A Bernoulli-egyenletet a £ ponton atmend aramvonalra felirva a felsorolt feltételek mellet a
kovetkezo relacidohoz jutunk:

2 2
Loy Vo _Puy Ve (5.56)
v 2g v 2¢g

A t torlopontban a sebesség z€rd, a hidrosztatikai nyomas itt éri el legnagyobb értékét. Az
altalanos helyzetli £ pontban csupan a Bernoulli-egyenletbdl v, és p, nem hatarozhaté meg, azt
viszont mar most megallapithatjuk, hogy a test feliiletén a hidrosztatikai nyomas az aramlasi
sebesség fiiggvénye lesz.

A testre hato er6t egy aramcsore felirt impulzustétellel hatdrozzuk meg. Az dramcsé feliiletét
parhuzamos aramvonalak alkotjak. A tanulmdnyozott test az &ramcs6 belsejében van, feliilete része
az aramcsé hatarfeliiletének. Mivel az aramcs6 két végén a sebesség egyarant v €s a nyomas p,_,
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az impulzustételbdl az fog kovetkezni, hogy az inkompresszibilis kozeg surlodasmentes aramlasaba
helyezett testre nem hat semmiféle eré — ez a megallapitas a d'Alambert-féle paradoxon.

A valosagos aramlasok esetében a viszkozitds miatt a test kozelében levd aramvonalak
mentén az 5.56. Bernoulli-6sszeg csokken, minek kovetkeztében a tekintett aramcsé kijaratanal a
sebesség ¢€s elvileg a nyomads is kiilonbozni fog a v_, illetve a p, értékektdl, mas szavakkal egy

daramlasi nyom Xkeletkezik. A nyomas valtozdsa azonban elegendden nagy szabad aramlasi
keresztmetszet mellett elhanyagolhat6, igy a test hatasa csak az aramlasi sebesség megvaltozasaban
fog megnyilvanulni. Az impulzustételbdl kovetkezen ekkor a test egységnyi vastagsagu
keresztmetszetére a

F, =p-v, T (5.57)

nagysagu eré fog hatni, ahol I' a sebességvektornak a keresztmetszet korvonalan szamitott
cirkulacioja. Ez a relacio a Zsukovszkij-féle tétel. E szamitasi eljaras feltételezi, hogy a test koriili
aramlas lamindris. A valosagban ez a feltétel csak igen kicsi aramlasi sebességek esetében teljestil.
Nagyobb sebességeknél az aramlas turbulenssé valik, az aramlasi nyomot jol elkiiloniilé 6rvények
alkotjak és a kozegellenallas erdteljes ndvekedését tapasztaljuk.

A jelenséget a test koriil kialakul6 hatarréteg viselkedésével magyarazzuk. E hatarréteg, amint
mar emlitettiik, a szilard felszin kdzelében mindig laminaris. K&zvetleniil a szilard felszin felett az
aramlasi sebesség zérd (a fluidum hozzatapad a felszinhez), az aramlas belseje fele pedig
fokozatosan novekszik. A test aramlasra kifejtett hatasa elméletileg csak végtelen nagy tavolsagban
szlinne meg, gyakorlatilag azonban az a tavolsag novekedésével rohamosan csokken. Ezért a
hatarréteg vastagsaganak azt a o tavolsagot értjilkk, amelyen az aramlasi sebesség lényegesen
kiilonbozik a v, értéktdl (egyezményesen a hatarréteg feliiletén az eltérés 1%).

Nagyobb aramlasi sebességek esetében a laminaris hatarréteg elvékonyodik és felette egy
orvénylo réteg jelenik meg. A végtelen nagy aramlasi keresztmetszet esetén az orvényld réteg
szintén a v, sebesség fele vezetd atmenetet alkotja, tehat az szintén a hatarréteghez tartozik; a

laminaris réteget ekkor viszkozus alaprétegnek nevezik.

A hatarrétegben aramlo fluidum mennyisége az aramlés iranyaban folyamatosan no, hiszen a
viszkozitds miatt egyre nagyobb mennyiségl fluidumra hat a szilard fal fékez6 hatasa. E jelenség
kovetkezményeként a hatarréteg az aramlas iranyaban, a torloponttol kezdve megvastagodik.

A sebesség és a nyomas hatarrétegbeni valtozasanak elméleti meghatarozasakor a 4.44.
Navier-Stokes egyenletekbdl indulunk ki. Két dimenziora felirva azok:

) 2 2
v, | dv. 0, _j;_l.a_hﬁ.i.(avu vy}rvk.[a v, 0 vj

ot " ox 7 oy p ox 3 ox\|ox oy ox* 0y
i i (5.58)
ov, ov, ov, 1 op v, 0 (0v ov, ov, 0,
Ly 4y, = f b — | Ly | — |,
ot " ox T oy U poy 3 oyl\lox Oy ox> 0y

ahol a kovetkezd egyszerusitéseket vezethetjiik be:

- az aramlast stacionariusnak tekintjiik, ezért az id6 szerinti derivaltak eltiinnek;

- eltekintiink a térfogati er6ktol;

- a stirliséget allandonak tekintjiik, emiatt a jobb oldalon a harmadik tag nulla;

-ha az x irdany a zavaratlan aramlas irdnyanak felel meg, akkor lamindris aramlast
feltételezve v, derivaltjai elhanyagolhatok;

-a v_sebesség y szerinti valtozasa sokkal erdteljesebb, mint annak x szerinti valtozésa.

Ezekkel az egyszertsitésekkel a laminaris hatarrétegre felirt egyenletek a kdvetkezok lesznek:
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0 ov 1 op v

X . X X
x y

Ve 5
ox 0y p Ox oy

o) (5.59)

ay

A masodik egyenletbdl levonhaté az a kovetkeztetés, amely szerint a lamindris hatarréteg
belsejében barmely keresztmetszeten a nyomads a hatarrétegen kiviili nyomassal azonos.

A hatarrétegen kiviil az aramlas strlodasmentes, tehat ott a Navier-Stokes egyenletek
egyszerisitett formajat, a 4.46. Euler-egyenleteket lehet alkalmazni. Mivel ott az aramvonalak
parhuzamosak, a sebesség v, Osszetevdje zérus, tehat elegendd csak az egy dimenzios format, az x

iranyu vetiiletre vonatkozo egyenletet felirni (a masodik egyenletb6l megint csak az kdvetkezne,
hogy a nyomas y irdnyaban nem valtozik):
0 0 1 0
Vi + . v _p

v, L= f —— . (5.60)
ot ox T p Ox

A v_ komponens most v, -nel azonos, az eldbbi feltételezésekkel pedig

Qve __10p (5.61)

v, = . .
ox p Ox

Az 5.61. egyenletet (a nyomas derivaltjat tartalmazo tagot) az elsd 5.59. egyenletbe
behelyettesitve egy ujabb Osszefiiggéshez jutunk:

2
X y X Yy

v

amely a hatarréteg-egyenlet (a jobb oldal els6 tagjat, ha v, allandd, elhagyhatjuk). Mivel az két
ismeretlent tartalmaz (v, ¢és v, ), megoldasdhoz az Osszenyomhatatlan fluidumra érvényes
kontinuitasi-tételt is fel kell irnunk:
ov, O0v,
=+

—+—2=0. 5.63
ox Oy (563)

Az 5.62. és az 5.63. differencialegyenletekbdl all6 rendszert numerikus eljarasokkal megoldva
a laminaris hatarréteg aramképét kapjuk (allandoé v, -re 1étezik egy analitikus megoldasi eljaras is,
amely Blasius nevéhez fiiz6dik). Amennyiben elfogadjuk, hogy a hatarréteg felilletén a sebesség
1% eltéréssel kozeliti meg a v, értéket, akkor az aramképbdl a laminaris hatarréteg & vastagsagat
a v (x,0)=0.99- v feltételbdl hatarozhatjuk meg. Az 5.19. abran lathatod siklap esetében ezt a
mennyiséget a

S(x)=5-x- [—& (5.64)
V_-X

fliggvény formajaban kapjuk.

Orvényld 4ramlasok esetében a Navier-Stokes egyenletek felirdsdnal mar kevesebb
egyszerusités vezethetd be. Az egyenletrendszer numerikus megoldasa ekkor az idében valtozo,
instaciondrius aramlasi képet fogja kirajzolni. Ez a megoldasi modszer azonban nehézkes és
pontatlan lehet. Ehelyett egy kozelité eljaras szerint az aramlast inkabb kvazistacionariusnak
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tekintjiik, az idObeni atlagokra felirt hatarréteg-egyenlet jobb oldalat pedig a latszolagos
csusztatofesziiltségeknek megfeleld taggal bovitjiik:
ov, ov,

+v =y +V,

Yox Y oy 7 ox

o? ort,,
A = 1.5 (5.65)
oy~ p 0y

v

E latszolagos csusztatofesziiltség a lokalis sebességek idObeni ingadozasanak hatasat veszi
figyelembe, meghatarozasara tobb modellt is kidolgoztak. Ezek koziil ismertebb a klasszikus
alkalmazta. E modell szerint a turbulens hatarréteget alkotd fluidumrészek egymassal {itkoznek és
az itkozések alatti impulzuscsere okozza a latszolagos viszkozitast, az abbdl fakado
csusztatofesziiltséget pedig

ov

T, =N, ay“‘ (5.66)

forméaban allapitja meg, ahol m, a turbulens viszkozitds. A turbulens viszkozitds nem annyira a
fluidum anyagi mindségétdl, mint az daramlasi jellemz6it6l fligg, meghatdrozasa pedig
kisérletezéssel torténik. A tapasztalat szerint a turbulens viszkozitads nagyobb, mint a laminaris.

A turbulens hatarréteg vastagsaga az 0rvényld hatarréteg sebességprofiljabol szamithato, a
mar példaként felhozott siklapra azt a kdvetkezd képlettel irhatjuk le:

§(x)=0.37 x5/ ——. (5.67)
v, X

A hatarréteg-egyenletek gorbiilt feliiletek esetében is mindaddig érvényesek maradnak, mig a
hatarréteg vastagsaga a gorbiileti sugarhoz viszonyitva megfelelden kicsiny.

Az eddig elmondottak szemléltetéséhez tekintsiik azt az egyszer(i esetet, amikor az aramlasba
helyezett test egy elhanyagolhatod vastagsagu lemez, mely ¢lével irdnyul az aramlattal szembe. A
tapasztalat szerint a siklap felszinén az 5.19. dbran lathato aramlasi kép alakul ki, melyet az elébbi
egyenletek kielégitd pontossaggal irnak le.

Voo‘ y Voo ~ Voo R
orvénylo réteg

Voo

laminaris atmeneti turbulens

laminaris alapréteg

5.19. abra. Siklap feliiletén kialakulo hatdrréteg
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A fal felilletén az 4aramlasi sebesség nulla (v, =0, v =0), az 5.59. rendszer elsd

egyenletébol pedig egy érdekes kovetkeztetést sziirhetiink le: e feliileten a sebesség y szerinti
valtozasat a masodik derivalt

v, _ 1 op

X

= 5.68
oy* v,-p Ox (5.65)

értéke is jellemzi, tehat amikor a nyomas az aramlés irdnyaban csokken (0 p/0x <0), akkor a
sebességprofil a fal kozelében az y tengely feldl nézve konvex (dombori), ellentétes esetben, ha a
nyomas novekedik, akkor konkdv azaz homora. Ez utobbi esetben, mivel az y =0 koordinataju

pontokban a sebesség zEéro, az kdvetkezik, hogy a sebesség a feliilet kozelében negativ is lehet, tehat
a fluidum a fal mentén visszafele aramlik. Ezt a valdsagban is megfigyelt jelenséget a hatarréteg

Legyen az 5.20. dbran lathat6 gorbiilt feliilet, mely folott egy fluidum aramlik. A fal feliilete
mentén kialakulé hatarréteg-aramlas v_ sebességprofiljat és nyomadseloszlasat tanulmanyozva a

kovetkezoket tapasztaljuk:

-az 1-2 szakaszon az aramlas iranyaban a nyomas csokken, a sebességprofil domboru, a
feliilet folott a lokalis atlagsebességek x iranyu vetiilete mindeniitt pozitiv;

- a 2. ponthoz tartozé keresztmetszeten a nyomasnak minimuma van. A sebességprofil itt még
mindig dombora és v mindeniitt pozitiv, de a fal feliiletén egy inflexids pontja van (a masodik

derivalt itt nulla);

-a 2—4 szakaszon a nyomas novekedik, a sebességprofil a fal kdzelében homort, inflexios
pontja eltavolodik a faltol;

- a 4. pontban a falon a sebességprofilnak normalis iranyt érint6je van (az elsé derivalt nulla),
itt van a levalas kezdete;

-a 4-5 szakaszon a nyomas tovabb novekedik, a sebességprofil a fal kézelében negativ
értékeket mutat. Itt tehat a fluidum visszafele aramlik és egy nagyobb Orvény alakul ki.

y
P
T 1.

- X
oplox <‘0 o >‘0 : SO
oy 103 >0 > () > =0 <0
v -9 _o >0 >0 >0

5.20. abra. A hatarréteg levaldsa
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A hatarréteg levalasa tehat akkor torténik meg, amikor a fal mentén a nyomas novekedik, a
sebesség pedig csokken. A levalt hatarrétegre az 5.62. és az 5.65. egyenletek mar nem érvényesek,
mivel a megallapitasukkor tett feltételezések mar nem helytalldak.

Az aramlasba helyezett test mogott a hatarréteg levalasakor egy nagy kiterjedésti 6rvényzona
keletkezik, amelyet empirikus relaciokkal lehet leirni. Kezdetben, v, kisebb értékeinél az aramlasi

nyom Orvényei stabilak, nem valtoztatjak helyzetiiket (az 5.21.a. abran ezt a jelenséget latjuk egy,
az abra sikjara merbleges henger koriili aramlas esetében). Nagyobb sebességeknél a test mogotti
orvények periodikusan valtoztatjdk a helyliket, a testtdl tavolabb az aramldsi nyom vonalai
csapkodd mozgast mutatnak (az 5.21.b. abran e periodikus valtozas egy pillanatat latjuk). Még
nagyobb sebességeknél az aramlas a keletkezd orvényeket magéval sodorja, ekkor az aramlasi
nyomot a leszakadt orvények sorozata fogja alkotni. Ezt a sorozatot Karman-féle 6rvénysornak
nevezik (5.21.c. abra).

5.21. abra. A Karman-féle 6rvénysor kialakulasa

A koriilaramlott testre a fluidum altal kifejtett erd a test feliiletére gyakorolt hidrosztatikai
nyomas és a surlodas eredéje. Ennek az erdnek a kiszamitasahoz tehat a nyomaseloszlas ismerete
sziikséges. A nyomaseloszlas tanulmanyozasadhoz egy dimenziotlan nyomdstényezdt vezettek be,
amelyet az 5.56. Bernoulli-egyenlet alapjan a kdvetkezoképpen irhatunk fel:

—J . (5.69)

7 idedlis

turbulens

laminaris
-2
3 o
0 90° 180°

5.22. abra. A nyomastényezé egy henger félkeriiletén
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Ez az egyenlet csak az idedlis folyadék aramlésakor érvényes. Az aramlasba helyezett
hengerre példaul az 5.22. abran lathat6 eloszlasokat tapasztaljuk (o a keriileti pont kdzponti szoge,
zérus értéke a torlopontnak felel meg). Mint a grafikonokbdl is kitlinik, a valodi nyomaseloszlas
erésen kiilonbozik az idedlistol. A legfontosabb észrevétel az, hogy a valdédi nyomaseloszlas nem
szimmetrikus, tehat a hengerre egy er0 fog hatni (az idedlis eloszlas szimmetrikus, tehat a
nyomasbol szarmazo erdk ereddje zérus).

A gorbék minimumpontja (M ) a felilleten mérheté nyomas legkisebb értékének felel meg. A
novekvd agak gorbiilete egy bizonyos L pontban megvaltozik, ott kdvetkezik be a hatarréteg
levalasa. A levalasi pont el6tt a valodi gorbe alakja koveti az idealisét, a kettd kdzotti kiilonbséget a
surlodasi er6k okozzak. A levalasi pont eldtti szakaszon a hatarréteg a Reynolds-szdm egy bizonyos
kritikus értéke felett valik turbulenssé (ez a T pontban kdvetkezik be).

Kovetkeztetésként kijelenthetjiik, hogy a nyomaseloszlas az aramlas jellegétol (a Reynolds-
szamtol, amelyet a hatarréteg o vastagsagaval szamolunk) fiigg, a laminaris hatarréteg pedig
hamarabb valik le (korabban tér el az idedlis gorbe alakjatol), mint a turbulens.

Azt a tényt, hogy a turbulens hatarréteg késobb valik le annak tulajdonitjak, hogy annak
vastagsaga joval kisebb a laminaris hatarrétegénél (a sebességprofil sokkal meredekebben
novekszik, ahogyan azt a vezetékek esetében is tapasztaltuk).

Mivel a turbulens viszkozitas nagyobb, mint a laminaris, az atmenet (a 7 pont) helyének a
kozegellenallas csokkentésének szempontjabol dontd szerepe van, igy a repiilogép-szarnyak
keresztmetszetét igyekeznek tigy megvalasztani, hogy ez a pont minél hatrébb legyen.

A kozegellenallast (az aramlo fluidum altal a testre gyakorolt erdt) a tapasztalati

F=c 2.

2
e e el

A (5.70)

képlettel lehet meghatarozni, ahol p a fluidum stlirlisége, A4 a test homlokfeliilete (az aramlas
iranyara merdleges keresztmetszete), ¢, pedig a test ellenallastényezdje. Ezt a képletet egyébként
néhany igen egyszer(i esetben elméleti Gton is le lehet vezetni, egyébként c, értékét csak méréssel
lehet meghatarozni. Mivel a viszkozitas és a nyomastényez0 az aramlés jellegétol is fiigg, végsod
soron az ellenallastényezd is a Reynolds-szam fiiggvénye lesz.

Az 5.23. abra ezt a fliggdséget egy sima feliiletli, nagyon hosszll henger esetében mutatja be.
Az abrazolt gorbe elsé szakasza, ahol Re <1, linearis valtozast mutat, mely jelenséget elméletileg a
laminaris dramlasra érvényes Navier-Stokes egyenletbdl kdvetkeztethetiink ki. A gorbe e szakaszan
tehat az ellenallastényez6 a sebességgel forditottan aranyos, az 5.70. egyenletbdl pedig az
kovetkezik hogy a kozegellenallas ebben az esetben a v, sebességgel egyenes ardnyban all. Eppen

ezért laminaris aramlas esetén az 5.70. egyenlet helyett gyakran egy
F =k, -mv, -4 (5.71)

alakt egyenletet hasznalnak, ahol n a fluidum dinamikai viszkozitdsa, k, pedig a test alakjatol
fliggd alaktényezo (c,-t az 5.70. képletben Reynolds-szam és egy konstans segitségével fejezziik ki,

innen kapjuk az 5.71. format).

Nagyobb Reynolds-szamoknal egy atmeneti szakaszon a grafikon gorbiiltté, majd kozel
vizszintessé valik. E megkdzelitéleg vizszintes szakaszon az ellenallastényezd inkabb csak a test
felilletének mindségétol fiigg, a kdzegellenallas pedig az 5.70. képlet szerint a sebesség négyzetével
fog novekedni.

A Reynolds-szam 10° értéke felett a grafikon 1épcsészerii csokkenést mutat. Ennek
magyarazata az, hogy abban a pontban a hatarréteg hirtelen turbulenssé valik és annak jobb
tapadasa miatt a levalasi pont hatrabb csuszik.
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Szogletes, ¢lekkel-sarkokkal rendelkezd testek esetében a hatarréteg levalasa intenzivebbé
valik. Az ilyen testek kozegellendllasaban a viszkdzus erék elhanyagolhatod részesedéstiek, az
ellendllastényez6 pedig nem fiigg a Reynolds-szamtol. Az 5.1. tablazat az ellenéllastényezé néhany
jellemzo értékét mutatja be, az d&ramlas iranya feliilrdl lefele mutat.

1k
10°
10?
10
) S

10° g Re

-2

10°10% 10" 1 10 10> 10° 10* 10° 10° 10’

5.23. dabra. Az ellendlldstényezd egy sima henger esetében

A gomb alaku test egyszerii geometriaja miatt az elméleti tanulmanyok egyik legfontosabb
targya, de emellett gyakorlati fontossaggal is bir, mivel példaul a kiilonféle kozegekben lebegd apro
szemcséket is gOomb alakunak tekintjiikk. Laminaris aramlaskor (Re<1) a gombre hatod
kozegellenallasra levezetett Stokes-képlet a kovetkezo:

F =6-nn-r-v,, (5.72)
ahol r a gomb sugara (ekkor ¢, =24/Re). Nagyobb Reynolds-szdmok esetében empirikus
képleteket hasznalnak, igy példaul, ha Re <500, akkor a gomb ellenallastényezore példaul a

c, :;—i-(l+0.15-Re°'687) (5.73)

képletet hasznalhatjuk, e tartomany folott pedig a tablazatban szerepld 0.44-es érték érvényes. A
Reynolds-szam 10° értéke folott ¢, ujbol modosul, hirtelen 0.1 koriili értékre cs6kken, majd lassan

emelkedni kezd.

A ¥l & "

sik téglalap sik korlap ktp gomb konvex konkav aramvona-
félgdmb félgdmb las test
alb=1 1.10
alb=2 1.15
alb=4 1.19
Jb=10 129 1 04 0.44 0.3 1.2 0.04
a/lb=18 1.40
alb = oo 2.01

5.1. tablazat. Az ellenallastényezé néhany jellemzo értéke
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Amennyiben a test az aramlas iranyahoz viszonyitva aszimmetrikus (amilyen példaul egy
repiilégépszarny), akkor a nyomaseloszlast is aszimmetrikusnak talaljuk. Az 5.24. abra a
nyomaseloszlast jellemzd tényezot egy szarnyprofil két oldalan dbrazolja. Mint lathato, a szarny
dombort oldaldn a nyomas lecsdkken (ott az dramlési sebesség megnovekedik), a homoru oldalan
pedig megndvekszik (ott az aramlasi sebesség lecsokken), rezultansanak pedig egy felfele iranyulo
vetiilete is van.

szivott oldal

a—

cp |
| fyomottloldal |
a1 u
\ s
2 _ szivott|oldal
N ==
-3

5.24. abra. A nyomastényezé egy szarnyprofil keresztmetszetén

A test koriil kialakul6d aramlas aszimmetridja miatt az daramlo fluidum &ltal a testre gyakorolt
erbnek egy, az aramlasra merdleges F; komponense is megjelenik. Ezt a komponenst, akarcsak az

ellenalloerét, egy 5.70. alakl egyenlettel fejezziik ki:
F o=c, Ly2yg (5.74)
f f 2 © ’ :

ahol a ¢, felhajtoerd-tényezot kiserletezéssel lehet megallapitani. Megjegyzendd, hogy egy
ugyanilyen Osszefiiggés adja a kozegellenallasi er6 nyomatékat is (egy Gjabb ¢, nyomatéki tényezd

felhasznalasaval), melyet altalaban a belépési torlopontra vonatkoztatnak. E nyomaték segitségével
meghatarozhatjuk az emlitett er6 tdmadasvonaldnak helyzetét is.

Ccr Ce Cr
1.4 0.28 1.4 150118
_ 12 -
12 - 0.24 179
1.0 a 0.2 1.0
¢ N>
0.8 E 0.16 0.8 —v
/ /6
0.6 / 0.12 0.6 =3
0.4 : /1 0.08 0.4 Zu
021/ ~10.04 02 30
Ve |- \ ko
0oL/ 0 0 b Ce
-10° 50 0° 5° 10° 15° 0 01 02
o

5.25. abra. A felhajtoerd és az ellenalloerd fiiggése az allasszogtol

Az ellenalloerd és a felhajtoerd a test helyzetétdl, példaul a szarnysiknak az aramlasiranyaval
bezart o allasszogétol is fiiggenek. Nemcsak a felsorolt tényezok, hanem a képletekben hasznalt 4
homlokfeliilet nagysaga is valtozik o -val. Ezen okok miatt a homlokfeliiletet gyakran valamilyen
jellemzd keresztmetszettel helyettesitik (példaul a szarny szélességének ¢és hossziisaganak
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szorzataval), a d6lésszOg hatasat pedig a c,, ¢, ¢€s a ¢, tényezokbe foglaljak bele (azokat o
fliggvényeiként adjak meg). Az 5.25. abran e fliggdséget lathatjuk, kétfajta abrazolasi modban
megjelenitve.

Eszrevehetjiik, hogy c, és ¢, gorbéi nem egyszerre valtoznak, aranyuk o -tol fiigg:

F
g(a) = —¢ =S¢ — o (5.75)
F,ooc

Ezt az aranyt sikloszamnak nevezik, ugyanis a lesikl6 vitorlazo repiil6gép vizszintessel bezart szoge
az elobbi képletben szerepld P -val azonos. A jobboldali ,,polardiagram” haszna az optimalis o

szO0g meghatarozasaban jut szerephez: ezt a szoget a diagramnak koordinatarendszerbdl huzott
érintéje adja, ugyanis ott kapjuk a legkisebb € aranyt.

5.8. Nem permanens aramlasok

A gyakorlatban szdmos olyan esettel talalkozhatunk, amikor az dramléas id6ben valtozo6 képet
mutat: bizonyos folyamatok, mint példaul egy szivattyu meginditasa vagy leallasa a vezetékekben
nyomas- ¢és hozamingadozast idéz eld, egy zsilip megnyitasa egy hulldmot indit el a csatornan, a
folyadék felszine felett aramlo levegd hullamokat gerjeszt és igy tovabb.

A lejatszodo jelenségek gyakran igen bonyolultak, ezért szamszer(i kifejezésiik sokszor csak
modell-kisérletek vagy mérések alapjan megallapitott empirikus képletekkel, kozelitd eljarasokkal
torténhet. A tovabbiakban példaként két egyszeri esetet ismerhetiink meg és egy egyszerli
modellezési lehetséggel (analdgiaval) foglalkozunk.

5.8.1. Folyadéklengés egy U-cs6ben
Tekintsiik az 5.26. abran lathato, allando keresztmetszetli, mindkét végén nyitott U alaka
csovet, amelyben egy bizonyos vy stirtiségli folyadék van. Kezdetben a folyadékszint a két agban

nem azonos, de a folyadék nyugalomban van. E szintkiilonbség hatdsara a magara hagyott folyadék
oszcillalni kezd. A folyadékfelszinnek az egyensulyi szinthez viszonyitott eltérését z -vel jeldljiik.

A jelenség tanulmanyozasa végett, feltételezvén, hogy a folyadék dramldsa surlodasmentes,
Bernoulli képletét a folyadék két agban levd felszinére a kovetkezdképpen irjuk fel:

2 2
WPy, Y Pey, L (5.76)

2-g ¢ 2-g v g dr

4>N
N
-

22

zi |\ o

5.26. abra. Folyadéklengés
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A fenti egyenletben az utolsé tag a folyadék tehetetlenségének felel meg, mely az altalanos
Bernoulli-egyenlet elsé integraljanak g -vel vald elosztasabodl ered. / a folyadékoszlop hossza (a
meghajlitott cs6ben).

A folyadék sebessége a két szarban azonos (v, = v, =v), a szintek kiilonbsége pedig

Z,—z,=2-2. (5.77)

A folyadék aramlasi sebességét a szintkiilonbség id6beli valtozasaként adhatjuk meg:

dz

v=—. 5.78
m (5.78)
Ezekkel az észrevételekkel az 5.76. relacio a kovetkezoképen egyszeriisodik:
d’z 2-g
—+—=:z=0 5.79
dr* 1 .79)

mely a folyadék lengésének mozgasegyenlete, egy linearis masodrend differencialegyenlet.
E differencidlegyenlet megoldasakor e formaju gyokoket keresiink, amellyel az egyenlet
karakterisztikus egyenlete
K28 (5.80)
lesz. A karakterisztikus egyenlet két gyoke

R I = (5.81)

amelyekkel a mozgasegyenlet megoldasa
z=C, -cos(t-1/¥J+C2 -sin(t- 2TgJ (5.82)

A két konstans (C, és C,) meghatarozasa a

2, =2, (Ej -0 (5.83)
dr ),

kezdeti feltételek alapjan torténik, ahol Z a kezdeti kitérés (a folyadék kezdetben nyugalomban
volt, de az egyik szarban a folyadékszint 2 - Z -vel volt magasabban a masik agban levé szint felett).
A meghatarozott konstansokkal a mozgasegyenlet végleges formaja

z:Z.cos[t. ‘/2'ng (5.84)

lesz. Eszerint az ideélis folyadék mozgasa egy harmonikus rezgémozgas lesz, melynek amplitudoja
Z , kezdeti fazisa zér6 €s korfrekvencidja (mas néven szogsebessége vagy pulzacidja)

lesz.

o= Z'Tg. (5.85)
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Innen a rezgés egyéb karakterisztikus mennyiségei is meghatarozhatok, frekvencidja:

a 1 2.-g
= = . / , 5.86
4 2w 2'm ) (5:86)

peridodusa pedig az utdobbi mennyiség reciproka:

T=-—. 5.87
T (5.87)

A valdédi folyadék lengésének tanulmanyozéasakor figyelembe kell venniink a viszkozitas
hatasat is. Ekkor az 5.76. egyenlet jobb oldalahoz hozz4 kell adnunk a hidraulikai veszteséget
jelentd tagot:

2 2 2
AT +z,= LN 7! +zz+i-ﬂ+k-i- L
2-g v 2-g v g dt d 2-g

(5.88)

ahol d az U alaku csé atmérdje. Feltételezvén, hogy lengés kozben az aramlas laminaris, a
csOsurlodasi tényezot a Poiseuille-képlettel lehet szamitani:

x_ﬁ:64'vk

= , 5.89
Re v-d (>-89)
ahol v=v, =v,.
Egyszertsités utan Bernoulli egyenlete a
2
2. .
dz 32v, , 28 (5.90)

—+
d*  d? i

mozgasegyenlethez vezet, amelyet az elébbiekhez hasonld6 moéddon oldunk meg. A
differencialegyenlet megoldasa

) 2-g (16-v, Y
z=Z-exp(=16-v,-t/d")-cos|t- - |7 (5.91)

lesz, mely egy csillapitott harmonikus rezgdmozgast ir le. A rezgés frekvenciaja most is allando, de
amplitiddja exponencialisan csokken a zéro fele. A csillapitott rezgés o korfrekvenciajat most az

m—\/ 1 ( e J (5.92)

mennyiség adja, mely kisebb, mint a csillapitatlan rezgés korfrekvencidja. Megjegyzendo, hogy ha a
csillapitast okozo tag elég nagy (sziik csd, viszkozus folyadék), akkor a mozgas aperiodikus lesz.

5.8.2. Hidraulikus vezetékekben fellépd atmeneti jelenségek

A hidraulikus berendezések szamitasanal az allandosult lizemallapot mellett figyelembe kell
venni az atmeneti jelenségek hatasat is: ilyen gyorsan lezajlo jelenségek 1épnek fel az inditasnal,
leallasnal, ugrasszeri terhelésvaltozasnal és igy tovabb. Elméletileg az atmeneti jelenségek hatasa
csak végtelen hosszii id6 utdn, aszimptotikusan tlinne el, gyakorlatilag azonban az allandosult
allapot rovid id6 alatt beall. E jelenségek alatt megjelend nyomadscsucsok tobbszordsen
meghaladhatjék az 4llandésult allapot alatt mérheté iizemi nyomast. Eppen ezért a méretezésnél az
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atmeneti jelenségek alatt fellépd maximalis nyomas értékét is szem eldtt kell tartani, illetve olyan
miuszaki megoldasokat kell alkalmazni, melyek ezeket a nyomascsticsokat hatasosan csillapitjak.

Az atmeneti jelenségek koziil legkorabban a vezetékekben fellépd viziites (vizkalapacs)
jelenségét tanulmanyoztak. E jelenség egy olyan vezetékben I€p fel, amelyben viz vagy barmilyen
fluidum aramlik egy bizonyos v sebességgel. Tegylik fel, hogy a vezetéket egy olyan tartalybol
taplaljuk, amelyben a vizszint alland6. Ha az aramlas atjaba hirtelen valamilyen akadaly keriil
(példaul elzarunk egy szelepet), akkor az akadaly két oldalan jelentés nyomasingadozast
észlelhetiink. Az akadaly az aramlé viz mozgasat lefékezi, ezaltal kinetikus energidja potencialis
energiava alakul at. Az akadaly elétti a folyadékmennyiség mint egy rugd 0sszenyomodik, nyomasa
pedig megnovekszik. A mozgas csak akkor all meg, amikor a mozgasi energia teljes egészében
potencialis energiava alakul at — ekkor 1ép fel a nyomds maximuma. Ezutan a jelenségek forditott
iranyban zajlanak le: az akadaly felett az 6sszenyomott folyadék, mint a szabadon hagyott rugo
kiterjeszkedik, igy potencialis energidja ismét kinetikus energiava alakul vissza. A tavolodo
folyadék nyoman az akadaly felett a nyomas fokozatosan csokken, akar vakuum is 1étrejohet. A
nyomascsokkenés a forditott iranyu dramlast fékezi, majd egy id6 utdn meg is allitja, ekkorra a
kinetikus energia ismét potencialis energidva alakul at. Amikor a folyadék tdvolodasa megall, az
akadaly felett a nyomas eléri a legkisebb értékét, a lecsokkent nyomas miatt pedig a viz aramlasi
iranya megfordul, az ismét az akadaly fele kezd mozogni. A jelenség tehat periodikusan ismétlddik,
a csosurlodas miatt azonban a mechanikai 0sszenergia fokozatosan csokkenni fog (5.27. dbra). Az
akadaly utan levd cs6szakaszon ugyanezek a jelenségek 1épnek fel, fél periodusnyi eltolodassal.

A jelenség analitikus targyaldsahoz egy folyadékrész mozgéasegyenletét kell felirnunk. Ezt az
egyenletet az adott részre hatd erdk dinamikus egyensulyanak felirasaval kapjuk (5.28. abra):

m-a=Y F. (5.93)

Mivel a mozgas egy egyenes csdszakaszon torténik, a folyadékrész gyorsulasat az

g =L v, Ovidx Ov (5.94)
d ot ox dt ot

vetiilettel is megadhatjuk, az pedig jo kozelitéssel a lokalis gyorsulassal egyenld, mivel a sebesség
térbeli valtozasat az idobeli valtozasa mellett elhanyagolhatjuk.

5.27. abra. Viziités
A folyadékrészre hato kiilsé erdk a folyadékrész sajat stilya (ennek nincs vizszintes vetiilete),

a viszkozitasbol szarmazo surlddasi er6k (ezeket most elhanyagolunk) és a csé keresztmetszetén
hat6 hidrosztatikai erd. Tegyiik fel, hogy az akadaly feldli oldalon a nyomas
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p'=p+ 2P dx, (5.95)
o0x

ahol p a térfogatelem tartaly fel6li oldalan levé nyomas.

Ekkor a folyadékrészre haté x iranyu erd a hidrosztatikai erdk ereddje lesz:

ox ox

ahol A -val a cs0O keresztmetszetét jeloltiik.

Po,v=0 \ I

Y.

5.28. dbra. A folyadékrész mozgadsa

A tekintett folyadékrész tomege:

m=p-A-dx. (5.97)
Az igy megallapitott mennyiségekkel a mozgasegyenletet
p-A-dx-Q:A-a—p-dx (5.98)
ot Ox

formaban irhatjuk fel, ahonnan egyszerisités utan a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

ov_10p

— . 5.99
ot p Ox (599)

A mozgasegyenletben tehat két ismeretlen fiiggvény is szerepel, a v lokalis sebesség és a p
hidrosztatikai nyomas. A megoldhatosag érdekében e két mennyiség kdzott egy tjabb Osszefiiggést
is meg kell allapitani, ezt pedig a folytonossagi tétel alkalmazasaval kapjuk.

A folytonossagi egyenletet egy dx hosszusagi vezetékszakaszra irjuk fel. E szakaszon a
tomeg valtozasat tulajdonképpen két jelenségnek tulajdonithatjuk: a nyomas ndévekedése a folyadék
strtiségét megnovelve fajlagos térfogatanak csokkenést idézi eld, ugyanakkor a nyomas novekedése
csO tagulasdhoz vezet s emiatt a dx hosszu vezeték belsd térfogata is megnd. Egyszertisitésként
tegyiik fel, hogy a cs6 merev, tehat a&tmérdje nem valtozik, €s ekkor a térfogatvaltozast egyediil a
strtiség megvaltozasa okozza. E mennyiséget a tekintett csdszakaszba be - és kilépo tomeghozamok
kiilonbsége adja. Ez a mennyiség egy plusz

dV =(Q, - 0,)-dt (5.100)

térfogatil kezdeti allapotii folyadék elraktarozasat jelenti. E térfogathozamokat a sebességekkel
kifejezvén:
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ox

dV=A‘(v'—v)~dt=A‘{(H?‘de—v}dt:A'@'d)pdt. (5.101)
X

E térfogatkiilonbség a folyadék sszenyomasanak kovetkeztében 1étrejott

AV =—2ydp=—L 4. dv-dp (5.102)
S €

hianyt potolja, ahol € -t jo kozelitéssel az adiabatikus térfogati rugalmassagi modulusznak vehetjiik.
A két utolso egyenletet egybevetve a folytonossagi egyenlet
ov_1.dp

bl , 5.103
Oox ¢ dt ( )

lesz, mely egy jabb 6sszefliggés v és p kozott.
Az 5.99. és az 5.103. differencialegyenletekbdl allo rendszer megoldasdhoz kezdeti- és
peremfeltételeket kell eléirnunk. A kezdetben a folyadék egyenletes v, sebességgel aramolt, a

nyomas pedig a csé hosszan mindeniitt p, volt (a strlodasi veszteségeket elhanyagoltuk):
t=0: v=v,,p=p,. (5.104)

Peremfeltételként megallapithatjuk, hogy a vezet¢k elzardsa utdn az akadaly
keresztmetszetében a sebesség mindig zéro, a tartaly feldli végen pedig a nyomas mindig p, :

x=0: =Dy,
P=no (5.105)
x=1: v=0.
A két differencidlegyenlet tovabbderivalva két kiilonallé egyenlethez jutunk:

’p _p op

=L. , 5.106
ox* & ot ( )
o’v p 0%

== , 5.107
ox* ¢ ot’ ( )

amelyek a lokéshullam terjedésének egyenletei (a sikhullam egyenletérdl van szo) és amelyeket a
szokasos eljarassal lehet megoldani. A jobb oldal egyiitthatoja p/e=1/c.

E probléménak van egy egyszeribb megoldasa is, amely a folyamatban résztvevo
folyadékmennyiség impulzusdnak valtozasabol irja fel a nyomas valtozasat; az igy kapott relacio a
Zsukovszkij-formula:

Ap=p-c-Av. (5.108)

Az 1igy bemutatott szamitasok tobb egyszerisitést is tartalmaznak. A gyakorlatban a
keresztmetszet elzarasa egy iddben lezajlo folyamat, tehat az nem hirtelen megy végbe és idében
valtozé peremfeltételekhez vezet. A jelenség pontosabb vizsgalata e nehézségek miatt kozelitd
eljarasok, numerikus modszerek bevezetését igényli.

5.8.3. Az elektromos analogia

Tekintsiink egy egyenes csOszakaszt: a Colebrook-White képlet alapjan megéllapithatjuk,
hogy a rajta atfolyd hozam és a két végpontja kozotti nyomaskiilonbség kozott a kdvetkezd
Osszefliggés all fenn:
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ALy 2 2
Ap=——"—-0°=R, -0O°, 5.109
P O =R 0 (5.109)

ahol R, a csbszakasz hidraulikus ellendllasa. Laminaris aramlaskor ez az dsszefiiggés linedris lesz
(Ap=R,-Q).

Ha e csOszakaszban a nyomds dp -vel nd, akkor e nyomasnovekedés miatt a csében levd
folyadék mennyisége is megnovekedik. E novekedésnek két oka van: a folyadék 6sszenyomasa ¢€s a

csoO keresztmetszetének megndvekedése. A folyadék 6sszenyomhatosagabol eredd térfogat-tobblet:

ar=1.7 ap, (5.110)
e

ahol V¥, a csészakasz belsejében talalhato folyadék kezdeti térfogata volt.

Tegyiik fel, hogy a cs6 kor keresztmetszetii: ekkor az atméré novekedését a kazan-képlettel
szamithatjuk és a megfeleld térfogat-ndvekedés
ar=—_.y .4 (5.111)
5. E ° p .
lesz, ahol d a cs6 bels6 atmérdje, O a csofal vastagsaga, E pedig a cséfal anyaganak rugalmassagi
modulusza (a Young-modulusz).
A térfogat novekedése két dsszetevodjével

1 d 1
dV=—+——|V,-dp=—"-V,-dp=C, -, 5.112
(SS_EjopErophp (5.112)
lesz, ahol az E  a redukalt rugalmassagi tényezd a csovet €s az azt kitoltd fluidumot egyiittesen
jellemzi:
1 1
—_—= 5.113
F T (5.113)
e O-F

A csoOszakasz e folyadékmennyiséget atmenetileg tarolja, a C, egyiitthatd pedig ezt a
taroloképességet jellemzi és hidraulikus kapacitas nevet viseli. Mivel dV =Q-df, az eldbbi
egyenlettel:

Ap = ~det. (5.114)

1

Ch

A tanulmanyozott szakaszon a valtozd sebességgel aramld fluidum gyorsitdsdhoz egy
bizonyos nyomas-tobblet sziikséges:

A-Np=m-—, 5.115
\D & ( )

ahol A a vezeték keresztmetszete, m pedig a csében levo fluidum tomege. A sebesség valtozasat a
hozam valtozasaval is megadhatjuk (dv =dQ/ A4), ezért
dv_1 d9

. 5.116
dt A4 dt ( )
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A két utdbbi relaciobol:

_m dQ—L dQ

_md_, 4 5.117
IR T ( )

ahol L, a vezetékben levo folyadék tehetetlenségét jellemz6 hidraulikus induktivitas.

Az elektromos aramkorokkel vald analdgia nyilvanvald: az elektromos aram analog parja a
folyadékaram (a Q térfogathozam) az elektromos fesziiltségé pedig a nyomaskiilonbség (Ap). A

hidraulikus vezetékek bizonyos R, ellenallast fejtenek ki az aramlassal szemben, amelyet lamindris

esetben az u = R-i Ohm-térvényhez hasonl6 6sszefiiggés ir le. A gyakrabban eléfordul6 esetben ez
az Osszefiiggés nemlinedris lesz (5.109). Ugyanakkor a vezetékek bizonyos kapacitassal és
induktivitassal is rendelkeznek, tranziens koriilmények kozott viselkedésiiket pedig ugyanolyan
egyenletek irjak le (5.114. és 5.117), mint amilyenekkel az elektromos aramkoroknél
talalkozhatunk.

Az elektromos aramkorok esetében az ellenalléds, a kapacitas és az induktivitas rendszerint
6nallo, koncentralt paraméterti aramkori elemekként jelentkeznek. Hidraulikus kérok esetében ez
altalaban nem igy van, hiszen az ellenallas, a kapacitas és az induktivitds egyarant a vezetékek
csOszakasz diszkrét elemekkel vald helyettesitése.

Egy egyszeriisit hipotézis szerint a vezeték kapacitasat a vezeték kozepére koncentraljuk,
ellenallasat és induktivitasat pedig szimmetrikusan osztjuk el. Igy egy T alakt négypolust nyeriink
(5.29. abra).

E helyettesitd kapcsolas csak akkor hasznalhatd, ha az adott szakasz / hossza a vezetékben
terjed6 nyomashullam A hulldmhosszahoz viszonyitva megfelelden kicsi:

A

I<—. 5.118
T (5.118)

A hullamhossz a hang c¢ terjedési sebességének és a gerjesztés f frekvencidjanak
ismeretében:

c
A=—, (5.119)
f
ahol a hang sebességét, figyelembe véve a cs6 rugalmassagat, az 1.11. képletbdl szarmaztatott
E
c=_[—F (5.120)
p
Osszefiiggéssel szamoljuk.
Ql L;,/Z Rh/2 Rh/2 Lh/2 Q2
— —
Ap) Ch Ap,

T

5.29. abra. Csészakasz elektromos analogidja
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Amennyiben az 5.118. feltétel nem teljesiil, bonyolultabb helyettesitd aramkoroket kell
alkalmaznunk (IT modell, multi-T modell.)

A hidraulikus halézat csomodpontjaira €és a hurkaira Kirchhoff tdérvényeivel analog
Osszefliggéséket allapithatunk meg: a csomodponttérvény szerint barmely csomépontra a be- és a
kifolyé hozamok algebrai 0sszege zérd, a huroktdrvény szerint barmely hurkon korbejarva a
nyomaskiilonbség z¢érd (ha a hurok egy szivattyut is tartalmaz, a nyomasesés egyenld a beiktatott
nyomasnoveléssel).

Ilyen modon a vezetékekbdl és a kiilonb6zo szerelvényekbdl allo hidraulikus kort analog
modon egy elektromos aramkorrel helyettesithetjiik és azt az elektromossagtan modszereivel
elemezhetjiik.
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6. DIMENZIOANALIZIS ES HIDRAULIKAI MODELLEZES
6.1. A dimenzioanalizis és a modellezés sziikségessége

A valodi fluidumok 4ramldsa, mint lattuk, bonyolult jelenségeket eredményez, amelyeket
képletekbe foglalni csak egyszerisitd feltételezések elfogadasa mellett lehetséges. Az ilyen
egyszertsitések miatt azonban a szamitott eredmények a valosagtol jelentsen eltérhetnek.

Szamos olyan, elsé ranézésre egyszeri folyamat létezik — mint példaul a folyadék bukok
feletti aramlasa —, melyeket ha részleteiben kezdiink vizsgalni kideriil, hogy nagyon sok paraméter
befolyasol. E paraméterek hatasat elméleti iton nem mindig tudjuk meghatarozni, éppen ezért a
folyamat kvantitativ leirasat — példankban az atbuké folyadék hozaméanak meghatarozasat — csak
kisérletek utjan, mérések feldolgozasanak alapjan felallitott empirikus vagy félempirikus
képletekkel tudjuk megoldani. Az ilyen Osszefiiggések felirdsaban a dimenzidanalizis
nélkiilozhetetlen segédeszkdz.

Elmeéleti (egzakt) és empirikus Osszefiiggéseinkkel az aramlastani feladatot megoldhatjuk:
megtervezhetlink egy hidraulikus berendezést, egy aramvonalas repiilogép-testet vagy akar egy
volgyzard-gatat. Szamitasaink mar eleve szamos egyszertsitést tartalmazhatnak és a hasznalt
Osszefliggéseink helyességében vagy érvényességében sem lehetiink mindig 100% -ig bizonyosak,
éppen ezért terviink kivitelezése el6tt jo lenne szamitdsainkat a valosagban is, mérésekkel
leellendrizni. Kisebb szerkezetek esetében elkészithetiink egy 1:1 1éptékii modellt vagy prototipust,
de nagyobb struktarak esetében ez igen koltséges lenne (gondoljunk példaul az emlitett repiilogépre
és gatra). Emiatt az elkészitett modell méretei sziikség esetén kisebbek a valosidgosaknal. A
kiilonboz6 fizikai mennyiségek a modell méreteivel aranyosan valtoznak, azonban ez az aranyossag
nem mindig linearis. Annak céljabol, hogy a modellen mért mennyiségekkel a valodi szerkezeten
felléepé mennyiségeket felbecsiilhessiik, ismerniink kell a kiillonb6z6 mennyiségek kozott 1étezo
aranyossagot, léptékeket is.

6.2. A dimenzidanalizis elemei

6.2.1. Dimenziok, mértékegységek

Egy fizikai mennyiség dimenzioja az illetdé mennyiség mindségérdl, fizikai jelentésérol ad
felvilagositast. Példaul egy gorbe / hossza, egy kor R sugara és K keriilete, két pont d tavolsaga
mind hossztsag jellegli mennyiségek és azt mondjuk, hogy azoknak hosszisag-dimenzidjuk van.
Ezt a kovetkezé modon jeloljiik:

[[]=L; [R]=L; [K]=L; [d]=L. (6.1)

Béarmely fizikai mennyiséghez hozzarendelhetiink egy dimenzidt. A fizikai mennyiségek
kozott kapesolat all fenn s ebbol kdvetkezik, hogy az adott mennyiségek dimenzidi kozott is
valamilyen kapcsolatnak kell lennie, igy az egyes dimenziok megadhatok mas dimenzidk
segitségével. Példaul a téglalap teriilete két hosszsag (az alap és a magassag) szorzata, a teriilet S
dimenzidja tehat L’ -tel azonos. Felvetddik tehat annak a lehetésége, hogy a szdmitasokban csak
korlatozott szam1, egymastol fiiggetlen dimenzioval dolgozzunk.

A fizikai mennyiségek, igy azok dimenzidi kozott meg lehet allapitani egy tetszdleges
készletet, melynek tagjai egymassal nem fejezhetok ki, de segitségiikkel barmilyen mas fizikai
mennyiség, illetve annak dimenzioja el6allithatd. E készlet tagjai az alapveté mennyiségek (illetve
dimenzidk), amelyek az 0Osszes tobbi beldliikk atalakitasi tényezok nélkiil szdrmaztatott
mennyiséggel (dimenzioval) egy koherensnek nevezett rendszert alkotnak.

A nem koherens mértékegységrendszerekben e szarmaztatisnal Aatalakitasi tényezoket
hasznalnak, igy példaul az MKfS rendszerben a tomeg az er6bdl szarmaztatott mennyiség, az
atalakitasi tényez6 pedig a gravitacios gyorsulds reciproka.
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Bar az alapveté mennyiségek és dimenziok megvalasztasaban tetszOlegesen jarhatnank el, a
Nemzetkozi Mértékegységrendszerben (SI) egyezményesen a kdvetkezoket tekintjiik alapvetonek:

- hosszusag: [L], SI mértékegysége: m (méter);

- tomeg: [M], SI mértékegysége: kg (kilogramm);

-1d6: [T], SI mértékegysége: s (masodperc, szekundum);

- az elektromos aram erdssége: [1], SI mértékegysége: A (amper);
- termodinamikai homérséklet: [0], SI mértékegysége: K (kelvin);
- anyagmennyiség: [M'], SI mértékegysége: mol (mol);

- fényerosség: [1'7, SI mértekegysége: cd (candela.)

Az alapveté dimenziok megvalasztasa ¢és mértékegységrendszer felépitése szorosan
Osszefiigg: az alapvetd dimenziok mértékegysége alapvetd mértékegység.

Az alapvet6 dimenziok és mértékegységek ezen megvalasztasa és szama egyezményes és nem
valami altalanos érvényli természetes torvényszerliség kovetkezménye. Az igy megvalasztott
alapmennyiségeket megfelelden megvalasztott eljarasokkal kapcsolatba lehet hozni egymassal
példaul a tomeg mértékének eredeti definicidja szerint is az az 1dm’ térfogata viz tomegével
azonos, bizonyos eldirt koriilmények betartasa mellet. Ezek szerint a viz adott koriilmények kozott
érvényes strisége mint atalakitasi konstans szerepelhet a tomeg és a térfogat, s ez utobbin keresztiil
a tomeg €s a hosszisag dimenzidja és mértékegysége kozott. Végletekben beszélve alkothatnank
egyetlen alapvetd mértékegységgel ¢és dimenzidval rendelkezd rendszert, de alkothatnank olyant is,
amelyben minden fizikai mennyiség dimenzidja alapvetd lenne. Az eldbbit monodimenzionalis, az
utobbit omnidimenzionalis rendszernek nevezik. Mindketté hasznalata kényelmetlen lenne, ezért
lett a SI egy multidimenzionalis rendszer

A Sl-ben barmilyen mas fizikai mennyiség dimenzidja és mértékegysége az elobb felsoroltak
segitségével egyértelmiien megadhato. A szarmaztatott dimenzidju mennyiségek SI mértékegységei
szarmaztatott mértékegységek, melyeknek esetleg 6nallo, specidlis neviik van. E mértékegységek
szintén koherens rendszert alkotnak.

Példaul a suly, melynek er6é dimenzioja van:

[G]=F, (6.2)
a tomeg ¢€s a gravitacios gyorsulds szorzataként szamithato:
G=m-g. (6.3)

Az er6 dimenzidja tehat a tomeg és a gyorsulds dimenzidinak szorzata:

[G]l=[m]-[a] = F=M-A. (6.4)
Ugyanakkor a gyorsulds is szarmaztatott dimenzidji mennyiség, definiciojabol eredendéen
[a]:[[iz] = A=L-T7. (6.5)

t

Végs6 soron a stly vagy barmely mas természetii eré6 dimenzidja
[G]=F=M-L-T" (6.6)

lesz. SI mértékegysége ennek megfeleloen

<G>=<m>-<a>=<m>- =kg-m-s™, 6.7)

135



melyet newtonnak neveztek el és ,,N”-nel jelolnek.

Megjegyzendd, hogy a szogek és a térszogek fizikai szempontbol dimenzié nélkiili
mennyiségek, ugyanis definicio szerint egy szog mértéke a szoghoz tartozo koriv hosszanak és a
sugar hosszanak hanyadosa. Egységnyinek tekintjiik annak a korivnek a kozépponti szogét,
amelynek hossza egyenld a koriv sugaraval. Hasonld mddon a térszog is két feliilet hanyadosa;
egységnyi annak a gombsiivegnek a kozépponti szoge, amelynek feliilete egyenld a gombsiiveg
sugaranak négyzetével. A sz0g és a térszog azonban 6nalld SI mértékegységgel rendelkezik, (rad -
radidn, illetve sr-szteradian), melyek szarmaztatott mértékegységek (régebben szuplimentarisnak
tekintették Oket).

A fizikai mennyiségek kozotti Osszefiiggések alapjan a barmely szarmaztatott mennyiség
dimenzidjat egy

[x]=L*-M".T".1°.9° - M"I' (6.8)

formaju relacid (dimenzidformula) fogja adni, ahol a gordg betiikkel jelolt kitevok egész (pozitiv,
negativ vagy nulla) szamok. A képletekben szerepld konstansok dimenzié nélkiili mennyiségek kell
legyenek (ellenben azok valamilyen valtozé rogzitett értékét jelenthetik). A hatvanykitevok és a
transzcendens fliggvények argumentumai is csak dimenzid nélkiili szdmok lehetnek. A zérus értékii
mennyiségek is rendelkezhetnek dimenzioval.

A fizikai relaciokban csak azonos természetli mennyiségeket lehet Osszeadni, kivonni,
egyenldové tenni vagy Osszehasonlitani. Ennek az észrevételnek az alapjan mondhatéo ki a
dimenzionalis homogenitas (egynemiiség) elve, mely a dimenzidanalizis alapjat képezi: egy fizikai
mennyiségek kozotti Osszefiiggésnek csak akkor van értelme, ha minden tagjanak dimenzidja
azonos. Példaként megallapithatjuk, hogy a kiilonb6z6 formaji Bernoulli-egyenletekben szerepld
0sszeg tag mind azonos dimenzidval rendelkezik. Ennek az elvnek a teljesitése dnmagaban nem
feltétleniil jelenti azt, hogy az Osszefiiggés helyes is.

6.2.2. A Rayleigh-modszer

A Rayleigh-modszert egy ismeretlen fizikai torvényszeriis€g (képlet) megallapitasara
hasznalhatjuk feltéve, hogy ismerjiik az adott jelenséget meghatarozd6 paramétereket,
mennyiségeket. A dimenzionalis egynemtiség elve alapjan tudjuk, hogy a meghatarozandé képlet
mindkét oldalan azonos, egy 6.8. formaju egyenlettel megadott dimenzioji mennyiség kell alljon —
e feltételbdl annak kitevoi meghatarozhatok vagy legalabbis bizonyos 0Osszefiiggéseket lehet
megallapitani kozottiik.

Példaul tudjuk, hogy egy vékony tartalyfal kor alaka nyilasan atomlé folyadék QO
térfogathozama fiigg a nyilds d atmérdjétdl, a nyilds két oldalan levé Ap nyomaskiilonbségtol, a
folyadék p stiriségétdl és annak v, kinematikus viszkozitasatol:

0=0d,Ap,p,v,)=k-d*-Ap® -p"-v,”, (6.9)

ahol k£ egy dimenzi6 nélkiili aranyossagi tényezd. Ezt az egyenletet dimenzionalisan is felirhatjuk,
a benne szerepldé mennyiségek dimenziojanak kifejezésével:

L. T'=L"-L"M-T> . L7 M)’ (LT, (6.10)
vagy a tagokat dsszevonva
| SR A B A Y Lt Nt (6.11)

A két oldal dimenzidja ugyanaz kell legyen, tehat az alapvetd dimenziok kitevdi a két oldalon
azonosak kell legyenek:
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oa—PB-3-y+2-8=3
B+y=0 . (6.12)
-2-B-6=-1
Négy ismeretleniink, de csak harom egyenletiink van. E harom egyenletbdl tehat nem

hatarozhatd6 meg mind a négy kitevd, az egyenletrendszert megoldva harmat a negyedik
fliggvényében fejeziink ki:

a=2-9
1-8
= 6.13
p 5 (6.13)
_o6-1
! 2
A hozam képlete a meghatarozott kitevok behelyettesitésével
L
Q=k-d*™®-Ap? -p2-v,° (6.14)

lesz, amelyet

Q:k.dz.\/g.(i.\/EJ :dZ.\/A:P.(p(i.\/EJ (6.15)
p v, \p p Vi VP

formara hozhatunk. Eszrevehetjiik, hogy a zardjelben levd tagnak, igy a ¢ mennyiségnek nincs
dimenzidja. A ¢ tényezd mibenléte kisérletek utjan donthetd el. A kapott képletben a hidraulikaban
targyalt kiomlo és atbuko hozamokra megallapitott

O=p-A-2-g-AH (6.16)

format ismerhetjiik fel (felhasznaljuk, hogy a nyilas keresztmetszete A=m-d’>/4 és hogy
Ap=p-g-AH). E képlet egyébként fél-empirikus: az elméleti hozamot egy kisérletileg
megallapitott p tényezd korrigalja. p-re a szakirodalom szamos képletet ajanl.

A két utobbi relacio egybevetésével a p hozamtényez6 és az ismeretlen ¢ fiiggvény kozott a

(p(i.\/A:Pj:M._ﬁ'“ (6.17)
Ve \ P 4

kapcsolatot allapithatjuk meg.

6.2.3. A Buckingham-moédszer

Amikor a paraméterek szama joval nagyobb a fiiggetlen dimenziok szdmanal a Rayleigh-
modszer alkalmazasa nehézkessé valik, s ekkor inkdbb a Buckingham-moédszer alkalmazasat
javasoljak.

A Buckingham-moédszert szintén egy ismeretlen fizikai torvényszerliség megallapitasara
hasznalhatjuk a meghataroz6 paraméterek ismeretében. Feltételezziik, hogy az a fizikai
mennyiséget n egymastol fliggetlen a, mennyiség hatarozza meg. Ugyancsak feltételezziik, hogy e

mennyiségek kapcsolatat leird fliggvény egy olyan fizikai térvény, mely nem fiigg a valasztott
mértékegységrendszertol:
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a=f(a,,a,,..,a,,a,,,.,4a,). (6.18)

Tegytik fel, hogy az els6 k <n mennyiség dimenzidja egymastol fiiggetlen, melyeket
alapveté mennyiségeknek tekinthetiink. Ekkor az a ¢és az a,,,,...,a, szarmaztatott mennyiségek
lesznek, melyek dimenzidjat az a,,...,a, mennyiségek dimenzidival adhatunk meg:

A=Al AP - A%,

) (6.19)
= AP CAL AP LA = AN AL AR

A

k+1

E mennyiségek mértékegységeit az alapvetd mennyiségek mértékegységeivel fejezhetjiik ki.
Legyenek az alapvetd mértékegységek:

<a;>=0,,<a, >=0,,..,<a, >=0,, (6.20)

a szarmaztatott mértékegységeket ekkor < a,,, >=o" -aj* -...-a;* formaju kifejezések fogjak adni.

Tegyilk fel, hogy az alapvetd mértékegységeinket megvaltoztatjuk, a megfeleld
alapmennyiségek mértékegységei ekkor:

<a'>=o'=k-o,<a'>=a,'=k a,,..,<a'>=a, =k o, (6.21)
ahol k,,k,,....k, konstans szorzok. Szarmaztatott mértékegységeink az 0j alapmértékegységekkel

most  <a,/>=a'f ol ol =k kL kp ol ok ol formajiak  lesznek.  Uj
mértékegységeinkkel a 6.18. relacio az
a'=f(a',a,,..,a,'",a,,'",...a,). (6.22)
alakot 6lti (de matematikai formaja nem valtozik), amelyet a 6.21. mértékegység-atalakitasokkal
K"k ek a =
b : (6.23)
=f(k -a,,ky-ay,...k, -a k" kKD a e kR E] a))

formaban is felirhatunk.
Buckingham modszerében a k&, szorzokat ugy valaszthatjuk meg, hogy az alapvetd

mennyiségek értéke az uj mértékegység-rendszeriinkben egységnyi legyen:

ko =—.k, =—, ..k, =—. (6.24)

Az igy megvalasztott szorzokkal a 6.23. fiiggvény a kdvetkezOképpen modosul:

a a a
— = f| LL,...,1, £l yeees . , 6.25
a-ay?-..-a)” f[ al-ayr-..-a* af‘-a?-...-af"j (6.25)
amelyet
=Ll Ly, )= (T, Ty, ) (6.26)

alakban is felirhatunk. Az alapvetd €s a szarmaztatott mennyiségek dimenzioi kozotti 6.19.
Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy az utobbi kifejezésben szerepldé m hanyadosok dimenzio nélkiili
szamok. Ilyen médon az n+1 dimenzioval rendelkezd fizikai mennyiség kozotti Osszefiiggés
n+1—-k dimenzi6 nélkiili
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a ak+1 a
= , T, = yeees T, = " , (6.27)

my My .M _Pl‘Pz, . Pk ., 492 .k
a, a, ety a; a, ety a; a,” -..-a;

mennyiség kdzott fennallo relaciora vezethetd vissza, mely eredmény Buckingham n-tétele.

Az ismeretlen m, kitevok, amelyek az a mennyiség ¢és az alapvetdnek tekintett a,,...,a,
mennyiségek kozotti kapcsolatot fogjak megadni, az elsé 6.19. egyenlet alapjan a m héanyados
dimenzionélkiiliségébdl allapithatok meg. Hasonloképpen kapjuk a fiiggd mennyiségeket add p,,
q; stb. kitevoket is.

Tekintsiink egy példat: kisérletek alapjan megallapitast nyert az a tény, hogy egy egyenes, kor
keresztmetszetli csdszakaszon fellépd nyomadasveszteség az aramlo kozeg p slirliségétol és m

dinamikai viszkozitasatol, az aramlas v sebességétol, a cs6 belsd d atmérdjétdl, / hosszatol és a
csofal k érdességétol fligg:

Ap = f(p,m,v,d,1k). (6.28)

E mennyiségek dimenzidi a kovetkezok:

[Ap]=L"-M-T?,

[p1=L"-M, [n=L"-M-T", (6.29)
[VI=L-T", [d]=L,
=L, [k]=L.

Ezek alapjan alapveté mennyiségnek példaul p, v és d valaszthato (a tobbi dimenzioja kifejezhetd
e harom mennyiség dimenzidjanak segitségével). Segitségiikkel a szdrmaztatott mennyiségekre
felirhatjuk a kdvetkezo, dimenzi6 nélkiili © hanyadosokat. Kezdjiik a Ap fiiggé mennyiséggel:

Ap

g (6.30)

Ennek dimenzioja:

L"'-M-T?

— —~ — — L(—l+3»ml—mz—m3) . M(l—m,) . T(—2+mz) . (63 1)
(L7-M)™ -(L-T7)™ -(L)™

(7]

7 dimenzié nélkiili mennyiség kell legyen (masként: [n]=1), tehat L, M és T kitevdje
egyarant z€ro kell legyen. E feltétel a kdvetkez6 egyenletrendszerhez vezet:

—1+3-m —my, —m; =0

L—m, =0 , (6.32)
-2+m, =0
amelynek megoldésa:
m,=1,m,=2,m, =0. (6.33)
Az igy meghatarozott kitevokkel:
n=2P_ (6.34)
p-v

mivel d kitevdje nulla.
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Hasonldé médon jarunk el a

n=" 1/;] o2 T 5 PRERLE B lrc 2 (6.35)
pl,vz,ds pl,vz,d3 pl_vz,ds

hanyadosok esetében is, a szamlald és a nevezd dimenzidjanak azonossagabol a kitevoket
meghatarozvan a

1, = n_ _ Vs :L,nzzi,m:& (6.36)
p-v-d v-d Re d d
kifejezésekhez jutunk.
A nyomasesést tehat végsd soron egy
1 I k
Ap=p-v: fl—, =% 6.37
P =P f(Re y dj (6.37)

fliggvény adja, ahol a zarojelben levo paraméterek hatdsat tovabbi kisérletezéssel lehet eldonteni.
Kisérletek alapjan megallapithat6, hogy a nyomasesés az //d hanyadossal egyenesen aranyos, a
masik két mennyiséget pedig a csésurlodasi tényezd kiilonbozé koriilmények kozott érvényes
képleteiben lathatjuk viszont (a kapott Osszefiiggést szintkiilonbségekre atirva a Colebrook-White
képlethez jutunk).

6.3. Aramldsok hasonlésaga

A hidraulikai modellezés soran egy bizonyos geometriai Iéptékii modell aramlastani
viselkedése a prototipus viselkedéséhez hasonlo kell legyen. A hasonlosag legegyszeriibb forméaja a
mértani (geometriai) hasonldésag. A modell és a prototipus geometriai szempontbol akkor hasonloak
egymassal, hogy ha a megfeleld hosszusagok kozott ugyanaz az arany all fenn és a megfeleld
szogek egyenldk. Ekkor a modell és a prototipus pontjai kozott bijektiv leképzés van: a modell
barmely pontjanak a prototipus egyetlen pontja, és forditva, a prototipus barmely pontjanak a
modell egyetlen pontja felel meg. E pont-parost homolog pontoknak nevezik.

A homoldég pontok homolog gorbéket, feliileteket és térfogatokat hataroznak meg.
Megallapithatd, hogy ha a homoldg szakaszok és gorbék hossza kozott egy k, aranyossag létezik,

akkor a feliiletek és a térfogatok kozotti aranyossag mértéke e mennyiség négyzetével, illetve
kobével egyenl6 (a feliiletet két, a térfogatot pedig harom hosszusag szorzata adja).

Ahhoz, hogy a modellen lezajlo folyamatok a valosagos folyamatot reprodukaljak, a modellen
mérhetd skalazott fizikai mennyiségek kozott ugyanolyan matematikai formaji dsszefiiggéseknek
kell érvényben lenniiik, mint amilyenek a prototipuson mérhetdé mennyiségek kozott 1éteznek. Ez az
észrevétel nemcesak a geometriai mennyiségekre vonatkozik.

A modellen és a prototipuson érvényes relaciok kozott tehat aranyossag kell 1étezzen. Ennek
az aranyossagnak a tanulmanyozasaval a hasonlosag elmélete foglalkozik, mely tulajdonképpen a
geometriai hasonldsag fogalmanak a fizikai mennyiségekre valo kiterjesztésébdl all.

Az eldbbiek szerint az idében valtozo jelenségek modellezéséhez a geometriai hasonlosag
biztositasa nem elegendd, be kell vezetni a homolog idé fogalmat is. Ha egy folyamat egészét
alkot6d részfolyamatok lezajlasanak a modellen és a prototipuson mért idétartama kozott barmely
részfolyamat esetében ugyanaz az aranyossag all fenn, akkor ezek lezajlasanak idejét homolognak
mondjuk.

Ha a geometria és az id6 hasonldsaga biztositott, akkor a modell és a prototipus kinematikai
hasonlosagarol beszélhetiink: igy a megtett utak, az eltelt idok, a sebességek és a gyorsulasok kozott
minden esetben ardnyossag van, a palyak, az dramvonalak és a nyomvonalak homolog gorbék
lesznek és igy tovabb.
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A dinamikai hasonlésdg a homoldg pontokban tovabbi mennyiségek (tomeg, tehetetlenségi
nyomaték, impulzus, impulzusnyomaték, erd, erOnyomaték, energia, mechanikai munka stb.)
aranyossagat is feltételezi.

Kényelmetlen lenne annyi léptéktényezével dolgozni, ahdny fajta mennyiség szerepel a
tanulmanyozott folyamatokat leird Osszefiiggésekben, ezért csak bizonyos, egymastol fiiggetlen
mennyiségek Iéptekét irjuk eld, a fliggd mennyiségek 1éptéktényezdjét pedig ezekbdl szarmaztatjuk.
Fliggetlen mennyiségeknek tekinthetjik példaul az alapveté mennyiségeket, ekkor az alapvetd
1éptéktényezok a

ky=—,k,=—,k =—, stb. (6.38)
aranyok lesznek, ahol a szamlaloban a modellen, a nevezében pedig a prototipuson mért homolog

mennyiségek szerepelnek. A szarmaztatott mennyiségek 1éptéktényezdit e mennyiségekkel
hatarozhatjuk meg, példaul a sebesség, a gyorsulas és az erd 1éptéke rendre

L e

v I/t t'/t k

’ 1412 ’
L , (6.39)

a [/t @'/t k

’ N Iy ' (] .

kfzizm I/t2 _(m /m) (Zl/l)zkmzkl:kz'km'k;z'

F m-l/t (t'/t) k;

A modell viselkedését ugyanolyan forméju egyenletek kell leirjdk, mint a prototipus
viselkedését. A fluidumok mozgasat példaul a 4.44. Navier-Stokes egyenletek irjak le. Ha a
prototipusra felirjuk az x tengelyre vonatkoz6 egyenletet:

(6.40)

1 op v, 0 [dv, Ov, 0w, o’v, 0'v, v,
=f —— 42t =2 +v, - T — 1,
p Ox 3 Ox\0x 0y 0Oz ox~ 0y 0z

akkor a fluidum mozgasat a modell esetében is egy ezzel azonos formaju egyenletnek kell leirnia:

ov' ,ov, oy ov.'
+v —= 4y a
ot' ox' 7 0y oz'
1 op' v, o0 (ov) 0ov,) ov’ o’v, o'v' ov/
- +—- =+ |+V, Tttt —> |
p' 0x' 3 ox'"\ox' 0oy o0z ox'= oy"” 0z

(6.41)

:fx'

A megfeleld léptéktényezokkel a modellen érvényes egyenletet a kovetkezoképpen hozzuk
kapcsolatba a prototipusra vonatkozé egyenlettel:

2 0 k
£%+k_v vx.avx+v . Vy z.avz k P 1 a_p+
k, ot k ox ' 0y 0z

k, -k, v, 0 (ov, 0Ov, ov, o’v, 0'v, v,
et + + +v, - Sttt ||

k; 3 0x\0x Oy 0z ox- 0y~ 0z
A dinamikai hasonlésadg feltétele az, hogy a modellre és a prototipusra vonatkozo
differencidlegyenletek ne legyenek linedrisan fiiggetlenek. Azok tehat csak egy konstans

(6.42)
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szorzotényezOben kiilonbozhetnek egymastol. Ebbdl kovetkezik, hogy a 6.40. és 6.42. egyenlet
megfeleld tagjai el6tt allo egyiitthatok meg kell, hogy egyezzenek:

ko _K_ & _kok
ko kk K

k

, (6.43)

t

mely ardnyossag bizonyos hasonlosagi kritériumokhoz vezet. Osszesen tiz ilyen kritériumot
irhatunk el6, amelyek koziil csak négy lehet fiiggetlen egymastol.
Igy a masodik és az 6todik tag egyenldségébol

Kk ko kK
= - =

1, 6.44
kl k12 kvk ( )
a Reynolds-kritériumhoz jutunk:
Re:v—sz—'{zRe', (6.45)
Vi Vi

mely szerint a modellezett aramlas ugyanazzal a Reynolds-szammal kell rendelkezzen, mint amely
a modellen érvényes. Mivel a Reynolds-szam az aramléas aspektusaval szorosan Osszefiigg, ez az
azonossag az aramlas jellegének azonossagat is jelenti (példaul ha a prototipuson az aramlas
laminaris, akkor az a modellen is laminaris kell legyen).

Az els6 €s a harmadik tag egyenldségébdl

k2 i
v o_ kf = v — 1 , (646)
ke Tk, -k,
vagy
2 12
Fr="=Y _ . (6.47)
g 'Z g!‘ll

E kritériumot Froude-r6l nevezték el (a hanyados a Froude-féle szam). A Froude-szam
példaul a keverékaramlasokban mérvado kritérium (a szemcsé€k vagy a buborékok atmérdjére,
siillyedési vagy emelkedési sebességére vonatkozik), de a kozegellenallas és a szabad felszinii
aramlasok tanulmanyozasaban is fontos.

A gravitacios gyorsulas rendszerint a modell esetében ugyanaz, mint a prototipus esetében (de
példaul a centrifugalis gyorsulds segitségével, megfeleld laboratériumi eszkozokkel g

megndvelhetd). Ekkor a Froude-kritériumbol kovetkezik, hogy a modellen mért sebesség &,
négyzetgyokével aranyos (v’=v‘\/k_, ). A Reynolds-kritérium szerint viszont e két mennyiség
kozott forditott aranyossag kell legyen (v'~v/k,), kovetkezésképpen ugyanazzal a fluidummal
mindkét kritériumot egyszerre megvaldsitani nem lehet.

A masodik és a negyedik tag egyenldségébol

Kk k
k‘ :k f’k :>k 'pkz =1, (6.48)
1 / p v

p

mely a Mach-kritériumot adja:

Ma="=Y = Ma’ (6.49)
C
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(e megfeleltetés a hangsebesség 4.100. képletébdl ered, a hanyados pedig a Mach-szam). E
kritérium a fluidum 6sszenyomhatosaga miatt fellépo jelenségek hasonldsagat irja elo.

Ugyancsak a masodik és a negyedik tag egyenldségébdl allapithatjuk meg az eldbbivel
egyenértékl Fuler-kritériumot is:

!

Eu=-"L_ =P - pu, (6.50)

p-vi  phy

mely a nyomasvaltozasnak a kinetikus energiaval Osszevetett értéke. Nyomads alatti dramlasok,
példaul a kavitacio jelenségének tanulmanyozasaban hasznaljak.
Az els6 két tag egyenldségébol egy tjabb kritérium irhato fel:

koK k. k
LI T T (6.51)
k, Kk k,
ahonnan
SthT'tzngh'. (6.52)

Ez a Strouhal-kritérium, a hanyados pedig a Strouhal-szam. E kritérium az id6ben lejatszodo
folyamatok hasonldsagat biztositja (szadmlaléjaban megjelenik az ido).

Az el6bbiekhez hasonldéan mas térvényszertiségek felhasznaldsaval mas kritériumokat is el
lehet allitani, igy Newton-kritérium (Ne) az erdk, a Weber-kriterium (Wb) pedig a feliileti
fesziiltségek kozott allapit meg aranyossagot.

A legéltalanosabb esetben a modellezés soran minden kritériumot teljesiteni kellene, de
bizonyos, sajatsagos esetekben azonban elegendd egy csokkentett készlettel dolgoznunk.

E kritériumok alapjan, miutan megvalasztottuk a modell geometriai 1éptékét, ki kell szamitsuk
a kiilonbozd fizikai mennyiségek léptékét. Példaul, ha a geometriai 1épték k, =1/25, akkor a

feliiletek 1éptéktényezdje k; =1/625, a térfogatok léptéktényezdje k; =1/15625 lesz. Ha a

gravitacioés gyorsulast nem valtoztatjuk (az a modell esetében is g marad), akkor a Froude-
kritériumbol:

v'?i=y? R (6.53)

tehat az dramlasi sebesség skalatényezdje k, = \/E =1/5 kell legyen. A modellen tehat a folyadék
gyorsabban teszi meg két homoldg pont kozotti tavolsdgot, mint a valosagban. A Strouhal-
kritériumbol meghatarozhatjuk az id6 Iéptéktényezdjétis: k, =k, /k, =1/5.

A Reynolds-kritériumbol a modellez6 fluidum kinematikai viszkozitasa

v
Vi ZVk‘n (654)

kell legyen, tehat a viszkozitasi egyiitthato skalatényez8je k, =k, -k, =1/125. Ha a prototipuson

aramlo folyadék viz, akkor e kritérium teljesitése nehéz feladat elé allit. Kivalasztvan a megfelel6
viszkozitasu modellez6 fluidumot annak stirliségével és az Euler-kritériummal meghatarozhatjuk a
nyomasok léptékét, melybdl meghatarozhatjuk a az erdk léptéktényezo6jét is. Hasonlé modon
szamitjuk ki minden minket érdeklé mennyiség 1éptékét.
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E Iéptékek segitségével kell meghatarozzuk a modell kezdeti és peremfeltételeit is. Ez
utobbiak lehetnek idében valtozé mennyiségek, ekkor gondoskodni kell arrdl, hogy ezek sajat
id6léptékiikben hasonléan valtozzanak.

A kezdeti és a peremfeltételek biztositdsa utdn a modellen lezajlé folyamat soran
megmérhetjiilk a minket érdekld mennyiségeket, majd Iéptéktényezdjiikkel kiszamithatjuk a
prototipuson varhato értékeket.
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F. SKALAR- ES VEKTORTEREKKEL LEIRHATO MENNYISEGEK

Az aldbbiakban a harom tér- és az idd-koordinataval leirhaté skaldris és vektorialis
mennyiségekre szoritkozunk.

A kinematika Euler-médszere az aramlo fluidum kiilonbozo jellemzdit a tér rogzitett
pontjaihoz koti. E jellemzok egy része skalaris, masik része pedig vektoridlis mennyiség. E
mennyiségeket matematikailag skalar-, illetve vektorterekként (vagy mezokként) kezelhetjiik.

» A skalartér tulajdonképpen egy négyvaltozos skalaris fliggvény, melynek értelmezési
tartomanyat a tanulmanyozott térrész (melyet altaldban harom Descartes-koordinataval irunk le),
valamint az id6 alkotja. Skalarteret alkot példaul a strliség: p=p(x,y,z,¢t), a nyomas és a
hémérseklet. Bizonyos feladatok esetében elegendd két, vagy akar csak egy tér-koordinataval
dolgoznunk.

Az é4ramléstani jelenségeknél e tér lehet stacionarius — ekkor az illetd skalaris mennyiség
1idében nem valtozik, illetve, ellenkez6 esetben a tér instaciondrius.

A skalarterek elméletében az f skalarfiiggvény allandd értéke ,szintfeliileteket”,
kétdimenzios esetben gorbéket hataroz meg. E feliileteket és gorbéket instacionarius esetben egy
rogzitett ¢ értékre is megadhatjuk. Az aramlastanban ezeket altalaban valamilyen ,,izo-" feliiletnek
(gorbének) nevezziik (izoterma, izobar feliilet), de ilyenek az ekvipotencidlis feliiletek is. Ez utobbi
megnevezest példaul az aramlast leird potencial-fiiggvény esetében hasznaljuk. A szintvonalakat €s
a szintfeliileteket az f = konst. egyenlet adja meg.

A tanulmanyozott f skalaris mennyiség legnagyobb hely szerinti valtozasa e feliiletekre
mer6leges iranyban mérhetd. f* irany szerinti derivaltja

izﬂ.l+%.m+%.n

) F.1
dr oOx 0y Oz E1)

ahol /, m, n az adott r irany iranytényez0di. E derivaltnak a szintfeliilet # normalisanak irdnyaban
van a legnagyobb értéke. f hely szerinti valtozasanak mértéke a

grad f = %'n (F.2)

gradiens-vektor, mely értelmezése szerint a skalartér leggyorsabb valtozasanak iranyaval
megegyez6 iranyu, a skalartér novekedésének iranyaba mutat és hossza aranyos a hely szerinti
valtozas sebességével (e ,,sebesség” értelmezésekor természetesen nem az idébeni, hanem térbeli
valtozasrol van szo6).

Ha a tér két egymashoz kozeli A és B pontjat a dr vektor koti Ossze, akkor a skalartér
valtozasat a tekintett két pont kozott a

df = fo — f, =dr-grad f (F.3)
skalaris szorzat fogja adni. f -nek a két pont altal adott irAny szerinti derivaltja:
g =r-grad f, (F.4)
dr

ahol r az adott irany egységvektora.
A gradienst a nabla-operatorral (masképpen: Hamilton-operator), a kdvetkezd szimbolikus
vektorral lehet definidlni:
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V:i-i+i-j+i-k. (F.5)
ox oy Oz

Felhasznalasaval a skalaris f mennyiség gradiensét a

0f 400 4,90 (F.6)

rad [ =V f=— —_
grad / / ox oy Oz

Osszefliggés adja.

| 2=/xy) v

KX XKXXX X A1
LS. 606 6. & N A
*

A N A ANANA
TINS5

il TR

F.1. abra. Kétvdltozos fiiggvénnyel leirt skaldartér

Az F.1. abra egy kétvaltozos fiiggvénnyel leirt skalarteret szemléltet. Ha a latottakat konkrét
értelemmel akarjuk ellatni, akkor tekinthetjilk azt példaul egy vékony fémlemez hémérsékletét
megado6 fliggvény grafikus abrazolasanak.

A térbeli abra a fiiggvény értékét mint geometriai koordinatat értelmezi: a sik fémlemez
pontjait megadd x abszcissza és y ordinata tényleges méterben mért geometriai koordinatak, a z
kota pedig a lemezre merdleges iranyban felmért, a hdmérséklettel aranyos mennyiség, amelyet
példaul Celsius-fokban adunk meg. E moddon a hdmérsékleti mez6t egy harom dimenzids
feliiletként abrazoljuk, e feliiletet pedig akar domborzati formaként is értelmezhetjiik. A feliilet
legmagasabban fekvo pontjai (a csticsok) a lemez legmelegebb, a legalacsonyabban fekvok (a
gddrok) pedig a leghidegebb pontjainak felelnek meg. Az allandé hémérsékletli pontokat izotermak
(szintvonalak) kotik 6ssze, amelyek az xy koordinatasikkal parhuzamos (vizszintes) sikokban
fekvo gorbék. Az izotermakat egy allando hdmérséklet-kiilonbségnek megfeleld 1€péssel rajzoljak
meg, két szomszédos izoterma kozotti z (fliggbleges) iranyu tavolsaga allando. A hémérséklet
valamely irdnyban mért valtozasat az izotermak tavolsaga (a feliilet meredeksége) mutatja: minél
kozelebb vannak egymashoz az izotermak, anndl gyorsabban valtozik a hdmérséklet. A leggyorsabb
valtozas iranyat a legmeredekebb vonal mutatja, amelyet az 4bran egy nyil jel6l. E nyil a gradiens-
vektorhoz minden pontban érintdleges.

A sik abra az izotermakkal (szintvonalakkal) segit képet alkotni a tanulmanyozott
mennyiségrol. A jobb oldalon a szintvonalakra merdleges gradiens-vektorokat is lathatjuk.
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P A vektortér szintén egy négyvaltozos fiiggvény, mely az elobbi esettel ellentétben egy
vektoridlis mennyiséget ad vissza (tehat vektorfiiggvény). Vektorteret alkot példaul a sebesség:
v =v(x,y,z,t), a gyorsulas, a fesziiltség, ilyenek a kiillonbozé erdterek és igy tovabb.

Akarcsak a skalarterek esetében, most is definialhatunk olyan gorbéket és feliileteket, ahol a
vektorialis mennyiség moduluszanak alland6 értéke van.

A vektorteret az F.1. abra jobb oldalan lathato modon abrazolhatjuk (ahol a gradiens-vektor
szemléltetését oldottuk meg). Ez az abrazolasi mod egy négyszoghald metszéspontjaiban rajzolja
meg a vektorokat, melyek hossza a vektorialis mennyiség nagysagaval aranyos.

A vektortér egy ,,vektorvonala” vagy ,,erOvonala” az a gérbe, amelyhez az f vektor minden

pontban érintdleges. Egyenletét, értelmezése alapjan az f xdr =0 vagy a dr = A - f Osszefiiggések

adjak (dr érintdleges a gérbéhez, A pedig egy konstans), melyek a kdvetkezoképpen fejthetok ki
skalaris egyenlet forméjaban:

& _ b _d&
fo f, S

Ilyen vektorvonal az aramlo6 fluidum lokalis sebesség-terének egy aramvonala.

A vektorvonalakat a vektorterek szemléltetéséhez hasznalhatjuk. Az F.2. abra bal oldalan
idealis fluidum laminaris aramlasaba helyezett forgd henger koriil kialakulé aramlasi képet
lathatjuk, az abrazolas az aramvonalak segitségével tortént. Ugyanennek az abranak a jobb oldalan
két egyenld nagysagu, de ellentétes eléjelii ponttdltés kozott kialakuld elektrosztatikus tér
erdvonalait (és az ekvipotencialis feliiletek metszésébdl szarmazo gorbéket) lathatjuk. A megrajzolt
vektorvonalak szama tetszOleges, siiriségiik a tanulmanyozott jelenség minél szemléletesebb
abrazolasat szolgalja.

(E.7)

F.2. abra. Vektorvonalakkal abrazolt vektorterek

Az vektorvonalakhoz hasonlé mdédon definidlhatunk olyan feliileteket is, amelyekhez az f

vektor minden pontban érintéleges, ilyen példaul az aramfeliilet. E feliilet zart is lehet, ilyen példaul
az aramcso.
Mivel barmely vektort megadhatunk a tengelyekre esd vetiileteivel, mint f = f(f, f,,f.),

barmely vektortér helyettesithetd harom megfeleléen megvalasztott skalartérrel. Emiatt az f
vektor hely szerinti véltozasat e vektor egymastol figgetlen f,, f, €s f. skalaris vetiileteinek hely
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szerinti véltozasaval, vagyis a grad f,, grad f, és grad f. gradiens-vektorokkal jellemezhetjiik.

X

Az adott tér két, egymashoz kozeli pontja kozott a vektortér valtozasa matrixos forméaban

0f, Of. Of.]
ox 0Oy Ox dx
0 0 0
df = /s /s Sy <dyr=[D]-dr (F.8)
ox 0y Oz
of. of. of.|\®
| O0x 0Jdy Oz |

lesz, ahol [ D] a vetiiletek elsérendii parcialis derivaltjait foglalja magaba.
Az f vektor legnagyobb hely szerinti valtozdsa megint csak a szintfeliiletekre mer6leges
iranyban mérhetd. f iradny szerinti derivaltja:

& _of . of of (F.9)
dr Ox oy 0z

melyet tdmdrebben a

gz(v-r)-f (F.10)
dr

formaban lehet felirni.

A vektorteret a [ D] matrix invariansaival szoktak jellemezni: a vektortér divergencidjaval és
rotorjaval.

Az f vektortér divergencidjat az elobbi nabla-operatorral szamitjuk:

0
divf:V-f:aa{:+ af;eran;z

, (F.11)

mely skaldris szorzat egy szamot ad vissza. Egy vektor divergenciaja tehat skalaris mennyiség.
Fizikai értelmezését tekintve egy vektortér divergenciaja egy adott ponton at (az pont koriil
felvett infinitezimalis feliileten) egységnyi id0 alatt ki- és belép6 mennyiségek (a lokalis sebességek
esetében a hozamok) kiilonbségét adja.
Az f vektortér rotorjat szintén a nabla-operator adja:

rot f=Vxf=
i j k
_| 9 90 9] (F.12)
ox Oy Oz
fo L

af. 91, d f 0 f A

dy 0Oz ax oy )
mely vektoridlis szorzat egy vektort eredményez. A vektortér rotorja tehat szintén vektorialis
mennyiség.

Fizikai értelmezését tekintve a rotaciovektor a vektortér orvényességét jellemzi, a lokalis
sebességvektorok esetében az @ szogsebességgel van szoros Osszefiiggésben (annak kétszerese).
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A vektorterek leirdsdhoz az elmondottak szerint harom darab négyvaltozos fliggvényre van
szilkség. Lényeges egyszerlisités lenne, ha a vektorteret egyetlen (skalaris) fiiggvénnyel is le
tudnank irni. Ez a feladat a skalarterek gradiensével oldhaté meg (ha megoldhatd): amennyiben
létezik egy olyan f skalartér, melynek gradiense éppen a tanulmanyozott f vektorteret adja,

akkor azt a vektorteret potencidlosnak mondjuk melynek potencialfiiggvénye f .
Bebizonyithaté, hogy a potencidlos f vektortér orvénymentes (rot f =0) és cirkulacigja

barmely zart gérbén nulla (Cf) fdr=0).
C

» A skalar- és a vektortereknek nemcsak derivaltjai, hanem kiilonb6z6 integraljai is
megjelennek a fizikai egyenletekben.

A gérbe vonalu integralok a gyakorlatban kdvetkezd a formakban fordulhatnak el6:

a). [rdr=i-[fdx+j-[fdv+k-[fde; (F.13)
b). [fdr=[f dc+ f,dy+ . dz; (F.14)
). [frdr=i-[f dz=f.dy+j-[f.dv—fdz+k-[f dy- £, dr, (F.15)

ahol dr=dx-i+dy-j+dz-k.
C lehet nyitott vagy zart gorbe, ez utobbi esetben az integral jelre egy kis kort is
rajzolnak((j}...). A felsorolt lehetdségek koziil a masodik (b.) kiemelt fontossaggal bir, példaul, ha

f valamilyen erd, akkor az integral alatti kifejezés elemi mechanikai munka jellegli. Ezt a méasodik
integralt az f vektor C gorbe menti cirkuldciojanak (6rvénylésének) nevezik és altalaban I -val
jelolik. Ha a zart C gorbét egy adott pontra zsugoritjuk, ugy a masodik integral f rotorjat adja az
adott pontban.

Feliileti integralok a kovetkezd formakban adodhatnak el6:

a). [fds=i-[fdydz+j-[fdvdz+k-[fdrdy; (F.16)
b). [fds=[[f dvdz+f, dvdz+ £, drdy; (F.17)

o). [fxds=i-[[f, dedy—f. dxdz+j-[[f.dydz—f, dydx+k-[[ £, dzdx~ £, dzdy, (F.18)

ahol ds=n-ds=i-dx-ds+j-dy-ds+k-dz-ds=dy-dz-i+dx-dz-j+dx-dy-k, az S (felilet
normalisa pedig n=1[1-i+m-j+n-k.
A feliileti integralt kettds integral-jellel is szoktak jeldlni (”...), ha pedig az S feliilet zart,

akkor egy kis kort is rarajzolnak az integral-jelre.

A fenti képletek a feliileti integralt egyszerti kettds-integralokka alakitottak.

E harom tipus koziil a masodik bir kiilondsebb fontossaggal, ugyanis az f mennyiség
fluxusat (egységnyi id6 alatt ataramlo mennyiségét) adja az S feliileten keresztiil (ezt altalaban © -
vel jelolik); ilyen mennyiség példaul a térfogathozam, mely a lokalis sebességek fluxusa.
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Amennyiben az S feliilet zart, akkor a masodik tipust integral a zart feliilet altal lehatarolt
térfogatban elnyelt vagy keletkez6 mennyiséget adja. Ha e feliiletet egy pontra zsugoritjuk, ugy az
f mennyiség divergencidjat kapjuk az adott pontban.

A térfogati integralok tulajdonképpen egyszer(i harmas integralok:

a). [rav=[[[fdxdydz: (F.19)

b). [rav=i-[[[f dxdvdz+j-[[[f, dvdydz+k-[[[ . drdydz. (F.20)

A feliileti és a térfogati integralok kozott nevezetes a Gauss-Ostrogradsky szaballyal leirt
kapcsolat: ha S egy V' térfogat hatarfeliilete, akkor egy derivalhaté f vektorra:

(ﬁ(l.fx+m.fy+n.fz)ds:'[(%{;+(2];V+aaj;szV. (F.21)

Figyelembe véve a tagok jelentését e képletet vektorialis formaban is felirhatjuk:

fds=[divfdr, (F.22)
jro-]

mely Osszefliggés a fluxus (a bal oldalon levé integral) és a divergencia kapcsolatat adja.
A gorbevonalu és a feliileti integralok kapcsolatara is van egy nevezetes Stokes-képlet, mely
szerint ha C egy S feliilet hatargorbéje, akkor egy derivalhatdé f vektorra:

q.)fxderfydy+fde=
(F.23)
0, of. of. f, of.
S T R Pt
melynek vektorialis forméja:
§ f dr={rot f ds, (F.24)

a cirkulaci6 (a bal oldali integral) €s a rotor kdzott teremt kapcsolatot.
A Stokes-képletet két dimenziora atirva a gorbevonali és a kettds integral kapcsolatat ado
Green-képletet kapjuk:

(ﬁfxdx+fydyzj( a]; aaj;jdxd (F.25)

(ekkor C asik S tartomany pereme).
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