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1. A SZABAD FELSZIN MEGHATAROZASA

Az aldbbi (1.2.) dbrdn egy téglatest alakd tartdly lathatd, amely egyenes vonald
egyenletesen gyorsulé mozgdst végez, a gyorsuldssal halad az dbra bal oldaldtél a
jobb oldala felé. Mekkora lehet e gyorsulds legnagyobb értéke ahhoz, hogy a
tartdlybdl a folyadék ne omaljon ki? Mekkora nyomdst gyakorol ekkor a folyadék a
tartdly falaira? Ismertnek tekintjik a tartdly L hosszisdgdt és H magassdgat,
valamint a folyadék nyugalmi dllapotban mért i mélységét.

1.1. dabra. Gyorsulo tartaly

E feladat-tipus esetében a hidrosztatikdnak az Osszenyomhatatlan fluidumokra (idealis
folyadékokra) érvényes alapegyenletébdl indulunk ki:

p+ p-U =konst.

Ebben az egyenletben p a hidrosztatikai nyomas, p a folyadék siiriisége (mely tehat egy
allando érték), U pedig a térfogati er6k potencialja.
Ez utobbit a kovetkezoképpen irjuk fel:

U==[(f. dx+ [, dy+f. d2),

ahol az integral alatt a fajlagos térfogati eré tengelyekre esd vetiileteit, komponenseit latjuk. A
térfogati erd ez esetben az egységnyi tomegli fluidumra haté erd (m=1) — ezt azért kell
kihangsulyozni, mivel mas tudomanyteriileteken, példaul a rugalmassagtanban, ez az egységnyi
térfogatra hato erd). Ezen észrevétel alapjan tehat kijelenthetjiik, hogy az f,, f, és f. vetiiletek
tulajdonképpen gyorsulas jellegli mennyiségek.

Példankban a tartdlyban levé folyadékra kétfajta eré hat: a graviticid és a tehetetlenség.
Ennek kovetkeztében az eredd térfogati erd komponenseit a kovetkezéképpen irhatjuk fel, az dbran
feltiintetett koordinata-rendszer tengelyeihez igazodvan:

fo=-a, [,=0, f.=-g. (1.1)

Az y tengely az abra sikjara merOleges és befele mutat. Ebben az iranyban nem hatnak
térfogati er6k, igy a feladat gyakorlatilag kétdimenzidssd redukalodik. A minusz eldjelek



magyarazata az, hogy mindkét erd a tengelyek negativ irdnyaba mutat (a tehetetlenségi erd a
gyorsulas irdnyaval ellentétes).
E komponenseket a potencial integral-kifejezésébe behelyettesitve:

U=—[(-adx+0dy—gdz)=a-x+g-z+C, (1.2)

ahol C egy integraldsi konstans (a képlet ugyanis egy hatdrozatlan integral).
Tudjuk, hogy az

U =all

egyenletek olyan feliileteket irnak le, amelyeken a potencial értéke allandod — ezek az ekvipotencialis
feliiletek. Amennyiben a potencial allandd, akkor a hidrosztatika alapegyenletébdl (az elsé felirt
képlet) a nyomasnak is allandonak kell lennie, és ennek a kijelentésnek a forditottja is igaz. A
szabad felszinen a nyomads éallando. Esetiinkben ez az atmoszférikus nyomassal, p, -val egyenld,
mert a tartaly nyitott. A szabad felszin tehat egy ekvipotencialis feliilet, melynek egyenletét a
fentiek szerint

a-x+g-z+C=all (1.3)

formaban kell keresniink. Ennek az egyenletnek mindkét oldalan szerepel egy-egy konstans,
amelyek kozil a C integralasi allandot atvihetjiik az egyenlet jobb oldalara. A jobb oldalon tehat
két konstans kiilonbsége fog allni, amely megintcsak egy konstanst eredményez:

a-x+g-z=C,. (1.4)

Ez az egyenlet egy sik feliiletet ir le, amely az y tengely koriil fordul el. Az xz sikban az
egyenlet egy ferde egyenest ir le. Az egyenletet atrendezve ezek délése

tga=-2. (1.5)
g

A kérdés az, hogy miképp tudjuk megallapitani a szabad felszin egyenletében szerepld
konstans értékét: ehhez azt a feltételt kell felirni, mi szerint az eredeti folyadékszint alatti térfogat €s
a térfogati erdk hatasara kialakuld szabad felszin alatti térfogat azonos egymassal, hiszen
feltételeztiik, hogy a folyadék 6sszenyomhatatlan.

A tanulmanyozott feladatban ezt a feltételt képletek felirasa nélkiil is alkalmazhatjuk, mivel a
gyorsulo tartalyban beallo felszin is sik: amennyi folyadék hianyzik az eredeti szint aldl, a tartaly
jobb oldalan, ugyanannyi jelenik meg annak baloldalan, az eredeti szint felett. Mivel ez a feltétel két
egybevagd haromszoghdz vezet, ebbdl kovetkezik, hogy azok kozods csucsa, vagyis a két felszin
metszéspontja L/2 tavolsagra van a tartaly oldalfalaitol. Az abran lathato ,,A” pont koordinatai
tehat x, =L/2, z, = h (valojaban egy y tengellyel parhuzamos egyenesrdl van szo).

Ezeket a koordinatakat a 1.4. egyenletbe behelyettesitve megkapjuk a keresett konstans
értékeét:
C1=a-§+g~h, (1.6)

a szabad felszin egyenlete tehat

a~x+g-z=a-§+g~h. (1.7)



Ebbdl az egyenletbol meghatarozhatjuk a ,,B” és a ,,C” pontok magassagat is. Az el6bbire
x, =0, amelyet a szabad felszin egyenletébe behelyettesitvén kapjuk:

=2l Anen, (1.8)
g 2
az utobbira pedig x. =L ¢és
so=d LA AL . (1.9)
g 2 g g 2

Eszrevehetjiik, hogy amennyivel emelkedik a szint a bal oldalon, ugyanannyival siillyed a
jobb oldalon (ez egyébként azonnal kovetkezik a haromszogek emlitett egybevagdsagabol is).
Ugyanezeket az Osszefiiggéseket felirhattuk volna a felszin dolésének (1.5) ismeretében is,
trigonometriai megfontolasok alapjan.

A feladat azt a legnagyobb gyorsulast kérte, amelynél még nem folyik ki a folyadék: ez a
feltétel

H=h+Ah, (1.10)

vagyis a,,B” pont z koordinatdja z, = H kell legyen:

s =L o aen= 5 a=2 (1.11)
g2 L

A feladat masodik kérdése a tartaly falaira gyakorolt nyomas megallapitasara vonatkozott.
Ehhez az alapegyenletet hasznaljuk, ahova beirjuk a potencial 1.2. képletét:

p+p-(a-x+g-z+C)=adll. (1.12)

Ezt a képletet is atrendezziik, a p-C szorzat allando, azt a jobb oldalra atvivén ott egy ijabb
allandot kapunk:

ptpax+p-g-z=C,. (1.13)

A C, allandé meghatarozasadhoz az egyenletbe behelyettesitjiik valamely felszinen levd pont,
példaul ,,A” koordinatait és az ott mérhetd nyomast (mivel ez a pont a felszinen van, p, = p, —az
atmoszférikus nyomas). Tehat

Co=p+pa-stpgh, (1.14)
amivel a nyomast ado képlet
L L
p=pa+p-a-5+p-g-h—p-a-x—p-g-z=pa+p-a-[5—xJ+p-g-(h—Z)- (1.15)

Eszrevehetjiik, hogy a nyomas fiiggdlegesen is és vizszintesen az x iranyban egyenletesen,
linedrisan valtozik, hiszen e koordinatdk az els¢ hatvanyon vannak. Mivel y e képletben nem
szerepel, abban az iranyban (az abra sikjara merdlegesen) a nyomas nem valtozik.

A nyomasdiagram tehat egyenesekbdl fog allni, s ezért elegendd a sarokpontokban érvényes
nyomas-értékeket kiszamitani. A ,,B” és a ,,C” pontokban a nyomast szamitas nélkil is
megallapithatjuk: mivel e pontok a felszinen vannak, p, =p.=p,.



A ,,D” pont koordinatai x, =0 és z,, =0, a 1.15 képletbdl pedig
L a L
pD=pa+p'a3+p'g~h=pa+p'g';5+p'g'h=pa+p'g'(h+Ah), (1.16)

az ,,B” pont esetében pedig x, =L, z, =0 és

L a L
P =pa+p-a-(5—LJ+p-g-h=pa—p-g-§-5+p-g-h=pa+p-g-(h—Ah)- (1.17)

Eszrevehetjiik, hogy ez esetben is a nyomas a szabad felszintdl mért mélységgel aranyosan
valtozik, az ardnyossdgi tényezd pedig a folyadék y = p-g fajstlya. A nyomas az x tengellyel
mentén is linearisan valtozik, mely iranyt ,vizszintesnek” szoktak tekinteni. A tényleges
,»Vvizszintest” a gyorsulo folyadékra a szabad felszin és az azzal parhuzamos sikok jelentik.

A kiszamitott nyomasokkal abrazoljuk a hidrosztatikai nyomas diagramjat (1.2. abra).

zZ
pi“OB
=
D E x
pa+ y(h it Ah) W (h — Ah)

1.2. dbra. A nyomasdiagram

A tartaly kiilsé falan a légkori levegd hidrosztatikai nyomasa ( p,) hat. A méretezéskor a

belsd ¢és a kiilsé nyomas kiilonbségét, a relativ nyomadst hasznaljuk: ennek diagramjat ugy kapjuk,
hogy az abrazolt trapézokbol a p, magassagu téglalapokat toroljiik.

—0—0—0-0—0—0-0—0—0—0—0—0—

Az aldbbi (1.3.) dbrdn egy henger alakid tartdly Idthaté, amely sajat tengelye
koriil dllandé @ szogsebességgel forog. Hatdarozzuk meg a szabad felszin formdjat és
azt hogy mekkora nyomdst gyakorol a folyadék a tartdly falaira. Ismertnek tekint jik
a tartdly D belsé dtmérgjét és a folyadék nyugalmi dllapotban mért i, mélységét.

Ebben az esetben a tartalyban levo folyadékra kétfajta erd hat: a sajat stilya és a centrifugalis
erd. A centrifugélis gyorsulast valamely pontban az a , = r-a” képlettel adjuk meg, ahol r az illeté

pontnak a forgastengelyt6l mért tavolsdga. Ha a koordinata-rendszeriinket ugy valasztjuk meg, hogy
a henger forgastengelye a z tengely legyen, akkor az illeté pont sugarat annak koordinataival
r* =x*+y* formaban adhatjuk meg. A centrifugilis gyorsulas sugiriranyu, a tengelyekre esd

. . 2 2 2 r ror r
vetiileteivel a; = a; +a; forméaban szamithato.
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1.3. dbra. Fiiggdleges tengelyii hengeres tartdly

E két Osszefliggés (r* =x*+y° és a, =a; +a;) Pithagorasz tétele egy-egy haromszdgre
felirva. Mivel e két haromszdgben a megfeleld oldalak parhuzamosak (a, sugariranyu, a, ¢és a,
pedig a megfeleld tengelyekkel parhuzamosak; 1.4. abra), ebbdl kovetkezdéen a haromszdégek
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=—, ahonnan a centrifugalis
roox y
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egymashoz hasonléak. E hasonldsagbdl kovetkezden

gyorsulast behelyettesitve (a,, = r-@*) annak komponenseire az a = x-’, illetve az a,= y-@

képleteket kapjuk.
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1.4. abra. A centrifugalis gyorsulas vetiiletei
A térfogati er6 komponenseit tehat most a kovetkezéképpen irhatjuk fel:
fi=x’, f =y, f=-g. (1.18)
E komponensekkel a potencial

2
U=—J.(x-a)2 dx+y- o dy—-g dz)=—%-(x2+y2)+g-z+C (1.19)

lesz. Az U =dll. egyenletli ekvipotencialis feliiletek forgasparaboloidok, és a szabad felszin is ilyen
modon egy forgdsparaboloid feliilet lesz. Ez utobbi egyenlete
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—%-(x2+y2)+g-z+C=dll., (1.20)

amelyet tovabb alakithatunk:

2 2
r-w

+g-z=C,. (1.21)

Ahhoz, hogy megkapjuk a szabad felszin egyenletét, meg kell hataroznunk a C, allando

értékét. Ebben az esetben is abbol indulunk ki, hogy a szabad felszin alatti térfogat a nyugalomban
levé és a forgd tartaly esetében ugyanaz a mennyiség kell legyen. A szamitasok elvégzéséhez

tekintsiik az 1.5. abrat, amely a tartaly fiiggéleges metszetét abrazolja (ezen a szabad felszin egy
szimmetrikus parabolaiv).

| z
J—— )
~_ )
H
Wk
h
D=2R
" .

1.5. abra. A tartaly metszete

Ezen az 4bran lathatjuk, hogy a parabolikus felszin a tartaly fala mentén a H magassagba
emelkedik fel, mig a forgastengely vonalaban a 42 mélységre siillyed.

A forgésparaboloid alatti térfogat Gigy szamithato, hogy a H magassagl henger térfogatabol
kivonjuk a H —h magassagl forgasparaboloid térfogatat.

A henger térfogata

V,=n-R*-H, (1.22)
a paraboloidé pedig

vz AN (1.23)

H és h kozott a szabad felszin 1.21. egyenlete teremt a kapcsolatot, H egy » = R sugara

pont z koordinataja, mig 4 az r =0 sugart pont koordinataja, melyek a szabad felszinen vannak.
Tehat, az emlitett egyenlet értelmében

R*- &’

+g-H=g"h, (1.24)



vagyis

2 2
hep K@ (1.25)
2-g
Ezt a paraboloid térfogatanak képletébe behelyettesitve kapjuk
2 2
H—{H_Rzg_) j Rz'a)z 7Z"R4‘a)2
Vp:ﬂ-RZ- =7 -R*. = ) (1.26)
2 4.g 4.g
A szabad felszin alatti térfogat tehat
4 2 2 2
Vv,V =zR H-ZR g B (1.27)
4.g 4.g

amelynek egyenlonek kell lennie a nyugalmi allapotban szamitott térfogattal (a 4, magassagu
henger térfogatarol van szo):

V=rR-h. (1.28)

Ebbdl az egyenldségbdl kovetkezik, hogy

2 2 2 2
hy=H 22 H=h+ 22 (1.29)
4.g 4.g
az 1.25. képlet alapjan pedig
2 2 2 2 2 2 2 2
popg @y Ko Ko, Ko (1.30)
2-g 4.g 2-g 4.g

A z=h,r=0(x=0, y=0) koordinataju pont a szabad felszinen kell legyen, az 1.21. képlet
szerint tehat

R 0
C=g-h=gh- 4w , (1.31)

s a szabad felszin egyenlete

r2 602 RZ a)Z
z— =g-h,— 1.32
g 5 " (1.32)
lesz.
A nyomésdiagramok megallapitdsanal az alapegyenletbdl indulunk ki:
p-a)2 2

p+p-U=p—T+p-g-z=C2. (1.33)

Ha ebbe az egyenletbe behelyettesitjiik a tengely és a szabad felszin metszéspontjat és az ott
hat6 nyomast, akkor a C, konstanst meghatarozhatjuk: ennek a pontnak a koordinatdi r=0 és

z=h, és ha ebben a pontban p = p_, akkor



R -’ ‘R -’
Cz=pa+p-g-(ho— j=pa+p-g-ho—p—- (1.34)
4.g 4
A nyomast ad6 fliggvény végsd soron
@ (2.1 -k’
p=p 2O ghy-2) (135)

4

lesz. E képlet szerint fiiggéleges iranyban a nyomas ezuttal is linearisan ndvekedik a mélységgel,
mig sugariranyban az a forgastengelyt6l mért tavolsag négyzetével aranyos (parabolikus valtozas).
Az edény falan érvényes diagramokat az 1.5. dbran lathatjuk.

2. A HIDROSZTATIKAI NYOMAS

Adott az aldbbi (2.1.) dbra bal oldaldn lathaté U-alakd csd, amelyben viz van és
amelynek egyik dgdba a viz f6lé h magassdgl rétegben olajat ontiink. Mekkora kell
legyen a két dg kozétti nyomdskiilonbség ahhoz, hogy a szabad felszin mind a két
dgban ugyanabban a magassdgban legyen? Ismertnek tekintjik a két folyadék
slir(iségét.

‘Pa ‘Pa ‘p ‘Pu

— ‘
‘

w w
2.1. abra. U-csé két folyadékkal

Az ilyen jellegli hidrosztatikai feladatok megoldasanak alapjat néhany észrevétel, 6sszefiiggés
alkotja. A megoldas alapja a hidrosztatika alaptdrvénye, amely gravitacids térben nyugalomban
levé homogén, 6sszenyomhatatlan folyadékokra

p+y-z=allando

formaban irunk fel, ahol z egy tetszélegesen megvalasztott referencia-feliilettél (amely egy
ekvipotencialis feliilet kell legyen) mért magassag,

y=p-g



pedig a folyadék fajstlya.

Ha a hidrosztatika alaptorvényét egy s magassagu, gravitacios térben nyugalomban levé
homogén folyadékoszlopra alkalmazzuk, akkor annak nyomasat, amit az oszlop als6 végénél
mériink, p = p, +y-h formaban kapjuk, ahol p, a folyadékoszlop felszinén haté nyomés. A p,
nyomas az illetd folyadékoszlop folott levd kdzeg nyomasa, tehat az példaul lehet a 1égkori nyomas
vagy pedig az illet6 folyadék folé rétegezett masfajta folyadék nyomasa.

Egy masik észrevétel szerint, amely az elobbi kdvetkezménye, a homogén, gravitacids térben
levd nyugvo folyadékok belsejében a vizszintes sikok ekvipotencialis felilletek, amelyek mentén a
hidrosztatikai nyomas allando.

Ezen észrevételek alapjan eldszor is az emlitett referencia-feliiletet kell megvalasztanunk. A
szamitasok szempontjabol a legegyszeriibb az lenne, ha ez a feliilet egy vizszintes sik lenne. Mint
kideriil, e sik nem emelkedhet az als6 folyadék, a viz felszine f6lé, ugyanis nem metszhet két
kiilonb6zo folyadékot. Mas feladatokban megtorténhet, hogy az U-cs6 mindkét agaban olaj van a
vizréteg folott: ilyen esetekben sem emelkedhet a vizszintes referenciasik a viz felszine fol¢, még
akkor sem, ha mindkét agban az olajréteget metszi.

Ahhoz, hogy a felirand6 egyenletben minél kevesebb tag szerepeljen, a referencia-sikot a viz
felszinén kell meghuzzuk, a 2.1. abran lathaté moédon. E sik mentén tehat mindkét agban a nyomas
ugyanazzal az értékkel rendelkezik.

A kezdetben a folyadék felett mindkét 4gban az atmoszférikus nyomds ( p, ) hat. A referencia-

sikon mérhetd nyomasok azonossagabol kdvetkezden
Ptpgh=p,+p,-gh, (2.1)
ahonnan egyszeriisités utan kapjuk a jobb oldali agban a szabad felszin referencia-sikhoz

viszonyitott magassagat:

n=p, 2.2)
P

Ahhoz, hogy a feltett kérdésre a valaszt megtalaljuk, a bal oldali 4gban hat6 felszini nyomast
ugy kell médositanunk, hogy a 4 =h' egyenldség teljesiiljon. A 2.1. relaciot tehat ujbol felirjuk:

p+p-gh=p,+p,-g-h, (2.3)
ahonnan:
p—pr.=(p,—p)-g-h, (2.4)

ami a keresett nyomaskiilonbséget jelenti.

3. A HIDROSZTATIKAI ERO ES ANNAK NYOMATEKA

Az aldbbi (3.1.) dbrdn egy nyitott tartdly lathaté, amelynek fiiggdleges faldn egy
szimmetrikus trapéz alakd nyildszaré taldlhaté. Ennek kisalapja b, nagyalapja B,
magassdga m , felsé pereme pedig a tartdlyban levé folyadék felszinén van. E folyadék
fajsdlya y. Mekkora erdt gyakorol a folyadék a nyildszdrora ds hol van ennek az

erének a tdmaddspont ja?

10



3.1. abra. Nyilaszaro egy tartaly fiiggdleges falan

A nyomas definicidja szerint felilleten megoszlo erd, szamszerlien egyenld az egységnyi
feliiletre hato erdvel. E definici6 alapjan a hidrosztatikai nyomasbol szarmazé erd (a hidrosztatikai
erd) a nyomas €s a nyomassal terhelt feliilet szorzata lenne. Ez az egyszer(i 6sszefiiggés azonban
csak akkor hasznalhato, ha a feliilet sik (ugyanis a nyomas vektorialis mennyiség) és ha a nyomas e
feliileten alland6. Ellenkezd esetben ezt a szorzatot csak egy olyan kis elemi dS feliiletre irhatjuk
fel, amely siknak tekinthetd és amelyen a nyomas csak elhanyagolhatd mértékben véltozik, a teljes
feliiletre hatd er6t pedig az ezen elemi feliileteken szamitott elemi dF =-n-p-dS vektorok
Osszegzésével kapjuk:

F:—J.p-ndS.
N

Példankban a hidrosztatikai nyomas a szabad felszint6l szamitott # mélységgel nd, tehat az
elébbi integrdlban p=y-h. Ez a nyomas most a relativ nyomds, mivel a 1égkdri nyomdas a
nyilaszaré mindkét oldalara hat és ezért az abbol fakado erék éppen kiegyenlitik egymast.

A dS feliileteket Gigy kell megvalasztanunk, hogy azon a nyomas koézel allando legyen. Mivel

a nyomas vizszintes sikokban allando, ez a feliilet a trapéz alapjaival parhuzamos keskeny sav lesz
(3.2. abra).

Y b A
i
h / Y B/ \C i
m .y o O\ ﬂ( )
A //f i / AN
dh X
i DB,, s

3.2. dabra. Az elemi dS feliilet
Ennek a savnak a teriilete
dsS = p(h)-dh, 3.1

ahol p(h) a dh magassagu elemi trapéz kozépvonalanak hossza, mely a 7 mélység fiiggvénye.
Ennek a hossznak a kiszamitasahoz a trapéz egyik oldaldhoz egy parhuzamost hlizunk az abran
lathatdé moddon, akkor a megjelolt haromszogekhez jutunk. Az ABC haromszég és az ADE
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haromszogek hasonléak, mivel kozos csticsukkal szemben fekvd oldalaik parhuzamosak. E
hasonlosag kdvetkezményeként az alapok és a magassagok aranya azonos:

MZE’ (3.2)
B-b m
ahonnan
L(h) zﬁ'(B—b)-f—b. (3.3)
m
Ezzel
h
dSz{—-(B—b)er}-dh, (3.4)
m
és
h
sz;/-h-[—-(B—b)er}-dh. (3.5)
m
A zar6szerkezetre hato er6 tehat
m b hz m
F:jy.h —(B=b)+b | =
) 2, (3.6)

A hidrosztatikai eré tdmadaspontjanak meghatarozasahoz Varignon tételét hasznaljuk, mely
szerint egy erdrendszert alkotd vektorok nyomatékainak ereddje azonos az eredd erdvektor
nyomatékaval.

Az erdrendszert az elemi dF erdk alkotjak (3.5 képlet). Ezeknek a trapéz kisalapjara
vonatkoztatott nyomatéka

dM =h-dF, (3.7)

ahol a skalaris felirdsi mod azért lehetséges, mert a dF vektor merdleges a trapéz sikjara. Az elemi
dM nyomatékok 0sszege az ered6 F erd nyomatékaval azonos. Az dsszegzés, mivel folyamatosan
valtozo mennyiségrol van sz, integralast jelent:

M:H-F:jhdF, (3.8)

ahol H az eredd eré tamadaspontjanak a felszintdl szamitott mélysége. Az elemi dF' erd 3.5.
képletének behelyettesitésével

P 1) -
m 3 (3.9)

:Th-y-h-{ﬁ-(B—be}dh:(
0 m

y-(B—b)-m’ +}/‘b'm3 B y-(3-B+b)-m’
4 3 12 '

A 3.8. képletbdl kovetkezden ha ezt a mennyiséget elosztjuk a 3.6. képlettel megadott F
erével, akkor megkapjuk a tamadaspont mélységét:
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7-(3-B+b)-m’
M_ 12 . 3-B+b
F 2-(2-B+b)

o (3.10)

y-m’

-(2-B+b)

Ellenérzésképpen, amennyiben a trapéz két alapjat egyenldvé tesszikk (B =b), akkor e
mélység elvarasunknak megfelelden a ,trapéz” (paralelogramma vagy téglalap) magassaganak két
harmada lesz.

Szimmetria okok miatt a tiamadaspont a trapéz szimmetriatengelyén van.

—0—0—-0-0—0—0-0—0—0—0—0—0—

Szdmitsuk ki a 3.3. dbrdn ldthatd, szektor alaki zdrdszerkezetre haté F
hidrosztatikai erét és annak a szerkezet tengelyére vonatkoztatott M nyomatékat. A
szektor egy b magassdgl és r sugarl henger paldstjdnak negyede.

3.3. abra. Hengeres zardszerkezet

Gorbiilt feliiletek esetében az elemi dS feliiletre hato dF erd vetiileteit
dF, =dF -i=—p-(n-i)-dS=p-dS,,
dF, =dF-j=-p-(n-j)-dS=p-dS_, (3.11)
df, =dF -k=-p-(n-k)-dS=p-dS
formaban szamitjuk. Ezekben a képletekben a zardjelben levo skalaris szorzatok az elemi dS feliilet
normalisanak iranytényezo6it adjak, az iranytényezd és az elemi feliilet szorzata pedig e feliilet

vetiileteihez vezet, a megfeleld koordinatasikokra.
A hidrosztatikai er6 vetiileteit e képletekbdl integralassal kapjuk:
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F = jpdS
F, = jpa (3.12)
F = jpdS

A hidrosztatikai er6 nyomatékat szintén a vetiiletekkel adjuk meg. Az elemi erdk tengelyek
koriil forgaté nyomatékai rendre

dM, =dF,-y—dF,-z=p-(dS, -y—dS_-2),
dM, =dF, -z—dF.-x=p-(dS.-z-dS,, -x), (3.13)
dM, =dF,-x—dF,-y=p-(dS_-x-dS - y).

Az elemi mennyiségek integralasaval

M = Ipde —jpzdS

S,
M, jpzw-{pxw (3.14)

M. = jpde —.[pde

A nyomaskozéppont koordinatait (x,,y,,z.) a Varignon-tétel alkalmazasaval hatarozzuk
meg, a nyomatékokra felirt

MX 0 _Z( yL FY
M, r=|z. 0 -—x |1F (3.15)
M. -y. x. 0 F,

egyenletrendszer megoldasaval.

Bebizonyithato (a 3.12. integralok alapjan), hogy a vizszintes Osszetevok a hidrosztatikai
nyomassal terhelt § feliilet fliggéleges vetiileteire es6 terheléssel azonosak, illetve a fliggéleges
Osszetevo a feliilet folott levo folyadék stlyaval azonos, igy azokat az integralokat nem mindig
sziikséges analitikus modon kiszamitani, illetve egyszeriisithetiink a szamitasok soran. A vizszintes
OsszetevOok erdkarja az el6bbi megoldott feladat alapjan szamithato, a fiiggélegesé meg a feliilet
feletti térfogat geometriai kdzéppontjanak kiszamitasat feltételezi.

E feladat megoldasa soran is egyszerlsiteni fogunk.

El6szor is megrajzolunk egy koordinatarendszert (3.4. abra), az y tengely a papir sikjara
merdleges ¢és befele mutat (ebben az irdnyban mérjiik a hengerpaldst » magassagat).

A terhelt S feliiletet élbdl latjuk, az egy korivként (egy negyed korként) latszik, és egybeesik
onnén S vetiletével. Az S, ¢és az § . vetiletek egyarant r magassigh €s b szélességli
téglalapok.

A hidrosztatikai nyomas a mélységgel linearisan valtozik és merdleges a terhelt feliiletre.
Valtozasat a p=y-(H —z) relacid adja, ha a nyomast a z koordinataval fejezziik ki (mivel a
felszint6l szamitott mélység és a z koordinata kdzott most a h = H —z Osszefliggés, koordinata-
transzformacio allapithatdo meg).
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Ha a hidrosztatikai er6 komponenseinek kiszamitasdhoz a 3.12. képleteket szeretnénk
alkalmazni, akkor el0szor meg kell allapitanunk a vetiiletek elemi feliileteit.
A dS, elemi felilletet dz magassaga és b szélességli téglalapoknak tekinthetjik, hiszen a b

méret irdnyaban (mely vizszintes) a hidrosztatikai nyomas nem valtozik:
dS, =b-dz. (3.16)
A dS_ elemi feliilet nagysaga nulla, hiszen a terhelt feliilet xz sikra eso vetiilete egy koriv:
dS_=0. (3.17)
A dS,, elemi feliilet felvételénél is a dS _ -hez hasonlo médon jarhatunk el:

ds, =b-dx. (3.18)

V=

F:

3.4. dbra. A zaroszerkezetre hato hidrosztatikai nyomds
Ez utébbi képletben az x koordinata jelenik meg, viszont a nyomds a mélységgel valtozik. Ez

az x koordinata a terhelt feliilet egy P pontjanak koordinataja, amit a koriv sugaraval a z
koordinataval kapcsolatba hozhatunk (3.5. abra). Pithagorasz tétele alapjan, az abra jeloléseivel

z'=Ar' =X, (3.19)

és ekkor

z(x)=r—z'=r—~r’-x*. (3.20)
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b, )
/ z

X
3.5. abra. A koordinatak kozotti kapcsolat
A fentiekkel, a 3.12. képletek alapjan
F. = j p-dS, I;/-(H—z)-bdz:}/-b-I(H—z)dz,
0
F, = jp ds_ =0, (3.21)

F={p-ds, jy —2(x)]-b dx = ybj(H S —x)dx.
Sy
Ha az integralokat kiszamitjuk, akkor e képletekbdl
y-b-r-(2-H-r)

2
F, =0, (3.22)

Fo=-

2
F =}/-b~{(l-[—r)~r+ ! 4”}
Amit a harmadik integral kiszdmitasahoz tudni kell az a kovetkez6:

2
[N -x dxz%-\/rz—xz +%-arc sin = (3.23)

7

Az elméleti 3.12. képletek alkalmazésa tehat lathatoan elég sok munkaval jar. Ha az emlitett
észrevételeket alkalmazzuk, akkor ugyanezeket az er6ket konnyebben is kiszamithatjuk. Az F,

vetiilet a nyomasdiagram térfogata (az pedig egy trapéz alapu hasab, amelynek alapja a trapéz alaki
nyomasdiagram €és a magassaga b ), az iranyat is figyelembe véve tehat:

F :_7~(H—r)+}/'H‘r‘b:_7/~b'r~(2'H—r).

3.24).
x 5 5 (3.24)

Az F, vetiiletr6l konnyen belathatjuk, hogy nulla, az F, vetiilet pedig a terhelt feliilet f616tti
folyadék sulyaval azonos. A példankban a folyadék alulrol felfele nyomja a hengeres feliiletet, igy
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F_ felfele fog mutatni. A terhelt feliilet folotti térfogatot a szabad felszin meghosszabbitasaig
szamoljuk. Ez egy Osszetett térfogat, amely egy negyed hengerbdl és egy hasabbal all:

V:%-rz-ﬂ-b+(H—r)-r-b, (3.25)

s ha ezt a térfogatot megszorozzuk a folyadék y fajstlyaval, akkor kiemelés és rendezés utan a
keresett vetiiletet

2
F :y-b-{(H—r)-r+r 4”}

formaban kapjuk.

Végso soron tehat sokkal kevesebb munkaval jutottunk a keresett mennyiségekhez.

A zardszerkezet tengelyére haté nyomaték analitikus kiszamitasdhoz a 3.14. képleteket
kellene hasznaljuk. Elészor is ki tudndnk szamitani a koordinatarendszer y tengelyére

vonatkoztatott nyomatékot:
M,=[pxds,~[p-zds, =J.y'(H—r+x/r2—x2)'x'b dv+ [y-(H-2)-z-bdz, (3.26)
s, S, 0 0

majd a mechanikabol ismert

M=M, +RxF (3.27)

képlet alkalmazasaval ki szamithatjuk a szerkezet tengelyére vonatkoztatott nyomatékot is, ahol R
a zaroszerkezet tengelyének helyzetvektora az xz sikban

Az egyszerlibb modszer szerint ki kellene szamitani az F, és az F, Osszetevok nyomatékat,
majd azokat 6sszegezni. Ehhez meg kell allapitani azok tdmadaspontjat.

F_ tdmadaspontja a trapéz alakil nyomasdiagram geometriai kozéppontja. Ezt a trapézt egy
téglatest és egy haromszog alapi hasabra bonthatjuk fel, azok geometriai kdzéppontjat pedig
konnyen megadhatjuk (3.6. abra).

Y (H—-r)

F. 2:7r/3
Fx = 7“7 + FxZ

v-H Y (H—7r) yr

3.6. dabra. A trapéz felbontdsa

F_ tamadaspontja a terhelt feliilet f6lotti térfogat geometriai kdzéppontja, azt is felbontjuk,

egy téglatestre és egy negyed hengerre (3.7. abra). A negyedkdr geometriai kozéppontjat vagy
tablazatokbol keressiik ki, vagy pedig kiszamitjuk azt.
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r/2

———

4-v/3-7

3.7. abra. A terhelt feliilet folotti térfogat felbontdsa

Az abran szerepld erdket a diagramok geometridja alapjan szamitjuk:

Fy=~y-(H=r)-r-b,

2
Fy = ]/rr'b:_]/r b,
2 2 (3.28)
F,=y-r-(H-r)b,
2
Fz2:7'r ”'b-

A szerkezet tengelyére vonatkoztatott nyomaték a rajzon feltiintetett erékarokkal és a felsorolt
er6kkel a kovetkezo lesz:

2 2-r

2
royer r rm , 4-r
M=-y-(H-r)rb——"—5>b—+y-r-(H-r)b-—+y- —
y-(H =) 57 3ty =) bty

) =0.(3.29)
REV/4

A 3.26. integralt ki lehetne szamitani, vagy az egyszerisité észrevételek alapjan is
eljarhatunk, azonban észrevehetjiik hogy az elemi dS feliiletre haté dF a zaroszerkezet feliiletének
barmely pontjaban annak tengelye fele mutat (mert merdleges a feliiletre, tehat a korivre), s ennek
kovetkeztében nincs arra vonatkoztatott nyomatéka (n# ugyanis ebben az esetben minden pontban
sugariranyu). Ilyen modon Varignon tételének alapjan a hidrosztatikai erének nincs nyomatéka a
zaroszerkezet tengelyére nézve, tehat ha eltekintenénk a szerkezet sajat sulyatol és a strlodasi
eroktol, akkor a szerkezet nyitasahoz sziikséges nyomaték zér6 lenne.

4. TESTEK USZASA

A 4.1. dbrdn egy hasdb alaki test lathatd, amely egy folyadék felszinén Uszik.
Hatdrozzuk meg a hasdb azon legnagyobb ¢ magassdgdt, mig annak az dbrdzolt dszdsi
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helyzete stabil. A folyadék fajsilya y,, a hasdbé y,, a hasdb dbrdra merdleges
mérete b>a.

Y
}

4.1. @bra. Uszé hasdb

A test Gszasanak feltétele az F hidrosztatikai felhajtoerd és a test G' stilydnak egyensulya,
egyenlOsége:
F=-G vagy F=G. 4.1

A felhajtoerdt a kiszoritott folyadék V, térfogataval szamoljuk ki:
F=y,V, (4.2)
mig a test sulyat, ha anyaga homogén, annak V, térfogataval
G=y, -V (4.3)
formaban kapjuk.

A felszinen sz test esetében V, <V, és y, >y,. A 4.1 feltétel V, =V, ¢s y, =y, mellett is

t t
teljestil, de ekkor a test a folyadék belsejében lebeg és nem a felszinen uszik.
A test Giszasanak vizsgélatakor azt is meg kell vizsgaljuk, hogy a helyzete stabil-e. E kérdés a
¢, metacentrum, a ¢, kiszoritasi kdzéppont és a test ¢, stlypontjanak egymashoz viszonyitott

helyzetének vizsgélatdval dontheto el (4.2. abra).

S

1o

A

h
\i 4o C
el
Y V..

4.2. abra. Az uszo test egyensulya
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A stabil szas feltétele az
r>e (4.4)
relacioval adhatd meg, ami azt jelenti hogy a metacentrum a sulypont felett kell legyen. E
relacidban » a metacentrikus sugér, amit a Bouguer formula ad:

}‘:i’ (45)

ahol I, az § uszasi felilletnek a dbléstengelyre vonatkoztatott masodrendii nyomateka. e az

excentrikussdg, ami a kiszoritdsi kdzéppont és a sulypont tdvolsdga. Az abran szerepld 4 a
metacentrikus magassag.
Példankban a test stilya

V.=y,-a-b-c, (4.6)
a felhajtoerd pedig
F=y,-ab-H. (4.7)

A kett6 egyensulyabol a meriilési mélység

H=c 2o, (4.8)
Yy
amellyel a kiszoritési térfogat
V.=a-b-H=2tab-c. (4.9)
Vs

Az Gszasi feliilet egy a xb méretii téglalap, a doléstengely pedig ennek a hosszabbik oldalaval
parhuzamos felezovonala. E feliiletnek tehat a doléstengelyre vonatkoztatott masodrendil
nyomatéka

b-a’

I = , 4.10
y 12 ( )

a Bouguer formula szerint pedig a metacentrikus sugar

b-a’
) 2
ro_ 12 7 & .11)

r=-2%t=-——1& - .
Ve 7o 7, 12-c

'

-a-b-c

Az e excentrikussagot a kiszoritasi kozéppont és a stulypont tavolsagaként hatdrozzuk meg
(4.3. abra).

Mivel a test téglatest alaku, a kiszoritott térfogat is ugyanolyan alakkal rendelkezik. A
téglatest sulypontja a magassaganak felénél van, tehat a test stlypontja az alaptdl a magassag
felénél (ami c¢/2) a kiszoritdsi kozéppont pedig a meriilési mélység felénél (ami H/2). Az
excentrikussag e kettd kiilonbsége, tehat

ezf_ﬁzf_f.ﬁzﬁ.(pﬁ} (4.12)



A stabil uszas feltétele r > e, tehat

2
Y. @ et (4.13)
y, 12.¢ 2 7,

ahonnan a téglatest magassagara a

O<c<a- (4.14)

feltételhez jutunk.

[o]
HP2 Cr c/2

Y
A

4.3. dabra. Az excentrikussag meghatdrozdsa

5. A KONTINUITASI TETEL ALKALMAZASA

Az 5.1. dbrdn egy T alakd eldgazds lathatd, amelyen keresztiil folyadék dramlik
at, staciondrius korilmények kozott. Ismert a bedramlé térfogathozam, Q,, és az a

tény, hogy a két kimeneti dg kozott a hozam 1:2 ardnyban oszlik el. Ismert a bemené
dg 4  keresztmetszete. Hatdrozzuk meg a kimeneti hozamokat és

keresztmetszeteket, feltételezvén hogy az dtlagos dramldsi sebesség minden dgon

azonos.
1 3

01, A1, v 03, 43,3

2 2

02, A2, va

5.1. abra. T alaku elagazas
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A kontinuitasi tétel folyadékok stacionarius aramlasa esetén a tomeghozamok egyenlOségét
irja el6 egy aramcs6 barmely keresztmetszetén. Ha az aramcsében folyadék aramlik, amit
Osszenyomhatatlannak tekinthetiink, akkor a térfogathozamok is azonosak lesznek.

A @, térfogathozam, a v atlagos 4ramlasi sebesség ¢és az A keresztmetszet kozotti
kapcsolatot a

0,=v-4, (5.1
relacié adja.
Feladatunkban a kontinuitasi tétel alkalmazasa a bemend és a kimend hozamok
egyenlOségéhez vezet:

Q1 :Qz +Q3- (5.2)
A kimend hozamok aranya adott:
2. 1 , (5.3)
o, 2
ahonnan
0,=2-0,. (5.4)
Ezt az 5.2. egyenldségbe behelyettesitve kapjuk hogy
0, = 2 , (5.5)
3
majd az 5.4. egyenletbol
2.
0, = TQI . (5.6)

A hozamok meghatarozasa utan kiszamitjuk az atlagos aramlasi sebességet a bemeneti agon
(ott adott a hozam is és a keresztmetszet is), az 5.1. képlet felhasznalasaval:

v, =—. (5.7

A feladatban megadott adatok szerint az aramlasi sebességek azonosak minden agon, tehat

_a
=L

1

V=V, =V

(5.8)

Az aramlasi sebességekkel és a hozamokkal, ugyancsak az 5.1 képlet felhasznalasaval kapjuk
a kilépési keresztmetszeteket:

0 e A

Y34

Az_v2 073 (5.9)
A

és
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—2 -4, (5.10)

6. BERNOULLI TETELE

Legyen a 6.1. ldathaté tartdly, amelybdl egy szifon vezeti le a folyadékot.
Ismervén a szifon végének a szabad felszinhez viszonyitott 7 mélységét és a vezeték
S keresztmetszetét, a surlédds elhanyagoldsa mellett szamitsuk ki a szifon Q,

hozamat.

P1=pa,v1=0
1

Sapz :paa 2= {)

6.1. dabra. Szifon

Aramlé folyadékok nyomdsanak, hozamanak meghatirozasakor Bernoulli egyenletét
hasznaljuk fel. Egy gravitacios térben levé aramcsore, vezetékre ez

2 2
M+&+zlzu+&+zj+hrl_z, (6.1
2-g 7 2-g vy
ahol « a Coriolis egyiitthatd (lamindris aramlasban kor keresztmetszetli vezetékekre értéke 2,
egyébként egységnyinek tekinthetd), v az atlagos aramlasi sebesség, p a hidrosztatikai nyomas, y
az aramlo fluidum fajstlya, z a tekintett keresztmetszetnek az adott referencia-szinthez viszonyitott
magassaga, s pedig a két keresztmetszet (1 és 2) kozott fellépd surlodasi veszteség.

Példankban az egyik keresztmetszetet a tartaly szabad felszinén vessziik fel. Itt a nyomas az
atmoszférikussal egyenld, az aramlasi sebesség pedig a feszin siillyedésének a sebessége, ami
alacsony és elhanyagolhato.

A masik keresztmetszetet a kiomlésnél vessziik fel. Itt a nyomas megintcsak az
atmoszférikussal egyenld, mivel a folyadék mar kilép a vezetékbol.

Ha a referencia-sikot a kiomlési keresztmetszet magassagaban vesszik fel, akkor az 1-1
keresztmetszet kotdja z, = h, a 2-2 keresztmetszeté pedig z, =0.

A surlodasi veszteségek elhanyagolasaval tehat esetiinkben
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2 2
DO Py I (P4, (6.2)
2-.g 7y 2-.g 7y

ahonnan az aramlasi sebesség a kiomlésnél (tehat a vezetékben)

v, =+2-g-h. (6.3)

A szifon hozama tehat

0,=v,-S=8-\2-gh. (6.4)

7. AZ IMPULZUSMEGMARADAS TETELE

Legyen a 7.1. dbran lathatd, vizszintes sikban levé konyok, amelyen egy folyadék
dramlik keresztil, O, térfogathozammal. Ismervén a konyok datmérgjét és ivének

sugardt, valamint a folyadék p nyomdsdt és y fajsulydt, szamitsuk ki a konyckre haté
erdt.

Or

7.1. abra. Konyok

Az impulzusmegmaradas tételének értelmében a vezetékszakaszra hat6 erdk rezultansa

podP

v =0, -(v,=v), (7.1)

s ez a rezultans a hidrosztatikai nyomasbol, a folyadéksurlodasbol és a folyadék sajat sulyabol
szarmazo erdk vektorialis Gsszege:
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an'(vz_vl):F[)1+F

p2

+F +G. (7.2)

A fenti egyenletben az F, lateralis eré az egyediili ismeretlen (ekkora erdvel hat a cséfal a

folyadékra), ami onnan meghatarozhat6. Az egyenlet vektorialis, amit harom vetiileti egyenlettel
helyettesithetiink. Ehhez meg kell allapitanunk az egyenletben szerepld vektorok vetiileteit. Az abra
sajatossagainak felhasznalasaval, a feltiintetett koordinata-rendszerben (ahol a z tengely az abra
sikjara merdleges és felfele mutat), e vetiiletek a kovetkezok:

v, =0, /8
v oqv, =0 (7.3)
v, =0
v,, =0
v,: v, =—0,/8 (7.4)
v,,=0
Fplx :p.S
F,: {F, =0 (7.5)
F,. =0
F, =0
F,: <F, =p-S (7.6)
F,.=0
£ =7
F: F, =7 (7.7
£, =7
G, =
G: 1G,=0 (7.8)
2
G. :_7.”_R.” D
2 4

ahol a vezetékben levé folyadék sulyat a negyed torusz térfogatéaval szamoljuk ki, S =7-D* /4.
A 7.2. egyenletet vetiiletekkel felirva a kovetkezokhoz jutunk:

Qm '(V2x _le) = Fplx +Fp2x +Ex +Gx
0, (v, —v,)=F, +F, +F,+G, (7.9)
Qm '(VZZ _vlz) = Fplz +Fp22 +Ez +Gz

ahova behelyettesitve a vetiileteket kapjuk:
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0, p(0-0,/8)=0+ pS+F, +0

0,-p-(-0,/S—0)=p-S+0+F, +0 (7.10)
2 2

0, p-(0-0)=0+0+F, - F2 %

ahol p=y/g.
Innen az ismeretlen lateralis erd vetiiletei a kovetkezok:
F,=-0;-y/S-p-S
F,=-0y/S—p-S (7.11)
7°-D*-R
F.=y T

Eszrevehetjiik, hogy ennek az erdnek a vetiilete az xy sikra (szimmetria okok miatt) a
szogfelezore esik.

8. HIDRAULIKA

Szdmitsuk ki a 8.1. ldthaté vezetéken fellépé nyomdsesést, a csdsurléddsi
tényezék, az ellendllds-tényezék, a geometriai méretek és a folyadék s(irliségének,
kinematikai viszkozitdsdnak és hozamdnak ismeretében. A T eldgazdson a hozam fele-
fele ardnyban oszlik el.

b, di b3, da Gl da
G ———t T ——0n
_(‘ 1 é;z 2 éfn 3 éjf
A ) Is, da
G
L, di A i
on

Ghe

F

8.1. abra. Csovezeték

E feladatok megoldasanal a nyomasveszteséget a

2
v

p=¢, @8.1)
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képlettel hatarozzuk meg, ahol ¢, az ellendllas tényezd. E képletet a veszteségeket eldidézd
csOszakaszokra és idomokra irjuk fel, a teljes veszteséget e mennyiségek Osszege adja.

A lokalis veszteségforrasok (idomok, elagazasok, ki és belépés stb.) esetében az ellenallas
tényezot tablazatokbdl olvashatjuk ki, mig csdszakaszok esetén a

¢ =2 (8.2)

/
7
képletet hasznaljunk, ahol / a vezeték hossza, d a cs6 atmérdje, 4 pedig a csOsurlodasi tényezo.
Ez utobbi kiszamitasara a miiszaki gyakorlatban érdekes turbulens aramlas esetén pl. az Altschul-

képletet hasznalhatjuk:
120.11-4f£+@, (8.3)
d Re

ahol k&, az ekvivalens cs6érdesség, a Reynolds-szamot pedig a v, kinematikai viszkozitassal
szamoljuk:
v-d

Re=——. (8.4)
V/

K

Példankban el6szor a hozamokkal és az atmérdkkel szakaszonként meghatarozzuk az atlagos
aramlasi sebességeket, majd azokkal a megfeleld Reynolds-szamokat. Ezek alapjan az Altschul-
képlettel meghatarozzuk a csésurlddasi tényezoket, az atmérdktol és a sebességektdl fliggden négy
kiilonbozo6 értéket kapunk (az abran A4,... 4,).

A belépés ¢,,, a konydk ¢, a szikitd ¢

5z

a T-elagazas két aganak ¢, és &,,, valamint a
kilépés ¢,; ellenallastényezdjét ismertnek tekintjiik. A szakaszokra ezt az eldzetesen meghatarozott
A, csosurlodasi tényezdvel, az illetd szakasz atmérdjével és hosszaval, a 8.2. képlettel hatdrozzuk
meg.

E ¢ tényezokkel minden szakaszra és minden lokalis veszteségforrasra meghatarozzuk, a 8.1.
képlettel, a nyomasesést:

2

—abelépésnél Ap,, =¢,, - p -

2
- L pv
— az els6 csbszakaszon Ap, = A, -— -——
d 2
VZ
—a konyokon Ap, =4, 'p~?1
4 ; z L, p- V12
—a masodik csészakaszon Ap, = 4, z T
1
V2
—a szlikileten Ap_ =¢_-p ?2
L pv

— a harmadik csészakaszon Ap, = 4, -
d, 2
2

—a T egyenes agan Ap,, = ¢, '/7'%3
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2

—a T derékszogli agan Ap,, =&, ‘P‘v_3

2
. I, p-v?
— a negyedik csdszakaszon Ap, = 4, -—- 3
d, 2
. I, p-v:
—az 0tddik cs6szakaszon Ap, = A, d—5 T3
2

2

— akétkilépésnél Ap, =C,, - p %3
Ezek 0sszegzésével a belépés és a vizszintes kilépés kozotti nyomasesés:
Ap, = Ap,, +Ap, + Ap, + Ap, + Ap_ + Ap, + Ap,, +Ap, + Ap,,,
a belépés ¢és a fliggdleges kilépés kozott pedig:
Ap, =Ap,, +Ap, +Ap, + Ap, + Ap_ + Ap, + Ap,, + Aps + Ap,; .
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