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BEVEZETES

Comenius, akit a modern oktatds létrehozéjanak tartanak, az alab-
bi kijelentést tette a tanitdsi mdédszerekre vonatkozéan: ,, Tanitani szinte
nem is jelent mdst, mint megmutatni, miben kiilonbdznek egymadstol
a dolgok a kiilonb6z6 céljukat, megjelenési formajukat és eredetiiket
illetGen. .. Ezért aki j6l megkiilonbozteti egymadstdél a dolgokat, az jol
is tanit.” Ez a konyv els6sorban erre a didaktikai alapelvre épiil. Egy
olyan tanitdsi, illetve tanuldsi moédszert ajanl, amely segit a tanuléknak
ugymond feliilnézetbd] latni a megvizsgdlt 6t programozasi médszert:
moho (greedy), visszalépéses keresés (backtracking), oszd meg és ural-
kodj (divide et impera), dinamikus programozds, branch and bound.
Tehédt nemcsak az a célunk, hogy bemutassuk e moédszereket, hanem
az is, hogy olyan nézépontba juttassuk az olvasét, amelybél feltdrulnak
el6tte a technikédk kozotti elvi, alapvetd, s6t drnyalatbeli kiillonbségek,
illetve hasonlésdgok. A comeniusi alapelvvel 6sszhangban ez nélkiiloz-
hetetlen, ha uralni szeretnénk a programozas e teriiletét.

A kovetkez6kben erre a megkozelitési modra mint feliilnézet-méd-
szerre hivatkozunk.

A feliilnézet-modszer altalanos leirasa

Mit jelent , feliilrsl 1atni” valamit?

Képzeljiik el a kovetkez6 helyzeteket: a rendérségen, egy biineset
kapcsan, a kiilénb6z6 forrasokbdl érkezé bizonyitékokat feltiizik egy
hirdet6tdbldra. Miért? A polgdrmesteri hivatal vdrosrendezésért fele-
16s szakosztdlya elkésziti a varos makettjét és azt korbedlljak. Miért?
Azért, hogy dtfogo képet kapjanak az ,,egész”-r6l, valamint, hogy jobban
érzékelhet6ek legyenek az egyes , részek” kozotti hasonlésagok, kiilonb-
ségek, illetve kapcsolatok.

A két esetben kiilonb6z6 moédon alakitottdk ki az illetékesek
a feliilnézetet. A renddroknek sziikségiik volt egy olyan ,platformra”
(a tdbla), amelyen elhelyezve a bizonyitékokat, ,egymds mellett”
lathattdk Gket. A miépitészek kicsinyitést és absztrakciét hasznaltak
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a makett elkészitésekor. Az absztrakcié azért fontos, mert elvonatkoztat
attél, ami a tanulméanyozds szempontjabél lényegtelen.

A két modszer 6tvozésébdl lathato, hogy a feliilnézet kialakitdsdhoz
szilikséges lehet egy tigynevezett ,,absztrakt platform”, amelyen az elem-
zett entitdsok dgy helyezhet6k egymas mellé, hogy szembetiinévé vélja-
nak a vizsgalat szempontjdbdl lényeges tulajdonsdgok és kapcsolatok.

Azt, hogy ebben a konyvben mit fogunk feliilnézeten érteni, a kovet-
keztképpen lehetne 0sszefoglalni:

1. ,Egymads mellett” latjuk a vizsgdlat targyat képezd entitdsokat.

2. Gsak az latszik, ami a vizsgdlat szempontjabél 1ényeges.

3. Nyilvanvaléak a hasonlésagok és a kiilonbségek, szembettintk

a kapcsolatok.

A médszer célja olyan helyzetbe juttatni a tanul6t, hogy ilyen ralata-
sa legyen a tanulmdanyozas alatt 4116 anyagra. Természetesen kiilonbo6z6
feliilnézetek alakithatok ki attél fiigg6en, miként valdsitjuk meg az emli-
tett 1épéseket. Ez kivdnatos is, hiszen minden tjabb feliilnézet egy masik
szemszoget jelent. A mddszer egyik erGsségének szamit az is, hogy segit
a didkoknak a vizsgélt entitdsok egyméshoz viszonyitott ,,értékét” is fel-
mérni. Példdul az algoritmustervezési stratégidk tanulmédnyozdsa esetén
nyilvdnvalévd védlnak az egyes technikdk er@s, illetve gyenge pontjai,
valamint az, hogy adott helyzetben melyiknek az alkalmazasa a legcél-
szer(ibb és miért.

Az alébbi egyszerl kisérlettel j6l ellenérizhet6 a mddszer haté-
konységat igazol6 alapelv. Mutassunk fel egy papirlapot, és kérjik meg
a tanulékat, hogy nevezzék meg minél tébb tulajdonsédgat. Ezutdn — egy
masik osztdlyban — ismételjiik meg a kisérletet, de tigy, hogy a papirlap-
pal egyiitt egy mésik alakzatot is felmutatunk (példdul, ami fabél késziilt,
nem sikidom, nem egyszinfi stb.).

Mit fogunk tapasztalni? A mdsodik osztdlyban a papirlapnak sza-
mottevéen tobb tulajdonsaga fogalmazodik meg a tanulékban. Példaul
nem biztos, hogy az els6 osztdlyban felfigyelnek arra, hogy az iv egyszi-
nfi, sikidom, 6sszegytirhetd, nyersanyaga fa stb. Ez az egyszert kisérlet
egy régota ismert igazsdgot emel ki: az ellentétek felhivjdk a figyelmet
mind magukra, mind a hasonlésdgokra.

Mi volt a tanér szerepe ebben a kisérletben? Az, hogy a didk elméjé-
ben kialakitsa a feliilnézetet. Ez azt feltételezte, hogy ugy vélassza meg
a targyat, amit a {v mellé helyezett, hogy szembeotlévé valjanak azok
a szempontok, amelyek alapjdn szeretné, hogy a tanulék az 6sszehason-
litast elvégezzék.
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Feliilnézetek az informatikaoktatasban

Hogyan lehet feliilnézeteket kialakitani informatikadrdn? A legtébb
tanar megteszi ezt — még ha nem is igy nevezi —, amikor a rendezése-
ket tanitja. A fejezet végén vesziink egy konkrét szdmsorozatot, amelyen
elmimeljiik, vagy elmimeltetjiik a tanulékkal, az 6sszes megtanitott ren-
dezési algoritmust, és felhivjuk a figyelmet a hasonlésdgokra, valamint
a kiilonbségekre. Amikor igy jarunk el, feliilnézetet alakitunk ki a dié-
kokban, hiszen:

— ,,Egymds mellé” helyezziik a rendezési algoritmusokat azaltal,

hogy ugyanazon a szamsorozaton mimeljiik el &ket.

— Felhivjuk a didkok figyelmét arra, hogy egy adott feliilnézetbsl

mi lényeges és mi nem. Példdul az dsszehasonlitdson alapulé
rendezések estén arra Osszpontosithatnak a didkok egy adott fe-
liillnézetb6l, hogy milyen stratégidk szerint torténnek az elemek
hasonlitgatasai.

— Segitlink a tanuléknak meglatni a hasonlésagokat és a kiilonbsé-

geket, az algoritmusok ersségeit és gyenge pontjait.

Kitlin6 szamitégépes szimulaciék léteznek, amelyek megkdnnyithe-
tik a feliilnézet kialakitdsat a rendezési algoritmusokat illetGen.

Algoritmustervezés feliilnézetbdl

Hogyan alakithatunk ki feliilnézeteket az algoritmustervezési straté-
gidk tanitdsakor? A kihivas abban éll, hogy amig a rendezési algoritmu-
sok ugyanazt a feladatot oldjak meg, addig minden egyes algoritmuster-
vezési stratégidnak megvan — tébbé-kevésbé — a sajat felségteriilete. Az 1.
abra ezt szemlélteti. Az egyes korok azon feladatok halmazat dbrézoljdk,
amelyek megoldhatdk az illet§ stratégidval, fliggetleniil att6l, hogy op-
timalis megoldast nyujtanak-e vagy sem, hatékony az algoritmus vagy
nem.
Az, hogy a korok metszik egymadst, azt szemlélteti, hogy léteznek
olyan feladatok, amelyek t6bb technikaval is megoldhatdk, s6t egye-
sek az Osszessel'. Ebbol arra kovetkeztethetiink, hogy léteznie kell egy

1 A branch and bound technikdt csak érint6legesen tdrgyaljuk az A* algoritmus
révén.
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greedy >

backtrack divide et impera

< dinamikus programozds

1. abra.

,»sik”-nak, amelyen az egyes technikdk feladathalmazai alapvetd ha-
sonlésdgokat mutatnak. Melyik ez a ,,sik”? Ahhoz, hogy megtalaljuk
a valaszt erre a kérdésre, be kell vezetniink a fastruktira fogalmat.

Fastrukturak

A fastruktirdnak van egy kitiintetett csomépontja, amely a fa nulla-
dik szintjén helyezkedik el, és amelyet gyokércsomépontnak neveziink.
Az elsé6 szinten taldlhatdk a gyokér fiicsomdépontjai, a masodikon ezek-
nek a filcsomdpontjai és igy tovabb. Azokat a csomépontokat, amelyek-
b6l nem &gazik le egyetlen fiicsomépont sem, a fa leveleinek nevezziik.
Tehat egy fastruktira csomépontokbdl épiil fel, és ezek kozott apa—fia
tipusi kapcsolatok vannak. Minden csomépont egyetlen apacsomépont-
hoz kapcsolédik, amely a kozvetlen felette 1év6 szinten taldlhaté. Ez aldl
egyediil a gyokércsomépont kivétel. Ezzel szemben egy csoméponthoz
tobb fiicsomépont is kapcsol6dhat, amelyek a kozvetlen alatta 1évo szin-
ten helyezkednek el. A fiak k6zo6tt aszerint tesziink kiilénbséget, hogy —
balrél jobbra szdmolva — hanyadik fiuk az apjuknak (2. dbra).

Megtigyelhet6, hogy barmely csomdépont a leszdrmazottjaival egyiitt
ugyancsak fa. Ez a kovetkez6 rekurziv definiciét teszi lehetévé: Fastruk-
tirdnak nevezziik a csomdépontoknak olyan halmazit és szerkezetét,
amelyben létezik egy kitlintetett gyokércsomépont, és a tobbi csomo-
pont olyan diszjunktiv halmazokba van szétosztva, amelyek maguk is
fak, és e részfak gyokerei, mint fiak, a fa gyokeréhez kapcsolédnak. Ha
egy fastruktdrdaban mindenik csomépontnak legfentebb két fia van, ak-
kor binaris farél beszéliink. Ez esetben a fiicsomépontokat jobb, illetve
bal fiakként azonositjuk.
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2. abra.

Egy ,,absztrakt platform”

A visszalépéses keresés és az oszd meg és uralkodj technikak alta-
laban rekurzivan kozelitik meg a feladatot. A rekurzié gondolatmenete
pedig a kovetkez6: Hogyan vezethet6 vissza a feladat hasonlé, egysze-
riibb részfeladatokra, majd ezek tovabbi hasonlé még egyszertibb rész-
feladatokra, egészen addig, mig trividlis részfeladatokhoz nem jutunk?
Ez a fajta lebontds azt feltételezi, hogy a feladatnak — felépitésében —
fastruktirdja legyen. A gyokércsomépont nyilvdan magét a feladatot kép-
viseli, az els6 szint csomdpontjai azokat a részfeladatokat, amelyekre
a feladat els6 1épésben lebonthato, és igy tovdbb. Végiil a fa levelei fog-
jék dbrazolni a lebontédsbél ad6dé trividlis részfeladatokat.

A mohd, dinamikus programozés és branch and bound technikéak
egyik koz0s vondsa, hogy édltaldban olyan feladatok esetében alkalmaz-
zuk Gket, amelyek dontéssorozatként foghatdk fel. Ez megint csak egy
fastruktirdhoz vezet, amelyben a gyokér a feladat kezdeti dllapotat jel-
képezi, az els6 szint csomépontjai azokat az allapotokat, amelyekbe
a feladat az els6 déntés nyomaén keriilhet, a méasodik szinten lévék azo-
kat, amelyek a masodik dontésbél adédhatnak stb. Egy csomépontnak
annyi fia lesz, ahdny lehet6ség koziil torténik a védlasztas az illeté dontés
alkalmadval.

Mindezt figyelembe véve elmondhatd, hogy az 6sszes bemutatésra
keriil6 modszert els6sorban olyan feladatok esetében hasznaljuk, ame-
lyek valamilyen értelemben fastruktiraval rendelkeznek. A technikdk
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szemszogéb6l ez azt jelenti, hogy mindenik gy fogja fel a feladatot,
mint egy fat. Nos, ez a kozos fastruktira az a kozos sik vagy absztrakt
platform, amelyen a technikdk egymds mellé helyezhet6k, és amely a fe-
liilnézet kialakitdsahoz sziikséges.

Eddig arra 6sszpontositottunk, hogy mi a kozos az egyes techni-
kédkban, de a feliilnézet azt is jelenti, hogy nyilvanvaldak a koztiik 1évé
kiilonbségek is. Amint latni fogjuk, az egyik ilyen kiilonbség az, ahogyan
bejarjdk a feladatnak megfelelé fat. Tekintettel azon olvaséinkra, akik-
nek még nincsenek grafelméleti ismereteik, az aldbbiakban bemutatjuk
a fak azon bejdrdsi médjait, amelyekre a késébbi fejezetekben gyakran
hivatkozunk majd.

A fastruktarak bejarasa

Mit jelent bejarni egy fat? Alapvet&en azt, hogy egy j61 meghatdrozott
sorrendben megladtogatjuk a csomdépontjait gy, hogy mindegyiket csak
egyszer dolgozzuk fel. Altaldban kétféle bejarast kiilénboztetiink meg:
mélységi és szélességi bejdrast.

Meélységi bejdrdsok (DF — Depth First)

A mélységi bejdrds a kovetkezd rekurziv algoritmust koveti: a fa
mélységi bejardsat lebontjuk a gyokér fitrészfdinak a mélységi bejarasa-
ra. Ez azt jelenti, hogy indulunk a gy6kérbél, majd pedig balrél jobbra
haladva sorba bejarjuk a gyokér minden egyes fitrészfdjanak Osszes
csomépontjat. A rekurziébdl adéddan az egyes fitirészfak bejardsa hason-
l6képpen megy végbe: indulunk az illet6 részfa gyokércsomépontjibél,
majd balrél jobbra sorrendben bejarjuk ennek a fitirészfait. Ugyancsak
a rekurzié kovetkezménye, hogy miutdn bejartuk egy csomépont 6sszes
fidrészfajat, visszalépiink az apacsomépontjahoz, és folytatjuk a bejarést
e csomopont kovetkezo fiurészfajaval (amennyiben ez létezik). A fen-
tiekkel 6sszhangban dgy foghatjuk fel a mélységi bejarast, mintha kor-
bejarndnk a fa korondjat, szorosan kovetve annak vonaldt. A mellékelt
dbra azt is j6l érzékelteti, hogy a bejards sordn az egyes csomépontokat
tobbszor is érintjiik. Egészen pontosan, ha egy csomépontnak f fia van,
akkor f+1 alkalommal taldlkozunk vele a fa mélységi bejardsa sordn. At-
tél figgben, hogy melyik taldlkozaskor ,latogatjuk meg”, vagyis mikor
dolgozzuk fel a csomépontban téarolt informdciét, megkiilonboztetiink
preorder (els6 érintéskor latogatott), illetve postorder (utols6 érintéskor
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latogatott) mélységi bejardsokat. Bindris fak esetén beszélhetiink inorder
bejéarasrol is, amikor a két fitrészfa bejarasa kozotti érintéskor latogat-
juk meg a csomépontokat. A 3. dbra egy éltaldnos fa, a 4. egy binaris fa
bejéardsait szemlélteti.

Megfigyelhetd, hogy preorder bejards esetén a fan lefelé haladva fog-
lalkozunk a csomépontokkal, postorder bejaraskor viszont a visszauta-
kon. Egy maésik kiilénbség, hogy preorder esetben el6szor meglatogatjuk
a csomoépontot, és azutdn jarjuk be ennek fitirészfait, postorder esetben
pedig forditva, el6szor bejarjuk a csomépont fitirészfait, és csak azutan
latogatjuk meg magat a csomépontot.

Az aldbbiakban megadjuk a bemutatott mélységi bejardsokat imple-
mentdlé rekurziv eljardsokat (mindegyik az aktudlis csoméponton dol-
gozik):

preorder(cs)
megldtogat(cs)
minden f_i fidra cs-nek végezd
preorder(f_i)
vége minden
vége preorder

postorder(cs)
minden f_i fidra cs-nek végezd
postorder(f_i)
vége minden
meglatogat(cs)
vége postorder

inorder(cs)
inorder(f_bal)
meglatogat(cs)
inorder (f_jobb)
vége inorder

Mindhédrom eljarast természetesen a gyokércsomoépontra hivjuk
meg:
preorder (gyokér)

postorder (gyokér)
inorder (gyokér)
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Preorder bejards szerinti sorrend:
a,b,e,f,hi,cd g

Postorder bejérds szerinti sorrend:
e,h,i,f,b,c g d a

3. dbra.

Preorder bejaras szerinti sorrend:
a,b,d,e, g, h,c fi

Inorder bejdras szerinti sorrend:
d,b,g, e h,afic

Postorder bejdras szerinti sorrend:
d,g, h,e,b,i,fc,a
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Szélességi bejdrds (BF — Breadth First)

A szélességi bejdrds a kovetkez6 gondolatmenetet koveti: megla-
togatjuk a gyokércsomdpontot, majd ennek a fitcsomoépontjait (balrél
jobbra sorrendben), majd ezeknek a fiicsomépontjait... Ahogy az 5.
dbra is szemlélteti, szintrsl szintre haladunk a fiban.

e e e Szélességi bejards szerinti sorrend:
1,2,3,4,5,6,7,8,9

5. abra.

A szélességi bejardas implementaldsdhoz egy véarakozasi sor szerke-
zetet (QQ) hasznédlunk (ellentétben a mélységi bejarassal, amely — 6ssz-
hangban rekurziv voltdval — veremszerkezetre épiil). A vérakozasi sor
struktirdra azjellemzd, hogy betevéskor az elemek a sor végére keriilnek,
a kivétel pedig a sor elejérél torténik. Ebb6l adédik, hogy ugyanabban
a sorrendben torténik az elemek eltavolitdsa a sorbdl, mint amilyen sor-
rendben betettiik ket (FIFO — First In First Out).

szélességi_bejaras(gyokér,Q)
betesz(Q,gyokér)
amig (nem iires(Q)) végezd
cs=kivesz(Q)
meglatogat(cs)
minden f_i fidra cs-nek végezd
betesz(Q,f_1i)
vége minden
vége amig
vége szélességi_bejaras
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gel:

Javasolt tanmenet

A feliilnézet-mdédszernek az aldbbi tanmenet szerinti alkalmazdsa
feltételezi, hogy a tanulék rendelkeznek alapveté programozéi készség-

0.

A rekurzi6 atismétlése, a fastruktirak és ezek bejardsainak bemu-
tatédsa.

. Egy bemutat6 feladaton keresztiil, amely mindenik technikéval

megoldhatd, egy dltaldnos és atfogé képet nyijtunk a technikédk-
r6l. Anélkiil, hogy effektive megoldandnk a feladatot, az osztéllyal
val6 beszélgetés forméjdban korvonalazzuk az egyes stratégiakat.

. Bemutatjuk a backtracking technikat.

Elmélyitjiik a backtracking stratégidt.
— Sajatos, backtrackinggel megoldhat6 feladatok begyakorlésa.

. Bemutatjuk a divide et impera technikat.

Elmélyitjiik a divide et impera stratégiat.
— Sajatos, divide et imperaval megoldhaté feladatok begyakor-
lasa.
Divide et impera vagy backtracking
— Olyan feladatokat valasztunk, amelyek mindkét médszerrel
megoldhaték.
Bemutatjuk a greedy-technikét (mohé algoritmust).
Elmélyitjiik a greedy-stratégiat.
— Sajdtos, greedy-mdédszerrel megoldhaté feladatok begyakor-
l4sa.
Backtracking és greedy kéz a kézben
— Olyan feladatokat védlasztunk, amelyek kiemelik, miként egé-
szitheti ki a két médszer egymast.
Bemutatjuk a dinamikus programozas mdédszerét.
Elmélyitjiik a dinamikus programozds médszerét.
— Sajatos, a dinamikus programozas moédszerével megoldhaté
feladatok begyakorlasa.
Divide et impera vagy dinamikus programozds
— Olyan feladatokat valasztunk, amelyek mindkét médszerrel
megoldhaték.
— A dinamikus programozds rekurziv véltozata.
Greedy-mddszer vagy dinamikus programozds
— Olyan feladatokat valasztunk, amelyek mindkét médszerrel
megoldhaték.
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10. Bedgyazzuk a branch and bound technikdt az el6bbi médszerek
alkotta képbe.

— Attekintjiik a négy, mar bemutatott technika f6 jellegzetessé-
geit, és ramutatunk, hogy milyen ,lrt” t6lt ki a branch and
bound a kialakult képben.

— Elmélyitjiik a stratégiat specifikus, branch and bounddal meg-
oldhat6 feladatok 4ltal.

11. Hatdrdtkel6k a programozdsi technikdk vildgdban

— Attekintjiik feliilnézethél a teljes anyag felépitését.

— Néhany , hatarmenti algoritmus” megvizsgalasaval teljesebbé
tessziik a képet.

Az egyes technikdkat bemutaté érakon hangsilyozni kell, mit jelent
az illet6 stratégia szempontjdbél ,,fa”-ként felfogni egy feladatot.

A feliilnézetdrakra (do&lt bettivel jeleztiik e programpontokat) olyan
feladatokat valasztunk, amelyek ,,megoldhaték” mindkét 6sszehasonli-
tasra keriil6 modszerrel. Ezek azok az érdk, amelyeken kihangsilyozédsra
keriilnek a stratégiak kozti hasonlésagok, kiilonbségek és kapcsolatok.

Mindehhez b6séges anyagot nyuijt ez a konyv, amelyet az olvasé
a kezében tart.

A konyvben hasznalt pszeudékéd nyelv leirasa
Az algoritmusok leirdsdra az aldbbi pszeud6kéd nyelvet hasznaljuk:
Operatorok

— aritmetikai operdtorok:+, -, = , / , %(egész osztdsi maradék).
Megjegyzés: Hamindkét operandus egész szdm, a / operator egész
osztast, kiilonben valés osztést jelent.

— Osszetett operdtorok: +=, -=, *=, /=

at =b&a=a+b

— specidlis operatorok eggyel valé novelésre és csokkentésre:

++, -
att<a=a+1
a—-<—a=a-1

— abszolutérték-operdtor (modulusz): | |

lal
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— egészrész operdtorok: [], | |, [ ] (az els6 kett6 le-, a harmadik
felkerekit)
[a], [a], [a]
— Osszehasonlitdsi operatorok: <, <=, >, >=, == (egyenlGségvizs-

gélat), # (klilonbo6z6ségvizsgalat)
— logikai operatorok: és, vagy, nem

Kommentek (megjegyzések)

Ha egy algoritmus valamely sordt dupla backslash jel (//) el6zi meg,
akkor megjegyzésnek tekintendd.

Miiveletek

Ertékadés:
<valtozé>=<kifejezés>
Elagazas:
ha <feltétel> akkor
<miilveletekl>
kiilonben
<miveletek2>
vége ha

Eloltesztels ciklus:

amig <feltétel> végezd
<miiveletek>
vége amig

Hatultesztel6 ciklus:

végezd
<miveletek>
amig <feltétel>

Megjegyzés: Mindkét amig ciklusbél akkor lépiink ki, ha a feltétel
hamissé valt.
Ismert 1épésszamu ciklus:

minden <valtozé>=<kezdbérték>,<végsdérték>,<lépés> végezd
<miiveletek>
vége minden

Megjegyzés: Ha a 1épésszam hidnyzik, implicit 1-nek tekintjiik.
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Beolvasdsi miivelet:
be: <valtozdé lista>
Kiirdsi mtivelet:

ki: <kifejezés lista>

Konstansok (példak)

13, -524 (egész)

~12.027, 0.22 (valés)

A’, ¢’ , 1, 1 (karakterek)
"alma", "123", "23 almafa" (karakterldnc)
IGAZ, HAMIS (logikai)

Adatszerkezetek

Egydimenziés tomb (vektor) (példak):
a[] — egydimenzidés tomb
a[l..n] — egydimenziés tomb, amelynek elemei 1-t6l n-ig van-
nak indexelve
a[i] — hivatkozas egy egydimenziés témb i-edik elemére
Kétdimenziés tomb (példék):
b[]1[] — kétdimenzids tomb
b[1..n][1..m] — kétdimenzids témb, amelynek sorai 1-t6l n-ig,
oszlopai pedig 1-t6] m-ig vannak indexelve
b[i][j] — hivatkozds egy kétdimenziés tomb i-edik sordnak j-
edik oszlopbeli elemére
Bejegyzés (rekord, struktiira) (példdk):
r.m — hivatkozds az r bejegyzés tipusi valtozé m mezGjére
a[i].x—azabejegyzés tipusi tomb i-edik elemének az x mezéje
Mutaté (pointer) (példéak):
p—>m — hivatkozds a p pointer 4ltal megcimzett bejegyzés tipusu
véltoz6 m mezdjére

Eljaras

<eljaras neve> (<formdalis paraméter lista>)
<miiveletek>
vége <eljaras neve>
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Megjegyzés: Egy eljardsnak lehet tobb visszatérési pontja is (tartal-
mazhat tires return utasitést).

Fiiggvény

<fiiggvény neve> (<formdlis paraméter lista>)
<miiveletek>
return <eredmény>

vége <fiiggvény neve>

Megjegyzés: Egy fiiggvénynek lehet tobb visszatérési pontja is.
Paraméterdtadds: A formalis paraméterek listdjaban jelezni fogjuk,
mely paraméterek egyszer(i tipustiak és melyek tombok. Az érték szerinti
és cim szerinti paraméteratadds kozott ugy tesziink kiilénbséget, hogy
az utébbi esetében a formadlis paramétereket félkdvér karakterekkel irjuk.
Példa:

eljaras(x[],v[1[],a,b,c[])
vége eljaras

Megjegyzések:

1. a és b egyszerii tipusi véltozdk, x és c egydimenziés tombdk, y
pedig kétdimenziés tomb. Az x, y és b paraméterek érték szerint,
a és c cim szerint kertil dtadésra.

2. Amikor témboket adunk at, ha az algoritmus szempontjdb6l nem
lényeges, melyikfajta paraméterataddst hasznaljuk, akkor az imp-
lementéldasnal — memoriatakarékossagi megfontoldsbél — célszerii
a cim szerinti paraméterdtadast haszndlni. Egyes programozasi

nyelvekben (példdul a C nyelvben) a témbok implicit cim szerint
adédnak &t.
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ALTALANOS KEP AZ OT MODSZERROL

A bevezet6 fejezetben bemutatott feliilnézet-mdédszer alkalmazésa-
nak els6é 1épése a vizsgdlat targyat képez6 entitdsok — jelen esetben
a programozdasi médszerek — egymds mellé helyezése. A legegyszeriib-
ben ezt gy tudjuk megtenni, ha ugyanazt a feladatot oldjuk meg mind
az 6t médszerrel.

Példéul, sokatmondd feliilnézet alakithatdé ki, ha feladatnak az aldbbi
optimalizalédsi' problémat vélasztjuk, amelyet 1994-ben javasoltak meg-
oldésra a Svédorszdgban megrendezett Nemzetkozi Informatika Olimpi-
aszon.

Héaromszog: Egy n soros négyzetes matrix f6atl6jan és f64atlé alat-
ti haromszogében természetes szamok taldlhaték. Feltételezziik, hogy
a métrix egy a nevii kétdimenziés tombben van tdrolva. Hatdrozzuk meg
azt a ,,leghosszabb” utat, amely az a[1][1] elemt6l indul és az n-edik sorig
vezet, figyelembe véve a kovetkezsket:

— egy uton az a[i|[j] elemet az a[i + 1][j] elem (fiigg6legesen le) vagy

az ali + 1][j + 1] elem (4tlésan jobbra le) kévetheti, ahol 1 <7 < n

és1 < j<m
— egy ut ,,hossza” alatt az 1it mentén taldlhaté elemek 6sszegét ért-
juk.

Példdul, ha n = 5, az 1.1. dbran lathaté matrixban besatiroztuk
a ,leghosszabb” utat, amely a csticsbél az alapra vezet. Ennek az dtnak
a ,,hossza” 37.

A feliilnézet kialakitdsanak mdasodik lépése az absztrakcié. Az el6-
z6 fejezetben kifejtettiik, hogy ez nem jelent egyebet, mint azonositani
a feladat fastrukturajat.

Elemezve a feladatot, észrevehetjiik, hogy egy olyan optimalizaldsi
problémadrél van sz6, amelyben az optimdlis megolddshoz n — 1 déntés
nyoman juthatunk el, és mindenik dontésnél 2 vdlasztasunk van (melyik

1 A leginkdbb az optimalizalasi feladatok kozott taldlunk olyanokat, amelyeket
mind az 6t technika meg tud oldani, hiszen ez olyan teriilet, amellyel mindenik
foglalkozik valamilyen szinten.
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7

59

10/ 1 | 4

217 1

2151831
1.1. abra.

irdnyba lépjiink tovébb, fiiggtlegesen le vagy atlésan jobbra). Minden
dontéssel a feladat egy hasonld, de egyszertibb feladatra redukalédik.
Tehat az absztrakt platform szerepét az aldbbi binéris fa t6lti be.

1.2. abra.

Az optimdlis megoldds meghatdrozdsa az optimélis dontéssorozat
megtaldlasat jelenti. Ugy is mondhatndnk, hogy meg kell taldlnunk
a megoldésfa 2"~ darab gyokértsl levélhez vezetd utja koziil a ,leg-
jobbat”. Més széval, meg kell keresniink a ,,legjobb levelét” a megoldés-
fanak, azt, amelyikhez a ,,legjobb ut” vezet.

A megoldésfanak egy alaposabb vizsgdlata tovabbi észrevételekhez
vezethet el:

1. A megolddsfa csomépontjainak szdma, 1 +2 + 2% + ... + 27! =

= 2" — 1. Ez azt jelenti, hogy barmely algoritmus, amely bejarja
a teljes fat, ahhoz, hogy megtalédlja az optimaélis utat, exponenci-
alis bonyolultsdgu lesz.
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2. Amig a fa a teljes feladatot képviseli, addig a részfdi azokat a
hasonlé, de egyszeriibb részfeladatokat (a levelek a trivialis rész-
feladatokat), amelyre ez lebonthaté. Konkrétan: az a;; gydker(
részfa, az ai][j] elemtdl az alapra vezet6 ,,leghosszabb it” meg-
hatarozasdnak feladatét abrazolja.

3. A fenti dbra azt is kiemeli, hogy kiilénb6z6 déntéssorozatok azo-
nos részfeladatokhoz vezethetnek, ami azt jelenti, hogy a megol-
dasfadnak vannak azonos részfai. Nem nehéz dtlatni, hogy a kiilon-
b6z6 részfeladatok szdma azonos a matrix elemeinek szdamaéval,
azaz n(n + 1)/2. Tehat az algoritmus, amelynek sikeriil elkertilni
az azonos részfeladatok tobbszori megoldésat, négyzetes bonyo-
lultsagu lesz.

A kovetkeztkben meghivjuk az 6t technikdt egy képzeletbeli talk-

show-ra, hadd mutatkozzanak be 6k maguk, elmagyardzva, miként ko-
zelitenék meg a bemutatott feladatot.

Greedy (moh6 algoritmus)

Jelszo: ,,E’]j a mdnak!”

Indulok a csticsbél. Minden 1épésben két lehetséges elem koziil kell
vélasztanom. Melyiket valasszam? Természetesen mindig a nagyobbik
elemet!

Megjegyzés: Mi a kovetkezménye mohdsaganak? Jelen esetben az,
hogy egyéltaldn nem biztos, hogy megtaldlja a legjobb utat. A példa-
matrix esetében a moh¢ 1t 31 hosszi lesz, és ez a kévetkez6: a[l][1],
a[2][2], a[3][3], a[4](3], a[5][3].

Backtracking

Jelszé: ,,Lassan, de biztosan.”

Generalom az 6sszes olyan utat, amely a csticsbél az alapra vezet, és
kivalasztom koziiliik a ,,legjobbat”.

Divide et impera

Jelszo: ,,Oszd meg és uralkodj!”

Eszrevehet6, hogy barmely ali][j] (i < n) elemtél indulé ,legjobb ut”
meghatdrozdsa leoszthat6 az ali + 1][j], illetve a[i + 1][j + 1] elemektdl
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indulé ,legjobb utak” meghatédrozédsara, ugyanis amennyiben ezek ren-
delkezésre dllnak, nem marad mds hétra, mint hogy ,,belépjink” az a[i][5]
elemmel a hosszabbik elé. Mds sz6val, el6szor lebontom rekurzivan a fel-
adatot egyszeriibb, majd még egyszeriibb részfeladatokra, végiil pedig
a ,,visszatton” — figyelembe véve az el6bbi észrevételt — felépitem a leg-

jobb utat.
Dinamikus programozas

Jelszé: , Az intelligens ember hosszi tdvon gondolkodik.”

Az én alapotletem az, hogy kiindulva a trividlis részfeladatok ké-
zenfekvé megoldésaibdl, felépitsem az egyre bonyolultabb részfeladatok
megolddasait, mig végiil el nem jutok a f6 feladat megoldasdhoz. Mivel el
szeretném keriilni az azonos részfeladatok tobbszori megolddsat, az op-
timdlis részmegoldésokat eltdrolom egy ¢ kétdimenziés témbbe (a c[i][j]
tombelem az ali][j] elemt&l az alapra vezetd ,legjobb it” hosszat fogja
tdrolni). A ¢ tomb f64tl6jat és a f64tlé alatti haromszogét lentrdl felfele,
soronként toltom fel, figyelembe véve, hogy

c[illj] = ald][] + max(cfi + 1][j], cli + 1[G+ 1]), i <mn

Végiil a c[1][1]-ben lesz az optimaélis it hossza. Ahhoz, hogy megle-
gyen maga az Ut is, annyi sziikséges még, hogy végigmenjek a ¢ tombon
mohé médon.

37
30| 25
251615

1.3. abra.

Branch and bound

Jelszé : ,Bdtran, de nem vakmeréen”

Parhuzamosan elindulok minden csticsbél alapra vezets tton lefele,
mindig abba az irdnyba lépve el6szor, amelyik a legigéretesebb. Amelyik
dton hamarabb érem el az alapot, az a legjobb.
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Megjegyzés: Bizonyithato, hogy e feladat esetében ez a megkozelités
nem vezet el az optimaélis megoldéashoz.

A fenti bemutaté természetesen csak azt a célt szolgilta, hogy fo-
galmat alkothassunk a médszerekrsl, melyeknek részletes bemutatdsa
a kovetkez6 fejezettel kezd6dik.
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BACKTRACKING
Visszalépéses keresés

A backtracking médszer alapvetéen a kivetkezé feladatot oldja meg:

Egy ismert halmazsorozatbdl (A4, A,, ..., A,), az Osszes lehetsé-
ges moédon Osszevdlogat elemeket, halmazonként egy-egy elemet, szem
el6tt tartva, hogy az 6sszevalogatott sorozatok (vektorok) elemei kozott
teljestilniiik kell bizonyos feltételeknek.

Ezek az dsszevdlogatott elemekbdl 4116 sorozatok lesznek a feladat
megoldasai. Gyakran egyszerfien arrdl van szé, hogy meg kell keresniink
az A; x Ay x ... x A, Descartes-szorzat azon elemeit, amelyeket bizo-
nyos belsé tulajdonsdgok jellemeznek, és igy megoldasnak szdamitanak.
Jegyezziik meg (mint fontos kovetkeztetést ennél a pontnél), hogy egy
wbacktracking-feladat” megolddsai vektor alaktak.

Egy masik fontos szempont az, hogy az A,, A,, ..., A, halmazokat
dltaldban nem kell tdrolnunk a szdmitégép memoridjaban, a backtracking
algoritmus generélja ezeket. Erre a célra a mdédszer felhaszndl egy egy-
dimenziés tombot, amelyet x-szel fogunk jelolni. Az A; halmaz elemei
rendre bekeriilnek az z[i] tombelembe.

Mindezt szemléletesen mutatja be a 2.1. dbra, amelyet egy backtrack-
ing-feladat alapdbréjanak is nevezhetnénk.

Hogyan helyezi el a backtracking az x[i] tombelembe rendre az A,
halmaz egy-egy elemét? Egymds utan éllitja el6 6ket, egyikb6l a mésikat.
Ez azt jelenti, hogy az A;, As, ..., A, halmazok nem lehetnek akar-
milyenek, elemeik valamilyen szabdlyossdg szerint kell hogy kovessék
egymast.

Az eddig kifejtettek alapjan elmondhatjuk, hogy backtracking-fel-
adatként felfogni egy feladatot azt jelenti, hogy

1. a feladat megoldasait vektorokként kédoljuk,

2. azonositjuk az A;, A,, ..., A, halmazokat, ahonnan a megoldés-

vektorok elemei szdrmaznak.

Szemléltetésiil vizsgdljuk meg az ,,n kirdlyné a sakktdblan” feladatot.

Kiralynék: Helyezziink el n kirdlyn6t egy n x n méretti sakktdblan
ugy, hogy ne tdmadjak egymast.
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A= } n
A= | } k
A= ) 2
A= )

2.1. abra.

A 2.2. dbra bemutatja n = 4 esetén a megoldédsokat.

v v

4
3|9
2
1

N W
<

2.2, abra.

Hogyan foghaté fel backtracking-feladatként az n kirdlyné feladata?
A megoldédsok n elemii vektorokként (z;, xo, ..., x,) kddolhaték:
az i-edik kirdlyno6t az i-edik sorkoordinétaju és az z;-edik oszlopkoordi-
nataja négyzetre tessziik.
Példédul, ha n = 4, a megoldasok kédjai:
1.(2, 4,1, 3)
1. kirdlyné:
2. kirélyné:
3. kirdlyné:
4. kirdlyné:
2.(3,1,4,2)
1. kirdlyné:
2. kirdlyné:
3. kirdlyné:
4. kirdlyné:

. sor 2. oszlop
. sor 4. oszlop
. sor 1. oszlop
. sor 3. oszlop

B w N =

. sor 3. oszlop
. sor 1. oszlop
. sor 4. oszlop
. sor 2. oszlop

W N =
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Az alapédbra:

A= { 1, 2, 3, 4, } 4

A= { 1, 2, 3, 4, } 3

~ { 1, 2, 3, 4, } 2

=1 1, 2, 3, 4, } 1

X
2.3. abra.
Tehéat az A, A, ..., A, halmazok mindegyike azonos az A =
= {1,2,...,n} halmazzal.

Tomoren: keressiik az A x A x ... x A n-szeres Descartes-szorzat

azon elemeit, amelyek helyes kirdlyn6-elhelyezés kédjai.

Osszefoglalasként lassuk, mikor oldhaté meg egy feladat a backtrack-
ing médszer segitségével:

1. A feladat megolddsai vektor formédjaban kédolhatok.

2. Azonositani tudjuk az A,, Ay, ..., A, halmazokat, ahonnan

a megoldédsvektorok elemei szdrmaznak, és ezek elemei valami-
lyen szabdlyossdg szerint kovetik egymast.

Ugyanakkor figyelembe kell venniink, hogy a backtracking algorit-
musok dltaldban exponencidlis bonyolultsagiak. Példdul, a backtracking
legprimitivebb véltozata elallitja az A; x A; x ... x A,, Descartes-szor-
zat 0sszes n; X ng X ... X n, elemét (az n kirdlyné feladata esetén ez
n" elemet jelent), és kivédlasztja koziiliik a megolddsokat. Bar a médszer
filozéfidja az, hogy megprébalja csokkenteni a generdland6 megolddsok
szamat, gyakran az optimalizaldsok utdn is megmarad az exponencidlis
bonyolultsdg. Ezért a backtrackinget altaldban csak akkor alkalmazzuk,
ha nincs més valasztasunk.

2.1. A backtracking stratégidjanak leirdasa

A backtracking médszer stratégidja jobban nyomon kovethets, ha
a feladatot fa formdjdban dbrdzoljuk.

A gyokeértsl a levelekhez vezet6 utak az A; x Ay x ... x A, Des-
cartes-szorzat elemeit dbrazoljdk. Az els6 szintre az z[1] tombelembe
n,-féleképpen valaszthatunk elemet az A, halmazbdl, tehét a fa gydke-
réb&l n, elsé szinti fiicsomépont dgazik le, amelyekhez az A, halmaz
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elemeit rendeljliik. Minden elsé szinti valasztdshoz a masodik szintre,
az x[2]-be ny-féleképpen vélaszthatunk elemet az A, halmazbdl. A fan
ez abban tiikr6z6dik, hogy minden elsé szinti csomépontnak n, fia lesz
amasodik szinten, amelyekhez az A, halmaz elemeit rendeljiik. Ez 6ssze-
sen n; x ny mésodik szinti csomoépontot eredményez. Végiil az n-edik
szinten a fanak n; X ny X ... X n,, csomdpontja (levele) lesz. Altaldnos
szabdlyként megjegyezhet6, hogy ha a csomépont a fa k-adik szintjén
taldlhatd, és az apacsomépontjdnak ez az i-edik fia, akkor az A, hal-
maz i-edik elemét rendeljiik hozza. Mivel a fa barmely csomépontjdhoz
a gyokérbd] pontosan egy 1t vezet, ezért elmondhaté, hogy minden cso-
moépont képviseli ezt az utat. A levelek mindegyike a Descartes-szorzat
valamelyik elemét képviseli — azt, amelyiket a gyokérbél az illetd levél-
hez vezet6 1t dbrdzol.

Hogyan jelennek meg a faban a feladat megoldasvektorai? Ha a meg-
olddsok a Descartes-szorzat adott tulajdonsdgi elemei, akkor ezeket
azok az utak dbrdzoljdk, amelyek a gyokért6l egy-egy levélhez vezetnek.
Nevezziik ezeket megolddsutaknak vagy megolddsdgaknak, a hozzdjuk
tartozo leveleket pedig megolddsleveleknek. Egyes feladatokban a meg-
olddsokat nem feltétlentil gyokér—levél utak abrdzoljak, hanem a gyokér-
t61 adott tulajdonsagi csomépontokhoz vezetd utak. Altalanos esetben
tehat megolddscsomépontokrol beszéliink. Ezek utdn nem nehéz étlétni,
miért nevezziik a feladathoz rendelt fat a megolddsok terének.

Mindezeket figyelembe véve egy backtracking-feladat az aldbbi mé-
don is megfogalmazhaté: keressiik meg a feladathozrendelhet6 fa megol-
ddscsomépontjait, illetve épitsiik fel azokat a megolddsutakat, amelyek
a gyokérbsl ezekhez vezetnek, és amelyekhez, természetesen, éppen
a megolddsvektorok vannak rendelve. Mindezt az x tombben fogjuk
megvalésitani, amelyet — amint latni fogjuk — gy hasznalunk, mint egy
vermet'.

Szemléltetésiil lassuk, hogyan miikodik a backtracking algoritmus
a 4 kirdlyné feladatdnak esetében. A kovetkezd dbran, helyhidny mi-
att, nem rajzoltuk le a teljes fat (a negyedik szinten 256 levele van).
Csak azt a részfat rajzoltuk le, amely potencialisan tartalmazza a megol-
désleveleket (ezt nevezziik a fa él6 részének). A csomépontjait aszerint

1 A verem egy linedris adatszerkezet, amelynek ugyanazon végén (a ,tetején”) tor-
ténik mind a betevés, mind a kivevés. Ebbdl kifolydlag az utoljara betett elem
lesz az els6nek kivett. (Last In First Out)
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sorszamozzuk, hogy milyen sorrendben ldtogatjuk meg 6ket. A jobb atte-
kinthet&ség kedvéért bejeloltiik az ,,é16 csomépontok” ,,szdraz irdnyba”
vivé fiait is. A fa alatt megadtuk a csomépontok meglatogatdsdnak pil-
lanatdban a verem (az x tomb) tartalmat. A vastagitott vonalat kovetve
lathatjuk, mikor, mely elemek keriilnek be, illetve ki a verembdl.

w

ENIEY

X

1 2. i
]
EIIE
1
X

N‘H e~

Indulunk a gyokérbél. Sorra megvizsgéljuk a gydkér utani elsé szint
csomépontjait, a gyokér fiait, és fellépiink ahhoz, amelyrél els6ként
taldljuk azt, hogy potencidlisan megolddscsoméponthoz vezet. Itt hason-
l6képpen jarunk el: megvizsgdljuk a fiait (a bel6le 4gazé mésodik szint
csomoépontjait), és ahogy olyat taldlunk, amely igéretes iranyba vezet,
oda lépiink. Igy jarunk el egészen addig, mig olyan csoméponthoz nem
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jutunk, amelynek nyilvanvaléan egyetlen fia sem vezet megoldédshoz.
Ilyenkor visszalépiink az el6z6 szinti apacsomdéponthoz, ahol folytat-
juk a keresést, tovdbbi igéretes fiak utdn kutatva. Ha talalunk egy Gjabb
csomdépontot, amely potencidlisan megolddscsoméponthoz vezet, akkor
1jbél fellépiink a kévetkezd szintre. Ha egy csomépontb6l mér minden
irdnyt ellendriztiink — az igéreteseket be is jarva —, akkor innen is vissza-
lépiink. Az algoritmus akkor ér véget, amikor a gyokérbol dgazé osszes
els6 szinti csomo6ponttal foglalkoztunk mar. Valahdnyszor megoldéscso-
moépontot taldlunk, a gyokérbsl hozza vezet6 it egy megoldasvektornak
felel meg.

A faily médon torténé bejarasat mélységi bejardsnak® nevezziik (lasd
a bevezet6 fejezetet). Vegyiik észre, hogy nem jartuk be a teljes fat, csak
azt a részfat, amely potencidlisan tartalmazza a megoldasokat. Ezt nevez-
tiik a fa €16 részének, a t6bbi szdraz dg a feladatra nézve. Nyilvan, minél
jobban sikeriil lesziikiteni a bejart részfat, annal hatékonyabb az algorit-
musunk. Ez attdl fiigg, hogy mennyire hatékonyan tudjuk meghatarozni,
hogy egy bizonyos irdny igéretes-e. A 4 kirdlyné feladata esetén sikertilt
csupdn 16 csomopont meglatogatdsa altal megtaldlni a megolddsokat,
holott a teljes fdnak 6sszesen 4 + 16 + 64 + 256 = 340 csomdpontja van
(nem szdmoltuk a gydkeret, 1évén csupdn virtudlis).

De mit is jelent az, hogy egy irdny igéretes vagy hogy az illetd
fidcsomoépont potencidlisan megolddscsoméponthoz vezet? ElGszor is
kovessiik nyomon, miként alakul 4t, a keresés alatt, az aktudlis 1t (a gyo-
kérbél az aktudlis csoméponthoz vezetd 1it) megolddsutakka. Amikor
felfele 1épiink a faban, 1j csomépont keriil az aktudlis 1t végére. Vissza-
lépéskor egy bizonyos csomépont elttinik a végérél. Nos, egy csomopont
akkor vezet potencidlisan megolddscsomé6pont felé, ha igéretesen béviti
a gyokérbdl az aktudlis csoméponthoz vezetd utat. Hogyan értendé ez?
Emlékezziink, hogy egy tut atté]l megolddsit, hogy a csomdpontjaihoz
rendelt elemek megolddsvektort alkotnak. Mas széval, az illeté Gthoz
rendelt elemek rendelkeznek a megoldasvektorokat azonosité belsé tu-
lajdonséggal. A backtracking mdédszer kulcsotlete az, hogy amennyiben
a szoban forgd fiticsomoéponthoz rendelt elem maris nem fér 6ssze —
amegoldasvektorokat azonosit6 belsé tulajdonsag szempontjdb6l —a mar

2 A fakat éltaldban a gyokeriikkel fent és a leveleikkel lent szokds dbrazolni. Mivel
mi megforditottuk, ezért esetlinkben taldlébb lenne a ,,fa magassdgi bejdrdsa”
kifejezés.
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sz

az aktudlis uton 1év6 csomépontokhoz rendelt elemekkel, akkor értel-
metlen az illet6 csomoépontra épitve keresni az tjabb megoldésokat.
Tehét, egy megvizsgdlt fiicsomépont akkor igéretes, ha — az imént be-
mutatott értelemben — nem keriil , konfliktusba” az apacsomépontjahoz
vezet6 aktudlis Gt mdr {géretesnek taldlt csomépontjaival. Példaul az n
kirdlyno feladata esetén a fa csomépontjaihoz rendelt elemek a sakktéb-
la négyzeteit képviselik. Ha a széban forgé csomépont altal képviselt
négyzetet tdmadjdk az aktudlis tdton 1év6 csomépontok négyzetein méar
elhelyezett kirdlynék, akkor nyilvén ,,szdraz iranyrél” van szé.

Az a feltétel, amelynek alapjdn eldonthet6, hogy az illeté csomépont-
tal igéretesen b&vithets-e az aktudlis tt, a feladat megoldésait azonosité
bels6 tulajdonsagok alapjan hatdrozhaté meg.

Amint megfigyelhettiik, ennek a feltételnek kulcsszerepe van a back-
trackingben, hiszen alapvet6en ez hatdrozza meg, mekkora lesz a bejart
részfa.

Es most lassuk, miként valésithaté meg a fan bemutatott algoritmus
az x tombben? Nem fogjuk felépiteni a fit a szamitégép memédridjdban,
csak szimuléljuk a bejdrdsédt az = tomb segitségével.

A fenti dbra és az algoritmus tanulményozésa a kovetkez6 fontos
észrevételekhez vezet:

1. Az z tombot ugy kell haszndlnunk, mint egy vermet. Figyeljiik
meg, hogy a fa bejardsédnak egy adott pillanatdban a tomb az aktu-
alis iton taldlhat6 csomoépontok képviselte elemeket tartalmazza.
Amikor felfele 1épiink a fdban, a verem tetejére 14j elem keriil.
Visszalépéskor elt{inik a verem tetején 1évé elem.

2. A fa bejardsakor minden érintett csomdpontban alapvetSen
ugyanugy kellett eljarnunk: sorra megvizsgédltuk a fiait, és vala-
hényszor igéretest taldltunk, felléptiink hozzd, ahol hasonlékép-
pen jartunk el. Természetesen minden csomépontban ellenériz-
niink kell, hogy nem képvisel-e éppen megoldast.

3. A fanak a fenti algoritmus szerinti bejardsat ugy is felfoghatjuk,
hogy egy csomoéponthoz tartozé részfa bejardsat visszavezetjiik
igéretes fitrészfdinak bejarasara (egy részfa akkor igéretes, ha po-
tencidlisan tartalmaz megolddscsomépontot).

Mindhédrom észrevétel azt sugallja, hogy az algoritmust rekurzivan
valésitsuk meg. Ez egy olyan eljards megirdsat feltételezi, amely mindig
az aktudlis csoméponton dolgozik: sorra ellenérzi a fiait, és valahdnyszor
igéretest taldl, meghivja magat az illet6 fiicsomépontra. A visszalépés
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automatikusan torténik a rekurzié mechanizmusa éltal, amikor az aktu-
alis csomoépont Osszes fidnak a vizsgalata befejez6d6tt. Ha az a részfa,
amely potencidlisan tartalmazza a megoldasokat, véges, akkor nem kell
tartanunk a végtelen rekurziv hivasoktél: mivel a leveleknek nincsenek
igéretes fiaik, ezekbdl az algoritmus nem hivja meg 6nmagat.

A kérdés mar csak az, hogy miként tudjuk szimuldlni mindezt az z
tombben.

Mivel az azonos szintli csomépontok fiaihoz ugyanazok az elemek
vannak rendelve, a rekurziv eljardsnak mint paraméterre az x tombon
kiviil (amit cfm szerint kap meg) alapvetSen csak az aktudlis szint
értékére van még sziiksége. Tegyiik fel, hogy az aktudlis csomépont a k-
adik szinten taldlhaté. Ebben az esetben a veremben, azaz az z tomb
els6 k elemében, az aktudlis dton 1évé csomoépontokhoz rendelt érté-
kek taldlhaték. Mivel minden k-adik szinti csomépont fiaihoz az A,
halmaz elemei vannak rendelve, ezért a kévetkezéképpen jarhatunk el:
az x tomb (k + 1)-edik szintjére sorra el6allitjuk az A;,, halmaz eleme-
it, és valahdnyszor igéretest taldlunk, meghivjuk az eljarast rekurzivan
a (k + 1)-edik szintre. Természetesen emellett azt is ellenérizniink kell,
hogy nem tartunk-e megolddscsomépontndl, azaz az =z témbben nem
épiilt-e fel egy megoldasvektor, amelyet ki kell fratnunk. Hosszas vaju-
dés utdn ime a visszalépéses keresést implementalé rekurziv eljaras:

backtracking(x[],k)
ha megoldas(x,k) akkor
kiir(x,k)
vége ha
minden i=1,ny,; végezd
< elédllitjuk x[k+1]-ben az Ayy; halmaz
i-edik elemét >
ha igéretes(x,k+1) akkor
backtracking(x,k+1)
vége ha
vége minden
vége backtracking

A legtobb feladat esetében (ide tartozik az n kirdlyné feladata is),
ha (xy, =2, ..., x;) megoldasvektor, akkor nem b&vithets igéretesen
tijabb megoldasvektorrd. Més széval kizart, hogy egyik megolddsvek-
tor része legyen egy maésiknak. Ilyenkor a minden ciklust tehetjiik a ha
utasitds kiilonben dgdra. Ha nem igy jarnank el, és a fa valamely levele
megoldascsomoépont lenne, akkor a fenti eljards még generdlnd e levél
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(képzeletbeli) fiait is, amelyek k6zott persze egy igéretest sem taldlna, és
igy ezt kovetben visszalépne.

backtracking(x[],k)
ha megoldas(x,k) akkor
kiir(x,k)
kiilonben
minden i=1,ny,,; végezd
< elédllitjuk x[k+1]-ben az Aiy; halmaz
i-edik elemét >
ha igéretes(x,k+1) akkor
backtracking(x,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége backtracking

A backtracking algoritmus kulcsfiiggvénye az igéretes(x, k+1) fligg-
vényhivds alkalméval ellenérzi, hogy az x[k+1] rekeszbe elhelyezett
elem igéretesen Osszefér-e a megoldasvektorokat azonosité belsé tulaj-
donsdg szempontjdbol a mar igéretesnek elfogadott és az x[1], x[2],
..., x[k] rekeszekben taldlhaté elemekkel.

A megoldas(x,k) fiiggvényhivas ellenérzi, hogy az x tomb elsé k ele-
mében megolddsvektor épiilt-e ki. Ez a fliggvény akkor lesz hatékony, ha
figyelembe veszi, hogy amikor hozza keriil az ellenérzésre varé x[1. .k]
témbszakasz, mar dtment az igéretes fiiggvény kezén.

A kiir(x,k) eljardshivds kiirja az x tomb elsé k helyén felépiilt
megoldasvektort.

Kovetkezzen a backtracking algoritmus az n kirdlynd feladatanak
megoldasdra. Az eljardsok és fiiggvények paraméterezését a feladat saja-
tossdgaihoz igazitottuk. Példdul a backtracking eljards megkapja para-
méterként a kirdlynok szamat is.

backtracking(x[],n,k)
ha megoldas(n,k) akkor
kiir(x,k)
kiilonben
// Agr1 = {1,2,...,n} a (k+1)-dik kirdlynd
// lehetséges oszlop indexeit tartalmazza
minden x[k+1]=1,n végezd
ha igéretes(x,k+1) akkor
backtracking(x,n,k+1)
vége ha
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vége minden
vége ha
vége backtracking

A kirdlyn6k garantdltan més-mds sorba keriilnek, az i-edik kirdlyné
az i-edik sorba. fgy a k-adik kirdlynét csakis akkor timadnék az elsé k — 1
sorba mar elhelyezett kirdlyndk, ha valamelyikkel ugyanabba az oszlop-
ba, vagy ugyanarra az atléra keriilne. Vegyiik figyelembe azt is, hogy
az x[1..k-1] tombszakasz a mér elhelyezett kirdlyntk oszlopindexeit,
x[k] pedig a k-adik kirdlyn6 szdmdra javasolt hely oszlopindexét tartal-
mazza.

igéretes(x[],k)
minden i=1,k-1 végezd
// ugyanazon oszlopban vagy ugyanazon az atlén

ha x[i] == x[k] vagy (k - i) == |x[k] - x[i]| akkor
return HAMIS
vége ha

vége minden
return IGAZ
vége igéretes

Mivel az igéretes fiiggvény mar ellendrizte, hogy a sakktabldra ke-
riilt kirdlyn6k ne tdmadjdk egymadst, a megoldas fiiggvénynek csak azt
kell ellenériznie, hogy mind az n kirdlyné el van-e helyezve.

megoldas(n,k)
ha k == n akkor
return IGAZ
kiilonben
return HAMIS
vége ha
vége megoldas

kifir(x[],k)
minden i=1,k végezd
ki: x[1i]
vége minden
vége kiir
A backtracking eljardst kezdetben a 0-adik szintre hivjuk meg (hiszen
a gyokérbol kell indulnia): backtracking(x,n,0).
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2.2. Hogyan kozelitsiink meg egy backtracking
feladatot?

Kovethetjiik az alabbi lépéssorozatot:

1. Hogyan koédolhaték a feladat megoldasai vektor forméjaban? Ez
az els6 és legfontosabb 1épés. Megtorténhet, hogy tobb lehetdség is ki-
ndlkozik. Vdlasszuk azt a kédolést, amelyik a legalkalmasabb. Péld4ul
elényos, ha a megoldédsvektorok egyforma hossztiak. Hasznos lehet egy
konkrét példabél kiindulni. Ha egy egyszerii esetre el tudjuk képzelni
a megolddsokat, akkor ez ihlet6 lehet a kédolést illetéen.

Fogalmazzuk meg, milyen bels6 tulajdonsdagok azonositjak a megol-
ddsvektorokat.

2. Azonositsuk az A, A,, ... halmazokat, és készitsiik el a feladat
alapabrajat, esetleg a hozzd rendelhet6 fat is. Ebben segit, ha végiggon-
doljuk a kovetkezbket: a megolddsvektor k-adik eleme az z[k| tombelem-
ben lesz elGéllitva. Tehdt az A, halmaz azokat az értékeket tartalmazza,
amelyek elméletileg megjelenhetnek a megoldédsvektorok k-adik pozi-
ciéin. Tartsuk szem el6tt azt is, hogy az A, halmazok elemei kozott
léteznie kell egy szabalyossdgnak, amely szerint az elemek kovetik egy-
mast. Példaul az n kirdlyn6 feladatdban azért volt barmely £k = 1,...,n
esetén Ay = 1,2,...,n, mert a k-adik kirdlyné, a sakktdbla k-adik sora-
ban, elméletileg barmelyik oszlopba keriilhetett (soronként prébédltunk
meg elhelyezni egy-egy kirdlynét). Az alapdbra azt is sugalmazza, hogy
milyen ,mechanizmussal” dllithatdk el6 az z[k] tombelemben az A, hal-
maz elemei rendre, egyik a mésikbél. Ez rendszerint az aldbbi médon
valésithaté meg:

x[k] = <Ay_elso_eleme>
amig x[k] <= <A _utolsé_eleme> végezd

<utasitas, amely x[k]-ban, A, aktudlis elemébdl,
a szabalyossdg alapjan, eldallitja a kovetkezd elemet>
vége amig

Pl

Az Ay, halmazok elemei gyakran — amint az ,,n kirdlyn6” feladatdban
is — egymast kovetd természetes szamok. Ilyen esetben (abbdl a célbdl,
hogy ezeket el6allitsuk) a backtracking eljardsban hasznalhatunk egy
minden ciklust:

backtracking(x[]1,k)
ha megoldas(x,k) akkor
kiir(x,k)
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kiilonben
minden x[k+1] = <Ax;;_els6_eleme>,<Ax;;_utolsé_eleme>
végezd
ha igéretes(x,k+1) akkor
backtracking(x,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége backtracking

3. Irjuk meg az igéretes fiiggvényt, amelynek donts fontossagu szerep
jut abban, hogy mennyire lesz hatékony az algoritmusunk. Emlékez-
ziink, hogy a backtracking eljards a minden ciklusban keriil meghivasra,
és ellenériznie kell, hogy az x[k+1]-ban éppen el6dllitott elem igérete-
sen bgviti-e az x[1..k] tombszakaszban mar elfogadott elemeket. Bar
az igéretes fliggvényt a (k + 1)-edik szintre hivjuk meg, a ,, forgatékony-
vét” altaldnosan egy k-adik szintre frjuk meg. Az igéretesség feltétele
alapvet6en a megoldadsvektorokat azonosité belsé tulajdonsdagokbél ko-
vetkeztethet6 ki.

4. A megoldéasfiiggvény megirdsa kovetkezik. Azt a feltételt kell
tartalmaznia, amelynek alapjan eldénthet6, hogy egy igéretes x[1..k]
tombszakasz megoldés-e.

5. Utolséként szokds a kiir eljardst megirni. Tandcsos nem csupdn
a megoldasvektorokat kiirni, hanem, elvégezve a dekddolést, magukat
a megoldasokat is. Példaul az n kirdlyné feladata esetén ,kirajzolhat-
nank” a sakktablat, rajta a helyesen elhelyezett kirdlyn&kkel.

A kovetkez&kben szamos megoldott feladaton példdzzuk, miért cél-
szer(i kovetni ezt a megkdzelitési médot.

2.3. Megoldott feladatok

2.1. Halmazmiiveletek: Generdljuk az {1,2,...,n} halmaz
1. p-szeres Descartes-szorzatdnak elemeit;

2. 0sszes permutécioit;

3. p-edrendii varidcidit;

4. p-edrendii kombindciéit;

5. 0sszes részhalmazat;

6. Osszes particiéjat.

A fent javasolt 6tlépéses gondolatmenetet kovetjiik.
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Megoldds (p-szeres Descartes-szorzat):
I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldasai vektorokként?
Példa a Descartes-szorzat elemeire n = 3 és p = 2 esetén:

{(17 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 1)7 (27 2)’ (27 3)’ (37 1)7 (37 2)7 (37 3)}

Eszrevehetd, hogy nincs sziikség kiilonésebb kédoldsra, hiszen min-
denik megoldds dnmagdban vektor alaki (kételemii — 4dltaldnosan p
elem — vektorok).

I1. A feladat alapédbrdja

A= { 1, 2 n | P
A= | 1, 2, n V| |k
AZ_ { 1; 2; n } ] 2
A1= { 1, 2, . . n } 1
X
2.5. abra.

Tekintettel arra, hogy az A, halmazok mindegyike {1, 2, ..., n} alakd,
a backtracking algoritmus a kovetkez6képpen fog kinézni:

descartes(x[],n,p,k)
ha megolddas(p,k) akkor
kiir(x,k)
kiilonben
minden x[k+1]=1,n végezd
ha igéretes(x,k+1) akkor
descartes(x,n,p,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége descartes

III. Mivel a feladat a) pontja a Descartes-szorzat 6sszes elemét kéri,
nem beszélhetiink a feladat megolddsait azonosité bels6 tulajdonsdgok-
rol. Ebbél az is kovetkezik, hogy az x tomb barmely k-adik helyére az A,
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halmaz mindenik eleme megfeleld (igéretes). Ily médon az igéretes
fliggvény mindig IGAZ-at fog visszatériteni.

igéretes(x[],k)
return IGAZ
vége igéretes

IV. Valahanyszor igéretes elemet taldlunk a témb p-edik eleme sza-
maéra, megolddshoz jutottunk.

megoldas(p,k)
ha k==p akkor
return IGAZ
kiilonben
return HAMIS
vége ha
vége megoldds

V. Mivel a megolddsvektorok maguk a megoldésok, ezért nincs sziik-
ség dekddolasra.

kiir(x[]1,k)
minden i=1,k végezd
ki: x[i]
vége minden
vége kiir
Tekintettel az igéretes és megoldds algoritmusok egyszerti voltara,
lemondhatunk a haszndlatukrél. Ez esetben a backtracking eljaras a ko-
vetkez6képpen fog mutatni:

descartes(x[],n,p,k)
ha k == p akkor
kiir(x,k)
kiilonben
minden x[k+1]=1,n végezd
descartes(x,n,p,k+1)
vége minden
vége ha
vége descartes

A backtracking eljaras meghivédsa: descartes(x,n,p,0)

Megoldds (permutdciok):
I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldésai vektorokként?
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Példa a permutécidkra n = 3 esetén:
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)

Eszrevehet, hogy most sincs sziikség kiilonosebb kédolasra, hiszen
mindenik megoldds énmagéban vektor alaki (haromelem{i — dltaldnosan
n elem — vektorok).

Milyen belsé tulajdonsag jellemzi a megolddsvektorokat? A permu-
taciék — a Descartes-szorzat elemeitdl eltéréen — nem tartalmazhatnak
egy elemet t6bbszor, vagyis minden elemet pontosan egyszer tartalmaz-
nak.

II. A feladat alapédbraja

A= { 1,2 . . n )| |n
A= | 1, 2, n )| |k
A= { 1, 2, n )| |2
A1= { 1, 2’ . . n } 1
X
2.6. abra.

Tekintettel arra, hogy az A, halmazok mindegyike ez esetben is {1, 2,
..., n}alakd, abacktracking algoritmus hasonléképpen fog mutatni, mint
a Descartes-szorzat esetén.

permutacio(x[],n,k)
ha megoldas(n,k) akkor
kiir(x,k)
kiilonben
minden x[k+1]=1,n végezd
ha igéretes(x,k+1) akkor
permutdcio(x,n,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége permutacid
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III. Figyelembe véve a megolddsvektorokat azonosité belsd tulajdon-
sdgokat, egy elem az x tomb k-adik szintjén akkor megfelel6 (igéretes),
ha nem szerepel mér a tomb 1. . (k—1) szintjein.

igéretes(x[],k)
minden i=1,k-1 végezd
ha x[i] == x[k] akkor
return HAMIS
vége ha
vége minden
return IGAZ
vége igéretes
IV. Ahogy az a feladat alapédbrajabdl is kideriil, akkor vagyunk meg-
oldésnél, ha fel tudtunk lépni az x tomb n-edik szintjére.
megoldds(n,k)
ha k == n akkor
return IGAZ

kiilonben
return HAMIS

vége ha
vége megoldas
V. A kiir eljards ugyanaz, mint a Descartes-szorzat esetén.
A backtracking eljdrds meghivdsa: permutaci6(x,n,0)
Erdekes megfigyelni, hogy a permutéciék tigy foghatdk fel, mint az
n-szeres Descartes-szorzat azon elemei, amelyekben nincsenek ismétls-

d6 elemek.

Megoldds (p-edrendii varidciék):
I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldésai vektorokként?
Példa a varidciékra n = 3 és p = 2 esetén:

(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)

Amint lathaté, a megoldasvektorok hossza p. Ezeket ugyanaz a bels6
tulajdonsag jellemzi, mint a permutédciékat: nincsenek tobbszoros ele-
meik. Természetesen, mivel a varidcidk p hossziisdgu vektorok, hap < n,
nem tartalmazzdk az {1, 2, ..., n} halmaz 6sszes elemét.
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I1. A feladat alapébréja:

A= { 1, 2, n

A= { 1, 2, n

AZ_ { 1; 2;

A1= { 1, 2, . . n
2.7. abra.

I1I., TV., V. Tekintettel a fentiekre, a varidcidk generdldsa csak a meg-
oldasfiiggvényben kiilonbozik a permutacidkat el64dllité algoritmustol.

variacio(x[],n,p,k)
ha megoldas(p,k) akkor
kiir(x,k)
kiilonben
minden x[k+1]=1,n végezd
ha igéretes(x,k+1) akkor
variacio(x,n,p,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége variacio

megoldas(p,k)
ha k == p akkor
return IGAZ
kiilonben
return HAMIS
vége ha
vége megoldds

A backtracking eljards meghivdsa: variacié(x,n,p,0)
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Megoldds (p-edrendii kombindcidk):
I-V. Példa a kombinaciékra n = 3 és p = 2 esetén:

(1,2),(1,3),(2,3)

Eszrevehetd, hogy a kombindciék tgy sztirheték ki a varidcidk koziil,
hogy megkdoveteljiik az elemek novekvd sorrendjét. Ez belsé tulajdonsé-
gul szolgdl. A novekvé sorrend biztositdsa a legegyszertibben tigy valésit-
haté meg, hogy a backtracking eljardsban az x témb (k + 1)-edik szintjére
az Ay, halmaznak csak x[k]-ndl nagyobb elemeit generdljuk. Mivel ily
moédon mar a backtracking eljards biztositja a megoldéasvektorokat azo-
nosité belst feltétel teljesiilését, az igéretes fiiggvény mindig IGAZ-at
fog visszatériteni. Ime a kombinécidkat generalé backtracking eljaras:

kombindcio(x[],n,p,k)
ha k == p akkor
kiir(x,k)
kiilonben
minden x[k+1]= x[k]+1,n végezd
kombindcio(x,n,p,k+1)
vége minden
vége ha
vége kombindcid
A backtracking eljdrds meghivésa: kombindcié(x,n,p,0). Ugyan-
akkor a hivés el6tt gondoskodunk az x[0] elemrél: x[0] = 0 — ezzel
biztositjuk, hogy az x[1] elemben az {1, 2, ..., n} halmaz 6sszes eleme
el6 legyen allitva.

Megoldds (részhalmazok):
I-V. Példa a részhalmazokra n = 3 esetén:

{13 425 {835 {1,23,{1, 3}, {2, 3}, {1, 2,3}

Figyeljiik meg, hogy a részhalmazok el64llithatok gy, hogy general-
juk sorra az els6-, a mdsod-, . . ., és az n-edrendi kombindcidkat. Ez tgy
valésithaté meg, hogy a kombindcié-eljarasnak atadjuk paraméterként
azt is, hogy hdnyadrend@ kombindciékat generaljon, majd meghivjuk
ezt az eljarast ciklusbol.

részhalmaz(x[],n)
ki : ll{}ll
minden p=1,n végezd
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kombinacié(x,n,p,0)
vége minden
vége részhalmaz

Ha azt szeretnénk, hogy halmazok alakjaban jelenjenek meg az ered-
mények, hasznéljuk az aldbbi kiir fliggvényt:
kiir(x[]1,k)
ki: ’{’
minden i=1,k végezd
ki: x[i], ’,’
vége minden
ki: '}’
vége kiir
Megoldds (halmazparticiok):
I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldasai vektorként?
Példa a halmazparticidira n = 3 esetén:

{1,2,3}
{1,2}{3}
{1,3}{2}
{1}{2,3}
{1H2}{3}

Elgszor cimkézziik a particiék részhalmazait, majd aszerint kédoljuk
tket, hogy az egyes elemek melyik részhalmazban taldlhaték:

2.1. tablazat.

Cimkézett particidk Vektor formajaba kdédoltan
{1,2,3} (1,1,1)

{1,2}{3}° (1,1,2)
{1,3}'{2}° (1,2,1)
(1,2,2)
(1,2,3)

{1pz3)
1y {2y (3)

Tehdt a megoldasok n elemii vektorok forméjaban kédolhaték a ko-
vetkez6 jelentéssel: az i elem a particié x[1] cimkéjd részhalmazédban
taldlhato.

II-IV. Milyen cimkéjti részhalmazokba keriilhetnek a particidk ele-
mei?
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Eszrevehet6, hogy az 1-es mindig az els6 részhalmazba keriil. A 2-es
lehet ugyanabban a részhalmazban, mint az 1-es, kiillénben megnyitja
a masodik részhalmazt. Ha az 1-es és 2-es egyiitt vannak, akkor a 3-as
lehet veliik, kiilonben megnyitja a masodik részhalmazt. Ha az 1-es és 2-
es kiilon vannak, akkor a 3-as lehet valamelyikiikkel, kiilonben megnyitja
a 3. részhalmazt. ..

Altalanosan: k keriilhet valamelyik mar megnyitott részhalmazba,
vagy nyithat egy 1j részhalmazt a kovetkez& sorszdmui cimkével. Mindez
az aldbbi dbrdhoz vezet el:

A= { 1, 2, ... maxix[l.k=1+1 )| |k
A= (1.2 )] |2
A= {1}
X
2.8. abra.

Figyeljik meg, hogy az ily médon meghatdrozott A; halmazok
csak igéretes elemeket fognak tartalmazni, ami sziikségtelenné teszi az
igéretes fiiggvény haszndlatat.

Mivel egy adott k-adik szinten az A, halmaz fels6 hatdra az el6z6
szinteken kivdlasztott értékek maximumatdl fiigg, célszerli lenne mindig
atadni a kovetkezo szintnek az addig hasznalt legnagyobb cimke értékét.
Mindez a kovetkez6 backtracking eljarashoz vezet el:

particio(x[],n,k,max)
ha k == n akkor
kiir(x,k,max)
kiilonben
minden x[k+1]=1,max végezd
particio(x,n,k+1,max)
vége minden
x[k+1] = max+1
particidé(x,n,k+1,max+1)
vége ha
vége particio
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V. A kiir fiiggvény dekoédolja a megoldédsokat.

kiir(x[]1,k,max)
minden c=1,max végezd
ki: ’{’
minden i=1,k végezd
ha x[i] == c akkor
ki: i,’,’
vége ha
vége minden
ki: '}’
vége minden
vége kiir
A backtracking eljdrds meghivdsa: particié(x,n,0,0)
Az imént bemutatott feladat azért is fontos, mert gyakoriak azok
a feladatok, amelyek visszavezethettk rd. Példdul az n kirdlyné feladata
a kovetkez6képpen is felfoghat6: keressiik meg az {1, 2, ..., n} halmaz
azon permutdcioit, amelyek helyes kirdlyné-elhelyezésnek felelnek meg.
Kovetkezzen tovébbi két példa.

2.2. Osztalyterem: Adottak n tanulé nevei a tanuldé[1..n] témb-
ben, akiket kétszemélyes padokba szeretnénk leiiltetni. Pontosan annyi
pad van, amennyi sziikséges (ha a tanulék szama pdratlan, egy iil6hely
tires marad). frjuk ki az 6sszes lehetdséget, ahogy a tanulék leiiltethetsk
az (n+1)/2 padba!

Megoldds: A feladat felfoghaté mint permutacié-feladat. Ha a ta-
nuldk szdma pdratlan, felvesziink az osztalyba egy (n + 1)-edik tanulét
,ures” néven:

ha n%2 == 0 akkor
tanuldészam = n

kiilonben
tanulé[n+1] = "lres"
tanulészam = n+1
vége ha

Generaljuk a tanulék sorszdmainak 6sszes permutéciéit, és a kiir
eljarést a kovetkez6képpen mdédositjuk (a megoldas és az igéretes fiigg-

vények azonosak a permutdciok generdldsanal bemutatott véltozatok-
kal):
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didkok(x[],tanuld[],tanulészam,k)
ha megoldas(tanul6szam,k) akkor
kiir(x,tanulod,k)
kiilonben
minden x[k+1]=1,tanuldészam végezd
ha igéretes(x,k+1) akkor
didkok(x,tanuld, tanulészam,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége didkok

kiir (x[],tanulod[],k)
minden i=1,k/2 végezd
ki: "Az ",i," padban ",tanulo[x[2«i-1]]," és ",
tanuldo[x[2+1i]]," tanuldk iilnek"
vége minden
vége kiir
Megjegyzés: A kiir eljards meghivasakor k éppen tanuldészam-mal
lesz egyenld. A tanulé témbben téroltuk a tanulék nevét.
A backtracking eljards meghivésa: didkok(x, tanulé, tanulészam,0)

2.3. Urna: Adott egy urna, amelyben n piros és m fekete golyo ta-
ldlhat6. Generdljuk az 6sszes lehetGséget, ahogyan p(p < n + m) golyé
kivehet6 az urnabol!

Megoldds: A feladat értelmezhet6 az {0,1} halmaz p-szeres Des-
cartes-szorzat azon elemeinek az el6dllitdsaként, amelyek nem tartal-
maznak n-nél tobb 0-t és m-nél tobb 1-est.

Els6 megkozelitésben megoldhatndnk a feladatot gy is, hogy el6al-
litjuk a Descartes-szorzat 0sszes elemét, és a kiir eljarasban kisziirjiik
koziilik a helyeseket. Azonban hatékonyabb algoritmust kapunk, ha
megproébaljuk csak a helyes Descartes-szorzat elemeket generdlni. En-
nek egyik médja, ha csak akkor fogadunk el igéretesnek egy elemet (0-t
vagy 1-est) egy adott k-adik szinten, ha nincs bel6liikk mar n, illetve m
darab az el6z6 szinteken. Ezért célszer(i lehet mindig dtadni a kévetkez6
szintnek az eddigi 0-k, illetve 1-esek szdmat.

urna(x[],n,m,p,k,nulla,egy)
ha k == p akkor
kiir(x,k)
kiilonben
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ha nulla < n akkor

x[k+1] = 0
urna(x,n,m,p,k+1,nulla+l,egy)
vége ha
ha egy < m akkor
x[k+1] =1
urna(x,n,m,p,k+1,nulla,egy+1l)
vége ha
vége ha
vége urna

Mivel egy kételem halmaz Descartes-szorzatardl van szé, lemond-
tunk a minden ciklus hasznalatar6l. Tovabbad egyszertibbnek talaltuk
azt is, hogy az igéretesség feltételét ide a backtracking (urna) eljarés-
ba épitsiik bele. A kiir eljardsban a kovetkeztképpen valdsithaté meg
a megolddsvektorok dekédoldsa:

kiir(x,k)
minden i=1,k végezd
ha x[i] == 0 akkor
ki: "piros"
kiilonben
ki: "fekete"
vége ha
vége minden
vége kiir

A backtracking eljards meghivésa: urna(x,n,m,p,0,0,0)

2.4. Pénzérmék: Adottak az aq, as, ..., a, értékd pénzérmék, min-
denik tipushél bormennyi. Irjuk ki az 6sszes lehetséges médot, ahogyan
egy s Osszeg kifizethet6 ezen pénzérmék segitségével.

Elsé megoldds:

I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldasai vektorokként?

Legyen a kovetkez6 példa: n = 3, a = {2,3,5}, s = 10 (2.2. tdblézat).

Megjegyzések:

1. A megolddsok kédoldsdndl a pénzérmék sorszamat hasznéltuk.

2. Ezen kodolasi méd mellett a megoldasvektorok kiilonb6zé hosz-

szusédguak.

Tehat a megoldédsvektorok, az {1, 2, ...,n} halmaz elemeibél kialakit-
hat6 azon monoton névekvd sorozatok, amelyeknek megtelels pénzér-
mék Gsszege s. A monoton névekv6 kitétellel kizarjuk egyes megolddsok
tobbszori el6allitasat.
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2.2. tablazat.

Pénzérmék A megolddsok kédvektorai

{2,2,2,2,2} (1,1,1,1,1) az els6 pénzérmébsl hasznalok 6t6t

{2,2,3,3} (1,1,2,2) haszndlok kett6t az els6 pénzérmébdl és
kett6t a masodikbodl

{2,3,5} (1,2,3) mindenikfajta pénzérméb&l haszndlok
egyet-egyet
{5,5} (3,3) hasznalok kett6t a harmadik pénzérmébsl

II-IV. A feladat alapdbréja:

A= { 1, 2, n}| |k
A= | 1, 2, n | |2
A1= { 1) 27 n } 1
X
2.9. dbra.

Mikor igéretes a k-adik szintre javasolt x[k] elem? Ha az €l6z6 szin-
teken igéretesnek elfogadott elemeknek megfeleld részosszeghez hozza-
adva a neki megfelel6 pénzértéket, nem haladjuk tiil az s 6sszeget.

Milyen feltétel mellett jelenthetjiik ki, hogy a k-adik szinten igé-
retesnek elfogadott pénzérmével egyben megolddshoz is jutottunk? Ha
pontosan az s 0sszegre poétolta ki az el6z6 szinteknek megfeleld rész-
Osszeget !

Tekintettel arra, hogy az igéretesség, illetve annak a feltétele, hogy
az eredmény megoldas, fiigg az addig 0sszegyfilt részosszegtol, elényos,
ha mindenik szint megkapja paraméterként ezt az értéket.

Figyelembe véve az alapdbrat, és azt, hogy a megoldédsvektorok ele-
mei monoton novekvd sorrendben kovetik egymadst, valamint a fenti
észrevételeket, az aldbbi backtracking eljardshoz jutunk:

fizetésl(x[],al[]l,n,s,k,részosszeg)
ha részosszeg == s akkor
kiir(x,a,k)
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kiilonben
minden x[k+1]=x[k],n végezd
ha részosszeg + a[x[k+1]] <= s akkor
fizetésl(x,a,n,s,k+1,részosszeg+a[x[k+1]])
vége ha
vége minden
vége ha
vége fizetésl

V. A kiir fiiggvényben dekédoljuk a megolddsvektorokat.

kiir(x[]1,a[],k)
minden i=1,k végezd
ki: a[x[i]]
vége minden
vége kiir
A backtracking eljaras meghivésa: fizetésl(x,a,n,s,0,0). Ugyan-
akkor a hivés el6tt gondoskodunk az x[0] elemrél is: x[0]=0. fgy biz-
tositjuk, hogy az x[1] elemben az {1,2,...,n} halmaz 6sszes eleme el6
legyen allitva.

Mdsodik megoldds:
I. Egy mdsik lehet&sége a megolddsok kédoldsdnak az alabbi.
Legyen ugyanaz a példa: n = 3, a = {2,3,5}, s = 10.

2.3. tablazat.

Pénzérmék A megoldasok kédvektorai

{2,2,2,2,2} (5,0,0) az els6 pénzérmébdl 6t, a masodikbdl és har-
madikbdl egy sem

{2,2,3,3} (2,2,0) kett6 az els6 és a masodik pénzérmébél, egy
sem a harmadikbdl

{2,3,5} (1,1,1) mindhdrom pénzérmébdl egy-egy
{5,5} (0,0,2) kett6 a harmadik pénzérmébdl

Altaldnosan: A megoldasvektorok k-adik eleme azt tdrolja, hogy
hény darabot hasznaltunk a k-adik pénzérmébdl az s Gsszeg kialakita-
sédban. Mindenik pénzérmébdl legkevesebb nulla és legtébb s/a[k] (ahol
k=1,2,...,n) darabot. S6t, ha figyelembe vessziik, hogy amikor a k-adik
pénzérméhez érkeziink, mdr rendelkezésre all egy s, részosszeg, amely
azl,...,k—1 pénzérme tipusokbdl 4ll 6ssze, akkor a k-adik pénzérmébdl
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mar csak legtobb (s — s;_1)/a[k] darab haszndlhat6. Mindez a kovetkez6
alapabrahoz vezet.
II. A feladat alapébraja:

A= { o0, 1, . . (s-s,.)/aln] } I
A= { 0,1, . . (s=s.)alkl }| |k
A= { 0,1, . . (s=s)dl2l )| |2
A= { o0, 1, . . sld1] } 1
X
2.10. abra.

fizetés2(x[],a[]l,n,s,k,részosszeg)
ha megoldas(n,k) akkor
kiir(x,a,k)
kiilonben
minden x[k+1]=0, (s-részisszeg)/a[k+1l] végezd
ha igéretes(x,a,n,s,k+l,részosszeg) akkor
fizetés2(x,a,n,s,k+1l,részosszeg+x[k+1]*al[k+1])
vége ha
vége minden
vége ha
vége fizetés2

A rekurziv eljdrds k-adik szintre valé meghivdsakor a részosszeg
paraméter az s;_; értéket kapja meg.

II. Mikor igéretes a k-adik szintre javasolt z[k] elem? Ha az addigi
részosszeghez hozzdadva az x[k| darab a[k] értékii pénzérmének megfe-
lel6 Gsszeget (x[k] * a[k]), nem haladjuk til az s bsszeget! S6t, az n-edik
szinten még igényesebbeknek kell lenniink, és csak akkor fogadhatunk el
igéretesnek egy elemet, ha pontosan az s 6sszeghez vezet. Ha az n-edik
szinten egy s-nél kisebb Osszegre is rdbdlintana az igéretes fiiggvény,
tekintetbe véve, hogy ez nem megoldés, a backtracking eljaréds Ggy rea-
gélnd le ezt a helyzetet, hogy fellépne az (n +1)-edik szintre, holott nincs
(n + 1)-edik pénzérme.
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igéretes(x[],a[]l,n,s,k,részésszeg)
return (k < n és részosszeg+x[k]xa[k] <= s) vagy
(k == n és részosszeg+x[k]*a[k] == s)
vége igéretes

IV. Milyen feltétel mellett jelenthetjiik ki, hogy a k-adik szinten igére-
tesnek elfogadott pénzérme szdmmal egyben megoldédshoz is jutottunk?
Tekintettel az igéretes fliggvény meger@sitett feltételére, ha fel tudunk
1épni az n-edik szintre, akkor megoldast taldltunk.

megoldds(n,k)
return k == n
vége megoldds

A backtracking eljards meghivésa: fizetés2(x,a,n,s,0,0)

2.5. Szuperprimek: Generdljuk az 6sszes n szamjegy(i szuperprimet.
Egy természetes szdmot szuperprimnek neveziink, ha prim és a szam-
jegyei jobbrél balra sorrendben torténé egyenkénti levagdsaval nyert
szamok (tekintsiik ezeket a szdm prefixeinek) is mind primek. Példa-
ul 239 szuper prim, mert 239, 23 és 2 mind primek.

Elsé megoldds:

I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldasai?

Mivel a megoldédsok n szamjegyli természetes szamok, felfoghatdk
gy mint n elemi vektorok, amelyeknek elemei a {0,1,...,9} halmaz-
b6l szarmaznak. Bar mar ezen megdllapitds alapjan is felrajzolhat6
az alapabra, és megoldhaté a feladat, vegyiik észre, hogy hatékonyabb
algoritmushoz jutunk, ha tovdbbi megszoritdsokat tesziink. Tekintettel
a szuperprimek értelmezésére, a megoldasvektorok nem tartalmazhat-
nak csak 5-t6l kiilonboz6 paratlan szdmjegyeket, kivéve az elsé szintet,
ahol viszont csak a 2, 3,5, 7 értékek jelenhetnek meg.

II-V. A feladat alapabrajat lasd a 2.11. dbran.

szuperpriml(x[],n,k,prefix)
ha k == n akkor
ki: prefix
kiilonben
ha k == 1 akkor
x[k+1] = 2
szuperpriml (x,n,k+1,2)
x[k+1] = 3
szuperpriml (x,n,k+1,3)
x[k+1] = 5
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szuperpriml (x,n,k+1,5)

x[k+1] = 7

szuperpriml (x,n,k+1,7)
kiilonben

x[k+1l] = 1

ha prim(prefix+10+1) akkor
szuperpriml(x,n,k+1,prefix+10+1)

vége ha

x[k+1] = 3

ha prim(prefix*10+3) akkor
szuperpriml(x,n,k+1,prefix*10+3)

vége ha

x[k+1] = 7

ha prim(prefix+10+7) akkor
szuperpriml(x,n,k+1,prefix*10+7)

vége ha

x[k+1] = 9

ha prim(prefix+10+9) akkor
szuperpriml(x,n,k+1,prefix+10+9)

vége ha

vége ha
vége ha
vége szuperpriml

Mivel az A, halmazok csupdn négyelemiiek és nem egy pontos
szabdlyossdg szerint kovetik egymadst, nem tettiik ciklusba a rekurziv
hivésokat. Tovdbba, tekintettel arra, hogy az A, halmaz eltér a tobbitél,
ezt az esetet kiilon kezeltiik.

A= { 1, 3, 7, 9 | n
A= {1, 3,7, 9 } k
~ { 1,3 7,9 } 2
1~ { 2) 35 5, 7 }

X

2.11. abra.
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Mikor igéretes egy szdmjegy az = verem (k + 1)-edik szintjén? Ha
az épiildben 1évd szdmnak a verem k-adik szintjéig kialakitott prefixét
egy kovetkez6 primprefixszé egésziti ki. Ahhoz viszont, hogy ezt ellen-
orizni tudjuk (prim fiiggvény), sziikséges az illetd vektorprefixet el6szor
szdmmd alakitani. Azért, hogy ne kelljen ezt Gjra meg Gjra megtenni, min-
denik szinti fiiggvényhivas paraméterként megkapja az addig kialakult
prefix értékét szamként is. Igy egy kovetkezé prefix szdmmad alakitdsa
csupdn annyibdl 4ll, hogy az aktudlis prefix végéhez egy kovetkezs szam-
jegyet ragasztunk. Ugy is fogalmazhatndnk, hogy a megoldasvektorokkal
parhuzamosan szdmként is felépitjiik az eredményeket.

A backtracking eljards meghivésa: szuperpriml(x,n,0,0)

Mdsodik megoldds:

Bar eddig minden esetben az = témbben épitettiik fel a megoldasokat,
nem sziikséges ehhez mereven ragaszkodni. Példdul a jelen feladat ese-
tében sziikségtelen a megolddsokat szamjegysorozatként is és szamként
is felépiteni. Elvégre a szdmok 6nmagukban is felfoghaték vektorként,
anélkiil hogy szétbontandnk szdmjegyeikre.

szuperprim2(k,n,prefix)
ha k == n akkor
ki: prefix
kiilonben
ha k == 0 akkor
szuperprim2(k+1l,n,2)
szuperprim2(k+1,n,3)
szuperprim2(k+1,n,5)
szuperprim2(k+1,n,7)
kiilonben
ha prim(prefix+10+1) akkor
szuperprim2(k+1,n,prefix*10+1)
vége ha
ha prim(prefix+10+3) akkor
szuperprim2(k+1,n,prefix*10+3)
vége ha
ha prim(prefix+10+7) akkor
szuperprim2(k+1,n,prefix*10+7)
vége ha
ha prim(prefix+10+9) akkor
szuperprim2(k+1,n,prefix*10+9)
vége ha
vége ha
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vége ha
vége szuperprim2

A backtracking eljdrds meghivdsa: szuperprim2(0,n,0)

2.6. 1/2 halmazok: Hatdrozzuk meg az 0sszes p elemii halmazt,
amely rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal :

— minden eleme n (n < 32) szamjegyi;

— az elemek csak 1-es és 2-es szdmjegyeket tartalmaznak;

— barmely két eleme pontosan m (m < n) pozicién tartalmaz azonos
szdamjegyeket;

— a szdamok egyetlen poziciéban sem tartalmaznak azonos szdmje-
gyeket.

Megolddsok:

I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldésai?

Legyen a kovetkez6 példa:n =3, m=1,p = 3.

2.4. tablazat.

Megolddasok n < 10 barmely n-re 10 <n < 32
{112,121,211} (112,121,211) ((1,1,2),(1,2,1),(2,1,1))  (1,2,4)
{221,212,122} (221,212,122) ((2,2,1),(2,1,2),(1,2,2))  (6,5,3)
{111,122,221} (111,122,221) ((1,1,1),(1,2,2),(2,2,1))  (0,3,6)
111,122,212} (111,122,212) ((1,1,1),(1,2,2),(2,1,2))  (0,3,5)
{111,221,212} (111,221,212) ((1,1,1),(2,2,1),(2,1,2))  (0,6,5)
{222,211,112}  (222,211,112) ((2,2,2),(2,1,1),(1,1,2))  (7,4,1)
{222,211,121} (222,211,121) ((2,2,2),(2,1,1),(1,2,1))  (7,4,2)
{222,112,121} (222,112,121) ((2,2,2),(1,1,2),(1,2,1))  (7,1,2)

A fenti példa bemutatja az eredmény kédoldsanak harom kiilonb6z6
modjat. Han < 10, akkor a megolddshalmazok elemei eltdrolhaték szam-
ként a szamitégép memoridjaban (példaul, ha C programozasi nyelven
torténik a kédolds, haszndlhatunk unsigned long int tipust), és nincs
sziikség kiilondsebb kdédoldsra (masodik oszlop). Ha n < 32, a megol-
déshalmazok elemeit felfoghatjuk igy, mint természetes szamok n biten
valé bels6 dbrdzolésait (az 1-es szdmjegynek a 0-ds bitet, a 2-esnek az 1-es
bitet feleltettiik meg) (negyedik oszlop). Barmely n esetén tekinthetjiik
a megoldédsokat olyan p elemii témboknek, amelyeknek elemei n elemd,
egyest és kettest tartalmazé tombok (harmadik oszlop).
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Egy megolddson beliil az elemeket névekv sorrendben generaljuk
ahhoz, hogy elkeriiljiik ugyanazon megoldas tobbszori eldallitdsat.
I1. A feladat alapdbrdja a hdrom esetben:

A= { 11.11, 11.12, 11..21, .. 22.22, } p
A= ( 1111, 11.12, 1L.21, .. 22.22, ) k
A= { 11.11, 11.12, 11.21, .. 22.22, } 2
A= { 11.11, 11.12, 11.21, .. 22.22, }
n-szer n-szer n-szer n-szer X
A= (11,010, (11,1,.2), (101,0,2.), 0 (22,0220 | | [ ] | P
A={01,1,..,1,1),(1,1,..1,2), (1,1,...,.2,1), ... (2,2,...,2,2), } | || K
A2= { (1’11--',111)’ (1’11--',112)’ (1,11'“,251)’ N (212"--;212)’ } o 2
A1= { (1;11--',111)’ (1,11--',1a2)’ (1,11"',251)’ N (212’---;212)’ }
n-szer n-szer n-szer n-szer X
A= { o, 1, 2'-1 ) p
A= { o0, 1, 21} k
2= { 01 1) 2“ 1 } 2
A= { o0, 1, 2'-1 |}
X

2.12. abra.
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szamok(x[],n,p,m,utolso,k)
ha megoldas(p,k) akkor
kiir(x,n,k)
kiilonben
x[k+1] = kovetkezo(x[k])
amig x[k+1] <= utolsé végezd
ha igéretes(x,n,m,k+1,részésszeg) akkor
szamok(x,n,p,m,utolsd,k+1)
vége ha
x[k+1] = kovetkezo(x[k+1])
vége amig
vége ha
vége szdamok

Az utolsé nevii paraméterben az eljards az A, halmazok utolsé (leg-
nagyobb) elemét kapja meg. Az els6 esetben ez a 22..22, n szadmjegyi
szam, a mdasodikban a (2,2,...,2) n elem{ vektor és a harmadikban
a 2" —1 érték.

Az elst6 két esetben nem trivialis, hogy miként lehet az A, halmaz
elemeit, az x tomb k-adik szintjére, egymadst kévetéen — egyikb6l a masi-
kat — el6allitani. Az alapétlet az, hogy szimulédljuk a szamok eggyel vald
novelését , kettes szdmrendszerben” (jobbrol balra haladva végig a sza-
mon, amig az els6 1-est taldljuk, minden 2-est 1-re dllitunk, majd ezt
2-esre noveljiik). Az aldbbiakban megadjuk a kovetkezo fiiggvényt a ha-
rom esetre. A masodik esetben az x tomb elemei maguk is n elem vekto-
rok (ami azt jelenti, hogy x alapvet6en kétdimenzids témb, és az utolso
nevii paramétere egydimenziés). Ezért kap a kovetkez62 eljards para-
méterként egy egydimenzids tombot és az n értékét. Ebben az esetben
természetesen médosul a kovetkezé fliggvénynek a szamok f6eljarasbeli
meghivdsa is (példdul: x[k+1]=kovetkez62(x[k],n)), és az amig ciklus
feltételében az 6sszehasonlitds sem oldhaté meg egyszerii 6sszehasonli-
tasi operatorral (hasznélhatunk egy 6sszehasonlité fliggvényt az x[k+1]
és utolsoé vektorok osszehasonlitdséra).

kovetkez61(w)

V=w

h=1

amig v > 0 és v%10 == 2 végezd
wW=w-nh
h = h+10
v = v/10

vége amig
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ha v > 0 akkor
W=Ww+h
vége ha
return w
vége kovetkez6l

kovetkezo2(a[],n)
minden i=n,1,-1 végezd
ha a[i] == 2 akkor
ali] =1
kiilonben
a[i] = 2
return
vége ha
vége minden
return a
vége kovetkez62

kovetkezo63(w)
return w+1
vége kovetkez63

III. Az A, halmaz valamely eleme akkor igéretes az x tomb k-adik
szintjén, ha pontosan m pozicién taldl az aldbbi szinteken igéretesnek
elfogadott mindenik elemmel. Az utols6 esetben ez azt jelenti, hogy
a tombelemek n biten val6 bels6é dbrdzolasai taldlnak m bitpozicidn.
S6t, k = p esetén ezenfeliil annak a feltételnek is teljesiilnie kell, hogy
egyetlen poziciéban se tartalmazza a tomb mindenik eleme ugyanazt
a szamjegyet, illetve bitet.

igéretes(x[],n,m,k)
minden i=1,k-1 végezd
ha talal(x[k],x[i],n) # m akkor
return HAMIS
vége ha
vége minden
ha ugyanaz(x,n,k) akkor
return HAMIS
vége ha
return IGAZ
vége igéretes

A taldl fiiggvény meghatdrozza, hogy n-bél hany pozicién talal az el-
s6 két paramétere. Az ugyanaz fiiggvénynek azt kell ellenériznie, hogy
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van-e olyan pozicid, amelyben az x témbnek mind a k eleme ugyanazt
a szamjegyet, illetve bitet tartalmazza. Ezen egyszeri fiiggvények meg-
irdsat az olvasora hagyjuk.

IV. Nyilvan mindhérom esetben akkor jutottunk megoldédshoz, ha
k=np.

V. A kiir eljaras csak a harmadik esetben tartalmaz kiiléndsebb de-
kédolast, amikor is a megolddsvektorok elemeinek n biten valé bels6
abrazolasait kell megjeleniteniink oly médon, hogy minden 0 bit helyett
1-es szamjegyet, és minden 1-es bit helyett 2-s szamjegyet frunk ki.

kiir3(x[1,n,k)
minden i=1,k végezd
bitenként(x[1i],n)
vége minden
vége kiir3

bitenként(w,n)
ha n > 0 akkor
bitenként(w/2,n-1)
ki: w%2 + 1
vége ha
vége bitenként

A backtracking eljards meghivdsa:

Megjegyzések:

1. Az x[0] tombelemnek olyan kezd6értéket adunk, hogy x[1]-ben
az A, halmaz 6sszes eleme el6éllitasra kertiljon.

2. Akovetkez6l és kovetkezo2 eljardsokat tgy irtuk meg, hogy az A,
halmazok utolsé elemét a halmazok elsé eleme kovesse, példaul:
kovetkez061(22..22) = 11..11

Ezért inicializdltuk ezen esetekben x[0]-t az utolsoé valtozd, illetve

vektor értékével.

1. eset (az utols6 véltozéban a 22..2, n szdmjegy(i szdmot alakit-
juk ki)

utolsd = 0

minden i=1,n végezd
utolsé = utolso6+10+2

vége minden

x[0] = utolso

szamokl(x,n,p,m,utolso,0)
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2. eset (az utolsé témbben a (2,2,...,2), n elemi vektort alakit-
juk ki)
minden i=1,n végezd
utolso[i] = 2
x[0][i] = 2
vége minden
szamokl(x,n,p,m,utolso,0)

3. eset (az utolso valtozdéban a 2™ — 1 értéket alakitjuk ki)

utolsd = 1

minden i=1,n végezd
utolsé = utolso=2

vége minden

utolsé = utolso-1

x[0] = -1

szamokl(x,n,p,m,utolso,0)

2.7. Békdk: Legyen egy s[1 . . 2n+1] karakterldnc, amelyben az el-
s6 n elem 0, az (n + 1)-edik székdz, a tobbi pedig 1-es. Generaljuk
az Osszes lehet6séget, ahogyan a nullasok (fehér békdk) helyet cserél-
hetnek az egyesekkel (fekete békdk), a kovetkezo feltételek mellett:

— a fehér békak csak balrél jobbra, a feketék pedig csak jobbrél balra

szokdoshetnek.

— egy béka akkor haladhat elére, ha el6tte székoz van, vagy ha
az el6tte 1év6 béka el6tt szokdz van, ez utébbi esetben atugor-
hatja az el6tte 1évé békat.

Megoldds:

I. Hogyan kédolhaték a feladat megoldésai?

Figyeljik meg, hogy a feladat tgy is felfoghaté, mintha a székoz
ugralna. Jelsljiik p-vel a sz6koz pozici6jit a karaktertombben. Altaldban
négyféle 1épés lehetséges:

1. A sz6koz helyet cserél a t6le jobbra 1évé békaval (a (p + 1)-edik
poziciéban lévével), amennyiben létezik ilyen béka (p < 2n) és
az fekete.

2. A szo6koz helyet cserél a (p + 2)-edik poziciéban 1év6 békdval,
amennyiben létezik ilyen béka (p < 2n — 1) és az fekete.

3. A sz6koz helyet cserél a t6le balra 1évé békaval (a (p — 1)-edik
poziciéban lév6vel), amennyiben létezik ilyen béka (p > 2) és
az fehér.
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sz

4. A szo6koz helyet cserél a (p — 2)-edik poziciéban 1évé békaval,

amennyiben létezik ilyen béka (p > 3) és az fehér.

A lépéseket a sorszdmukkal kédoljuk, és egy megoldast tigy fogunk
fel, mint a székoznek egy olyan lépéssorozatat, amely a békdak helycse-
réjét eredményezi.

Példa n = 3 esetén:

2.5. tablazat.

A megoldés A megoldds mint
mint lépéssorozat
dllapotsor (a megoldds kodja)

000 111
00 0111
0010 11
00101 1
001 101
0 10101
010101
10 0101
1010 01
101010
10101 O
101 100
1 10100
11 0100
1110 00
111 000

w
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Tehét a feladat megoldésai olyan vektorok formdjaban kédolhaték,
amelyeknek elemei az {1, 2, 3, 4} halmazbdl szdrmaznak.

II. A 2.13. ébra a feladat alapabraja.

Hogy mikor igéretes (lehetséges) egy 1épés, azt mar a lépéstipu-
sok lefrdsdndl megfogalmaztuk. Nyilvan akkor vagyunk megoldésndl,
ha a békak helyet cseréltek és a sz6koz kdzépen van.

békak(x[1,n,s[],k,p)
ha megoldas(n,s) akkor
kiir(x,k)
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kiilonben

ha p <= 2n és s[p+1l] == '1’ akkor
x[k+1]=1
s[pl="1’
s[p+1]=" "’
békak(x,n,s,k+1,p+1)
slpl=" "~
s[p+1]="1"

vége ha

ha p <= 2n-1 és s[p+2] == ’1’ akkor
x[k+1]=2
slpl="1’
s[p+2]=" "~
békak(x,n,s,k+1,p+2)
slpl=" "~
s[p+2]="1"

vége ha

ha p >= 2 és s[p-1] == 0’ akkor
x[k+1]=3
s[pl="0’
s[p-11=" "’
békak(x,n,s,k+1,p-1)
slpl=" "~
s[p-1]="0"

vége ha

ha p >= 3 és s[p-2] == ’0’ akkor
x[k+1]1=4
slpl="0’
s[p-2]=" "~
békak(x,n,s,k+1,p-2)
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slpl=’
s[p-2]1="0"’
vége ha
vége ha
vége békak

megoldas(n,s[])
minden i=1,n+1 végezd
ha i <= n és s[i] # ’'1’ akkor
return HAMIS
vége ha
ha i == n+l1 és s[i] # '’
return HAMIS
vége ha
vége minden
return IGAZ
vége megoldas

akkor

A feladat 4llapotat egy adott pillanatban az s tomb alakja hatédroz-
za meg. Memoriatakarékossagi szempontok miatt az s tombét és az n-t
a békak eljdras cim szerinti paraméterekként kapja meg. Ezzel szemben
a sz0koz aktudlis helyét mindenik szinti hivdsnak érték szerint adjuk &t
(igy nem kell minden békaugras el6tt tjra meg tijra megkeresni az s tomb-
ben a sz6koz helyét). Az a tény, hogy az s tomb cim szerint lett dtadva,
sziikségessé tette, hogy valahdnyszor visszalépiink, elészor rekonstrual-
juk az s tombo6t (a rekurziv hivdasok utédn), és csak azutdn lépjiink egy
djabb igéretes irdnyba. Mas széval, a rekurzi6 visszattjain visszaugral-
tatjuk a békakat. Ugy is mondhatnank, hogy azzal parhuzamosan, ahogy
a backtracking eljards bejarja mélységében a feladathoz rendelhet fa-
struktira igéretes részfdjat, az s globdlis tombben szimuldljuk a békak
el6re-visszaugralasat.

A kiir eljardsnak rekonstrudlnia kell az  tomb alapjan a megoldast
mint dllapotsort. Ez maradjon gyakorlatként az olvasé részére.

2.8. Labirintus: Adott egy labirintus az a[l..n|[1..m] bindris t6mb-
ben (1-essel kédoljuk a falat, 0-val a folyosét). Adott még egy személy
pozicidja a labirintusban (az « koordinéta a sorindex, az y az oszlopin-
dex). Generaljuk az 6sszes hurokmentes utat, amelyen a személy kijuthat
a labirintusbél.

Példa: n =5, m =6, x = 3, y = 3 (2.14. bra).

Megoldds: Bér a feladatot az el6z6 séma szerint is felfoghatnank
(kédoljuk a 1épéseket: 1 — felfelé, 2 — jobbra, 3 — lefelé, 4 — balra),
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a 0 1 2 3 4 5 6 7
o(2|12|12(2|2]|2]|2]2
112(1(1(1|]0(1[1]2
212(1(0|J0|0|0|1]|2
3(/2(0|1|e|1([0]1]2
41210110 0]0]|0]|2
512(0(0}1(0f1]|]0]| 2
6(2|12|22|2]|2]|2]|2

2.14. abra.

ez alkalommal a megolddst egy az egyben ugy tekintjiik, mint egy fa
mélységi bejardsat. Ahhoz, hogy konnyebben érzékelhessiik, ha kijutot-
tunk a labirintusbél, szegélyezziik a tombot egy kettesekbdl allé kerettel
(0-dik sor, 0-dik oszlop, (n + 1)-edik sor, (n + 1)-dik oszlop). A fa gyo-
kere a személy kezdeti pozicidja (z,y), az elsé szinti csomépontok azok
a helyek lesznek, ahova els6 lépésben léphet, a masodik szintiek azok,
ahova ezekb6l tovabb léphet sth. Akkor jutottunk levélhez, ha kiléptiink
a keretre (megoldaslevél) vagy ha ,,zsikutcaba” jutottunk. Ugy fogjuk el-
keriilni a hurkokon valé végtelen korbejarast, hogy mikézben haladunk
elére a faban, ,befalazzuk” magunk mdogott az utat, visszalépéskor pe-
dig helyreallitjuk a ,,befalazott” elemeket. Alabb megadjuk a feladathoz
rendelhet6 fastruktirat, a fenti példdra vonatkoztatva. A megoldéslevele-
ket vastagitott kerettel rajzoltuk, a zsdkutca-leveleket pedig besatiroztuk.
Szaggatott vonallal kereteztiik azokat a leveleket, ahonnan a tovdbblépés
hurokba vezet.

Emlékezziink, hogy a mélységi bejaras lényege az, hogy minden po-
zici6bdl, ahova eljutottunk, el6szor az els6 iranyban (legyen ez felfele)
probalunk tovabblépni. Ha egy adott pillanatban az elsé irdnyban fal van,
prébdlkozzunk a mésodik irdnyban (jobbra) ,,egérutat” taldlni, és igy to-
vabb, mig végiil abba a helyzetbe nem jutunk, hogy vagy mind a négy
irdnyban fal van, vagy taldltunk egy kiutat (kiléptiink a keretre). Ha
a fat képzeljiik magunk elé, gy is mondhatnank, hogy a bal oldali 4gan
lemegyiink a lehet6é legmélyebbre (mig egy levélhez nem jutunk). Mit
tesziink, ha egy adott poziciébél mar nem tudunk tovabblépni? Vissza-
lépiink oda, ahonnan ideléptiink (az apacsomépontba), ahol folyatjuk
egy kovetkezé irdnyban a labirintusbél valé kivezet6 utak keresését. Ha
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abba a helyzetbe kertiliink, hogy egy (¢, j) pozici6b6l mar minden lehet-
séges irdnyban sorra elmentiink ((: — 1, 7), (3,7 +1), (i+1,7), (4,5 — 1)) és
visszajottiink, akkor az (7, j) poziciébdl is visszalépiink. Az algoritmus
akkor ér véget, amikor gy értiink vissza a személy kezdeti helyére, hogy
mér nincs olyan irdny, amit ne prébaltunk volna ki.

A rekurziv backtracking eljérds a személy aktudlis pozicidjat (i, 5)
érték szerinti paraméterként kapja meg, valamint azt, hogy hdnyadik
allomasnal (k) tartunk az aktudlis titon. Az aktudlis utat egy d nevii egy-
dimenzids tombben regisztraljuk (ez fogja betolteni az dltalanos sémabeli
x tomb szerepét), amelynek elemei az it menti témbelemek koordiné-
tait (s a sor indexe, o az oszlop indexe) taroljdk. Az a és d tomboket
a labirintuseljards cim szerint kapja meg.

2.15. 4bra.

Figyeljiik meg, hogy a tomb barmely (i,j) poziciéjdban, ahova el-
jutottunk (més széval a fa minden egyes csomdépontjaban) alapvetéen
ugyanazt kell tenniink:
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a) Ellendrizziik, hogy a kereten vagyunk-e. Ha igen, akkor kifrjuk
a d tombben regisztralt megoldast.

b) Ha nem vagyunk még a kereten, regisztrdljuk a d témbben az ak-
tudlis ut k-adik dllomésaként az (i,j) poziciét, ,befalazzuk” az
ali][7] elemet, ahol éppen allunk, és megprébalunk — rekurziv hi-
vasok altal — sorra mind a négy szomszédos irdnyban tovabblépni.

¢) Miutdn a rekurzié minden igéretes irdnybdl visszahozott, miel6tt
az aktualis (4, j) poziciébdl is visszaléptetne, helyredllitjuk a ,,be-
falazott” a[i][j] elemet.

labirintus(a[][]1,d[]1,i,],k)
ha a[i][j] == 2 akkor
minden r=1,k-1 végezd
ki: d[r].s,d[r].o
vége minden
kiilonben
d[k].s=1
d[k].o=j
al[i][jl=1
ha a[i-1][j] == 0 akkor
labirintus(a,d,i-1,j,k+1)
vége ha
ha a[i][j+1] == 0 akkor
labirintus(a,d,i,j+1,k+1)
vége ha
ha a[i+1][j] == 0 akkor
labirintus(a,d,i+1,j,k+1)
vége ha
ha a[i][j-1] == 0 akkor
labirintus(a,d,i,j-1,k+1)
vége ha
a[i1[31=0
vége ha
vége labirintus

2.9. Fénykép: Adott egy fekete-fehér kép, amelyet az a[l..n|[1..m]
bindris matrixban taroltunk (a 0 a fehér tartoményokat, az 1 a fekete
foltokat /targyakat/ abrazolja). Allapitsuk meg a képen talalhaté targyak
szamat!

Az alabbi példdkban mindkét fénykép két targyat tartalmaz:
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1000 110001
0100 100101
0001 111001

Megoldds: Végigpdsztdzzuk a képet (fentrél lefele, sorrél sorra), és
valahadnyszor elériink egy targyat (taldlunk egy 1-es értékii elemet), egy
backtracking eljarassal — az illeté 1-esb&l kiindulva — letoroljiik (atallit-
juk az 1-eseit 0-ra), majd folytatjuk a pasztdzést, tovédbbi targyak utdn
kutatva. Nyilvan annyi targy van a képen, ahanyat letoréltiink. A back-
tracking tipusu torol eljards tanulmanyozasét az olvaséra hagyjuk.

Megjegyzés: Azért, hogy a torol eljaras minden targyat gy kezelhes-
sen mint 0-kkal koriilvett 6sszefiligg6 1-es teriiletet, a méatrixot egy 0-kbél
allo kerettel szegélyeztiik.

kép(a[1[1,n,m)
minden i=0,n+1 végezd
a[i][0]=0
a[i][m+1]=0
vége minden
minden j=0,m+1 végezd
a[0]1[j]1=0
a[n+1][j]=0
vége minden
k=0
minden i=1,n végezd
minden j=1,m végezd
ha a[i][j]==1 akkor
torol(a,i,j)
k=k+1
vége ha
vége minden
vége minden
ki: k," targy van a képen"
vége kép

torol(allll,1,3)
al[i][j1=0
ha a[i-1][j] == 1 akkor
torol(a,i-1,3)
vége ha
ha a[i-1][j+1] == 1 akkor
toérél(a,i-1,j+1)
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vége ha

ha a[i][j+1] == 1 akkor
torol(a,i, j+1)

vége ha

ha a[i+1][j+1] == 1 akkor
torol(a,i+l, j+1)

vége ha

ha a[i+1][j] == 1 akkor
torol(a,i+1,J)

vége ha

ha a[i+1][j-1] == 1 akkor
torol(a,i+l,j-1)

vége ha

ha a[i][j-1] == 1 akkor
torol(a,i,j-1)

vége ha

ha a[i-1][j-1] == 1 akkor
torol(a,i-1,j-1)
vége ha
vége torol

A torol eljarast fill eljardsnak is nevezik, hiszen alapvetSen ugy to-
roltiink le vele egy tdargyat, hogy a targy 1-esei képezte zart tertiletet
kifestettiik 0-kkal.

2.4. Kitiizott feladatok

2.1. Zaszlék: Generaljuk ki az 0sszes hdromszinti zasz16t, amelyek-
ben a kovetkez6 6 szin (fehér, fekete, piros, kék, zold, sarga) szerepelhet
és amelyek kozépsé szine vagy fekete vagy fehér.

2.2. Osszegre bontas: Bontsuk fel az n természetes szdmot p darab
természetes szdm Gsszegéveé (p <= n) az Osszes lehetséges modon.

2.3. Delegacié: Egy n tagt csoportban a személyek 1-t61 n-ig vannak
megszamozva. Tudva azt, hogy az 1..p személyek nék, képezziik az 6sszes
olyan k tagi delegacio6t, amelyben pontosan ¢ n6 taldlhaté.

2.4. Egyenlet: Oldjuk meg a 3z +y + 4xz = 100 egyenletet a termé-
szetes szdmok halmazdn. Irjuk ki az 6sszes lehetséges megoldast.
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2.5. ,Rendezés”: Képezziik az a[l..n] tomb elemeinek az Gsszes
olyan atrendezését, amelyekben az a[i..i+k] tombszakasz elemei egy-
més utdn szerepelnek az eredeti sorrendben.

2.6. Részcsoportok: Egy n tagi csoportban a személyek 1-t6l n-ig
vannak megszdmozva. Generdljuk az 0sszes olyan k tagi részcsoportot,
amely:

— tartalmaz adott p személyt;

— nem tartalmaz adott ¢ személyt;

— tartalmaz egy adott személyt, de nem tartalmaz egy maésikat;

— tartalmaz egyet adott p személy koziil;

— tartalmaz legaldbb egyet adott p személy koziil;

— tartalmaz r személyt adott p koziil, de nem tartalmaz madsik ¢

személyt.

2.7. Primek dsszege: Adott egy természetes szam. Bontsuk az 6sszes
lehetséges médokon primszamok Gsszegére.

2.8. A kiraly és lova: Ismert egy n x n sakktdblan egy 16 és a kiraly
pozici6ja. A tdbla egyes négyzetei égnek, mdsok pedig nem. Generdl-
juk az Osszes lehet6séget, ahogy a 16 a kirdlyért mehet, majd visszatér
— a hétan a kiréllyal — eredeti helyére, ha tudjuk, hogy nem 1éphet ég6
négyzetre, és ahova egyszer lépett, az a négyzet felgytil mogotte. Termé-
szetesen a 16 eredeti pozicidja, illetve a kirdly helye kezdetben nem ég.

2.9. Pontok a sikban: Adott n pont a sikban a koordinataik altal.
Képezziik az 6sszes lehetGséget, ahogy a pontok 6sszekotheték p egyenes
altal gy, hogy az egyenesek metszéspontjainak halmaza részhalmaza
legyen az n pont halmazédnak.

2.10. Maximalis prefix: Adott egy n x m méretli matrix, amelynek
elemei karakterek, valamint egy s karakterldnc. Keressiik meg a métrix-
ban s leghosszabb prefixét. A métrixban a prefix bettii le, fel, bal, jobb
irdnyban kovethetik egymast.

2.11. Golyé: Egy n x m centiméter méretdi, téglalap alaku teriiletet
ugy fogunk fel, mint egy matrixot. Az (i,j) poziciéji elem a megfele-
16 helyzetli négyzetcentiméter magassdgat tarolja. Generdljuk az 6sszes
utvonalat, amelyen egy (z,y) poziciéji golyé kigurulhat a tertiletrél.
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2.12. Torékeny béke: Legyen n szék és n személy 1-t6l n-ig meg-
szamozva. Kezdetben az i-edik személy az i-edik széken iil, de minden
szomszéd Osszevesz. Képezziik a személyek Gsszes olyan atiiltetését,
amelyben az ellenségek kozott legaldbb egy, de legfennebb két masik
személy ul.

2.13. Bitszomszédok: Toltslink fel egy 2" x 2™ méretli maétrixot
az Osszes lehetséges médon a 0..2"7™ — 1 természetes szdmokkal 1gy,
hogy barmely két szomszédos elem (vizszintes és fligg6leges irdnyban)
bindris dbrdzoldsa pontosan egy pozicién kiilénb6zzon.

2.14. Hamilton és Euler: Adott egy n csomépontu graf. Hatdrozzuk
meg az O0sszes Hamilton-kort (minden csomépontot érint egyszer, de
csakis egyszer), illetve az 6sszes zart Euler-vonalat (minden élen dthalad
egyszer, de csakis egyszer) a grafban.

2.15. Kifejezések: Adott egy n elemii egész szamsorozat. Helyezziink
a szamok kozé az 0sszes lehetséges médon n — 1 operatort a 4 aritmetikai
operator (+,-,-,/) koziil ugy, hogy a kapott kifejezés értéke egy adott egész
szam legyen.

2.16. Dobozok és targyak: Legyen n targy 1-t6] n-ig megszdmozva,
és legyen n doboz. Tudva azt, hogy egy dobozba legfennebb m targy
fér bele, generdljuk az 6sszes lehetGséget, ahogy a targyak elhelyezhettk
a dobozokban.

2.17. Raktar: Egy n x m méretli madtrix, amelynek elemei az
{0,1,2,3} halmazbdl szdrmaznak, egy raktédrt 4brdzol. A 0 szabad, az 1 el-
torlaszolt és a 2 ég6 pozicidkat dbrdzol. Az egyetlen 3-as érték a raktdros
helyzetét adja meg. Generaljuk az dsszes tvonalat, amelyen a raktdros
kijuthat az épiiletbdl, ha:

— a kijarat az (n, m) poziciéban van;

— le, fel, jobbra, balra irdnyba haladhat;

— nem haladhat 4t az 1-es poziciékon, valamint a 2-es és az ezekkel

szomszédos poziciékon.

2.18. A futé és a 16: Egy sakktdblan ismert egy futé helyzete. Ha-
tdrozzuk meg az Gsszes utvonalat, amelyen egy 16 eljuthat egy adott
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kezdeti poziciébdl egy adott végsé pozicidba tigy, hogy ne 1épjen a futd
altal tAmadott négyzetekre.

2.19. Zaréjelek: Irjunk ki minden helyesen nyitd és csuké n zaréjelet
tartalmazo karakterlancot!

2.20. A ,,legnagyobb” legrovidebb ut: Adott egy n x m méretli mat-
rix, amely egész szamokat tartalmaz. Hatdrozzuk meg az (i, j) pozici6tol
az (u,v) poziciéhoz vezet6 Osszes legrovidebb it koziil azokat, amelyek
mentén az 6sszeg pozitiv szdm.

2.21. Sziirjektiv fiiggvények: Generdljuk az 6sszes f : A — B sziir-
jektiv fiiggvényt, ahol A = {1,2,...,n} és B ={1,2,...,m}!

2.22. Szines fénykép: Adott egy szines fénykép egy n x m méretd
matrix altal. A hattér fehér, amelyet nullak dbrdzolnak, a kiilénb6z6 tar-
gyakat pedig nem nulla ,,egyméas mellett” elhelyezked6 szamok kédoljak.
Hény képpontbdl 4ll a legnagyobb targy képe?

2.23. Legkisebb 6sszeg: Adott egy n x m méretii matrix. frjuk ki azt
a legkisebb n tagli 0sszeget, amelynek elemeit kiilonb6z6 sorokbdl és
kiilénb6z6 oszlopokbdl szedjiik 6ssze!

2.24. Tornyok: Ismert n épit6kocka oldalhossza és szine. Hatéroz-
zuk meg a legmagasabb olyan ,fornyot”, amelyben nincsenek azonos
szin{i szomszédos ,,emeletek”.

2.25. Riiddarabolas: Adott egy n méter hosszi rid. frjuk ki az 6sszes
lehetséges médot, ahogy feldarabolhato egy és két méter hosszi rudacs-
kakra.



3. FEJEZET

DIVIDE ET IMPERA
,Oszd meg és uralkodj”

Milyen feladatok oldhaték meg a divide et impera (,,0szd meg és
uralkodj”) mdédszer segitségével? Azok a feladatok, amelyek visszave-
zethet6k, mds széval lebonthatoék, két vagy tobb hasonlé, de egyszeri(ibb
(kisebb méretii) részfeladatra. Ezen részfeladatok hasonléak 1é6vén az ere-
deti feladathoz, maguk is visszavezethet6k tovdbbi hasonlé, de még
egyszerlibb részfeladatokra. Addig jarunk igy el, mig bandlisan egysze-
rii (trividlis) részfeladatokhoz jutunk, amelyek tovdbb nem bonthatdk.
Megint csak egy fat latunk magunk el6tt. A gyokérben taldlhaté az ere-
deti feladat. A fa els6 szintjén helyezkednek el azok a részfeladatok,
amelyekre els§ 1épésbdl bonthaté le a feladat. Mely részfeladatok ke-
riillnek a médsodik szintre? Nyilvdn azok, amelyek kozvetlentil adédnak
az els6 szinti részfeladatok lebontasabdl. Végiil a fa leveleibe a lebontés-
bél ad6dé trividlis részfeladatok keriilnek.

Mivel az imént bemutatott fa minden csomépontjadban hasonléd
feladatok taldlhaték, a részfeladatok altaldnos alakjarél beszélhetiink.
Az eredeti feladat tigy tekinthetd, mint az dltaldnos feladat hatdresete, ab-
ban az értelemben, hogy méretben a legnagyobb. A trivialis részfeladatok
a mésik hatdresetként foghatok fel, hiszen méretben a lehet6 legkisebbek
(tovabb nem darabolhatdék).

Szemléltessiik mindezt a ,,hanoi fornyok” feladatdn keresztiil.

Hanoi tornyok: Képzeljiink magunk elé harom rudat, amelyeket a-
val, b-vel és c-vel fogunk jel6lni. Az a ridra n kiilonb6z6 méretii korong
van hiizva, méretiik szerint csokkend sorrendben (legalul taldlhaté a leg-
nagyobb atméréjti). Helyezziik at az n korongot az a ridrél a b riadra a ¢
rid felhaszndldsdva, figyelembe véve a kovetkezket:

— egy lépésben egyetlen korong mozdithato el, valamelyik korong-

torony tetejérdl egy masik tetejére;

— tilos nagyobb atméréjti korongot kisebb atméréjtire helyezni.

A fenti feladat els6 1épésben két hasonlé, de egyszertibb részfeladatra
bonthaté (amelyek mindegyike tovébbi kett6re, és igy tovabb), ugyanis
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n korong édthelyezése a-rél b-re a c segitségével visszavezetheté n — 1
korong kétszeri athelyezésére:

1. 4thelyezziik a fels6 n — 1 korongot a-rél c-re b segitségével;

2. dthelyezziik a legnagyobb korongot a-r6l b-re;

3. édthelyezziik az n — 1 korongot c-r6l b-re a segitségével.

A részfeladatok dltaldnos alakja: k korong dthelyezése az s (source)
rudrél a d (destination) riudra a h (help) segitségével.

Hatdresetek a méretet tekintve: ha k& = n, akkor az eredeti feladatot
kapjuk, £ = 1 esetén pedig trivialis feladatokkal van dolgunk.

Példa gyandnt legyen az n = 3 eset. Az aldbbi dbra szemléletesen
mutatja be, miként bonthaté le az eredeti feladat részfeladatokra, és érzé-
kelteti a feladat m6gott meghuzédé fasstrukturat is. Félkovér bettitipust
hasznéltunk a feladatot megoldé 1épéssorozat kiemelésére (a — b, a — c,
b—c¢c,a—b,¢c—ac—b,a—b).

A jelolések jelentése:

(k,s,d, h) — dthelyeziink k£ korongot az s ridrél a d ridra a h rad
segitségével.
s — d — athelyeziink 1 korongot az s ridrél a d ridra.

e (3,a,b,c)
(2,a, ¢ b)

— (1,a,b,c)

a—b

a—»c
— (1,b,c,a)

b—c

a—b
(2,¢, b, a)
— (1,c¢,a,Db)

c—a

c—b

— (1, a, b, ¢)

a—b

3.1. abra.
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3.1. A divide et impera médszer stratégiaja

Egy divide et impera algoritmus rekurzivan kozeliti meg a feladatot.
Ebbdl adédik elegancidja. Az algoritmust megvalésité rekurziv eljardst
(vagy fiiggvényt) nyilvdn az altaldnos feladatra kell megirnunk és az ere-
deti feladatra meghivnunk. Az eljarasnak (fiiggvénynek) kiilonbséget kell
tennie trividlis és nem trividlis részfeladat k6zott. Méas széval két forga-
tékonyvet tartalmaz:

— Trividlis esetben fel kell vallalnia az illetd részfeladat teljes meg-
oldésat. Ez fog a rekurzié megdllasi feltételeként szolgélni.

— Ha nem trividlis a feladat, megolddsat, rekurziv hivasok 4ltal,
vissza kell vezetnie a részfeladatai megoldédsara. Ez harom lépés-
ben valésithaté meg:

1. Meghatdrozzuk a részfeladatokat, amelyekre az altaldnos fel-
adat lebonthat6 (,,Oszd meg ... ").

2. Rekurziv hivasok dltal megoldjuk az igy nyert részfeladatokat
(5. .. és uralkodj”).

3. A részfeladatok megolddsaibdl felépitjiik az dltaldnos feladat
megoldéasat.

fme egy divide et impera algoritmus véza:

eljaras Név(az_daltalanos_feladat_paraméterei)
ha trivialis akkor
< 0ldd meg >
kiilénben
< hatarozd meg a részfeladatait >
< rekurziv hivdsok altal oldd meg ezeket >
< épitsd fel a megoldast >
vége ha
vége eljaras

Hogyan keriil bejarasra egy divide et impera algoritmusban a feladat
lebontdsdbol ad6dé fastruktira? Nyilvan mélységében, hiszen mindenik
csomépont esetén el6szor sorra megoldjuk a fiurészfak altal (azon rész-
fak, amelyeknek gyoOkerei a csomépont fiai) képviselt részfeladatokat,
majd ezt kdvetéen az illeté6 csoméponthoz kapcsolédé feladatot.

Mi torténik, ha a feladat lebontédsakor a fa kiilonb6z6 dgain azonos
részfeladatok jelennek meg? Példaként tegyiik fel, hogy n elem k-ad-
rend{i kombindciéinak szamat szeretnénk kiszdmitani divide et impera
algoritmussal a C(n, k) = C(n — 1,k) + C(n — 1,k — 1) képlet alapjan.
Els6 lépésben a C'(n, k) kiszdmitdsa a C(n — 1,k) ésa C(n — 1,k — 1)
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kiszamitdsdra vezet6dik vissza. A madsodik 1épésben megjelend rész-
feladatok pedig a kovetkezdk lesznek: C(n — 2,k) és C(n — 2,k — 1),
valamint C'(n — 2,k — 1) és C(n — 2, k — 2). ime, maris megjelent két azo-
nos részfeladat. Mivel a divide et impera a részfeladatokat, amelyekre
egy feladat visszavezet6dik, egymastol fiiggetleniil oldja meg, az azonos
részfeladatok tjra és tjra megolddsra keriilnek, ahdnyszor csak taldlko-
zunk veliik a fa bejardsa kozben. Ilyen feladatok megoldédséra el6nytelen
divide et impera algoritmust irni. Példaul megtorténhet, hogy a fa 6sszes
csomoépontjanak szdma exponencidlisan fiigg a bemenet méretétél, bar
a kiilonb6z6 részfeladatok képvisel6inek szama csak polinomiélis érték.
Egy késtbbi fejezetben megismerkediink majd a dinamikus programozas
modszerével, mely hatékonyan oldja meg az ilyen feladatok némelyikét.

Kovetkezzen a divide et impera algoritmust implementdlé rekurziv
eljards a ,,hanoi tornyok” feladatara:

az dltalanos feladat paraméterei

a trivialitas feltétele

hanoi(k,s,d,h)

ha k. == 1 akkor a trividlis feladat
ki: "00ysttyds )Y megoldasa
kiilonben
hanoi(k-1,s,h,d)
ki: '"(',s,"',",d, ':)'> a fitdrészfeladatok
hanoi (k-1,h,d,s) paraméterei
vége ha

vége hanoi

3.2. abra.

Az eljarast az eredeti feladatra hivjuk meg: hanoi(n,’a’,’b’,’c’).

3.2. Hogyan kozelitsiink meg egy divide et impera
feladatot?

Ha tisztdzzuk az aldbbi kérdéseket, akkor ezekbdl az algoritmus ter-
mészetszerlien fog adédni:
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I. Hogyan vezethetd vissza a feladat hasonld, de egyszer(ibb rész-
feladatokra?
II. Mi az altaldnos feladat alakja? Mik a paraméterei? Ezek lesznek
az eljaras formaélis paraméterei !
III. Milyen paraméterértékekre kapjuk az eredeti feladatot? Ezekre
hivjuk meg kezdetben az eljarast!
IV. Mi a trivialitas feltétele ? Hogyan oldhaték meg a trivialis részfel-
adatok?
V. Nem trividlis esetben mik az dltalanos feladat részfeladatainak
a paraméterei? Ezek lesznek a rekurziv hivasok aktudlis paramé-
terei!
VI. Hogyan épithet6 fel a részfeladatok megoldésaibdl az 4ltaldnos
feladat megoldésa?
A fenti sablont természetesen nem lehet egy az egyben minden
feladatra rdhtzni. Az elv megértésében segitenek a most kévetkezé meg-
oldott feladatok.

3.3. Megoldott feladatok

3.1. Maximumkeresés: Adott egy szdmsorozat, amelyet az a[l..n]
tombben tdroltunk. Hatdrozzuk meg a legnagyobb elem indexét!

Megoldads:

I. Az a[l..n] témbszakaszban a maximum keresése visszavezethet6
az a[l..n/2] és a[n/2 + 1..n] témbszakaszok maximuménak meghatd-
rozdsdra, amelyek a maguk rendjén tovdbb bonthaték az a[l..n/4] és
aln/4+41..n/2],illetve az a[n/2+1..3n/4] és a[3n/4+1..n] tombszakaszok
maximumainak megtaldldsara stb.

II. Nyilvdnval6, hogy az éltaldnos részfeladatnak, amelynek meg-
oldadsdra meg kell frnunk a divide et impera forgatékonyvet, meg kell
hatdroznia egy afi..j] tombszakasz maximumértékének indexét. Az dlta-
ldnos feladat paraméterei természetesen az i és j indexek lesznek.

III. Az eredeti feladatot az ¢ = 1 és j = n értékekre kapjuk.

IV. A feladat akkor trivialis, ha a tombszakasz egyelem (i = j). Ez
esetben éppen az i (vagy j) index(i elem lesz az illet6 szakasz maximuma.

V. Nem trividlis esetben (i < j) az (i, j) paraméterd feladatot vissza-
vezetjiik az (¢, (i +7)/2) és ((i + 7)/2 + 1, j) feladatokra.

VI. A rekurziv hivdsokbdl visszatérve, rendelkezésre allnak az
ali .. (i+7)/2] és al(i+j)/2+1 . . j] tombszakaszok maximumainak
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indexei. Magatdl értet6dGen, a két maximum koziil a nagyobbik lesz
az afi . . j] tombszakasz legnagyobb eleme.

maxindex(a[],1,])
ha i == j akkor
return i
kiilonben
ml=maxindex(a,i, (i+j)/2)
m2=maxindex(a, (i+3)/2+1,3)
ha a[ml] > a[m2] akkor
return ml
kiilonben
return m2
vége ha
vége ha
vége maxindex

A fiiggvényt az eredeti szdmsorozatra hivjuk meg: maxindex(a,1,n)

3.2. Binaris keresés: Adott egy szigorian nodvekvd szamsorozat,
amelyet az a[l . . n| tombben tdroltunk, valamint egy x szdm. Keres-
siik meg a szdmot a szdmsorozatban, és ha megtalalhatd, téritsiik vissza
a sorszamat, kiilonben nulléat!

Megoldds:

I. Megcélozzuk az a[l . . n] témbszakasz kozéps6 elemét, az a[n/2]
elemet. Ha ez éppen a keresett elem, a keresést befejeztiik. Ellenkez6
esetben, attdl fiiggéen, hogy x kisebb vagy nagyobb, mint ezen kézépsé
elem, a keresést vagy a szdmsorozat alsé (a[l . . n/2—1]), vagy a felss
(a[n/241 .. n]) felében folytatjuk, ahol természetesen hasonléan jarunk el.

II. Tehat a részfeladatok altaldanos alakja megint csak egy ali . . j]
tombszakaszra vonatkozik, itt kell megkeresni az x szdmot. Az dltalanos
feladat paraméterei ez esetben is az i és j indexhatarok lesznek.

III. Az eredeti feladatot az i = 1 és j = n értékekre kapjuk.

IV. A feladat két esetben trividlis: ha a tombszakasz nem létezik
(¢ > j), vagy ha az 7 < j esetben, megcélozva a tombszakasz kozépsd
elemét, eltaldljuk a keresett szdmot. Az elsé esetben nullat, a médsodikban
a kozéps6 elem indexét ((i + j)/2) téritjik vissza.

V. Nem trividlis esetben (i < j és a keresett szdm nem egyen-
16 a[(i + j)/2]-vel), att6l fliiggéen, hogy = kisebb vagy nagyobb, mint
al(i+7)/2], a keresést vagy az a[i . . (i+j)/2—1], vagy az a[(i+7)/2+1 . . j]
tombszakaszban folytatjuk.
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VI. Nem trividlis esetben a feladat eredménye egy az egyben a rekur-
ziv hivas dltal visszatéritett érték lesz.

binariskeresés(a[l,x,1i,j)
ha i > j akkor
return 0
kiilonben
k = (i+j)/2
ha x == a[k] akkor
return k
kiilonben
ha x < al[k] akkor
return bindriskeresés(a,x,i,k-1)
kiilonben
return binariskeresés(a,x,k+1,j)
vége ha
vége ha
vége ha
vége bindriskeresés

A fiiggvényt az eredeti szdmsorozatra a kovetkezdképpen hivjuk
meg: bindriskeresés(a,x,1,n)

3.3. Mergesort: Rendezziik névekvd sorrendbe az z[1..n| témbben
tdrolt szdmsorozatot, a n6vekvé szamsorozatok 6sszefésiilésére vonatko-
z6 algoritmusra alapozva.

Megoldads:

I-VI. Az z[l . . n] tombszakasz rendezése visszavezethetf az
z[l .. n/2] és z[n/2+1 . . n] tombszakaszok kiilén-kiilén val6 rende-
zéseire és az ezt koveld Osszefésiilésiikre. Akdrcsak az el6z6 feladatok
esetében, a divide et impera forgatékonyvet egy x[i . . j] témbszakasz
rendezésére kell megirnunk. A feladat akkor trividlis, ha a rendezendé
tombszakasz egyelem (i = j).

mergesort(x[]1,i,])
ha i < j akkor
k = (i+j)/2
mergesort(x,i,k)
mergesort (x,k+1,j)
osszefésiil (x,1,k,J)
vége ha
vége mergesort
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osszefésiil (x[],bal,k6ézép, jobb)

minden i=bal,kozép végezd
al[i] = x[i]

vége minden

minden i=k6zép+1,jobb végezd
b[i] = x[i]

vége minden

alkozép+1l] =

b[jobb+1l] = oo {strazsadk}
i = bal
j = kozép+l

minden k=bal, jobb végezd
ha a[i] < b[j] akkor

x[k] = a[i]

i=1+1
kiilonben

x[k] = b[j]

j=3j+1
vége ha

vége minden
vége Osszefésiil

Az Osszefésiil eljdrds Osszefésiili az z[i . . j| tombszakasz alsé
(z[i .. k]) és fels6 (x[k+1 .. j]), kiilon-kiilon mar rendezett feleit az a és
b tombok segitségével.

Az eljardst a teljes szdmsorozatra hivjuk meg: mergesort(x,1,n)

3.4. Quicksort: Rendezziik novekvd sorrendbe az af[l . . n] témb-
ben tarolt szdmsorozatot, a szdmsorozatok szétvadlogatdsara vonatkozé
algoritmusra alapozva.

Megoldds:

I-VI. Szétvdlogatjuk az a[l . . n] témbszakaszt az els6 eleme szerint.
Ennek eredményeként a szdmsorozat els6 eleme a névekvé sorrend sze-
rinti helyére (legyen ez a k-adik pozicié), a néla kisebbek eléje (nem
foltétleniil névekv6 sorrendben), a nagyobbak pedig mogéje (nem fol-
tétleniil n6vekvs sorrendben) keriilnek. Ha a szétvédlogatds utan kiilon-
kiilon rendezziik az a[l . . k—1] és alk+1 . . n] tdmbszakaszok elemeit,
ez a teljes szdmsorozat rendezését jelenti. Tehdt, szétvalogatas altal visz-
szavezethet6 az eredeti feladat két hasonld, de egyszer(ibb feladatra.
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Az édltaldanos feladatot megint csak az ali . . j|] tombszakasz rendezé-
se fogja jelenteni, amelyet az i > j esetben tekintiink trividlisnak (egy
egyvelem{i vagy egy nem létez6 tombszakasz nyilvan rendezett).

quicksort(a[],i,j)
ha i < j akkor
k=szétvalogat(a,i,j)
quicksort(a,i,k-1)
quicksort(a,k+1,j)
vége ha
vége quicksort

szétvalogat(all,i,j)
p=i
a=J
w=ali]
amig p < q végezd
ha a[p] <= a[q] akkor
ha w == a[p] akkor
q=9-1
kiilonben
p=p+1
vége ha
kiilonben
v=a[p]
a[pl=alaql
alql=v
vége ha
vége amig
return p
vége szétvalogat

Az eljarast a teljes szdmsorozatra hivjuk meg: quicksort(a,1,n)

3.5. Koch-fraktal: Rajzoljuk ki a képernyére az n-edik szinti, D
széles Koch-fraktalt.

A 3.3. dbran 0, 1 és 2 szintli Koch-fraktdlokra adunk példat.

Megoldds: Az n-edik szinti Koch-vonalat dgy fogjuk fel, mintha
a nulladik szint{ helyett rajzolndnk négy elsé szinttfit, és ezek mindegyi-
ke helyett négy-négy masodik szinttit, . . . , egészen addig, mig elérkeziink
az n-edik mélységii vonalakig, amelyeket tovdbb mar nem helyettesi-
tiink, hanem megrajzoljuk Gket. Tehat vonalrajzolasra csak a feladathoz
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VAN
FoRoN

3.3. dbra.

rendelhet6 fa leveleiben keriil sor. Mivel a mélységi bejards a fa leve-
leit balrél jobbra sorrendben ldtogatja meg, célszer(i olyan vonalrajzolé
eljarast haszndlni, amely az aktudlis képpontbél kiindulva, az aktua-
lis képpontot mozgatva rajzol. Ez oda vezet, hogy tigymond a ceruza
felemelése nélkiil rajzoljuk ki a Koch-vonalat. A aldbbi Koch-eljaras
a rajzol(d,a) fliggvényt haszndlja, amely vonalat hiizva, elmozditja
az aktudlis képpontot egy d hosszu szakaszon, a szog alatt.

koch(d, o, k)
ha k == n akkor
rajzol(d,«)
kiilonben
koch(d/3, a,k+1)
koch(d/3,a + ©/3,k+1)
koch(d/3,a - ©/3,k+1)
koch(d/3,a,k+1)
vége ha
vége koch

Miel6tt az eljardst meghivnank, természetesen aktudlis képpontnak
azt a pontot kell bedllitanunk, ahol szeretnénk, hogy a Koch-vonal kez-
d6djon. Az eljarast a kovetkezéképpen hivjuk meg: koch(D,0,0)

3.6. Lemezdarabolas: Adott egy n méter hossza és m méter széles
téglalap alaki lemezdarab. A lemez bal als6 sarka a (0,0), a jobb felsé
pedig az (n, m) koordinétdji pontban van. A lemezen p pontszert lyuk
taldlhat6 egész koordindtdju pozicidkban, amelyeket az Ly[l..p] tdmb
tarol. Az i-edik lyuk koordinatdit az Ly[i|.x és Ly[i].y mez&k taroljak (i =
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1,n). A koordinatatengelyekkel parhuzamos teljes vdgdsokat (minden
vagassal a lemez két részre esik) alkalmazva, vdgjuk ki a legnagyobb
lyukmentes tertiletet a lemezbdl.

Megoldds: Eszrevehetd, hogy a legnagyobb lyukmentes lemezdarab-
hoz vezet vagdssorban a vagasok sorrendje tetsz6leges lehet. Az dlta-
ldnos feladat nyilvdnvaléan a kovetkez6: az (z1,y:) bal alsé sarkid és
(x2,y2) jobb fels6 sarkd lemezdarabbdl a legnagyobb lyukmentes darab
kivdgdsa. Az eredeti feladatot az 1 = 0, y; = 0, x5 = n és yo = m
értékekre kapjuk.

(x,,5) (Lylil.x,y,) (x,.3.)
(x,,.Lylil.y) _ (Lylil.x, ‘(Ly[l']-X,
Lylily)  (x,.Lyli].y) Lylil.y)
(x,,3) (x,.y,) (Lylil.x,y,)
3.4. dbra.

A megoldas alapgondolata az, hogy ha nem lyukmentes az aktualis
darab, akkor valamelyik lyuk mentén elvdgjuk (vagy vizszintesen, vagy
fiigg6legesen). A vagasbdl ad6dé darabok mar nem fogjak tartalmazni
az illet6 lyukat. Tehat minden vagassal a feladat hasonlé és egyszeriibb
részfeladatokra bomlik. Mivel mindenik lyuk mentén két vagas lehet-
séges, és ezek mindenikébdl két-két darab lemez adddik, ezért minden
1épésben a feladatot tovdbbi négy részfeladatra vezetjiik vissza. Egy rész-
feladat akkor trividlis, ha lyukmentes darabnak felel meg. Ha megkapjuk,
hogy a fiidarabok mindenikén melyik a legnagyobb lyukmentes teriilet,
akkor ezek koziil a maximaélis lesz az apadarab legnagyobb lyukmen-
tes teriilete. Az aldbbi dbra azt mutatja be, hogy az i-edik lyuk menti
vagdsbdl milyen koordinétdjui darabok szarmazhatnak.

A darabolas eljards egy bejegyzés tipusu véltozo (1nd) értékét té-
riti vissza, amelynek mez6i az eljards dltal paraméterként kapott le-
mezdarabbdl kivaghato legnagyobb teriilet koordinatdit (1nd.x1, 1nd.v1,
1nd.x2, 1nd.y2) és méretét (1nd.t) tartalmazzdk. Ha az illet6 programo-
zasi nyelven, amelyen az algoritmust implementalni szeretnénk, nem
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lehetséges bejegyzés tipusu fiiggvények hasznélata, akkor cim szerint
atadott paramétert hasznadlhatunk.

A lyukmentes fiiggvény ellendérzi, hogy lyukmentes-e a paraméter-
ként kapott darab. Ha lyukmentes, akkor nullat, kiilénben valamelyik
lyuk sorszdmat tériti vissza.

A teriilet fiiggvény meghatdrozza a paraméterként kapott darab te-
riiletértékét.

A maximalis_teriileti fliggvény visszatériti a négy paramétere ko-
ziil azt, amelyiknek a legnagyobb a t-mezdje.

darabolas(Ly[],p,x1,v1,x2,y2)
i=lyukmentes(Ly,p,x1,vyl,x2,y2)
ha i == 0 akkor
Ind.t=teriilet(x1,vy1l,x2,vy2)
Ind.x1=x1
Ind.yl=y1l
Ind.x2=x2
Ind.y2=y2
kiilonben
Indl=darabolas(Ly,p,x1,yl,x2,Ly[i].V)
// vizszintes vagas, also darab
Ind2=darabolas(Ly,p,x1,Ly[i].v,x2,v2)
// vizszintes vagas, felsd darab
Ind3=darabolas(Ly,p,x1,yl,Ly[i].x,Vy2)
// filiggbleges vagas, bal darab
Ind4=darabolas(Ly,p,Ly[i].x,v1,x2,v2)
// filiggbleges vagas, jobb darab
Ind=maximalis_teriilet{1(1ndl,1nd2,1nd3,1nd4)
vége ha
return Ind
vége darabolds

lyukmentes(Ly[]1,p,x1,v1,x2,y2)
minden i=1,p végezd
ha Ly[i].x>x1 és Ly[i].x<x2 és Ly[i].y>vl és Ly[i]<y2
akkor return i
vége ha
vége minden
return 0
vége lyukmentes

A teriilet és maximdlis_teriilet( fliggvények megirdsdt az olvaséra
hagyjuk.
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A kulcsfiiggvényt az eredeti lemezdarabra hivjuk meg: darabo-
las(Ly,p,0,0,n,m)

3.7. Négyzet és kor: Adott egy négyzet a bal alsé sarkanak koordiné-
tai és az oldalhossza altal (a négyzet oldalai parhuzamosak a koordina-
tatengelyekkel), valamint egy kor a kozéppontja koordinatdi és a sugara
altal. Hatdrozzuk meg a metszési feliiletiik teriiletét hdromtizedes pon-
tossédggal.

Megoldds: Legyenek a négyzet bal alsé sarkanak koordinatai, vala-
mint oldalhossza: xn, yn, on. Tovédbbd, jel6ljik a kor kézéppontjdnak
koordinatait, valamint sugarat a kovetkez6képpen: xk, yk, rk. Egy négy-
zet és egy kor — egymadshoz viszonyitva négy kiilénb6z6 helyzetben
lehetnek: 1. a négyzet része a kornek, 2. a kor része a négyzetnek, 3.
a négyzet a koron kiviil van, 4. a négyzet atfed valamennyit a kérbdl.

) O

3.5. abra.

Az els6 esetben a metszési feliilet a teljes négyzet teriilete. A mésodik
esetben a kozos teriilet a teljes kor. A harmadik esetben nincs k6zos
résziik. A feladat akkor érdekes, ha negyedik eset all fent.

A feladat a kovetkezGképpen vezethetd vissza hasonlé és egyszeri(ibb
részfeladatokra. Ha a négyzet metszi a kort (4. eset), négybe vagjuk. Ha
valamelyik négyzetecske teljesen beleesik a korbe, vagy ha teljesen kiviil
esik rajta, akkor trividlis részfeladatként fogjuk kezelni. A korrel metszé
négyzetecskékre mint hasonl6 és egyszeriibb részfeladatokra rekurziv
hivast alkalmazunk. Addig folytatjuk a rekurziv hivasok ldncolatat,
mig 0,001-nél kisebb teriiletli négyzetecskékhez jutunk. Természetesen
az apanégyzet—kor metszési feliilet a négy fiinégyzet—kor metszési teri-
let 6sszege lesz.

A részfeladatok dltalanos alakja: az (z,y, 0) négyzet és az (xk, yk, rk)
kor metszési feliiletének haromtizedes pontossaggal valé meghatarozasa.
Az eredeti feladatotaz z = z,,, y = y,,, 0 = 0,, paraméterértékekre kapjuk.
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3.6. abra.

négyzet_és_kor(x,v,o0,xk,yk,rk)

ha o*o < 0.001 akkor
return 0

vége ha

i=kOr_négyzet_helyzete(x,y,0,xk,yvk,rk)

ha i == 1 akkor
return o0+0

vége ha

ha i == 2 akkor
return wxrksrk

vége ha

ha i == 3 akkor
return 0

vége ha

ha i == 4 akkor
tl=négyzet_és_kor(xl+o/2,vy1l,0/2,xk,vk,rk)
tl=négyzet_és_kor(xl+o/2,yl+0/2,0/2,xk,yk,rk)
tl=négyzet_és_kor(xl,yl+o/2,0/2,xk,yk,rk)
tl=négyzet_és_kor(xl,vl,0/2,xk,vk,rk)
return tl+t2+t3+t4

vége ha

vége négyzet_és_Kkor

A kor_négyzet_helyzete fiiggvény egyet, kett6t, harmat vagy négyet
térit vissza, attél fiigg6en, hogy melyik eset 4ll fent a kor és a négyzet
helyzetét illet6en. Megirasat az olvasdra hagyjuk.
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3.8. Matrixszorzas: Adott két n x n méretii (n kettének a hatvanya)
matrix, A és B. Szorozzuk 6ssze 6ket hatékonyabban, mint a klasszikus
médszer, amelyekkel matrixokat szorzunk.

Megoldds: A matrixokat négybe véagjuk, és ugy tekintjiik 6ket, mint
(2 x 2) méreti matrixokat, amelyeknek elemei a maguk rendjén ugyan-
csak (n/2) x (n/2) méretli matrixok.

All A12 Bll BIQ _ Cll C’12
A21 A22 BZI B22 C21 C22 ’

Ci = A By + Ay By
Cia = A1 Bz + A12 By
Co1 = Ay Bii + A By
Coy = Ap By + Ay By

ahol:

Ily médon az n x n méretli matrixok Osszeszorzdsat visszavezet-
tik nyolc darab (n/2) x (n/2) méretdi métrix kozotti szorzdsra (és még
négy matrixdsszeaddsra). Ha megvizsgédljuk ezen divide et impera al-
goritmus bonyolultségat, azt taldljuk, hogy ez O(n?), tehdt ugyanannyi,
mint a klasszikus matrixszorzasé.

Koztudott, hogy a matrixszorzads lényegesen tobb elemi miiveletet
igényel, mint a matrixosszeadds. 1969-ben Strassen taldlt egy olyan
moédszert a C;; részmdtrixok kiszdmitdsdra, amely csak 7 szorzdst és 18
tsszeaddst, illetve kivondst alkalmaz. Ez a médszer egy O(n'97) < O(n?)
bonyolultsdgu algoritmushoz vezet.

P = (A + Agp) (B + Bay)
Q = (A2 + Ap)Bny
R = A11<312 - B22)
S = A22(321 - Bu)
T = (A + A12) By
U= (Ay — A11)(Bi + By,)
V = (A1 — A)(Ba1 + Bi,)
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Tovébba:

Ch=P+S5-T+V
Cia=R+T
Co=Q+S
Cpp=P+R—Q+U

Az els6 esetben, amikor a C;; részmadtrixokat a hagyomanyos médon
hatarozzuk meg, a kovetkez6képpen valdsithaté meg a divide et impera
algoritmus. Az A és B matrixokat az A[1..n|[1..n] és B[1..n][1..n] témbok
taroljak. A C' eredménymitrix a C[1..n][1..n|-be keriil, amelyet kezdet-
ben lenulldzunk. A részfeladatok dltalanos alakja: az A témb (ia, ja) bal
fels6 sarkil & x k méretli részmadtrixdnak és a B tomb (ib,jb) bal fel-
s6 sarku k£ x k méretli részmatrixdnak az 0sszeszorzdsa. Ezen altaldnos
feladat megoldédsanak forgatékényvét implementéltuk a matrixszorzas
eljards révén. A feladat akkor trividlis, ha £ = 1. Az algoritmus egyszer(i-
sége azon észrevételen alapszik, hogy az eredménymatrix elemei elemi
szorzatok Osszegei, és az A[ial[ja]l-B[ib][jb] alaku elemi szorzatok
az eredménymatrix C[ia][jb] elemének mint 6sszegnek a tagjai.

matrixszorzas(A[1[],B[1[]1,C[]1[],ia,ja,ib,jb,k)
ha k == 1 akkor
Cl[ia][jb]l = C[ial[jb] + A[ial[ja] = B [ib][jb]
kiilonben
matrixszorzas(A,B,C,ia, ja,ib, jb,k/2)
matrixszorzdas(A,B,C,ia, ja+k/2,ib+k/2,jb,k/2)
matrixszorzas(A,B,C,ia, ja,ib, jb+k/2,k/2)
matrixszorzas(A,B,C,ia,ja+k/2,ib+k/2, jb+k/2,k/2)
matrixszorzas(A,B,C,ia+k/2,ja,ib, jb,k/2)
matrixszorzas(A,B,C,ia+k/2,ja+k/2,ib+k/2,jb,k/2)
matrixszorzdas(A,B,C,ia+k/2,ja,ib, jb+/2,k/2)
matrixszorzas(A,B,C,ia+k/2,ja+k/2,ib+k/2,jb+k/2,k/2)
vége ha
vége matrixszorzads

Az eredeti feladatra a kovetkez6képpen hivjuk meg a fenti eljarést:
matrixszorzas(A,B,C,1,1,1,1,n)

A Strassen otletére alapulé megoldds maradjon gyakorlat az olva-
sénak.
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3.4. Kitizott feladatok

3.1. Hajtogatas_1: Legyen egy n elem{i egydimenzids tomb. Hajtsuk
rda a tomb egyik felét a mésik felére. A tomb feliil keriil6 felét adonak,
az alul keriil6t pedig vevének nevezziik (ha pdratlan a témb elemsza-
ma, a kozbiilsé elemet eltavolitjuk). Az 6sszetiirt tomb elemei a vevd fél
indexeit ,,6roklik”. Példdul az z[1..5] tomb kétféleképpen tiirhet6 kett6-
be, egyszer az z[1..2] toémbo6t (a méasodik felét tiirjik rd az els6 felére),
masodszor pedig az x[4..5] tdmbot (az els felét tiirjiik rd a masodik felé-
re) eredményezve (a harmadik elemet eltdvolitjuk). A hajtogatdst addig
folytatjuk, amig egyelem témbhoz jutunk.

Feltételezve, hogy az z[1..n] témbbél indulunk ki:

— Létezik-e olyan hajtogatdsi sor, amely eredményeként az x[i] egy-

elem{ tombhoz jutunk? Nevezziik ezt végsd elemnek.

— Mely témbelemek lehetnek végsé elemek?

— Egy adott i index esetén irjunk ki egy olyan hajtogatdsi sort, amely

6t eredményezi mint végsé elemet.

— Feltételezve, hogy a tomb elemei egész szamok, valamint, hogy

a kettéhajtdsbol ad6dé tomb elemei értékét igy szamitjuk ki, hogy
a megfelelé vev6elem kétszeresébél kivonjuk a megfelels adé-
elem értékét, juthatunk-e nulla értékii végs6 elemhez?

3.2. Kitalalésdi: Képzeljiik el az aldbbi jatékot: Az elso jatékos gon-
dol egy szamra 0-t61 1000-ig, a méasodiknak pedig ki kell taldlnia a szamot
ra-rakérdezve. Az els6 jatékos haromféleképpen vidlaszolhat: kisebb,
nagyobb, eltaldltad. Hatdrozzunk meg egy olyan stratégiat a masodik
jatékosnak, hogy barmelyik legyen is az elrejtett szdm, minimélis ta-
ladlgatdssal taldlja meg. Az els6 jatékos szerepét jatszodja a felhaszndld,
a masodikét pedig a szdmitogép.

3.3. Nagy szamok: Legyen két nagyon nagy egész szam, u és v, ame-
lyeket az u[0 . . n—1] és v[0 . . n—1] egydimenzids tombokben tarolunk.
Legyen tovdbbd s = |n/2]. Vagjuk kett6be az u és v tomboket és ne-
vezziik u;-gyel és vi-gyel ezek [n/2] szdmjegyl also (kisebb helyértékii)
feleit (az u[0 . . [n/2]—1], valamint v[0 . . [n/2] —1] tombszakaszok), és
ug-vel, illetve vo-vel a |n/2] szdmjegy(i felsé (nagyobb helyértéki) feleit
(az u[[n/2] .. n—1], valamint v[[n/2] . . n—1] tombszakaszok). Szem el6tt
tartva, hogy:
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u = 10°u; + ug, v = 10°v; + vy, ahol 0 < uy, vy < 10°

uv = 10%%uyv; + 10°(u1vy + Upvy) + Ugvs,
irjunk hatékony divide et impera algoritmust az uv szorzat kiszdmitdsara.

3.4. Hatvany: Irj divide et impera algoritmust az a"-en kiszdmitasara
log(n) id6 alatt.

3.5. Matrixhatvany: Legyen A egy négyzetes matrix. Irj divide et
impera algoritmust az A" kiszdmitdsdra.

3.6. Négyzetszamok: Szdamoljuk meg egy n (1 < n < 1 000 000)
elem{i szdmsorozat négyzetszamait! A szdmok nem nagyobbak, mint

1 000 000.

3.7. Mértan: Figyelembe véve a mellékelt dbrat, szamitsuk ki a ¢
hossztisagot az m, a és b méretek fliggvényében 10~° pontosséaggal.

m

t
3.7. abra.

3.8. L-tapétazas: Ismert egy 2" x 2" méretli bindris matrixban
az egyetlen 1-es elem pozici6ja. Tapétdazzuk ki a nulldsokat tartalma-
z6 feliiletet egyenlé széru, 2 x 2 méretdi, L alaku lapokkal. Az eredményt
az aldbbi formdaban irjuk ki (1-nél nagyobb egymads utdni egészekkel ko-
doljuk az egyes tapétalapokat):

2233

(209, I V]
[ 92 I SN
(o) I N
D O W

A példdban n = 2 és az 1-es a (2, 3) poziciéban taldlhat6.
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3.9. LNKO: Egy n elemfi természetes szdmokat tartalmazé szdmso-
rozat elemeit az a[l . . n] témbben téroljuk el. Hatdrozzuk meg a szdmso-
rozat elemeinek legnagyobb k6z06s osztéjat, tudva, hogy: Inko(a[l . . n]) =
= Inko(Inko(a[l . . n/2]),Inko(a[n/2+1 . . n])).

3.10. Négyzet-fraktal: frjunk divide et impera algoritmust az alab-
bi fraktdl kirajzoldsdra. Beolvassuk a legnagyobb négyzet oldalhosszat,
a legkisebb négyzetek pedig képpont méretiiek legyenek.

[ [
= I S

rt ]
L] ]

3.8. 4bra.

3.11. Téglalap: Adott egy a x b méretii téglalap (a,b € N ésb—a <
a < b). Egy ilyen alakzat kétféleképpen bonthato két négyzetre és egy tég-
lalapra. A kovetkez6 lépésben a kapott téglalapot tovabb bontjuk, és ezt
addig folytatjuk, mig ,felbonthatatlan” téglalapokat nem nyeriink (nem
elégitik ki a fenti Osszefiiggést). Hatdarozzuk meg azt a lépéssorozatot,
amely minimadlis szamu ,,felbonthatatlan” téglalapot eredményez.

a b-a

a/2 b-a

a/2

b a/2 b-a/2
3.9. dbra.

3.12. Vonalzé: Egy L képpont hosszi vonalzét az aldbbi dbra szerint
szeretnénk felosztani. Osszesen legyen (2" + 1) beosztds, egymadstél azo-
nos tdvolsagokra, amelyek koziil a legmagasabb K képpont, a kovetkez6k
K /2 képpont, és igy tovdbb, hossziak legyenek. Rajzoljuk ki a vonalz6t
a képerny6re egy divide et impera algoritmussal.



3.4. KITUZOTT FELADATOK 101

3.10. abra.

3.13. K.-legkisebb: Adott egy n elemii szdmsorozat. frjunk divide et
impera algoritmust a k-adik legkisebb elem meghatarozdsara.

3.14. Hajtogatas_2: Adott egy n x m méretli matrix. Hajtogassuk
0ssze a matrixot oly médon, hogy feliilre a legnagyobb azonos elemeket
tartalmazo teriilet keriiljon. A kévetkez6 megkotések 1éteznek:

— Minden lépésben a matrixot pontosan kettébe tiirjiik, vagy viz-

szintesen, vagy fiigg6legesen (persze, ha valamelyik irdnyban
a mérete paratlan, akkor a mésik irdnyu t{irés nem lehetséges).

— Mindkét irdnyu tiirés kétféleképpen végezhetd el, attél fiiggen,

hogy melyik fele keriil feliil és melyik marad alul.

Ha létezik megoldds, akkor irjuk ki a megfelel6 lépéssorozatot kény-
nyen érthet6 formdban. Ellenkezé esetben irjunk ki egy megfelel6 iize-
netet.

3.15. Sierpinski: Rajzoljuk ki az n-edrend{i Sierpinski-fraktalt!

3.11. abra.



4. FEJEZET

BACKTRACKING VAGY DIVIDE ET IMPERA?

Az elébbi két fejezetben felfigyelhettiink arra, hogy mind a back-
tracking, mind a divide et impera algoritmusok mélységiikben jarjak
be a feladatok szerkezetét dbrazold fat. Ez a f6 ok, amiért a rekurziv
megvaldsitds annyira kézenfekvé mindkét esetben. Mi akkor az alapvetd
kiilénbség a két modszer kozott?

A backtracking algoritmusokban a megoldasok felépitése a gyokértsl
a levelek iranyaba torténik. Igy az igéretes részfa leveleiben hirdetnek
megoldast, pontosabban a megoldas-levelekben. Ezért is rajzoltuk a fat
a megszokottél eltéréen, a gydkerével alul, hiszen az a természetes, hogy
felfele épitkezziink. Ugy is mondhatnank, hogy a mélységi bejaras eldre-
mutat6 dtszakaszain épit, a visszamutatékon pedig bont. Emlékezziink
most arra, miként jartuk korbe a fat a mélységi bejards bemutatdsakor
a bevezetd fejezetben. Tobbszor is érintettiik a csomépontokat, és attél
fiiggben, hogy az elsé vagy utolsé érintéskor Idtogattuk meg &Eket, be-
széltliink preorder, illetve postorder mélységi bejarasrdl. Mivel a vissza-
lépéses keresés a feladathoz rendelt fa csomépontjait els6 érintésiikkor
haszndlja a megoldadsok épitésében (ekkor keriilnek be a verembe, és
majd utolsé érintésiikkor lesznek onnan eltdvolitva), ezért fogalmazha-
tunk gy, hogy preorder mélységi bejarast alkalmaz.

Ezzel szemben a divide et impera algoritmusok a gyckértél a le-
velek irdnydba (fentrél lefele) lebontjdk a feladatot egyre egyszer(ibb
részfeladatokra, majd a visszatiton (lentrdl felfele) a részfeladatok meg-
oldésaibol felépitik az eredeti feladat megolddsét. Egy részfeladat csak
azutdn keriil megolddsra, miutdn a részfeladatai mar meg lettek oldva.
Milyen sorrendben lesznek hat megoldva a fa csomépontjai dltal képvi-
selt részfeladatok ? Posztorder mélységi bejards szerinti sorrendben.

Vegylik észre azt a kiilonbséget is, hogy a backtracking a megoldas-
levelekbe leérkezve (felérkezve), a divide et impera pedig a gyokérbe
visszaérkezve hirdet megoldast. Ez megmagyardzhatja azt, hogy a back-
tracking feladatoknak &ltaldban miért van t6bb megoldasuk is, a divide
et impera feladatoknak viszont csak egy (egy fdnak sok levele van, de
csak egyetlen gyokere).
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Az el6bbi észrevételnek van egy masik kovetkezménye is, féleg opti-
malizélasi feladatok esetében (bar egyik technikat sem els6sorban ilyen
feladatok megoldéasara ,,taldltak ki”). Ilyenkor a feladat mogott egy donté-
si fa huzédik meg, és az optimaélis megolddst az optimalis gyokér—levél
ut képviseli (lasd 1. fejezet, hdromszogfeladat). Az optimdlis levélbsl
nézve egyértelmii, melyik az optimaélis gyokér—levél tt, viszont a gyokér-
b6l nézve egydltaldn nem. Ez a magyardzata annak, hogy optimalizélasi
feladatok esetén a backtracking kivdléan alkalmas mind az optimadlis
megoldas (optimalis gyokér-levél it), mind az ehhez tartozé optimumér-
ték kifratdsdra, a divide et imperdnak viszont csak az utébbi kézenfekvé.
Persze felmeriilhet benniink az a gondolat, hogy nem lehetne-e min-
den csomépontban eltdrolni ennek optimdlis fidt, hiszen ezen informa-
cié alapjan kés6bb jatszi konnyedséggel elGallithaté lenne az optimalis
gyokér-levél ut is. Csakhogy ez nem jellemz6 a divide et impera stra-
tégidra, amely hogy elkeriilje maganak a fanak a megépitését, az egyes
részfeladatok megoldéasait csak addig tarolja el, amig az apafeladat meg-
olddsét fel nem épiti bel6liik. A részfeladatok optimadlis megolddsainak
eltdroldsa a dinamikus programozds egyik alapeleme.

Azért, hogy ugymond egymads mellett lassuk a két technikat, a ko-
vetkez6 optimalizalasi feladatot mindkett6vel megoldjuk.

Egér—sajt feladat: Egy labirintusban, amelyet egy n x m (n < 50,
m < 50) méretdi, a nevii bindris matrix dbrézol (a 0 érték utat jelol, az 1-
es falat), ismert egy egér (xe, ye) és egy darab sajt (zs, ys) pozicidja.
Hatdrozzuk meg az egértél a sajthoz vezett legrovidebb utat (a labirin-
tusban négy irdnyban lehet kézlekedni). Példa:

1 2 3 4 5 6
1/e{0|0]0]0]|O0
210|111 (0/(0O0
3|0j1|(0[0|0]|1
4/0(0(0]0]|1]s

4.1. dbra.

Az aldbbiakban bemutatjuk az (1, 1) poziciébdl indulé hurokmentes
»egérutak” fajat, amely alapvet6en egy dontési fa. A besatirozott leve-
lekhez ,zsdkutcak” vezetnek. A megoldasleveleket (amelyeknek mind-
egyike a sajt pozici6jat képviseli) megerGsitett kerettel rajzoltuk. A leg-
magasabban 1év6 (4,6) koordinétaértékl levélhez vezetd gyokér—levél
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ut dbrédzolja az optimadlis ,,egér—sajt” utat. Bejeloltiik az identikus részfa-
kat is.

(1,1)

ﬁ
—_
w
N
—_ — —
S w o
= = [
= = =

—
[u=y
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=
—
15N
N
—

—

=
w

=

—
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=2
—
—_ —_
w w
> w
— —

—_
>N
a1
-
—
w
IS
—
—
—_
=
=2
==
—
w
a1
—

4.2. abra.

Megjegyzés: Béar egyik technika sem nyujtja a leghatékonyabb algo-
ritmust a fenti feladatra, stratégidik dsszehasonlitdsdra kittin6en alkal-
mas (a feladathoz rendelhet8 fdban azonos részfak is lehetnek, amelyek-
nek tobbszori bejardsat nem tudjék elkeriilni).
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Backtracking stratégia : Generdlja az 6sszes hurokmentes utat, amely
az egértdl a sajthoz vezet, és kivalasztja koziiliik a legrovidebbet.

Divide et impera stratégia : Az egért6l a sajthoz vezet6 legrovidebb 1t
hosszdnak meghatarozasa visszavezethetd az egérrel szomszédos szabad
poziciékbdl indulé — sajthoz vezets — legrévidebb utak hosszdnak megta-
lalasara. Miutédn ezek rendelkezésre dllnak, a legrovidebbhez hozzdadva
egyet, meg is van a keresett 1t hossza.

Figyeljiik meg, hogy a backtracking tébb potencidlis megoldds-utat
is generdl (az Osszes egér—sajt utat), a divide et impera viszont csak
az optimadlis ut hosszdt épiti fel.

Megjegyzések a backtracking_egér eljarashoz:

— ut[] - az aktudlis utat tdrolja,
utmin[] — a legrévidebb utat térolja,
kmin — a legrévidebb 1t hosszat tarolja,

— x, y - az aktudlis pozicio,
k — hdnyadik 4llomés az aktudlis pozicié az aktudlis tton,
az algoritmus:
— regisztraljuk az (z,y) poziciét mint az aktudlis 1t k-adik 4llo-
masat,
— ellenérizziik, hogy nem allunk-e éppen a sajton,

— ha igen, akkor amennyiben jobb megoldast talaltunk,
mint az eddigi legjobb, regisztrdljuk a kmin és az utmin
véltozékban;

— ha nem vagyunk még a sajtndl, akkor

— miel&tt tovdbblépnénk, befalazzuk labunk alatt a labirin-
tust (ezzel elkertiljiik, hogy ezen az dgon jra visszakertiil-
hessilink ugyanebbe a poziciéba, és a kialakult hurokban
az egeret a végtelenségig korbejarassuk; olyan ez, mintha
nyomot hagynank),

— a szomszédos pozicidkra vonatkozé rekurziv hivasok al-
tal sorra elmegyiink minden szabad irdnyba,

— miel6tt visszalépnénk az (z,y) poziciébdl, kifalazzuk
labunk alatt a labirintust (ezzel biztositjuk, hogy mas
dgakon tovdbbra is elérhet6 legyen ezen pozici6; ugy is
fogalmazhatndnk, hogy nyomtalanul lépiink vissza).

— Figyeljiik meg, hogy akkor érkeztiink ,,zsakutcdba”, ha az illets
poziciébdl egyetlen irdnyba sem tudunk tovabblépni.
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backtracking egér(a[]l[],ut[],utmin[],kmin,xs,ys,x,v,k)

at[k].x = x
utlkl.y = v
ha x == xs és y == ys akkor // a sajthoz érkeztiink

ha k < kmin akkor // rovidebb utat talaltunk,
// mint az eddigi legjobb
kmin = k
minden i = 1, k végezd
utmin[i] = at[i]
vége minden
vége ha
kiilonben
a[x][yv]l = 1 // a hurkok elkeriilése végett
ha a[x-1][y] == 0 akkor
backtracking_egér
(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x-1,y,k+1)
vége ha
ha a[x][y+1] == 0 akkor
backtracking_egér
(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x,y+1,k+1)
vége ha
ha a[x+1][y] == 0 akkor
backtracking_egér
(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x+1,y,k+1)
vége ha
ha a[x][y-1] == 0 akkor
backtracking_egér
(a,ut,utmin, kmin,xs,ys,x,y-1,k+1)
vége ha
a[x][v] = 0 // visszalépés eldtt
// visszaallitjuk a szabad utat
vége ha
vége backtracking_egér

Megjegyzések a divide_et_impera_egér fliggvényhez:
— a fiiggvény a legrévidebb ut hosszat tériti vissza,
— az (n-m)-nél nagyobb vagy egyenl6 hossz jelentése: nincs 1t,
— X,V — az aktuélis pozicié.
divide_et_impera_egér (a[l[]l,xs,ys,x, V)
ha x == xs és y == ys akkor
return 0 // a sajthoz érkeztiink
vége ha
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hl = n*m
h2 = n=*m
h3 = n*m
h4 = n=m

a[x][y]l = 1 // a hurkok elkeriilése végett
ha a[x-1][y] == 0 akkor
hl=divide_et_impera_egér(a,xs,ys,x-1,y)
vége ha
ha a[x][y+1] == 0 akkor
h2=divide_et_impera_egér(a,xs,ys,x,y+1)
vége ha
ha a[x+1][y] == 0 akkor
h3=divide_et_impera_egér(a,xs,ys,x+1,vy)
vége ha
ha a[x][y-1] == 0 akkor
h4=divide_et_impera_egér(a,xs,ys,x,y-1)
vége ha
a[x][y] = 0 // visszalépés elott
// visszadllitjuk a szabad utat
return minimum(hl,h2,h3,h4) +1
vége divide_et_impera_egér

Az aldbbiakban k6z6ljiik a back_vagy_divide eljaradst, amelynek ke-
retén beliil meghivjuk az imént megirt rekurziv eljarést és fiiggvényt.

Feltételeztiik, hogy a feladatnak van megoldasa.

back_vagy_divide(a[]l[],n,m,xe,ye,xs,ys})
ki: "backtracking megoldas:"
kmin = n#m

backtracking_egér(a,ut,utmin,kmin, xs,ys,xe,ye,0)

ki: "Az ut hossza:",kmin
ki: "Az ut:"
minden i = 1,kmin végezd
ki: '(C’, utmin[i].x,’,’ ,utmin[i].v,’)’
vége minden
ki: "divide et impera megoldas:"

ki: "Az ut hossza:",divide_et_impera_egér(a,xs,ys xe,ye)

vége back_vagy_divide



5. FEJEZET

GREEDY MODSZER
Moh6 algoritmusok

A greedy médszert optimalizdlasi feladatok megoldédsara hasznaljuk.
Ime néhény példa greedy feladatra:

1. (Felvono) Egy egyszemélyes felvoné el6tt n személy all, akik-
r6l ismert, hogy hanyadik emeletre szeretnének feljutni (e;, es,
..., €,). Milyen sorrendben kellene hasznéljdk a felvonét, ha azt
szeretnék, hogy a vdrakozdsi idejik 6sszege minimdlis legyen?
Mennyi lesz ez az 0sszid6, ha tudjuk, hogy a felvoné id6egysé-
gekként egy emeletmagassdgot tesz meg, és a kiszdllas és beszallas
»szempillantds alatt” torténik?

2. (Miisorok) Adott n tévémiisor, amelyeknek ismert a kezdési és
befejezési id6pontjuk: (by,e;), (ba,€2), ..., (bn,e,). Egy csaldd,
amelynek egy tévékésziiléke van, igy dont, hogy a [ B, E] idGinter-
vallumban (b; > B, e; < E, ¢ = 1,n) tévézni fog. Mely miisorokat
valasszak (lehetnek atfed6d6é miisorok is, amelyeket természe-
tesen mdas-mds kandlison kozvetitenek), ha azt szeretnék, hogy
a legtobb miisort lassak? Legkevesebb hany tévékésziilékre lenne
szilikségiik (és legaldbb hany tagu kellene hogy legyen a csalad)
ahhoz, hogy minden mf{isort megnézhessen legaldbb egy csaldd-
tag?

3. (Telefonhdlézat) N szamu varos kozott telefonhdl6zatot szeretné-
nek kiépiteni. Egy d[1..m] egydimenziés tombben adott, hogy
mely varospédrok kozott épithetd ki direkt telefonvonal, vala-
mint, hogy ezek a kapcsolatok egyenként mennyibe keriilnének.
Az i-edik kozvetlen vonal végpontjait, valamint megépitési kolt-
ségét a d[i].x, d[i].y és d[1i].k mezd&k tdroljak. Mely varosok
kozott épitsék ki a kézvetlen telefonvonalakat ahhoz, hogy 6ssze-
kapcsoljanak minden vérost (legaldbb kozvetve), és a kéltségek
minimdlisak legyenek?

4. (Madarak) Adott n+1 fa, amelyek 1-t61 (n+ 1)-ig vannak megsza-
mozva. Az elsé n fa mindenikén elhelyezkedett egy-egy madar.
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Ezeket is megszdmozzuk 1-t6] n-ig. Az i-edik fara az i-edik madéar
szallt (¢ = 1, n). A madarak elkezdenek athelyezkedni. Minden
lépésben valamelyik madadr atrepiil az éppen tires fara (egyszer-
re csak egyetlen madar van a leveg6ben). Ismerve, hogy egy id6
utdn melyik madér éppen melyik fara szdllt, ,repitsiik vissza”
a madarakat eredeti helyiikre minimdlis szamu repiiléssel.

5. (Legroévidebb utak) Adott egy n x n méretli d matrix, amely egy
n varost 0sszekotd tithalézatot dbrdzol. A d[i]1[j] elem az ¢ és j
vérosok kozti kézvetlen it hosszat tarolja (ha két varos kozt nincs
direkt t, a megfelel6 matrixelemek értéke oo). Hatdrozzuk meg
az els6 varostél az Osszes tobbihez vezetd legrovidebb utakat és
ezeknek a hosszat.

A feladatok szovegében délt bettikkel irtuk azokat a szavakat, ame-
lyek az optimalizalds gondolatat hordozzak.

A greedy feladatokban &ltalaban arrél van sz6, hogy egy dontés-
sorozattal kell meghatarozni az optimélis megoldast. Egyes esetekben
egyszerlien az optimdlis sorrendet kell megtaldlni, médskor egy halmaz-
nak valamilyen szempontbél vett optimalis részhalmazat stb. Fontos
megjegyezni azonban, hogy a médsodik esetben is altaldban az vezet el
az optimdlis részhalmazhoz, ha optimélis sorrendben vizsgdljuk meg
a halmaz elemeit.

Ujra egy fa elevenedik meg eléttiink, éspedig egy dontési fa, amely
a feladathoz rendelheté.

Minden dontéssel a feladat kisebb és kisebb méreti hasonlé fel-
adatokkd redukélédik, amelyek az eredeti feladat egymdsba dgyazott
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részfeladatainak tekinthetok (ezt szemléltettiik a szaggatott vonalu kere-
tekkel). Az eredeti fa az els6 dontéssel lesziikiil valamelyik fitirészfdjara
(azzal, hogy vdlasztunk, mintha lemetszenénk a farél a tébbi fitrész-
fat), majd a kovetkez6 dontéssel ennek valamelyik fiurészfajara, és igy
tovédbb, mig mar csak egy levél marad beléle.

Az optimalis dontéssorozatot, amely elvezet az optimélis megoldés-
hoz, a fa valamelyik gyokér—levél utja képviseli. Nevezziik el ezt az utat
optimdlis Gtnak, az illet6 levelet pedig optimadlis levélnek. Ezek utdn igy
is megfogalmazhaté egy greedy feladat, hogy keressiik meg a feladathoz
rendelhet6 dontési fa optimadlis gyokér—levél utjat.

5.1. A greedy moédszer stratégidja

A greedy algoritmusok filoz6fidja nagyon egyszerti, és azokra az em-
berekre emlékeztet, akik a mdnak élnek. Neve jelentésével 6sszhangbhan
(moho), mindig az adott 1épésben optimdlisnak latszé (legigéretesebb)
dontést hozza, nem szdmolva az esetleges hosszu tavi kovetkezmények-
kel. Ugy gondolkodik, hogy a lokélis optimum majd globalis optimum-
hoz vezet. Amennyiben ez nem igaz az illet6 feladatra, vagy nem taldl
megoldast, vagy nem taldlja meg az optimalisat (legfennebb véletleniil,
bizonyos sajatos esetekben).

Megjegyzés: Mivel a greedy médszer alapgondolata, miszerint a lo-
kalis optimum globédlis optimumhoz vezet, dltaldnossdgban nem igaz,
ezért a teljes megoldashoz az is hozzatartozik, hogy bizonyitjuk, hogy
az illet6 feladatra viszont igaz. Ennek ellenére — ha beérjiik kevesebbel
is, mint az optimdlis megoldds — célszerii lehet minden olyan esetben
alkalmazni (még ha nem is bizonyithaté a nyert algoritmus helyessége),
amikor minden mdas megkozelités til bonyolult vagy til nagy idGigényii
algoritmust eredményezne.

Léassuk, mik lennének a mohé véalasztdsok a fenti példakban:

1. Mivel annak a személynek a feljutdsi ideje, aki éppen hasznél-
ja a felvonét, bekeriil a tobbi, még sorara vard laké varakozasi
idejébe is, ezért mindig a legalacsonyabban laké személy lesz
a kovetkezé.

2. A leghamarabb befejez6dd miisort vdlasztjuk ki els6ként, hogy
a lehet6 leghosszabb folytonos id&szakasz maradjon fenn tovéabbi
valasztdsokra. Ha a soron kovetkezdé legigéretesebb miisor atfeds-
dik a mér kivalasztottakkal, egyszertien kihagyjuk.
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3. Mindig a kovetkez6 legolcsébb szakaszon épitjiik ki a telefonvo-
nalat, iigyelve arra, hogy ne épitsiink kozvetlen vonalat ott, ahol
mar létrejott kozvetett kapcsolat.

4. Arra toreksziink, hogy mindenik madar a lehet6 legkevesebb re-
piiléssel keriiljon a helyére. Tehdt mindig az a madér fog repiilni,
amelyiknek a faja éppen iires. Ily médon az illet6 madar egy re-
piiléssel a helyére keriil. Ha egy adott pillanatban az (n + 1)-edik
fa valik liressé, és nincs még minden madar a helyén, akkor ezek
koziil valamelyik elrepiil az (n + 1)-edik fdra. Ez a maddr végiil
két repiilésbdl kertil a féjara.

5. Mindig a mér elért varosokhoz legk6zelebb es6 véros lesz a kovet-
kez6, amelyikhez meghatdrozzuk a legrévidebb utat. Ez a sorrend
biztositja majd, hogy minden véroshoz a legrovidebb tton jus-
sunk el.

Szamos greedy feladat esetében az aldbbi helyzet ismerheté fel.
Létezik egy tgynevezett ,kandiddtusok halmaza” (az elemei arra kan-
didalnak, hogy az optimélis megoldés részét képezzék), és egy bizonyos
,»Célfliggvény”, amely a kandidatushalmaz részhalmazainak halmazin
értelmez6dik. A feladat abbédl all, hogy a kandidatushalmaz adott tu-
lajdonsédgt részhalmazai koziil meg kell hatdrozni azt a részhalmazt,
amelyik optimalizilja a célfiiggvényt. Ime a greedy algoritmus erre
a helyzetre:

eljaras greedy(K)
S — &
amig nem megoldas(S) és K # &
X « legigéretesebb(K) (@D)
K «— K\ {x} (2)
ha b6vithet6(S,x) akkor
S — S U {x} (3
vége ha
vége amig
ha megoldas(S) akkor
kiir(S)
kiilénben
ki: "Nincs megoldas"
vége ha
vége greedy

Ahol:
— K — A kandidatusok halmaza.
— S — Ebben a halmazban épitjiik fel a megoldast.
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— legigéretesebb(K) — A moh6 dontés alapjan kivalasztja a kandi-
datushalmaznak az adott pillanatban legigéretesebbnek tiing ele-
mét. Mivel ennek a fiiggvénynek a szerepe a célfiiggvény optima-
lizdlasa, ezért ez utébbibdl kovetkeztethetd ki. A legigéretesebb
fliggvény a lokélis optimumot biztositja, a célfiiggvény pedig
a globalist.

— bévithet6(S,x) — Ellenérzi, hogy az x elemmel bévithet6-e az S
halmaz, azzal a kildtdssal, hogy végiil a kivant tulajdonsédgu le-
gyen. Tehat onnan vezethet6 le, hogy a kandiddtushalmaz mely
tulajdonsdgd részhalmazai kozott keressiik az optimédlisat. Ha
a feladat azt kéri, hogy az eredeti halmazra hatarozzuk meg a cél-
fiiggvény optimumat (ldsd az 1. példafeladatot), akkor a bévithets
fiiggvény elvesziti szerepét.

— megoldds(S) — Ellenorzi, hogy felépiilt-e a megoldas.

— kiir(S) — Kiirja a megoldést.

A greedy stratégia kulcsgondolata az eljaras (1), (2) és (3) soraiban

testesiil meg:

(1) — mindig az adott pillanatban legigéretesebbnek latsz6 kandida-
tust valasztjuk (a dontési fa aktudlis csomépontjanak legigérete-
sebb fiat);

(2) — a kivélasztott kandidatust ,,6rokre” eltdvolitjuk a kandidatus-
halmazbél;

(3) —ha amegoldds halmaz b6vithet6 az illet6 elemmel, akkor végér-
vényesen beletessziik, ha nem, akkor végképp lemondunk réla.

Tehat egy greedy algoritmusban nincs visszalépés (backtrack).
Amint mondani szokds, mindent feltesz egy lapra.

Hogyan dllapithaté meg, hogy egy feladat megoldhaté-e a greedy
mddszerrel 7 Nincs dltalanos mdédszer, azonban van két alapelv, amelyek
ha érvényesek az illet6 feladatra, akkor bizonyithat6an alkalmazhaté ra
a greedy stratégia. Szerencsére az esetek nagy tobbségében ez jarhaté tt.

5.1.1. A mohé-valasztas alapelve

Emlékezziink, hogy a greedy stratégia szerint mindig az adott 1é-
pésben legjobbnak tiné vélasztast hajtjuk végre, barmelyik legyen is az,
majd ezt kovetden megoldjuk azokat a részfeladatokat, amelyekre va-
lasztdsunk nyomdn a feladat lesziikiilt. Ezzel 6sszhangban az aktudlis
valasztas fligghet (figyelembe tudja venni) az el6z6 dontésektsl, de nem
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fiigghet a késbbiektdl, hiszen mindez még a jové titka. Ugy is fogalmaz-
tunk, hogy a greedy algoritmusok fentrél lefele haladva, egymast kovetd
mohdé dontések dltal a feladatot mind kisebb és kisebb méretii feladattad
redukdljak. Ez azt jelenti, hogy a dontési fanak egyetlen gyokér—levél
utjat generaljak, bizva abban, hogy pontosan ez lesz az optimalis.

Ezek utdn a mohoé-valasztds alapelve a kovetkez6képpen jelenthe-
t6 ki:

a) a feladat optimdlis megolddsa mohé-vélasztdssal kezd6dik (vagy

modosithato gy, hogy mohd-vélasztassal kezd6djon),

b) ésezen vdlasztds nyomadn a feladat hasonlo feladattd redukalédik.

Természetesen, ha a mohd-valasztds nyoman nyert feladat hasonlé,
akkor ennek az optimdlis megolddsa is mohoé-vélasztdssal fog kezdédni
(vagy modosithaté, hogy azzal kezdédjon), és igy tovabb... A feladat
optimalis megoldasdnak ez a tulajdonséga sziikséges feltétel annak bi-
zonyitdsdhoz, hogy a globdlis optimum felépithet6 lokélis optimumok
(moho-dontések) sorozataként. Mi hidnyzik még a teljes bizonyitdshoz?

Legyen Dy, D,, ..., D, a feladat optimdlis megolddsa. Pontosabban,
az az optimdlis dontéssorozat, amely a globdlis optimumot biztositja.
Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy ezen dontések mindenike egyen-
ként moho-vdlasztds, azaz lokdlis optimum. Mit biztosit ebbél a moho-
vélasztas alapelve? Azt, hogy D, biztosan mohé-vélasztds. Mire van még
szilikség ahhoz, hogy a moho-valasztas alapelvébdl kovetkezzen a D,
dontés mohé volta is? Ehhez a Dy, Ds, ..., D, dontéssorozatnak is opti-
madlisnak kell lennie, annak a részfeladatnak az optimdlis megolddsédnak,
amellyé a feladat az els6 mohé déntés nyoman redukélédott. Altalano-
san: a D; (z = 2,n) dontések mohé voltdnak bizonyitdsdhoz tovéabbi
szilikséges feltétel, hogy a D;, D;.4,..., D, alakd részdontéssorozatok
ugyancsak optimaélisak legyenek. Pontosan ezt mondja ki a kovetkez6
alapelv.

5.1.2. Az optimalitas alapelve

A feladat optimadlis megoldésa a részfeladatok (amelyekre a feladat
a moh6-dontések nyomdan redukalédik) optimdlis megolddsaibél épiil
fel. Ez azt jelenti, hogy ha D,, D, ..., D, egy optimélis dontéssorozat,
akkor ebbél kovetkezik, hogy a D;, D, 44, ..., D, alaki részdontéssoroza-
tok ugyancsak optimélisak az illeté részfeladatokra nézve.
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Végkovetkeztetésként leszogezhetjiik, hogy ha egy feladat optimalis
megoldasdara érvényes a mohd-vélasztas, valamint az optimalitas alapel-
ve, akkor megoldhaté greedy médszerrel.

Az alabbiakban be fogjuk mutatni a masodik feladat kapcsan a greedy
algoritmus helyességének bizonyitasat. A tobbi megoldott feladat eseté-
ben csak az algoritmust kozoljiik.

A moh6 stratégia helyességének bizonyitdsa a tévémiisor-kivdlasztds
feladatdra :

Legyen K = {1,2,...,n} a miisorok (kandiddtusok) halmaza, és
S C K egy optimalis részhalmaz (a legszamosabb, amely nem tartalmaz
atfed6d6 miisorokat). Tovdbba legyen p a legigéretesebb mfisor, amely
leghamarabb fejezédik be.

El6szor is bebizonyitjuk, hogy van olyan optimaélis megoldds, amely
a moho6 dontéssel kezdddik, azaz, hogy p € S, vagy médosithaté S ugy,
hogy p eleme legyen. Tegyiik fel, hogy p ¢ S, és legyen ¢ S-nek azon
eleme, amelynek a legkisebb a befejezési ideje. Ha felcseréljiik ¢-t p-vel
(ezt megtehetjiik, mert a p miisor hamarabb befejez&dik, mint a ¢ mtisor),
egy masik optimdlis megolddst kapunk. Tehét létezik olyan optimalis
részhalmaz, amely tartalmazza a legigéretesebb miisort.

Vegyiik észre, hogy az elsé moh6 dontés nyomadn a feladat a kovetke-
z6 részfeladattd redukélédott: Legyen K1 C K az a halmaz, amelyet tigy
kapunk, hogy eltdvolitjuk K-bél a p miisort, és a vele dlfed6dé miiso-
rokat. Hatdrozzuk meg K1-nek egy legszamosabb részhalmazdt, amely
nem tartalmaz dtfed6dé miisorokat. Ez valéban az eredeti feladattal azo-
nos, de kisebb méreti feladat.

Be fogjuk bizonyitani, hogy az S — {p} részhalmaz optimélis megol-
ddsa a fenti részfeladatnak. Mivel S nem tartalmaz dtfed6d6 mtisorokat,
S —{p} C K1. Tegyiik fel, hogy létezik B C K1 tigy, hogy B szdmosahb,
mint S — {p}, és nem tartalmaz dtfed6d6 miisorokat. Ez esetben viszont
B U {p} jobb megoldésa lenne az eredeti feladatnak, mint S. Ez viszont
ellentmond a feltételnek, miszerint S optimélis megoldésa a feladatnak.
Tehét a feladatra érvényes az optimalitas alapelve is.

Mindezen elméleti fejtegetések utdn biztosan érdekli az olvasét, mi-
ként is kozelithet meg egy greedy feladatot? Sajnos (vagy éppen ez a szép
benne) nincs recept ezt illetGen. Taldn ez a médszer az, amelyik, bar a leg-
egyszerlibb, mégis a legtobb leleményességet koveteli. Kiilontsen ahhoz
kell leleményesség, hogy helyesen azonositsuk a mohé-vélasztdst, amely
a feladatot hasonlé feladattd redukdlja. Mindenképpen ez az els6 1épés.



5.2. MEGOLDOTT FELDATOK 115

Az vezethet nyomra ebben, hogy mit is kell optimalizdlni. Ezért mond-
tuk, hogy a legigéretesebb fliggvény a célfiiggvénybdl kovetkeztethetd
ki. Ha az el6bbiekben bemutatott algoritmusvaz alkalmazhat¢ a feladatra,
akkor masodik 1épésben a bévithet6 fiiggvényt kellene megirni. A tébbi
fliggvény dltaldban magétél értet6d6.

A fenti algoritmusvézzal azonban nem az volt a célunk, hogy sab-
lont adjunk az olvasénak, inkdbb azt ajanljuk, hogy sajétitsa el a greedy
gondolkodds szellemét, és sajatosan alkalmazza az egyes feladatokra.

Ebben segitenek a kévetkez6 megoldott feladatok.

5.2. Megoldott feldatok

5.1. Felvoné: Egy egyszemélyes felvono el6tt n személy all, akikrol
ismert, hogy hdnyadik emeletre szeretnének feljutni (eq, e, ..., e,). Mi-
lyen sorrendben kellene hasznéljdk a felvonét, ha azt szeretnék, hogy
a varakozasi idejiik 6sszege minimdlis legyen? Mennyi lesz ez az 6ssz-
id6, ha tudjuk, hogy a felvoné id6egységenként egy emeletmagassagot
tesz meg, és a kiszdllas és beszallas ,,szempillantas alatt” torténik.

Megoldds: Rendezziik a személyeket emeleteik szerint névekvé sor-
rendbe. Ebben a sorrendben fogjak hasznalni a felvonoét, hiszen ez a mo-
hé sorrend. A rendezett sorrendbeli i-edik személy (i = 2,n) véarakozasi
ideje: ey +ex + ...+ e;_1. Az els6 személynek nem kell varnia senkire.

felvoné(e[],n)
rendezés(e,n)
0ssz_var_ido = 0
akt_személy_var_idé = 0
minden i=2,n végezd
akt_személy_var_id6 = akt_személy_var_id6 + e[i-1]
6ssz_var_id6 = ossz_var_idd + akt_személy_var_ido
vége minden
ki: Ossz_var_ido
vége felvoné

A fenti algoritmus O(nlgn) bonyolultsdgi, mivel a rendezésnek eny-
nyi az idéigénye.

5.2, Miisorok: Adott n tévémiisor, amelyeknek ismert a kezdési és
befejezési id6pontjuk: (b1, e1), (b2, €2), ..., (bn,e,). Egy csaldd, amely-
nek egy tévékésziiléke van, ugy dont, hogy a [B, E] id6intervallumban
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(b; > B,e; < E,i = 1,n)tévézni fog. Mely miisorokat vdlasszéak (lehetnek
atfed6d6 miisorok is, amelyeket természetesen mas-mads kandlison koz-
vetitenek), ha azt szeretnék, hogy a legtobb miisort lassak? Legkevesebb
hény tévékésziilékre lenne sziikségiik (és legaldbb hany tagu kellene
hogy legyen a csaldd) ahhoz, hogy minden m{isort megnézhessen leg-
aldbb egy csalddtag?

Megoldds: Mohé sorrendbe rendezziik a miisorokat. Amint lattuk,
ez a befejezési id6pontjaik szerinti novekvé sorrend. Ebben a sorrend-
ben megprobéljuk ket programra ttizni. Egy V valtozéban nyilvantartjuk
az utolsé programra tliz6tt miisor befejezési id6pontjat. Ha a soron kovet-
kez6 el6adas ezt megel6z6en kezdédik, kihagyjuk (nem bévithetd vele
a mar kivéalasztott miisorok halmaza).

miisorok (e[],b[],n)
rendezés(e,b,n) // az e és b tombok parhuzamos rendezése
// a befejezési idbépontok szerint
ki: '(C’,b[1],’,7,e[1],")’
V=e[1]
minden i=2,n végezd
ha b[i] > V akkor

ki: ’(’,b[i],’,",e[i],’)’
V = e[i]
vége ha

vége minden
vége miisorok

Az algoritmus id6igénye — a rendezésb6l adédéan — O(nlgn).
A feladat masodik felének a megoldésat az olvaséra hagyjuk.

5.3. Telefonhalézat: n varos kozott telefonhdlézatot szeretnének ki-
épiteni. Egy d[1..m| bejegyzéstombben adott, hogy mely védrospédrok k-
zott épithetd ki direkt telefonvonal, valamint, hogy ezek a kapcsolatok
egyenként mennyibe keriilnének. Az i-edik kozvetlen vonal végpontja-
it, valamint megépitési koltségét a d[i|.z, d[i].y és d[i].k mezbk tdroljak.
Mely vérosok kozott épitsék ki a kdzvetlen telefonvonalakat ahhoz, hogy
osszekapcsoljanak minden véarost (legalabb kézvetve), és a koltségek mi-
nimdlisak legyenek?

Megoldds: Ennél a feladatndl hasznaljuk a fentiekben ajanlott sab-
lont. A K kandiddtushalmazt éppen a d tomb elemei képezik, hiszen
minden potencidlis kézvetlen vonal kandidél arra, hogy a megépitettek
kozott legyen. Ez utébbiak fogjadk képezni a kandidatushalmaz megoldés-
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részhalmazt (S). Egy v[1..m] tombben nyilvéntartjuk a kandid4tusok 4l-
lapotat. Egy kandiddtus vagy még a kandiddtushalmazban van (v[i] = 1),
vagy mar a megolddshalmaz része (v[i] = 2), vagy egyik halmazban sincs
(v[i] = 0; el lett tdvolitva a kandiddtushalmazbdl, de nem volt bgvithet6
vele a megolddshalmaz). A h[1..n] témbét arra hasznéljuk, hogy nyomon-
kovessiik, mely varosok kozott alakult mar ki kapcsolat (kozvetlen vagy
kozvetett). Ha h[i] = h[j], akkor az i és j vdrosok mar egy hédlézathoz
tartoznak. Tehdt a megolddshalmaz akkor bévithet§ a soron kovetkezé
legigéretesebb kandidatussal, ha a végpontjainak megfelelé h tombbeli
értékek kiilonboznek. Kezdetben mindenik véros egy kiilon ,hélézat”
(h[i] = ¢, ahol i = 1, n). Valahdnyszor megépitiink egy kézvetlen vonalat,
egyesitjiik azon hdlézatokat (egyesit eljaras), amelyekhez a végpontjai
tartoznak. Akkor jutottunk megolddshoz, ha mindenik véros egyetlen hé-
lézathoz tartozik. Bebizonyithatd, hogy ehhez pontosan n — 1 kézvetlen
vonal sziikséges.

telefon_halézat(d[],m,n)
minden i=1,m végezd
v[i] = 1
vége minden
minden i=1,n végezd
hli] =1
vége minden
p = 0 // szamolja a megvizsgdlt kandiddtusokat
r =0 // széamolja a megépitett direkt vonalakat
0sszeg = 0
// szamolja a megépitett
// direkt vonalak 6sszkoltségét
amig r < n-1 és p < m végezd
// amig nem jutottunk megoldashoz,
// és még van kandidatus
i = legigéretesebb(d,m)
v[i] =0
p=p+1
ha h[d[i].x]#h[d[i].v] akkor
// a bovithetOség feltétele
egyesit(h,n,d[i].x,d[i].V)
0sszeg = oOsszeg + d[i].k
v[i] = 2
r=r+1
vége ha
vége amig
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ha r==n-1 akkor // megoldashoz jutottunk
ki: Osszeg
minden i=1,m végezd
ha v[i] == 2 akkor
ki: ’(C’,d[i].x,’, ,d[i].v,’)’
vége ha
vége minden
kiilonben
ki: "Nincs megoldas"
vége ha
vége telefon_halézat
A kandidédtushalmaz legigéretesebb kézvetlen vonala az, amelynek
a koltsége legkisebb.

legigéretesebb(d[],m)
min_koltség = oo

minden i=1,m végezd
ha v[i] == 1 és d[i].k < min_koltség akkor

min_koltség = d[i].k
min_kandidatus = i
vége ha
vége minden
return min_kandidatus
vége legigéretesebb
Az egyesit eljaras egyesiti az a és b varosok hdlézatait azdltal, hogy
az a varossal mar 6sszekapcsolt varosok hdl6zati sorszdmat (ugyanahhoz
a halézathoz tartozo varosok halézati sorszdma nyilvan azonos) atirjaa b

varos hdl6zati sorszdamara (h[b]).

egyesit(h[],n,a,b)
minden i=1,n végezd
ha h[i] == h[a] akkor

h[i] = h[b]
vége ha
vége minden
vége egyesit
A fenti algoritmus Kruskal nevéhez fiz6dik. Ha a d tombot elére
rendezziik (O(mlgm)) és ha diszjunk részhédlézatok egyesitését az ed-
dig ismert leghatékonyabb algoritmussal végezziik (O(mlgm)) [1], akkor

a Kruskal-algoritmus idGigénye O(mlgm).
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5.4. Madarak: Adottn+1 fa, amelyek 1-t6] (n+1)-ig vannak megsza-
mozva. Az elsd n fa mindenikén elhelyezkedett egy-egy madar. Ezeket is
megszamozzuk 1-t6] n-ig. Az i-edik féra az i-edik madar szallt (i = 1, n).
A madarak elkezdenek athelyezkedni. Minden 1épésben valamelyik ma-
dér atrepiil az éppen iires fara (egyszerre csak egyetlen madér van a le-
veg6ben). Ismerve, hogy egy id6 utdn melyik madar éppen melyik féra
szallt, ,repitsiik vissza” a madarakat eredeti helyiikre minimdlis szamu
repiiléssel.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy az f[1..n+1] tombben tédroljuk, hogy
melyik madar éppen melyik fdn tartézkodik: az i-edik fan az f[i]-edik
maddr van (¢ = 1,n). Az U_f valtozd az éppen lires fa sorszdmat tarolja
(f[U_£]=0). Haszndlunk egy m[1..n] tombét is, amely azt tdrolja, hogy
az i-edik madédr az m[i]-edik fdn van (i = 1,n). Az algoritmus kulcs-
gondolata a mohd valasztds médjaban rejlik. Amint fentebb kifejtettiik
mér, mindig az a madér fog repiilni, amelyiknek a fdja éppen tires. Ha egy
adott pillanatban az (n+1)-edik fa vélik iiressé, és nincsen még mindenik
madar a helyén, akkor ezek koziil valamelyik elrepiil az (n+ 1)-edik féra,
felszabaditva egy masiknak a helyét. Az r vdltozéban taroltuk, hogy me-
lyik madér fog repiilni. Ha az (n +1)-edik fa az iires, akkor a keres_madar
fliggvény keres egy madarat, amelyik nincs még a helyén (ha nem talél
ilyet, akkor nullét térit vissza). A moho stratégiat az amig végtelen ciklus
valésitja meg, amelybdél return utasitdssal 1épiink ki (és vissza is tériink
a fiiggvénybdl), ha mar minden madadr a helyén van.

madarak(f[],n)
minden i=1,n+1 végezd
ha f[i]==0 akkor
i_f=1
kiilénben
m[f[i]]=1
vége ha
vége minden
amig IGAZ végezd
ha i_f # n+1 akkor
r=ii_f
// az lres fa sorszamaval megegyezé sorszamu
// madar fog repiilni
ki: "az ",r,"-edik madar atrepiil az ",
m[r],"-edik farél az ",i_f,"-edik fara"
f[m[r]]=0
// a fa, ahonnan elrepiilt a madar, iires lesz
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flu_fl=r
// a fan, ahova odarepiilt, az illetd madar lesz
U_f=m[r]
// az lesz az lires fa, ahonnan elrepiilt a madar
m[r]=r // a madar a sajat fajara keriilt
kiilonben
r=keres_madar(m,n)
// keresiink egy madarat, amely az (n+l)-edik
// fara kell repiiljon
ha r == 0 akkor
return // minden madar a sajat fajan van
vége ha
ki: "az ",r,"-edik madar atrepiil az ",m[r],"-edik
farél az ",i_f,"-edik fara"
fm[r]]=0
// a fa, ahonnan elrepiilt a madar, iires lesz
flu_fl=r
//az (n+l)-edik fan, ahova odarepiilt,
// az illet6 madar lesz

u_f=m[r]
// az lesz az lires fa, ahonnan elrepiilt a madar
m[r]=n+1
// a madar az (n+l)-edik fara keriilt
vége ha
vége amig

vége madarak

keres_madar(m[],n)
minden i=1,n végezd
ha m[i] # i akkor
return i
vége ha
vége minden
return 0
vége keres_madar

Az algoritmus id6igényének meghatdrozasat az olvasora bizzuk.

5.5. Legrovidebb utak: Adott egy n x n méretli d matrix, amely egy
n véarost 6sszekots ithdlézatot dbrdzol. A d[i11[]j] elem az i és j varosok
kozti kozvetlen Ut hosszét tarolja (ha két védros kozt nincs direkt ut,
a megfelel6 matrixelemek értéke oo). Hatdrozzuk meg az els6 vérostol

az 0sszes tobbihez vezet6 legrovidebb utakat és ezeknek a hosszat.
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Megoldds: Ennek a feladatnak a megoldédsadnél kissé rejtettebb a mo-
hé stratégia. Itt is a sablonra épitiink. A kandidédtusok a varosok lesznek.
A vérosok arra kandidédlnak, hogy meg legyen hatdrozva az els6 vérostol
hozzéjuk vezet6 legrovidebb ut. Mivel az elsé varostél onmagdig nyil-
van nulla hosszi a legrovidebb tt, ezért ezt a varost mar kezdetben
attehetjiik a megolddshalmazba. Végiil mindenik vdrosnak a megoldas-
halmazba kell keriilnie (tehat a b&vithet6 fliggvény elveszti szerepét).
A v[1..n] tombben fogjuk nyilvantartani, hogy mely vdrosok vannak
még a kandidatushalmazban (v[i] = 1), és melyek keriiltek mar at
a megoldashalmazba (v[i] = 0).

Az 1ru[l..n] témb lru[i] elemében (i = 1, n) az els® varostdl az i-
edik vdroshoz — a mdr megolddshalmazban 1évé vdrosokon keresztiil
— vezet6 legrovidebb ut hosszét taroljuk. Mivel kezdetben csak az el-
s6 varos van a megolddshalmazban, ezért az 1ru tomb kezd&értékként
a kozvetlen utak hosszat kapja. Majd, fokozatos finom{tédssal, 1épésrdl 1é-
pésre atalakitjuk, hogy végiil a legrovidebb utak hosszét tartalmazza. Egy
ue[1l..n] témbot is hasznalunk, amelynek az ue[i] eleme az i-edik va-
roshoz vezet6 legrovidebb 1t utolsé el6tti dllomdsat tartalmazza. Mivel
a direkt utakbdl indulunk ki, ezért kezdetben az ue tombot egyesekkel
toltjik fel (mindenik dton pillanatnyilag az elsé véros az utolsé el6tti).
Az 1ru tomb finomitdsdval parhuzamosan az ue tombot is finomitjuk.
Az ue tomb alapjdn rekonstruédljuk majd magukat a legrovidebb utakat.

Az optimalitds alapelve a legrovidebb 1t problémajara a kovetkezé-
képpen jelenthet6 ki: Egy legrovidebb ut résziitjai is legrovidebb utak.
Ebbé] adoédik, hogy ha az els6 véarosbél a v-edik varosba tarté legro-
videbb tuton u az utolsé elétti dllomads, akkor 1ru[v]=1lru[ul+d[u][v].
Melyik vdroshoz hatdrozzuk meg hamarabb a legrovidebb utat, az u-hoz,
vagy a v-hez? Nyilvan wu-hoz, hiszen ez részét képezi a v-hez vezetd
legrovidebb ttnak. Kovetkeztetésként kijelenthetjiik, hogy a hosszabb
»legrovidebb utak” felépithet6k a révidebb ,legrévidebb utakboél”.

Tehét a mohd sorrend az lesz, hogy a legrévidebb utakat a hosszuk
szerint novekvd sorrendben hatdrozzuk meg. Bizonyithat6, hogy egy
adott 1épésben az a kovetkez6 legigéretesebb kandidalé varos, amelyik-
nek az 1ru tombbeli értéke a legkisebb. Ezt a kandidatusvarost hatarozza
meg a legigéretesebb fiiggvény. Valahdnyszor megtaldlunk egy kovet-
kezo legrovidebb utat, frissitjiik a még sorukra varé kandiddtusokhoz
vezet6 utak hosszat. A frissités alapgondolata: mivel tGjabb véros ke-
riillt a megolddashalmazba, ellenérizniink kell, hogy nem vezetnek-e rajta
keresztiil révidebb utak a még kandidalé varosokhoz.
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Ay

Ez az algoritmus Dijkstra holland matematikus nevéhez f(iz6dik.
Id6igénye O(n?).

legroévidebb_utak(d[]1[],n)
minden i=1,n végezd
v[i] =1
1rul[i] =
uel[i] =1
vége minden
v[1l] =0
minden i=2,n végezd
x = legigéretesebb(lru,v,n)
vix] =0
frissit(x,lru,v,ue,n)
vége minden
minden i=2,n végezd
ki: lrufli]
ha 1ru[i] # oo akkor
kiir_legrovidebb_ut(ue,i)
vége ha
vége minden
vége legrovidebb_utak

d[1][1i]

legigéretesebb(1lru[],v[],n)
min_tdvolsdg = oo
minden i=1,n végezd
ha v[i] == 1 és 1ru[i] < min_tavolsag akkor
min_tavolsag = 1lru[il]
min_kandidatus = i
vége ha
vége minden
return min_kandidatus
vége legigéretesebb

frissit(x,1rul[],v[],ue[]l,n)
minden i=1,n végezd
ha v[i] == 1 és lru[x] + d[x][i] < lru[i] akkor
Iru[i] = lru[x] + d[x][i]
ue[i] = x
vége ha
vége minden
vége frissit
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A kiir_legroévidebb_ut rekurziv eljards kiindul az i-edik vérosbdl,
utolsé el6tti elemrdl utolsé elstti elemre szokdel, mig az egyes varosba
ér, majd a rekurzié visszattjan kiirja menetirdnt a legrovidebb tton levé
varosokat.

kiir_legrévidebb_ut(ue[],1)
ha i # 1 akkor
kiir_legrévidebb_ut(ue,uel[i])
vége ha
ki: i
vége kiir_legrévidebb_ut

5.3. A moh¢ algoritmusok heurisztikaja

A bevezet6ben emlitettiik, hogy bizonyos greedy algoritmusok nem
mindig nyujtjdk az optimadlis megoldast, s6t egyes bemenetekre tgy ta-
lalhatjdk, hogy nincs megoldas, holott a valésdgban létezik. Az ilyen
algoritmusokat heurisztikus megoldasoknak nevezziik. Az aldbbiakban
két olyan feladatot mutatunk be, amelyek esetében csak heurisztikus
mohé algoritmusok ismertek. Mindkét esetben a ,,tokéletes megoldast”
csak egy backtracking stratégia biztositand garantédltan. Mivel ezen algo-
ritmusok id6igénye nagy bemenetekre til nagy lehet, gy donthetiink,
hogy beérjiik a mohé algoritmusok nyujtotta elég j6 megoldédsokkal.

5.6. Térképszinezés: Adott egy térkép, amely n orszdgot tartalmaz,
és ismert, melyik orszdg melyikkel szomszédos. Szinezziik ki a térképet
ugy, hogy ne kapjon két szomszédos orszag azonos szint, és minimalis
legyen a haszndlt szinek szdma.

Egy greedy megkozelités a kovetkezo lehetne: Veszem az els6 szint
és kifestem vele a lehet6 legtobb orszagot. A kovetkezd szinekkel ha-
sonléképpen jarok el. Bar bizonyithatd, hogy barmely térkép kifesthet6
legfentebb négy szinnel, az imént felvazolt algoritmus nem mindig fogja
megtaldlni a minimalis szinli megoldast.

5.7. Utazo kereskedd: Ismert egy orszag uthdlézata, azaz, hogy mely
varosok kozott vannak direkt utak, és mekkora ezek hossza. Hatarozzuk
meg (egy utazé kereskedd részére) a legrovidebb olyan korutat, amely
minden vérost érint egyszer és csakis egyszer (kivéve az indulési vérost).
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A moho gondolatmenet szerint az utazé kereskedé mindig az aktué-
lis varosbol kozvetlen elérhet6 legkozelebbi — még nem érintett — véarost
vdlasztand. Nem nehéz taldlni olyan példdkat, amikor ez az algoritmus
nem adnd meg a legjobb megoldast, vagy egyszerlien nem taldlna meg-
oldést (holott 1étezik).

Az 5.6. és 5.7. feladatokat megoldé heurisztikus algoritmusok imp-
lementdlasat az olvaséra hagyjuk.

5.4. Kitiizott feladatok

(A csillaggal megjeldlt feladatok esetében heurisztikus algoritmuso-
kat vérunk.)

5.1. Tobbszoros osszefésiilés: Adott tobb noévekvd szdmsorozat,
amelyeknek hossziséagai n;, no, ..., n,. Fésiiljiik 6ssze 6ket ketténként
egyetlen novekvd szamsorozattd, minimdlis id6 alatt. (Két szdmsorozat
Osszefésiiléséhez sziikséges id6 ardnyos az elemszamaik 6sszegével.)

5.2. Utemezés: Adott n egységideji munka 1-t6] n-ig megszdmoz-
va, amelyeket egymdst kovetve n id6egység alatt szeretnénk elvégezni
ugyanazzal a processzorral. Ismert, hogy az egyes munkdkat dy, ds, . . .,
d,, hataridék el6tt kellene elvégezni, kiilénben a w,, ws, ..., w, penali-
zéaciokra keriil sor. Hatdrozzuk meg a munkdk azon iitemezését, amellyel
a legkisebb 6sszpenalizécio jér.

5.3. Huffman-kéd: A Huffman-kédolds a kovetkez gondolatmene-
tet koveti: megszamoljuk egy szovegben az egyes karakterek el6fordulési
szamat, majd a gyakoribb karaktereket rovidebb, a ritkdbbakat pedig
hosszabb bindris kédokkal helyettesitjiik. frjunk egy olyan algoritmust,
amely megval6sit egy ilyen kédolast.

5.4. Optimaélis tarsitias: Legyenek az A = {ay,as,...,a,} és B =
= {b1,bs,...,b,} (n < m) halmazok, amelyek elemei nem nulla egészek.
Hatdrozzuk meg B egy olyan B, = {x1, z,, ..., z,} részhalmazét, amelyre
azE=a;-x,+ay 2+ ...+ a, -z, kifejezés értéke maximalis.

5.5. Buszdllomasok: Legyen a vdrost dtszel f6it mentén n buszallo-
més 1-t6] n-ig megszdmozva. Az egymdst kovetd dllomasok kozott pedig
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a tdvolsdgok (méterben) legyenek a4, as, ..., a,_;. Mely dllomésokban
alljon meg a gyorsjarat, ha azt szeretnénk, hogy a megall6k szdma ma-
ximaélis legyen, és az egymadst kovet6 megallék kozott legyen legaldbb x
méter tavolsag?

5.6. Részsorozatra bontas: Egy n elemii szdmsorozatot bontsunk
minimélis szdmu, nem f6ltétlen egymds utdni elemekbdl dll6 novekvd
részsorozatra.

5.7. Turizmus: Egy turisztikai hivatal, amely n idegenvezet6t fog-
lalkoztat, a k¥ napos szezon barmely napjin kész inditani m napos
kirdnduldsokat. P igénylés érkezik. Mindenik csoport megjel6li, hogy
a szezon melyik napjan szeretne indulni (a4, as, .. ., a,). Maximum hany
kérést tud kielégiteni a hivatal ?

5.8. Aranyzsakok: Adott egy n elemii szamsorozat, amelynek ele-
mei egy-egy zsdkban taldlhat6 arany érmék szdmat dbrdzoljdk. Minimalis
lépésbdl egyenlitsiik ki az n zsdk tartalmat (ha ez lehetséges). Egy 1épé-
sen azt értjiik, hogy valamelyik zsdkbél valamennyi érmét attesziink
valamelyik mésik zsdkba.

5.9. Kiallitas": Egy n x m méret{i bindris métrix 1-es elemei egy ki-
allitasi csarnok azon pontjainak helyzetét dbrazoljak, amelyekben képek
taldlhatok, és ezért folyamatosan figyelni kell 6ket. Egy (i, j) pozicid f61é
helyezett érszem képes figyelni az i-edik sorban és a j-edik oszlopban
talalhat6 képeket, kivéve a pontosan alatta elhelyezked6t (persze ez csak
akkor jelent gondot, ha az (i, j) poziciéban van kép). Legkevesebb hany
Orszemre van sziikség a képtar feliigyeletéhez?

5.10. Optimalis sorrend”: Adott n pont a sikban a koordinéataik 4ltal.
Milyen sorrendbe kossiik egymads utdn a pontokat tigy, hogy ez minimalis
hosszisdgu kabelt igényeljen ?

5.11. Optimalis particié’: Adott egy n elemti halmaz. Hatdrozzuk
meg a halmaz azon k elem particiéjat, amelyben a legnagyobb 6sszegii
részhalmaz 6sszege minimalis.

5.12. Dijazas": Egy verseny n gy6ztesét egy-egy kirdnduldssal szeret-
nék jutalmazni. Mind a gy6zteseket, mind a kirdanduldsokat az 1,2,...,n
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természetes szdmokkal azonositjuk. Minden dijazott ad egy prioritaslis-
tdt azon kirdnduldsokkal, amelyeket elfogadna jutalomként (nem min-
den lista tartalmazza foltétleniil az 6sszes kirdnduldst). Egy versenyz6
megelégedettségi fokat a kovetkezéképpen ,stlyozzuk”: Ha a kiutalt
kirdndulds a prioritaslistdjdban az i-edik volt, akkor a megelégedettségi
fokdnak silya n —i+1 lesz. Ha egy személy kirdndulds nélkiil marad, ak-
kor megelégedettségi fokat nullara becsiiljiik. Hatdrozzuk meg a legjobb
elosztédst, amikor a megelégedettségek Osszstlya a lehet6 legnagyobb.



6. FEJEZET

BACKTRACKING ES GREEDY KEZ A KEZBEN

E fejezet keretén beliil hdarom megoldott feladat altal bemutatjuk, mi-
ként névelhet6 a backtracking és greedy stratégidk hatékonysédga a kom-
bindldsuk révén.

6.1. Hatizsak: Egy tlizletben n targy (dru) taldlhaté, amelyeknek is-
mert az aruk és a sulyuk. Az drakat a ¢t bejegyzés tipusu tomb elemei a
mezbiben, a stlyokat pedig az elemek g mez6iben taroljuk, ahol ¢[i].g
(i = 1,n) természetes szamok. Allapitsuk meg, hogy mely targyakat fogja
magdval vinni egy tolvaj ahhoz, hogy a lehet6 legnagyobb nyereséggel
tdvozzon (a hdtizsékja legtobb G sulyt bir meg).

A feladat szévege két valtozatban is ismert:

a) a targyak elvaghatok,

b) a targyak nem vaghatok el.

Példa:

Bemenet: n =4, G =5, t[1.4].9 = {2,1, 3,1}, t[1.4].a = {5,2,4,1}

Kimenet:

a) (1,1,2/3,0) —jelentése: az els6 és masodik targy egészében, a har-
madiknak pedig 2/3 része keriil a hatizsdkba (a negyedik dru
az lizletben marad). Ez 29/3 egység nyereséget jelent.

b) (1,0,1,0) —jelentése: az els6 és harmadik targy keriil a hatizsak-
ba (a mdsodik és negyedik dru az iizletben marad). Ez 9 egység
nyereséget jelent.

Megoldds: A feladat a) véltozata megoldhaté mohé stratégidval.

A téargyakat az ar/sily ardny szerinti cstkken6 sorrendben prébéaljuk
betenni a héatizsdkba. Az els6 drubdl, amelyik nem fér egészében a ha-
tizsdkba, levdgunk annyit, hogy azzal teljesen megteljen. Bizonyithato,
hogy ez a stratégia mindig az optimélis megolddshoz vezet.

Ha a feladat b) véltozatat prébaljuk mohé algoritmussal megoldani,
a fenti megkodzelités nem mindig vezet optimélis megolddshoz. A fenti
példa esetében is a (1,1,0, 1) kédd megoldast taldlndnk, holott az opti-
maélisnak a kédja, amint l4ttuk, a (1,0, 1,0).
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Hogyan kozelitené meg ezt a feladatot a backtracking stratégia? Mi-
vel mind az n targy esetén két lehet6ség koziil valaszthatunk: vagy
beletessziik a targyat a hatizsakba, vagy nem, a feladat megoldédsainak
tere egy n szintes bindris fa lesz. Ezt a fat latjuk lentebb, a példankra
felrajzolva. A fa gyokér—levél ttjai a targyak halmazanak részhalmazait
dbrazoljak. A mar megszokott sz6hasznalat szerint nevezziik optimalis
gyokér—levél utnak azt, amelyik a feladat optimélis megoldésat képvise-
li, és optimalis levélnek azt, amelyikhez ez az 1t vezet. Legprimitivebb
valtozatdban a backtracking generalhatnd a targyak halmazanak 6sszes
részhalmazat (bejarnd mélységében a teljes bindris fat), kivalasztva ko-
ziiliik el6szor azokat, amelyek beleférnek a hatizsdkba, majd pedig azt,
amelyik a legtobb nyereséggel jar (maximumkeresést végziink a poten-
cidlis megolddsok kozott). Mivel az n elemii halmaz részhalmazainak
szdma 2" (mindenik részhalmazhoz rendelhet6 egy n elem binéris kod),
ez a megoldas 2" bonyolultsdagi algoritmust jelent. Hogyan lehetne opti-
malizédlni ezt a backtracking algoritmust? Elgszor is ligyelhetnénk arra,
hogy csak olyan részhalmazokat generédljunk, amelyek beférnek a hati-
zsdkba. Amint lattuk, ezek jelentik a feladat potencidlis megoldésait.
Az ,o0ll6t”, amely ebb6l a szempontbdl metszi meg a fat, vastagitott
szimpla vonalkdval jel6ltiikk. Egy mésik optimalizéldsi lehet&ség abban
all, hogy nyilvantarthatjuk, hogy minden csomépont képviselte alla-
potban mekkora 6sszsily van mar a hatizsdkban (ezt az értéket irtuk
az egyes csomoépontokba, a hozzdjuk tartozé nyereséggel). Amennyiben
a hétralev6 targyak mind beleférnek a hétizsdkba, akkor ,,gondolkozés
nélkiil” (anélkiil, hogy bejarndnk az illet6 csoméponthoz tartozé részfat)
az Osszest beletessziik (6.1. 4dbra).

Mindezen optimalizdldsok utan is agy taldlhatjuk, hogy mig a greedy
stratégia nem volt kielégit6, a backtracking til idéigényes. Egy lehetsé-
ges (és jobb) megoldédshoz vezet a két médszer kombindlasa (az ,igazi”
megoldast a dinamikus programozads médszere jelentené).

Hogyan lehetne még hatékonyabban optimalizalni a fenti backtrack-
ing algoritmust a moh¢ stratégia segitségével? Foglalkozzon a back-
tracking is mohé sorrendben (rendezziik a tdrgyakat az értékiik szerint
csokken6 sorrendbe) a targyakkal, és elGszor mindig azt a lehetGséget
probéljuk ki, hogy a tdrgyat beletessziik (nyilvdn csak akkor, ha még
belefér) a hétizsdkba. Ez azt jelenti, hogy a bindris fdban a bal dgakat
kédoljuk 1-essel (beletessziik), és a jobb dgakat 0-val (nem tessziik bele).
Ily médon a backtracking algoritmus is elsének éppen a mohé megol-
ddst taldlja meg. Ezzel a megkozelitéssel 6nmagdban persze még nem
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noveltiik az algoritmus hatékonysagét, csak azt biztositjuk, hogy a po-
tencidlis megoldédsokat egy bizonyos esélyességi sorrendben generaljuk.
Mindez azonban el6feltétele a kovetkez6 optimalizdlasnak: mieldtt be-
jarnank valamely csomépont jobb fitdrészfajat, el6szor megvizsgéljuk,
hogy van-e esély rd, hogy a megoldéslevél az illet6 részfaban legyen. Ezt
ugy tudjuk megtenni, hogy a széban forgo részfaban egy olyan mohé al-
goritmussal folytatjuk — vizsgdlat céljabol — a bejarast, amely elvaghatja
a targyakat. Ezt valésitja meg a supremum fiiggvény, amely a részfa egyet-
len gyckér-levél ttjan ,szalad le”, tehdt linedris bonyolultsdgi. Az igy
kapott nyereség nagyobb lesz, mint a fa gyokerébdél a megvizsgalt rész-
fa barmelyik leveléhez vezet6 Gt nyeresége. Az optimalizalds alapotlete
a kovetkez6: ha ez a supremum érték sem nagyobb, mint a backtracking
algoritmus folyaméan addig taldlt legjobb megoldds, akkor az illet6 részfa
biztosan nem tartalmazza az optimélis levelet, tehét értelmetlen lenne
bejarni (igy teljesen le fogjuk metszeni a farél). Az dbran besatiroztuk
azokat a csomo6pontokat, amelyekhez tartoz6 részfékra a példank ese-
tében meghivéodik a supremum fiiggvény. Vastagitott dupla vonalkaval
jeloltiik ezen optimalizalés ,,0l16jat”. A ,,dupla olléval” lemetszett rész-
fakban bejeloltiik a vizsgdlati mohé utat. Az optimalis gyokér—levél utat,
amelynek kddja 1010, a vastagftott vonal jelzi. Uresen hagytuk azokat
a csomoépontokat, amelyeknek bejardsat sikeriilt elkertilni.

A hdtizsak rekurziv backtracking eljaras k-adik szinti meghivésa
az akt_g és akt_ny paraméterekben megkapja, hogy az aktuélis alla-
potban mekkora stly van méar a hétizsdkban, és mennyi nyereséggel.
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Ezt a két értéket fogja érték szerint dtadni a supremum fiiggvénynek is,
amely — amint mér emlitettiik — vizsgdlat céljdbél moh6 médon folytatja
a (k+2),...,n targyak bepakoldsat (mivel jobb fitirél van sz6, a (k + 1)-
edik targy nem keriil a hétizsdkba). A max_ny és opt_x[] cim szerint
dtadott paraméterekben tdrol6dik a maximadlis nyereség és az optimadlis
megoldas kddja.

supremum(t[],n,G,akt_g,akt_ny,k)
minden i=k,n végezd
ha akt_g+t[i].g <= G akkor
akt_g=akt_g+t[i].g
akt_ny=akt_ny+t[i].ar
kiilonben
akt_ny=akt_ny+(G-akt_g)=t[i].ar/t[i].g
return akt_ny
vége ha
vége minden
return akt_ny
vége supremum

hatizsak(x[],t[],n,G,akt_g,akt_ny,k,max_ny,opt_x[])
ha k == n akkor
ha akt_ny > max_ny akkor
max_ny=akt_ny
opt_x[1..n]=x[1..n]
vége ha
kiilonben
ha akt_g+t[k+1].g <= G akkor
x[k+1]=1
hatizsak(x, t, n, G, akt_g+t[k+1].g,
akt_ny+t[k+1].ar, k+1, max_ny, opt_x)
vége ha
sup_ny=supremum(t,n,G,akt_g,akt_ny,k+2)
ha sup_ny > max_ny akkor
x[k+1]=0
hatizsak(x, t, n, G, akt_g,
akt_ny, k+1, max_ny, opt_x)
vége ha
vége ha
vége hatizsak

Az aldbbiakban k6zoljiik azt az algoritmusrészletet, amely tartalmaz-
za a hétizsak eljaras meghivdsat és az optimadlis megoldas kiiratasat:
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max_ny=0
hatizsak(x,t,n,G,0,0,0,max_ny,opt_x)
ki: max_ny,opt_x[1..n]

6.2. Alma/korte: Legyen n+ 1 szoba, amelyek vagonszertien kovetik
egymdst. Az els6 n szoba mindenikében egy bizonyos mennyiségi
alma és korte taldlhat6 (az sz[l..n] bejegyzéstomb i-edik elemének
szli].a, sz[i].k mez6i az i-edik szobdban taldlhat6 alma, illetve korte
mennyiségét taroljdk). Egy elég nagy hdtizsakkal rendelkezd személynek
a kovetkez6képpen kell végigmennie a szobdkon, szobérél szobéra ha-
ladva: megérkezve valamely i-edik szobéba (i = 1,n), el6szor kiiiresiti
a hatizsdkjat (a megfeleld gyiimdlcscsomoba), majd bepakolja a szoba-
ban taldlhat6é ©sszes almdt vagy Osszes kortét, és rakomdnyat atviszi
a kovetkezd szobdba, az (i + 1)-edikbe, ahol természetesen hasonléan
jar el (az elsé szobdba iires hatizsakkal 1ép be). Allapitsuk meg, hogy
az egyes szobdkban mely tipust gyiimolcsoket kell bepakolnia a sze-
mélynek, ha azt szeretné, hogy minimadlis kalériaveszteséggel érkezzen
meg az (n + 1)-edik szobédba (két egymds utdni szoba kozott a szallitott
gylimolcsok szdmadaval egyenld szamu kalériaegységet veszit a személy;
a hatizsak kipakoldsa és megrakdsa nem jar kaldriaveszteséggel).

Megoldds: A feladat megolddsait az x[1..n] bindris témbben kédol-
juk: az z[i] tombelem attdl fiigg6en 0 vagy 1, hogy az i-edik szobdban
az almékat vagy a kortéket pakoljuk be a hatizsdkba. A mohé megkozeli-
tés —miszerint mindig azzal a gylimo6lccsel megyiink tovdbb, amelyikbol
kevesebb van az illetd szobdban — nyilvan nem kielégit6. Ezt szemlélteti
az alabbi példa is:

n=2 s2[1.2]={(4,5),(3,6)}.

Ha a moh6 gondolatmenetet kovetjiik, akkor az els6é szobédbdl az al-
maékat vissziik tovédbb, hiszen ebbdl van kevesebb. Ez 4 kaléria veszteség-
gel jar. Miutan kipakoljuk a hatizsakunkat, a masodik szobdban 4+3 =7
alma és 6 korte lesz. Itt a mohé algoritmus nyilvdn a kortéket pakolnd
fel, és vinné 4t 6 kaldriaveszteséggel a harmadik szobdba. Tehat a mohd
stratégia a (0, 1) k6dd megoldast taldlja meg, ami 10 kalériaveszteséggel
jar. Létezik viszont ennél jobb megoldés is, az (1,0) kédu (az els6 szo-
bébdl a kortéket, a masodikbdl pedig az almékat vissziik tovabb) csak 8
kalériét igényel.
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A backtracking stratégia ennek a feladatnak a megolddséra az lenne,
hogy sorra generaljuk az 6sszes potencidlis megoldast (mind a 2" darab
n elem bindris kédot), és kivalasztjuk koziilitk az optimaélist, amelyik
minim4dlis kalériaveszteséget okoz. A feladat megoldésterét egy n szintes
teljes bindris fa képezi, amelynek mindenik gyokér—levél tja potencia-
lis megolddsnak szamit. Ez azt jelenti, hogy egy backtracking algoritmus
a teljes fat be kellene jarja (mélységében) ahhoz, hogy megtaldlja az opti-
mélis megoldést képvisel6 optimadlis gydkér—levél utat, amelyik az opti-
maélis levélhez vezet. Hogyan lehetne, a moho stratégia felhasznalaséval,
céltudatosabbd tenni ezt az algoritmust? Feltételezziik, hogy a bindris
fdban a csomdépontok bal fiai azt dbrazoljdk, hogy az almakat, a jobb
fiak pedig azt, hogy a kortéket valasztottuk az illet6 csomépont altal
képviselt szobdban. Minden csomépontban, miel6tt a mélységi bejards
tovabblépne valamelyik fia iranyaba, megbecsiiljiik, hogy van-e esély r4,
hogy az illeté fit részfa tartalmazza a megoldaslevelet. Tegyiik fel, hogy
a mélységi bejaras aktualis csomo6pontja a k-adik szobat képviseli (k-adik
szinti csomépont). Meghatérozzuk, hogy mekkora kalériaveszteséggel
jarna Ugy végigmenni a k + 1, ..., n sorszdmu szobdkon, hogy mindenik
szobdban csak azon gylimolcsrakdsok valamelyikét (moh6 médon min-
dig a kisebbik rakdst) pakoljuk be a hatizsdkba, amelyek eredetileg ott
voltak (amit az el6z6 szobdbdl hoztunk, azt kipakoljuk a szoba egy ,,sar-
kaba” és otthagyjuk). Az igy kapott érték biztosan kisebb lesz (infimum),
mint barmely, az illet6 szobdkon ,,szabdlyosan” (a gyiimélcsot, amelyet
magunkkal hozunk az el6z6 szobdbdl, nem a ,,sarokba”, hanem a meg-
felel6 tipusti csomdba kell pakolni) dthalad6 személy kalériavesztesége.
A becsléseket az aktudlis szobdban (a k-adikban) a kovetkezdképpen
végezziik el : ha akt_kal az eddigi kalériaveszteség (amely az 1, .. ., k sor-
szdmu szobdkon valé végighaladdsbél ad6dott), akt_a és akt_k a k-adik
szobdban taldlhaté alma, illetve korte mennyisége (ennyi kalériavesz-
teséggel fog jarni a k-adik szobdbdl a (k + 1)-edikbe valo6 4tjutas, att6l
fligg6en, hogy az almdkat vagy a kortéket valasztjuk), és inf_kal[k+1]
ak+1,...,nsorszdmu szobdkon a fentebb leirtak szerinti végighaladdssal
jaré kaldriaveszteség, akkor

— a k-adik szobdban csak abban az esetben valasztunk almat, ha

akt_kal+akt_a+inf_kal[k+1] < min_kal,

illetve
— a k-adik szobdban csak abban az esetben véalasztunk kortét, ha

akt_kal+akt_k+inf_kal[k+1] < min_kal
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(min_kal tédrolja az eddigi legjobb megoldés kalériaveszteségét,
az opt_x[1..n] tomb pedig az optimdlis megoldds kédjat).

Ugy is megfogalmazhatnank a megbecsiilési feltételeket, hogy
amennyiben az illet6 irdnyba egy ilyen alulbecslés sem kisebb, mint
az eddig legjobbnak taldlt megoldas kalodriavesztesége, akkor biztosan
,medd§” irdnyrdl van szé.

A fentebb k6zolt magyardzat utan reméljiik, hogy az alabbi optimali-
zéalt rekurziv backtracking eljards megértése nem jelent gondot. Az eljaras
azért kaphatja meg paraméterként az inf_kal[1..n] témbot, mert ennek
elemei el6re meghatarozhatoék (ldsd lentebb). A min_kal és opt_x[] pa-
ramétereket foltétlentil cim szerint kell dtadnunk, hiszen ezekben tériti
vissza az eljards az eredményeket (memoriatakarékossdg végett az x[1,
sz[] és inf_kal[] tombdk is nyugodtan dtadhaték cim szerint). Akkor
jutottunk potencidlis megolddshoz, ha beléptiink az (n+1)-edik szobdba.
Ha a kapott potencialis megoldds kalériavesztesége kisebb az addigi leg-
jobb megoldas kaldriaveszteségénél, akkor az optimadlis megoldéas adatait
tarol6 véltozokat (min_kal, opt_x[1..n]) feliilirjuk az aktualis megoldast
azonosit6 adatokkal (akt_kal, x[1..n]).

alma_korte(x[]1,sz[],inf_kal[],n,min_kal,opt_x[],
akt_a,akt_k,akt_kal,k)
ha k == n+1 akkor
ha akt_kal < min_kal akkor
min_kal=akt_kal
opt_x[1..n]=x[1..n]
vége ha
kiilonben
ha akt_kal+akt_a+inf_kal[k+1] < min_kal akkor
x[k]=0
alma_korte(x, sz, inf_kal, n, min_kal, opt_x,
akt_a+sz[k+1].a, sz[k+1].k, akt_kal+akt_a, k+1)
vége ha
ha akt_kal+akt_k+inf_kal[k+1] < min_kal akkor
x[k]=1
alma_korte(x, sz, n, inf_kal, min_kal, opt_x,
sz[k+1].a, akt_k+sz[k+1].k, akt_kal+akt_k, k+1)
vége ha
vége ha
vége alma_korte
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Az aldbbi algoritmusrészletben k6zoljiik az inf_kal[1..n] tomb fel-
toltését megvaldsité minden ciklust, meghivijuk az alma_korte eljarast, és
kiirjuk az eredményeket.

inf_kal[n+1]=0

minden i=n,1 végezd
inf_kal[i]=inf_kal[i+1]+min(sz[i].a,sz[i].k)

vége minden

min_kal=00

alma_korte(x,sz,inf_kal,n, min_kal,opt_x,

sz[1].a,sz[1].k,0,1)
ki: min_kal,opt_x[1..n]

6.3. Pénzosszeg: Adottegy S 0sszeg és kiilonboz6 értéki pénzérmék.
A pénzérmék értékeit egy a[l..n] témbben tdroljuk (minden pénzérme-
fajtabdl rendelkezésre 4ll akdrmennyi). Fizessiik ki az S 0sszeget, mini-
malis szdmu pénzérmét felhaszndlva.

Megoldds: A feladat megolddsét egy db[1..n] témbben lehetne kdol-
ni, ahol dbi] azt tdrolnd, hogy hdny darabot hasznaltunk az a[i] értéki
pénzérmébdl az S 6sszeg kifizetéséhez. Ha a pénzérméink értékei k°, £,
K ..., k"' (k € N, k > 1) alakuak, akkor a kovetkez8 moho stratégia
bizonyithatéan mindig megtaldlja az optimélis megolddst: a pénzérmék-
kel értékiik szerint csokkend sorrendben prébéalunk fizetni, mindenfajta
pénzérmébdl a lehetd legtobbet haszndlva fel (ha a soron kovetkez6 érme
nagyobb értéki, mint a fennmaradt 6sszeg, akkor ebbdl a fajtabél nyil-
van egyet sem fogunk hasznalni, tgymond atugorjuk). Ha a pénzérme
értékei nem a fenti alakudak, akkor ez a megkozelités nem kielégit6. Ezt
szemlélteti az aldbbi példa is:

Példa:

S=32 n=3, al.3]=1{10,5,3}.

A mohé algoritmus el6szor felhaszndlna 3 darab 10-es pénzérmét,
majd a fennmaradt 6sszeget nem tudna kifizetni sem 5-6s, sem 3-as
érmékkel. Ennek ellenére 1étezik megoldéds: db = (2,0,4) kédu: hasz-
ndlunk két tizest, nem hasznédlunk 6tost, haszndlunk négy harmast
(Osszesen 6 pénzérmét haszndltunk).

Az aldbbiakban bemutatjuk, hogyan lehet a backtracking és greedy
stratégidk kombindldsaval helyes algoritmust adni erre a feladatra.
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Feltételezziik, hogy a pénzérmék értékeik szerint csokkend sorrend-
be vannak rendezve (ha nem igy lenne, rendezziik ¢ket). Kiindulunk
a fent bemutatott moh¢ algoritmus megolddsabél, a legesélyesebbdl. Ez,
a példankra, a db = (3,0,0) k6dd. Ha nem sikeriilt kifizetni a teljes
Osszeget, akkor megkeressiik a kovetkez6 legesélyesebb megoldast. Ho-
gyan? Visszaléplink (back track) a legkisebb értékii pénzérméhez, amit
haszndltunk, csokkentjiik a darabszdmaét eggyel, majd djrainditjuk a mo-
hé algoritmust az ezt kovets pénzérmétél a fennmaradt Gsszegre... Ez
az algoritmus els6ként garantdltan az optimadlis megoldast taldlja meg.
Ha mér a legnagyobb értékii pénzérmének is nulldra csdkkentettiik a da-
rabszamat, és még mindig nem taldltunk megoldast, akkor ez azt jelenti,
hogy az S 6sszeg nem fizethet6 ki a megadott pénzérmetipusokkal.

Az aldbbiakban felsoroljuk az ismételt mohé prébdlkozasok ered-
ményeinek kdédjait (kiemeljiik délten azt az érmedarabszamot, amelyet
az adott 1épésben cstkkentettiink eggyel; az ezt kovets érmétél inditot-
tuk djra a mohé algoritmust):

(3,0,0) (2,2,0) (2,1,2) (2,1,1) (2,1,0) (2,0,4)

fizetés(db[],al[],n,k,s)
minden i=k,n végezd
db[i]=s/a[i]
s=s-db[i]*a[i]
vége minden

ha s == 0 akkor
ki: db[1..n]
kiilonben
i=n
amig i > 0 és db[i] # 0 végezd
i=i-1
vége amig

ha i == 0 akkor
ki: "Nincs megoldas"”

kiilonben
db[i]=db[i]-1
fizetés(db,a,n,i+1,s+al[i])

vége ha

vége ha
vége fizetés
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A fizetés eljardst a kovetkez6képpen fogjuk meghivni:
fizetés(db,a,n,1,S)

Errél a megkozelitésrél azt mondhatnank, hogy ,,a backtracking se-
gitette ki a greedy-t”. De ez forditva is felfoghaté. Tekinthetjiik ugy is,
mint olyan backtracking algoritmust, amelyben a greedy stratégia szerint
dllapitottuk meg, hogy milyen sorrendben foglalkozzon a pénzérmék-
kel (értékiik szerint csokkend sorrendben: a[l] > a[2] > ... > aln]), és
a greedy ajdnlotta, hogy mindenik pénzérmébél el6szor a lehet6 legtob-
bet probéljon hasznélni. Az els6 megoldéas, amelyet a backtracking ebben
a szellemben megtalal, megint csak az optimalis lesz. Ime a backtracking
alapabraja erre a helyzetre (lasd a backtracking technikaval foglalkozé
fejezetet):

A, ={S,/aln], ..., 1, 0} n
A, ={S,/alk], ..., 1, 0} k
A, ={S,/al2], ..., 1, O} 2
A, ={S,/al1], ..., 1, 0} 1
db
6.2. abra.

Az x tomb szerepét itt a db tomb tolti be. Si-val jeloltiik azt a pénz-
Osszeget, amely még kifizetésre var, amikor az algoritmus fellép a k-adik
szintre. Tehat: S; = S, és S, = S — (db[1] - a[1] + db[2] - a[2] + ... + db[k—
—1]/alk — 1]), ahol £ = 2, n. Ezt a gondolatmenetet kiveti az aldbbi
tipikus backtracking algoritmus:

pénzérmék(db[],a[],n,k,f,stop)
ha k == n akkor
ha f == 0 akkor
ki: db[1..n]
stop=IGAZ
vége ha
kiilonben
minden db[k+1]=f/alk+1],0,-1 végezd
ha nem stop akkor
pénzérmék(db,a,n,k+1,f-db[k+1]~a[k+1],stop)
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vége ha
vége minden
vége ha
vége pénzérmék

Az f paraméterben az eljardsnak a k-adik szintre valé meghiva-
sa azt kapja meg, hogy mekkora 6sszeg maradt kifizetetleniil, amelyet
a (k+1),...,n pénzérmékkel kell lefedni. A stop cim szerint dtadott
parameéter segit abban, hogy ahogy megkaptuk az els6 megoldast, leallit-
hassuk a rekurziv eljarast. Az eljardst az aldbbi médon fogjuk meghivni:

Stop=HAMIS
pénzérmék(db,a,n,0,S,stop)

6.1. Kitiizott feladatok

6.1. Orokség: Két testvér n darab al, a2, .., an értékii pénzérmét 616-
kol. A végrendeletben az 4ll, hogy csak akkor kaphatjdk meg 6rokségiiket,
ha el tudjdk osztani két egyenld részre (kiillonben oda kell adomanyoz-
niuk 6rokségiiket egy jotékonysagi szervezetnek). Segitsiink az 6r6kdso-
kon, amennyiben ez lehetséges. Altalanositsuk a feladatot k 6rokosre.

6.2. Egyiittmiikodés: 2n informatikust, akik méar egyiittm{ikodtek
a multban egymadssal, meghivnak egy nagyméretti munka lebonyolita-
sdra. Az a[l..2n][1..2n] matrix a[i][j] eleme akkor 1, ha az ¢ informatikus
kollaboralt mar a j-vel. Alkossunk n darab kéttagi csapatot gy, hogy
minimédlis legyen az olyan csapatok szdma, amelyben nem ismerik még
a tagok egymast.



7. FEJEZET

DINAMIKUS PROGRAMOZAS

A dinamikus programozds nevet visel6 programozasi technika ren-
delkezik a legvonzébb tulajdonsdgokkal a targyalt technikak koziil. Szé-
mos olyan feladat van, amelyet bar megold ,,valahogy” a divide et impera
is, a dinamikus programozas hatékonyan teszi ezt meg. Nem kevés azon
optimalizdlédsi feladatok szdma sem, amelyek esetében, mig a greedy
megkozelités nem kielégits, a dinamikus programozds sikeresen alkal-
mazhaté.

7.1. A dontési fa

A dinamikus programozdst gyakran optimalizaldsi feladatok meg-
oldédsara hasznaljuk. Rendszerint arr6l van sz6, hogy létezik egy cél-
fliggvény, amelyet egy (optimélis) dontéssorozat dltal optimalizalni kell.
Minden optimalizélasi feladathoz rendelhet6 egy gyokeres fa (fastruk-
tira), amelyet dontési fanak fogunk nevezni. A gyokér a feladat kezdeti
dllapotat jelképezi, az els6 szinti csomépontok azokat az allapotokat,
amelyekbe a feladat az els6 dontés nyomaén keriilhet, a mdsodik szinten
lév6k azokat, amelyek a mésodik dontésbél adédhatnak stb. Egy cso-
moépontnak annyi fia lesz, ahdny lehet6ség koziil torténik a valasztds
az illet6 dontés alkalmaval.

A 7.1. dbra egy olyan helyzetet mutat be, amikor négy dontés révén
jutunk megolddshoz. Minden dontés alkalmaval két lehetség koziil va-
laszthatunk. A csomépontok cimkéi a megfeleld dllapotokat azonositjdk.

Két esetet kiilonitiink el:

I. tipusu dontési fa: Minden dontéssel a feladat egy kisebb méretii
hasonl6 feladattd redukdlodik, amelyet az aktudlis csomdépont valame-
lyik részfdja dbrdzol. llyenkor az optimalis megoldast valamelyik gyo-
kér-levél 1t fogja képviselni a dontési faban. Erre az esetre vonatkozik
a 7.1. dbra is. A szaggatott vonalu téglalapokkal azt érzékeltettiik, hogy
—amennyiben a vastagitott nyilakkal jel6lt dontéssorozat az optimalis —
miként redukdlodik altala a feladat egyre kisebb méretii részfeladataira.


zoli
Highlight
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7.1. dbra.

II. tipusu dontési fa: Minden dontéssel a feladat két vagy tobb kisebb
méretii hasonlé feladatra esik szét, amelyeket az aktudlis csomépont
megfeleld részfdi dbrdazolnak. Az alabbi dbra egy olyan helyzetet mutat
be, amikor minden dontéssel a feladat két részfeladatra bomlik. Fel-
tételeztiik, hogy a megvastagitott binaris részfa dbrdzolja az optimadlis
részfeladatokra bontast. A dinamikus programozas ez esetre vonatkozé
véltozatét az ,,Optimdlis megosztds — optimdlis uralom” névvel fogjuk
illetni. Hogy miért kifejez6 ez a megnevezés, azt a kés6bbiekben tisz-
tdzzuk.

T

7.2. abra.
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Donteni nem jelent mdst, mint védlasztani. Természetesen attdl fiig-
gben, hogy miként vélasztunk az egyes dontések alkalméval, mds-mads
részfeladatokhoz jutunk. Kijelenthetjiik hat, hogy egy dontési fa rész-
fai azokat a részfeladatokat képviselik, amelyekké a feladat — az egyes
dontéssorozatok dltal — redukdlédhat (1. eset), illetve széteshet (2. eset).

Tekintettel arra, hogy a részfeladatok hasonléak, beszélhetiink ezek
dltaldnos alakjarél. Altaldnos alakon mindig egy paraméteres alakot
értiink. Atlatni egy feladat szerkezetét, tobbek kozott, az aldbbiak tiszta-
zasat foglalja magéba:

— Mi a részfeladatok altalanos alakja?

— Milyen paraméterek irjak ezt le?

— Mely paraméterértékekre kapjuk az dltaldnos feladat hatdresetei-

ként az eredeti feladatot, illetve a trividlis részfeladatokat?

7.2. Az osszevont dontési fa

Bar a dontési fa csom6pontjainak szdma exponencialisan fligg az op-
timéalis dontéssorozat dontéseinek szamatél, gyakran megtorténik, hogy
szdmos identikus csomépontot tartalmaz, amelyek nyilvdn azonos 4lla-
potokat dabrazolnak, és amelyeket természetesen ugyanazok a paraméter-
értékek jellemeznek.
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(Amint latni fogjuk kés6bb, minél nagyobb az identikus csomépon-
tok szdma, anndl jobban tudja értékesiteni a dinamikus programozas
az erGsségeit.) Az els6 tipusi dontési fék esetében ez a helyzet akkor
alakul ki, ha kiilonb6z6 részdontéssorozatok révén a feladat ugyanazon
részfeladattd redukdlodik. Egy ilyen helyzetet dbrazolt a 7.1. dbrén be-
mutatott dontési fa is. Csusztassuk egymasra a fa identikus allapotait
képvisel6 csomépontokat. Az igy kapott adatszerkezetet 6sszevont don-
tési fanak fogjuk nevezni. Amint lathaté is, az 6sszevont dontési fa mar
nem fastruktira, hanem egy irdnyitott graf'. Az 6sszevont fanak pontosan
annyi csomdépontja lesz, ahdny kiilonb6z6 dllapotba keriilhet a feladat
(ez a szdm rendszerint csak polinom fiiggvénye az optimélis megoldas-
hoz vezet6 dontések szdmdanak). Bar az 6sszevont dontési fa fogalmat
az els6 esetre vonatkoztatva mutattuk be, amint latni fogjuk, kiterjeszt-
het6 a 2. tipust dontési fak esetére is.

7.3. Az optimalitas alapelve

A dinamikus programozéis az optimalitds alapelvére épiil. Ugy is
fogalmazhatnédnk, hogy ennek az alapelvnek az implementdldsa. Az op-
timalitds alapelve a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg: az optimdlis
megoldds optimdlis részmegolddsokbdl épiil fel. Més széval a feladat
optimadlis megoldasa felépithet6 a részfeladatok optimdlis megoldésai-
bél. Ezt a stratégiat koveti a dinamikus programozds: kiindul a triviélis
részfeladatok optimadlis megolddsaibdl, és felépiti az egyre bonyolultabb
részfeladatok optimadlis megoldésait, végiil az eredeti feladatét. Ezért is
szokds azt mondani, hogy az egyszer(it6l halad a bonyolult fele, vagy
hogy lentrdl felfele oldja meg a feladatot.

A dinamikus programozés egy madsik jellemvondsa, hogy nyilvén-
tartja a mar megoldott részfeladatok optimdlis megoldasait képvisel6
optimumértékeket (az optimalizdlandé célfiiggvény optimumeértékeit
az illetd részfeladatokra vonatkozdan). Erre a célra rendszerint tom-
b6t haszndlunk, amelyet c-vel fogunk jelélni. Ez a tomb attél fiiggo-
en lesz egy-, két- vagy tobbdimenziés, hogy a részfeladatok édltalanos
alakjat hany paraméter irja le. A tomb felhaszndlt elemeinek a szdma

1 Valahdnyszor az 0sszevont dontési fa gyokerérél, illetve leveleir6l beszéliink,
azokra a csomé6pontokra gondolunk, amelyek a dontési faban gyckér, illetve levél
min&ségben voltak jelen.
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természetesen azonos az 0sszevont dontési fa csomoépontjainak a szdma-
val, azaz az egymadstél kiillonbozé részfeladatok szamaval.

Az optimalitds alapelve konkrétan egy rekurziv képletben testestil
meg, amely lefrja matematikailag, hogy miként épiilnek fel az egyszertibb
részfeladatok optimélis megolddsabdl az egyre bonyolultabbak optima-
lis megolddsai. Nyilvan egy olyan képletrél van szd, amelybe bele van
épitve az optimaélis dontéshozds médja. A rekurziv képlet alapvetSen a c
tomb elemeire van megfogalmazva, tehat a részfeladatok optimumérté-
keivel dolgozik.

Hogyan titkr6z6dik az optimalitds alapelvének implementdldsa a
dontési fdn, az 6sszevont dontési fdn, illetve a részfeladatok optimum-
értékeit tdrolé tombben?

1. Ha a novekv6 dontési fa korondjdn identikus dllapotokat képvi-
sel6 csomopontok jelennek meg, a fa csak azon ag irdnydba fog
tovabb novekedni, amelyik az illet6 részfeladat optimdlis megol-
désat képviseli.

2. A rekurziv képlet diktalta sorrendben oly médon messiik az 6sz-
szevont dontési fa csomoépontjait, hogy mindenikhez egyetlen 1t
vezessen, mégpedig az, amelyik az optimélis megolddst dbrdzolja.

3. Az algoritmus magva alapvetfen a ¢ tomb megfelel6 elemeinek
arekurziv képletb6l ad6dé stratégia szerinti feltoltését jelenti. Bar
a c tomb egy az egyben csak a részfeladatok optimumértékeit ta-
rolja, elegendd informéciot tartalmaz az optimélis dontéssorozat
rekonstruédldsdhoz. Gyakran célszerfi, hogy a c tomb feltoltése-
kor magukat az optimélis vdlasztdsokat is eltdroljuk valamilyen
moédon. Ez megkonnyitheti, s6t felgyorsithatja az optimélis don-
téssorozat rekonstruéldsat.

Ha egy feladatra érvényes az optimalitds alapelve, ez jelent6sen le-
csokkentheti az optimdlis megoldads megépitésének idejét, hiszen az épit-
kezésben tdmaszkodhatunk kizardlag a részfeladatok optimdlis megol-
désaira.

Egy fontos megjegyzés: Figyeljink fel arra, hogy az optimalités
alapelve nem azt mondja ki, hogy a feladat megolddsdanak a részfel-
adatok optimélis megolddsaib6l valé bdrmely felépitése optimalis
lesz. Tekintsiik példakét azt a feladatot, amikor egy adott Gsszeget
minimdlis szdmu ismert értéki pénzérmeékkel kell kifizetni (létezik
1 értékli pénzérme, és mindenikfajta pénzérmébdl barmennyi van).
Ezt a feladatot vizsgdltuk madr a 6. fejezetben, és visszatériink rd a 9.
fejezetben tjra. A feladat e vdltozatara igaz az optimalitds alapelve,
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de nem érvényes a mohd vdlasztds alapelve, igy hét a leghatékonyabb
megoldéast a dinamikus programozas nyujtja.

Szolgdljon példaként az az eset, amikor 13 eur6t kell kifizetni és
1, 5 valamint 10 eurdsok dllnak rendelkezésiinkre. A 6 eurd optimaélis
kifizetése 5 + 1, a 7 eur6é pedig 5 + 1 + 1. Ennek ellenére a 13 eurd
optimalis kifizetése nem 54+ 1+5+1+1+ 1, hanema 10+ 1+ 1+ 1,
amely viszont felfoghaté a 10 és 3, vagy a 11 és 2, valamint a 12 eurd és
az 1 eurd optimadlis kifizetéseinek az dsszegekét.

7.4. Dinamikus programozas az I. tipusii dontési fan

Képzeljik djra magunk elé az els§ tipusi dontési fat. A gyokér
a kezdeti allapotot dbrdzolja, amikor még a teljes feladat megoldas-
ra var. A fa megoldéslevelei a feladat megoldott dllapotait képviselik,
a gyokér—megoldaslevél utak pedig a potencialis megolddsokat (ezek ko-
z6tt taldlhato a keresett optimalis megoldas). A fa csomépontjai dbrézolta
kozbeest dllapotokban a feladatnak van egy mar megoldott része, és egy
még megoldasra varé része. Nevezziik ezeket az illets dllapot prefix,
illetve szufix részfeladatdnak.

A gyokérbdl egy adott csoméponthoz vezet6 1t azt dbrazolja, hogy
milyen dontéssorozat vezet az illet6 dllapothoz. E dontéssorozat dgy
tekinthetd, mint a széban forgé allapot prefix részfeladatdnak egy megol-
désa. Az 6sszevont dontési fdban egymadsra keriilt identikus csomépon-
tokhoz vezet6 kiillonb6z6 dontéssorozatok a megfelel6 prefix részfeladat
kiilénb6z6 megoldédsaiként foghatok fel.

Egy allapot szifix részfeladatdt (ez nem mads, mint az a részfeladat,
amellyé a feladat az illet6 allapotban redukalédott) — amint mar utal-
tunk rd — a megfelelé csomoépont részfaja (az, amelyiknek a csomépont
a gyokere) képviseli a dontési fadban. A szufix tipust részfeladatok meg-
oldésait nyilvan a megfelels részfa gyokér—levél tjai dbrazoljak. A 7.3.
abrdan az E dllapot prefix feladatdnak megoldédsait megvastagitottuk,
a hozzd tartozé szifix feladatot képvisel6 részfa éleit pedig pontozot-
tan rajzoltuk.

Az 6sszevont dontési fdban az ugyanazon dllapothoz tartozé prefix,
illetve szufix feladatok optimdlis megoldésait az illet6 csoméponthoz
kapcsolédé optimadlis gyokér—csomdépont, illetve optimdlis csomépont—
levél 1t fogja képviselni.
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Két alesetet kiilonboztetiink meg attél fiiggéen, hogy az 6sszevont
dontési fa, mint irdnyitott graf, kérmentes-e vagy sem.

7.4.1. Ha az tsszevont dontési fa kormentes

Mit jelent az egyszeriit6l a bonyolult fele (lentrél felfele) halad-
ni? A prefix részfeladatok szempontjabdl a gyokér—levelek irdny jelenti
a lentrél felfelét. A szifix feladatok viszont éppen forditva, a levelek-
t6l a gyokér irdnyaba novekednek. Ez a dualitds elvezet a dinamikus
programozds két valtozatdhoz:

1. Gyokér-levelek irdnyi dinamikus programozas (Elére-mdédszer)

2. Levelek—gytkér irdnyd dinamikus programozds (Hatra-mdédszer)

Legyen Dy, Ds,...,D;_1,D;,D;1,..., D, az optimélis dontéssorozat
(a dontési faban ez vezet végig az optimdlis megolddst dbrdazolé gyokér—
levél tton). Tegyiik fel, hogy ez a dontéssorozat kiindulva az S, kezdeti
dllapotbdl (amelyet a fa gyokere képvisel) az Sy, 5,,...,95;,...,5, alla-
potokon ,halad at” (az S,, dllapotot a fa ,,optimélis levele” dbrazolja).
A dinamikus programozéasnak a fentebb emlitett két valtozata az opti-
malitds alapelvét a kovetkez6 alakokban hasznalja.

Ha feltessziik, hogy Dy, D>, ..., D, a feladat megolddsat jelentd opti-
maélis dontéssorozat, akkor

1. a Dy, D,,...,D; (i =1,2,...,n — 1) alaki részdontéssorozatok is
optimalisak;

2.aD;,D;y,....D, (i =2,...,n)alakid részdontéssorozatok is opti-
malisak.

Hogy jobban atlassuk e stratégidkat, alkalmazzuk Gket az alabbi fel-
adatra.

7.1. Haromszog: Egy n soros négyzetes madtrix f6atl6jan és f6at-
16 alatti hdromszogében természetes szdmok taldlhaték. Feltételezziik,
hogy a matrix egy a nevii kétdimenziés tombben van eltdrolva. Hata-
rozzuk meg a ,leghosszabb” cstcsbél (a[1][1] elem) alapra (n-edik sor)
vezetd utat, figyelembe véve a kovetkezdket:

— egy uton az a[i|[j] elemet vagy az a[i + 1][j] (fligg6legesen le), vagy
az afi + 1][j + 1] elem (4tl6san jobbra) kovetheti, ahol 1 <i < n és
1<y <ng

— egy ut ,,hossza” alatt az Gt mentén taldlhaté elemek Gsszegét ért-
juk.



7.4. DINAMIKUS PROGRAMOZAS AZ 1. TIPUSU DONTESI FAN 145

Példaul, ha n = 5 és a métrix az alabbi, akkor a ,leghosszabb” olyan
ut, amely a csticsbél az alapra vezet, a besatirozott ttvonal lesz, ennek
hossza 37:

7

5|9

10| 1 | 4

217 1

2151831
7.4. abra.

A feladathoz a 7.5. dbrdn lathaté dontési fa rendelhetd.

7.5. abra.

Az dltaldnos prefix feladat: Hatdrozzuk meg a csticshdl az (i, j) po-
ziciéba vezet6 optimalis utat!

Az éltaldnos szufix feladat: Hatdrozzuk meg az (i,j) poziciébdl
az alapra vezet6 optimalis utat!

Tehét a feladat paraméterei i és j. Lathatd, hogy a dontési fanak 1é-
teznek olyan csomoépontjai, amelyeknek ugyanazok a paraméterértékek
felelnek meg. Ezek a csomépontok identikus dllapotokat képviselnek,
amelyekhez ugyanaz a prefix, illetve szifix feladat tartozik. Csisztassuk
egymadsra az azonos allapotokat dbrdzol6 csomépontokat. A mellékelt
Osszevont dontési fahoz jutunk. Ezt 14tjuk a tombbe beépitve is.
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Mivel a részfeladatokat két fiiggetlen paraméter hatdrozza meg,
az optimélis megolddsaikhoz tartoz6 optimumértékek tdroldsdhoz két-
dimenziés tombot haszndlunk (pontosabban a tomb f6dtléjan és a f6atlé
alatt levé elemeit). Megfigyelhet6, hogy az Gsszevont dontési fa cso-
mopontjainak szama megegyezik a taroldsra vélasztott témb felhaszndlt
elemeinek szdmadval.

Gytkér-levelek irdanyu véltozatban a c[i][j] tdmbelem az (i, j) dlla-
pothoz tartozé prefix feladat optimumértékét térolja, azaz a cstcsbdl
az (i,7) poziciéju elemhez vezet6 optimalis 1t hosszat. Ezzel szemben,
a levelek—gyokér irdnyd véltozat esetén, az (i,j) poziciébdl az alapra
vezet6 legjobb 1t hossza keriil a c[i][j] tombelembe, ami a szifix feladat
optimumértékét jelenti.

7.4.1.1. Gyokér-levelek irdnyu dinamikus programozds

A gyokért6l a levelek fele haladva megmetsziink minden csomépon-
tot, csak a ,,legjobb” apadgat hagyva meg rajtuk, azt, amelyiken az illet6
csomépont prefix feladatdnak optimdlis megolddsa halad at. Az dbran
bejel6lt metszési sorrend csak egyike a lehetségeseknek. Az alapkovetel-
mény az, hogy amikor egy csomépont sorra keriil, az apacsomépontjai
legyenek mar megmetszve. Ugy is mondhatnank, hogy a csomépontok-
kal topologikus sorrendben foglalkozunk. Ez a sorrend létezik, mivel
az 0sszevont dontési fa, mint irdnyitott graf, kérmentes.
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A fentebb bemutatott algoritmus® implementédldsa nem jelent mdst,

mint a ¢ tomb feltoltését — topologikus sorrendben — az alabbi rekurziv
képlet szerint:

c[1][1] = a[1][1]

cli][1) = ali][1] + cli = 1][1], 2<i<n

cfilli) = ald[i] + [t = 1][j = 1], 2<i<n

c[i]lj] = alil[5] + max(c[i = 1][j], c[i = 1][j = 1]), 2<i<n, 2<j <i

2 A c tomb n-edik sordnak elemei a csticsbdl az illeté poziciékba vezet6 legjobb
utak hosszat taroljak. Nyilvan ezek koziil a legnagyobb jelenti a csicsbél az alapra
vezetS legjobb 1t hosszdt. Ha szeretnénk magdt az optimdlis utat is, a ¢ tdmb
mér elegend§ informdciét tartalmaz ahhoz, hogy visszamenjlink az optimalis
levél-gyokér dton. Ha egy rekurziv eljérdssal ,, maszunk fel” az optimadlis tton,
és a rekurzié visszautjdn fratjuk ki az dllomdsokat, akkor a csicstél az alap felé
haladva — tigymond menetirdnt — kapjuk meg az optimélis megoldast.
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7
12]\ |16 i
22\ 17]\ |20 SO R | g
241N 29N 23 \ 21 Lehetséges topologikus sorrendek
26 |34 37 |26 22

7.8. dbra.

7.4.1.2. Levelek—gyokér irdnyu dinamikus programozds

A levelektsl a gyokér fele haladva megmetsziink minden csomé-

pontot, csak a ,legjobb” fiit hagyva meg rajtuk, azt, amelyik az illet6
csomépont szifix feladatat dbrazol6 részfa legnagyobb optimumeértékii
fit-részfdjanak a gyokere. Itt is a bejelolt metszési sorrend csak egyi-
ke a lehetséges sorrendeknek. Az alapkovetelmény ez esetben az, hogy

7.9. abra.
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amikor egy csomépont sorra keriil, a fiicsomoépontjai legyenek mar meg-
metszve.

Ezen algoritmus® implementéldsa a c tomb feltoltése révén — forditott
topologikus sorrendben — az aldbbi rekurziv képlet szerint valdsithatd
meg:

c[n][7]
c[ilj] =

VlHj]a I<j<n
[]][j] + max(c[i + 1[j],c[i + 1[j +1]), n>i>1, 1<j<1

a
a

37|
301\ |25
25\ /16[\ |15

7 15 11 4

2 5 8 3 1

7.10. abra.

7.4.2. Amikor az dsszevont déntési fa tartalmaz kort

Lassunk most egy olyan helyzetet, amikor az 6sszevont dontési fa,
mint irdnyitott graf, nem kérmentes. Erre példa az alabbi feladat.

7.2. Irodaépiilet_1: Legyen az a[l..n|[1..m| métrix, amelyet gy fo-
gunk fel, mint egy egyszintes, téglalap alakd irodaépiiletet. A matrix
elemei az iroddkat képviselik, és azt tdroljdk, hogy mekkora illetéket
kérnek el barkitél, aki belépett az illet6 szobdba. Barmely két szomszé-
dos matrixelem képviselte iroda kozott van ajté. Belépni az épiiletbe
csak az (1, 1) pozici6ji iroddndl lehet, kilépni pedig csak az (n,m) po-
ziciéjindl. Melyik az a minimadlis pénzveszteség, amellyel 4t lehet jutni
az épiileten?

3 Végil a c[1][1] elem fogja tdrolni az eredeti feladatnak mint legnagyobb szifix
feladatnak az optimumértékét. Mivel a ¢ tomb tartalmazza az 6sszes szifix rész-
feladat optimumeértékét, most mar rendelkeziink kell informdciéval ahhoz (az a
témbben ez nem volt lehetséges), hogy egy moh6 algoritmussal ,leszaladjunk”
a cstcsbdl alapra vezet6 optimadlis dton.
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Példa: n=5,m=4

1 1 1 1
9 9 9 1
1 1 1 1
1 9 9 9
1 1 1 1
7.11. abra.

A minimdlis pénzveszteség 14, amelyhez akkor jutunk, ha a besati-
rozott ttvonalat kovetjiik.

7.3. Irodaépiilet_2: Hasonlé a feladat, csakhogy 1étezik néhany to-

vabbi kitétel:

— Léteznek olyan irodék is, amelyekben nem elvesznek pénzt, ha-
nem adnak egy bizonyos 6sszeget (,,negativ illeték”).

— Létezhetnek egyiranyu ajték is (csak egyik oldalukon van kilincs).
Ezt az informdci6t a b[1..n][1..m] témbben tdroljuk, amelynek ele-
mei 4 elem( bindris karakterldncok, és azt kédoljak, hogy ki
lehet-e jutni az illet szobdbdl fel, jobbra, le, illetve bal iranyba.

— Feltételezziik, hogy nem létezik az épiiletben olyan iroda-korit,
amelyet végigjarva gyarapodna a pénziink.

Hatarozzuk meg az irodaépiileten valo legel6nyosebb atjutdsi médot.

Példa: n=5,m=4

Az a tomb A b tomb
1 1 1 1 0111 0111 0111 0011
1110 1111 1111 1011
19 19 19 gy 1110 1111 1111 1011
a1 0110 1111 1111 1011
. FTETER) 0100 1100 1101 1101
6 -2 3 1

7.12. bra.

A legel6nyosebb 1t ez esetben is ugyanazon iroddkon halad &t és 7
pénznyereséggel jar (7.13. dbra).
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0 0 0 0
—» |17 1 11 1 11 1 1|11 0
1 1 1 1
1 1 1 1
019 11 19 1|1 19 1|11 O
1 1 1 1
1 1 1 1
o 3 141 1 11 3 1|1 1 0
1 1 1 1
0 1 1 1
0 -2 11119 1|1 19 1|1 1 O
1 1 1 1
0 1 1 1
o -6 1/0 -2 11 3 1|1 1 1| —»
0 0 0 0
7.13. dbra.

Egy altaldnosabb feladatot oldunk meg: meghatdrozzuk azokat a mi-
nimalis k6ltségi utakat, amelyek az (1, 1) koordindtdja szobétél az 6sszes
tobbihez vezetnek.

Mivel a minimaélis koltségli utat keressiik, leszogezhetjiik, hogy hu-
rokmentesnek kell lennie. A feladathoz rendelhet6 fastruktira (dontési
fa) gyokere nyilvan az (1,1) pozici6ji irodat képviseli. Az egyes cso-
moépontoknak annyi utéduk lesz, ahdny irdnyba tovdbb lehet menni
(anélkiil, hogy hurok alakulna ki) az illet6 iroddbél. A levelek a zsdakutcak
végét dbrazoljak. Az optimdlis megolddst a gyokérbél az (n, m) pozici-
6ju irodat képvisel6 csomoépontokhoz vezetd utak koziil a minimdlis
koltségli képviseli. Bar helysziike miatt nem tudjuk felrajzolni az imént
korvonalazott dontési fat, nem nehéz 4tlatni, hogy szamos identikus
csomépontja (a csomépontokat a képviselt iroddk koordinatdi azonosit-
jék) van.

Csusztassuk egymadsra az identikus csomépontokat. Az igy kapott
Osszevont dontési fa (ldsd lentebb) mint irdnyitott graf mér nem kor-
mentes. Ez abbél addédik, hogy a dontési fdban a csomépontok kozti
6s—utéd viszony nem éllandé6. Példdul az (1,2) csomépont bizonyos
dgakon Gse a (2,2) csomépontnak ((1,1), (1,2), (2,2), ...), mds dgakon
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pedig forditva, a (2,2) &6se az (1,2)-nek ((1,1),
Ebbél adédéan az 6sszevont dontési faban az (1,
kozott nyilvan oda-vissza ut lesz.

Ezek utan a feladat tgy is megfogalmazhatd, hogy hatdrozzuk meg
az 6sszevont dontési fa (1,1) csombpontjatél az (n, m) csomépontjdhoz
(altaldnosan az 6sszes tobbi csomoéponthoz) vezet6 minimélis koltségli
utat. A bal oldali 4brdn megvastagitottuk az optimalis ut éleit, illetve be-
satiroztuk az ennek megfelel irodasort. A jobb oldali dbrdn kiemeltiik
a dontési fabol, a bal felsG sarokban levs szobatdl, az 0sszes tOobbihez
vezetd optimélis utakat képvisel6 részfat az irodaépiilet_1 feladatra vo-
natkoztatva.

(2,1), (2,2), (1,2), ...).
2)

és (2, 2) csomdbpontok

»
% -
Y

*
Rt

4
4
3

5

7.14. abra.

Altaldnos részfeladatnak tekinthetjiik a bal fels6 sarokbél az (i, j)
pozici6ju iroddba vezeté minimélis koltségli it meghatarozasét. Ez egy-
fajta gyokér—levelek irdnyd dinamikus programozast jelent. Az eredeti
feladatot az ¢ = n, j = m értékekre, az egyetlen trividlist pedig az ¢ = 1,
j = 1 értékekre kapjuk. A ¢[1..n][1..n] kétdimenziés tomb c[i][j] elemében

fogjuk eltdrolni az (i, j) irodédba vezet6 optimadlis 1t koltségét.
7.4.2.1. Az optimalitds alapelvének ellenérzése

Tegyiik fel, hogy az (z,y) koordindtdji szobdba az (i; = 1,75, = 1),

(i2,92)y -+, (i, = x,j, = y) Gt a minimdlis koltségli. Bebizonyitjuk,
hogy az (iy = 1,51 = 1), (i2,72), ..., (ix, i) alakd tdtszakaszok is mind

optimdlisak (k =1,2,...,p —1).
Tegylik fel, hogy az (i, ji) szobédba a fentinél kisebb koltségti utsza-
kasz vezet. Legyen ez az (u; = 1,v; = 1), (ua, v2), ..., (Up = g, 0 = Ji).
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Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha ezen (i, ji) szobdba vezet6 jobb 1t
nem keresztezi az (ix41, jit+1), ..., (i, = x,J, = y) Utszakaszt, akkor
az (ul = 1>U1 = 1)7 (U27U2), v (u’r = ikuv’r = ]k)7 (ik+17jk+l)7 CI
(i, = x,j, = y) kisebb koltségli, mint amibdl kiindultunk. Ez viszont
ellentmond a feltételnek, miszerint optimalis ttb6l indultunk ki. Tovab-
b4, ha az (u; = 1,v; = 1), (ug,v2), ..., (u, = ix, v, = ji) Ut keresztezi
az (ix+1, jr+1)s - - - » (ip = , j, = y) szakaszt, mondjuk az (uy = iy, vy = j,)
(1 < f<r k< g < p)szobdban, akkor az (u; = 1,v; = 1), (ug,v2), ...,
(up =1dg,v5 = Jg)s (g1, dg41)s - -+ » (ip = T, Jp = y) 1t lesz kisebb koltsé-
gli, mint az eredeti Gt, ami megint csak ellentmondés. Tehat az optimalis
utak optimaélis részutakbdél épiilnek fel.

7.4.2.2. Az optimdlis megoldds meghatdrozdsa az 1.
irodaépiiletben

Ime a rekurziv képlet, amely leirja az optimalis megoldés szerkeze-
tét:

c[][1] = a[1][1]
c[illj] = ald][5] + min (c[i = 1][j], c[i}[5 + 1], eli + 1][3], clil[j = 1]) ,

feltéve, hogy léteznek az illet6 poziciéju szobak.

Amint lathato, az dltaldnos képletet nem terheltiik az i és j paramé-
terekre vonatkozd kitételekkel. Az dbrabdl jol érzékelhetd, hogy az egyes
szobdkba milyen iranyokbdl 1éphetiink be.

Az els6 irodaépiilet esetében — az optimalitas alapelvével 6sszhang-
ban — egy (i,j) iroddhoz vezet6 minimdlis koltségi 1t csakis olyan
iroddkon haladhat keresztiil, amelyekhez a ,,legjobb” tit kisebb koltségti,
mint az (i, j) iroddhoz. Ez azt jelenti, hogy a c[i][j] tombelem meghatéro-
zasdhoz effektiv csak azokra a tombelemértékekre van sziikség, amelyek
kisebb értékéi minimalis koltségli utat képviselnek. Mindez arra utal,
hogy a c tomb elemeit a képviselt iroddkhoz vezet6 optimalis utak opti-
mumértékei szerinti névekvs sorrendben kell feltdlteni.

Ez a sorrend biztosithat6é egy els6bbségi sornak nevezett adatszer-
kezet segitségével. A sor elemei a c tomb elemei lesznek (emlékezziink
rd, hogy ezek, akdrcsak az 6sszevont dontési fa megfeleld csomépontjai,
az illet6 iroddkhoz vezet6 minimalis koltségii it meghatarozasanak rész-
problémadjét képviselik), a benniik tarolt értékek novekvé sorrendjében.

Ezt szemlélteti az aldbbi dbra. Feketével jeloltiik azokat a tombele-
meket, amelyeket mér eltdvolitottunk a sorbél. Ezek azokat az iroddkat
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képviselik, amelyekhez mar meghatdroztuk a minimalis koltségii ut ér-
tékét. A sorban azok az irodak taldlhaték, amelyek elérhet6k a ,fekete
iroddkbol”. Ezeket sziirkével jeloltiik. A ,,sziirke iroddknak” megfeleld
tombelemek azt tdroljak, hogy milyen minimalis koltséggel tudunk el-
jutni hozzdjuk, kizérélag fekete szobdkon haladva at. A sor legnagyobb
prioritdsi elemét, a sorelsét, kiemeltiik. Fehéren hagytuk azokat az iro-
dékat, amelyek nem érhettk el a fekete irodédkon keresztiil.

Kezdetben a sorszerkezet az (1,1) pozici6ju irodét tartalmazza. Ez

a tombben ugy tiikkr6z6dik, hogy a c[1][1] elem sziirke szint kap, és fel-
toltjik az a[1][1] értékkel (ennyi illetéket kérnek el ebben az irodédban).
Ezt kovet6en az algoritmus minden lépésben a kovetkezé miiveleteket
hajtja végre a sorelsé irodédn (legyenek ennek koordinatdi (i_e, j_e)):

— A sorels6 iroda szinét feketére valtoztatja (ezzel torl6dik a sorbél
mint amelyhez megtaldltuk a minimadlis koltségti utat). Tudjuk,
hogy a c[i_e][j_e] érték minimalis koltségli utat képvisel, mivel
az Osszes tobbi iroda (a sziirkék és fehérek) vagy nem érhet6 el
a mar fekete iroddkon keresztiil (fehérek), vagy csak koltségesebb
uton érhetd el (a tobbi sziirke).

— Ha a sorelst irodédnak létezik olyan sziirke szomszédja, amelyhez
rajta keresztiil kisebb koltségfi it vezet, mint amilyen az eddigi fe-
kete irodédkon keresztiil vezetett, akkor frissitjiik a megfelel tom-
belemet (ezzel az illet6 iroda nyilvan el6bbre keriil az els6bbségi
sorban). Ha az illet6 sziirke szomszéd pozicidjat (i_sz, j_sz)-szel
jeldljiik, akkor az aldbbi mtiveletrsl lenne sz6:

ha c[i_e][j_el+al[i_sz][j_sz] > c[i_sz][j_sz] akkor
cli_sz][j_sz]=c[i_e][j_el+al[i_sz][j_sz]
vége ha

E feladat esetében specidlisan ez a helyzet nem alakulhat ki.

— A sorels6 irodédbdl elérhetd ,fehér irodakat” felvessziik a priori-
tds sorba (a megfelel6 tombelem szinét sziirkére valtoztatjuk, és
feltoltjiik). Ha egy ilyen fehér szomszéd koordinatai (i_f,j_f),
akkor cli_f][j_f] = cli_e][j_e] + ali_f][j_f].

Mindezt addig ismételjiik, mig az (n, m) pozici6ji iroda sorelsé nem
lesz, vagy ha minden iroddhoz keressiik a legrovidebb utat, akkor addig,
mig ki nem {iriil a sor.

Bizonyithaté, hogy a fenti algoritmus tényleg az optimumeértékek
szerinti sorrendben fogja meghatarozni az egyes iroddkhoz vezet6 mini-
maélis koltségii utakat.
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7.15. abra.

Az aldbbiakban bemutatjuk a feladatot megold6 algoritmust. A
szin[1..n][1..n] tomb az egyes szobdk szinét tarolja (0 — fehér, 1 — sziir-
ke, 2 —fekete). A Qegydimenzids, bejegyzés tipust tombben az els6bbségi
sort szimuldljuk. A sorelemek a szobédk koordinatdit (i és j mez6k), vala-
mint az ezeknek megfeleld aktudlis ¢ tombbeli értéket (x mez6) taroljak.
Az elsb fiiggvény visszatériti a sorelsé elemet, a torol_elsé eljards torli
a sorelsé elemet, a beszur_helyére eljdrds pedig beszirja a rendezett sor-
ba az illet6 szobdnak megfeleld elemet (feltéltve a megfelel6 ¢ témbbeli
elem indexeivel és értékével).

Irodaépiilet_1(a[][],n,m)
szin[1l..n][1..m]=0
szin[1][1]=1
c[1][1]=al1][1]
Q[1].i=1
Q[1].3=1
Q[1].x=c[1][1]
e=1
v=1
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amig nem(els6(Q).i==n és elsd6(Q).j==m) végezd

i_e= els6(Q).1

j_e= els6(Q).j

szin[i_e][j_e]=2

torol_elso(Q)

ha i_e>1 és szin[i_e-1][j_e]==0 akkor
szin[i_e-1][j_e]l=1
cli_e-1][j_el=cl[i_e]l[j_el+al[i_e-1]1[]j_e]
beszur_helyére(Q,i_e-1,j_e,c[i_e-1][j_e])

vége ha

ha j_e>1 és szin[i_e][j_e-1]==0 akkor
szin[i_e][j_e-1]=1
cl[i_e][j_e-1]=c[i_el[j_e]l+a[i_e]l[j_e-1]
beszur_helyére(Q,i_e,j_e-1,c[i_e][j_e-1])

vége ha

ha i_e<n és szin[i_e+1][j_e]==0 akkor
szin[i_e+1][j_e]l=1
cl[i_e+1][j_e]=c[i_e][j_e]+a[i_e+1][j_e]
beszur_helyére(Q,i_e+l,j_e,c[i_e+1][j_el)

vége ha

ha j_e<m és szin[i_e][j_e+1]==0 akkor
szin[i_e][j_e+1]=1
cli_e][j_e+l]=c[i_e][j_el+al[i_e][j_e+1]
beszur_helyére(Q,i_e,j_e+l, cl[i_e]l[j_e+1])

vége ha

vége amig
i: elsd(Q).x
vége Irodaépiilet_1

Ha minden irodérdl eltdroljuk, hogy melyik fekete iroda szomszéd-

jaként keriilt be a sorba, akkor konny{iszerrel meghatdrozhatjuk magat
az irodasort is, amely optimélisan vezet az (1, 1) iroddbdl az (n,m) iro-

déba.

7.4.2.3. Az optimdlis megoldds meghatdrozdsa a 2.
irodaépiiletben

Nem nehéz atldtni, hogy ebben az esetben a fenti algoritmus nem ve-

zetne el az optimalis megolddshoz. A ,negativ illetékek” jelenléte miatt
a pillanatnyilag sorelsé sziirke iroddhoz létezhet a kizarélag fekete iro-

2

dékat érint6 legkisebb koltségti titndl kisebb koltségli — ,,negativ illeték”
fehér irodédkat érint6 — 1t.
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Milyen sorrendben toltsiik fel ez esetben a ¢ témb elemeit? Mivel
nincs lehetdség sem elére (nincs topologikus sorrend), sem ,,menet koz-
ben” (els6bbségi sor segitségével) meghatdrozni a minimélis kéltségi
utak kiszdmitdsanak helyes sorrendjét, mds médszerhez folyamodunk.

Els6é nekifutdsbél a ¢ tombét a sorfolytonos (fentrél lefele, balrél
jobbra) bejardsabdl adédé értékekkel toltjiik fel. Persze e bejards alatt
a ci][j] elem kitoltésekor csak a c[i — 1][j] és c[i][j — 1] szomszédokat
tudjuk szdmitdsba venni (csak ezek lettek addigra mar feltoltve), holott,
ha az optimaélis utakon taldlhatdk balra, illetve felfele mutat6 szakaszok
(roviden: vissza-élek), akkor foltétlentil a c[i][j + 1] és c[i + 1][j] értékeket
is figyelembe kellene venniink. Példdul, a fenti példdban c[3][3] érték ki-
szamitdsa feltételezi a c[3][4] érték ismeretét. Elmondhaté tovébbd, hogy
e feltoltés nyomén csak azokhoz a szobakhoz kapjuk meg a legrévidebb
utakat, amelyeknek esetében ezek csak elére mutaté (jobbra, illetve le-
fele) éleket tartalmaznak. Mi a megoldds? Ujra és tjra végigjarjuk a c
tombot, tovadbb finomitva rajta. E tovdbbi atjardasok alkalméval feliilirjuk
azokat a tombelemeket, amelyekhez létezik elényosebb 1t valamelyik
szomszédos elemtél. Ezen alkalmakkal mar mind a négy irdnyt figyelem-
be tudjuk venni. Ha egy jabb atjards mar nem eredményez semmilyen
véaltoztatdst, azt jelenti, eljutottunk az optiméalis megolddshoz. Megfigyel-
az optimélis utak részfdjdban (pontosabban a gyckér—levél utak maxima-
lis vissza-él szama). Ha n - m (az 6sszevont dontési fa csomépontjainak
szdma) atjaras utdn még mindig tudunk finomitani, ez azt jelenti, hogy
a feladat feltételeivel ellentétben, létezik az épiiletben olyan iroda-korit,
amelynek korbejardsaval gyarapodik a pénziink.

Az aldbbiakban k6zoljiik a ¢ tomb tartalmat a feltolts, illetve finomi-
t6 atjarasok utan. Kiemeltiik azokat az elemeket, amelyek mar optimalis
utakat képviselnek. A mellékelt dbrdkon azt szerettiik volna érzékeltetni,
hogy miként épiil az optimélis megoldast képvisel6 részfa az optimali-
tds alapelvével 6sszhangban lentrél felfele, az egyszertit6l a bonyolult
fele. Megvastagitva rajzoltuk azt a farészt, amely az adott 1épésig mér
elkésziilt.
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Az a tomb tartalma a példdban:

1 1 1 1 i
19 19 19 1 ¥
3 1 3 1 “« 7
-2 19 19 1 4 v
6 -2 3 1 .

7.16. abra.

2 2z

A c tomb tartalma a felt6lté atjardsa utan:

1 2 3 4
20 21 22 5
23 22 25 6 ~
21 40 44 7 Y
15 13 16 8 Y

7.17. bra.

//////

1 2 3 4
20 21 22 5
23 229 1
21 32 26 7 Y
15 13 11 Y

7.18. abra.

//////

1 2 3 4
20 21 22 5
23 10 9 6 L
21 29 26 7 4
15 9 11 8 Y

7.19. abra.
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A c tomb tartalma a harmadik finomité 4tjards utdn:

1 2 3 4
20 21 22 5
13 10 9 6
11 28 26 7
5 3 6 7

7.20. abra.

A c tomb végleges alakjdban (az 6todik atjards utan):

1 2 3 4
20 21 22 5
13 10 9 6
11 22 25 7
5 3 6 7

7.21. abra.

Az Irodaépiilet_2 eljards implementdlja a fentebb védzolt algorit-
must. Az aldbbi megvalésitdsban alkalmaztunk néhdny programozoi
fogést. Azért, hogy ne kelljen rendhagy6é médon kezeljiik az els6 &tja-
rést, a c tombot feltoltottiik oo kezdGértékekkel. A széls6 iroddk kivételes
kezelését azzal kertiltiik el, hogy szegélyeztiik a c tombot oo értékekkel.
Azokat a finomitdsokat, amikor az aktudlis szoba valamelyik szomszéd-
jabol nem lehet atjonni (nincs kilincs az illetd ajté tiloldalan), gy
zéartuk ki, hogy a megfelel§ finomité kifejezéshez hozzdadtunk oo-t.
A (C1’-b[x][y]1[z]) 0o kifejezés attdl fiiggben 0 vagy oo, hogy az (z,y)
iroddnak nyilik-e kifele a z irdnyu ajtéja vagy sem. A t valtozét arra
hasznéljuk, hogy figyeljiik, lett-e finomitva az aktudlis c[1][j] tombe-
lem, a kém-et pedig arra, hogy ellenérizziik, volt-e egyéltalan finomitas
az aktudlis atjards alkalmaval.

Irodaépiilet_2 (a[][], b[I[], n, m)
c[0..n+1][0..m+1]=00
c[1][1]=al1][1]
végezd

kém=HAMIS
minden i=1,n végezd
minden j=1,m végezd
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t=c[i][]]
c[il[j]=minimum(c[i][]],
c[i-1]1[jl+alil[j1+C*1’-b[i-1]1[j1[3]) o0,
c[il[j+1]1+alil[j1+C* 1’ -b[i][j+1]1[4]) o0,
c[i+1]1[jl+alil[j1+C* 1’ -b[i+1]1[j1[1]) o0,
c[il[j-1]1+ali][j]1+C*1’-b[i][j-11[2])*0c0)
ha t#c[i][j] akkor
kém=IGAZ
vége ha
vége minden
vége minden
amig kém==IGAZ
ki: c[n][m]
vége Irodaépiilet_2

Ez a megkozelités nyilvan az Irodaépiilet_1 feladatot is megoldja,
csakhogy nagyobb az id6igénye.

A fenti algoritmus masképp is felfoghat6. Ahelyett, hogy arra figyel-
nénk, hogy miként finomithaték a ¢ tomb aktudlis elemei a szomszédai
révén, Osszpontositsunk arra, hogy hogyan lehet az aktudlis elemmel
finomitani a szomszédain. Ezt a megkdzelitést implementélja az aldbbi
eljards az Irodaépiilet_1 feladatra.

c[1l..n][1..m]=0
c[1][1]=al1][1]
végezd
kém=HAMIS
minden i=1,n végezd
minden j=1,m végezd
//fel
ha i>1 és (c[i-1][j]==0 vagy
cli-11[j1>c[il[j1+ali-11[JD)
akkor
c[i-11[jl=c[il[jl+ali-1]1[]]
kém=IGAZ
vége ha
//1le
ha i<n és (c[i+1][j]==0 vagy
c[i+11[1>c[i][j]+ali+11[3])
akkor
c[i+1][jl=clil[jl+ali+1]1[]j]
kém=IGAZ
vége ha
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//balra
ha j>1 és (c[i][j-1]==0 vagy
c[il[j-11>c[i][jI+ali]l[j-11)
akkor
c[il[j-11=c[il[jl+alil[j-1]
kém=IGAZ
vége ha
//jobbra
ha j<m és (c[i][j+1]==0 vagy
c[il[j+11>c[il[j1+alil[j+1])
akkor
c[il[j+1]=c[il[jl+ali][j+1]
kém=IGAZ
vége ha
vége minden
vége minden
amig kém==IGAZ
ki: c[n][m]

7.4.3. Grafelméleti szempontok

A fentiekbdl kidertilt, hogy amennyiben megelevenitjiik a dinami-
kus programozdssal megoldandé feladat mogott meghuz6dé dontési fat,
majd az dsszevont dontési fat, ezzel visszavezetjiik a feladatot egy grafel-
méleti feladatra. Egészen pontosan egy silyozott, irdnyitott grafban egy
adott cstcsbdl (a gyokérbdl) az 6sszes tébbihez vezeté minimélis sulyu
utak meghatdrozasdnak problémdjdra. Hogyan torténik e graf taroldsa?
A részfeladatok optimdlis megoldasait tarolé c tomb felhasznalt elemei
a graf csomdépontjait képviselik. A graf élei, implicit médon, a feladat
optimalis részstruktirdjat matematikailag leir6 rekurziv képletb6l ad6d-
nak. Konkrétan: a grafnak akkor létezik az (A, B) irdnyitott éle, ha —a re-
kurziv képlet értelmében — az A csomépontnak megfelels tombelem koz-
vetleniil fiigg a B csomépontot képviseld tombelemtdl. Példédul egy (i, j)
csomoépontba a haromszog feladat esetében az (i—1,57—1) és (i—1, j) cso-
moépontokbdl, az irodaépiilet feladatban pedig az (i — 1, 7), (4,5 + 1), (i +
1,7) és (i,j—1) csomépontokbol vezettek élek (feltéve, ha az illeté csomé-
pontok 1éteztek). A élek siilyai a bemeneti adatokbél dltalaban azonnal
ad6édnak. Mindkét példafeladatunk esetében az (7, j) csomdpontba be-
futé élek mindegyike ali][j] silyinak tekinthet. Amint mér tobbszor is
utaltunk rd, a minimalis utak koltségeit a c tomb elemei fogjak tarolni.
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Harom esetet kiilonboztethetiink meg, amelyek mindenikére kozis-

mert graf-algoritmusok léteznek:

1. Topologikus sorrend alapt dinamikus programozds: Az 0ssze-
vont dontési fa kormentes. Ebben az esetben létezik a csomé-
pontok topologikus sorrendjére alapoz6, O(N + M) futdsi idejt
algoritmus a feladatra (/V és M a graf csomoépontjainak, illetve éle-
inek szdma). Ezt az algoritmust mutattuk be a hdromszog feladat
kapcsan.

2. Dijkstra-algoritmus alapii dinamikus programozds: Az 6sszevont
dontési fa tartalmaz ugyan kort, de nincs negativ éle. Erre az esetre
vonatkozik Dijkstra algoritmusa, amely egy els6bbségi sor segitsé-
gével az optimumeértékek szerinti névekvé sorrendben hatdrozza
meg a minimalis silyd utakat. Dijkstra algoritmusdnak bonyo-
lultsdga O(N?), de javithato, ha az els6bbségi sort bindris kupac
(O((N+M)lgN)), vagy Fibonacci-kupac (N1lgN + M) segitségével
implementéljuk. (Irodaépiilet_1 feladat)

3. Belmann-Ford-algoritmus alapid dinamikus programozds: Az
osszevont dontési fanak van negativ éle is, de nincs a gyokér-
b6l elérheté negativ 6sszsulyu kore. Ezt a feladatot oldja meg
Belmann-Ford algoritmusa: (O(NM)). (Irodaépiilet_2 feladat)

7.5. ,,Optiméalis megosztas — optimélis uralom”

Az eddigiekben arra az esetre alkalmaztuk a dinamikus progra-
mozast, amikor a feladat minden dontéssel egy hasonlé, egyszertibb
feladattd redukdlédott. A ,redukédlédott” kifejezéssel azt szerettiik volna
érzékeltetni, hogy minden dontéssel megoldunk valamennyit a feladat-
bol. Ezért beszélhettiink arrél, hogy minden 1épésben van a feladatnak
egy mar megoldott és egy még megoldatlan része. Ezek voltak az illet6
dllapothoz tartozé prefix, illetve szifix részfeladatok. Ugy is mondhat-
nénk, hogy a Dy, D,, ..., D,, dontéssorozat nyomén a feladat 1épésrél
lépésre megolddédott. A kérdés csak az volt, miként hozzuk meg a don-
téseket, hogy optimadlis megoldashoz jussunk. Az ilyen tipusi feladatok
els6 ranézésre ,,moho-feladatnak” ttinnek, csakhogy nem l1évén érvényes
rdjuk a mohé vélasztds alapelve, , kénytelenek vagyunk” a dinamikus
programozashoz folyamodni.

A dinamikus programozas egy masik teriiletét olyan feladatok ké-
pezik, amelyek inkdbb az ,,0szd meg és uralkodj” technikdhoz é4llnak



7.5. ,OPTIMALIS MEGOSZTAS — OPTIMALIS URALOM” 163

kozelebb. Az ,,0szd meg és uralkodj” felosztja a feladatot két vagy tobb
hasonlé, egyszertibb részfeladatra, és ezek megoldasaibél épiti fel az ere-
deti feladat megoldésat (a részfeladatok megolddsdndl természetesen
hasonléképpen jdr el, egészen addig, mig trivialis részfeladatokhoz nem
jut). Ha a feladat részfeladatokra bontdsa tobbféleképpen is elvégezhetd,
akkor felmertil az optimalis felbontds kérdése! Ilyen esetben mar t6bbrsl
van sz0, mint egy egyszertii ,,oszd meg és uralkodj” feladatrél. Ha minden
lépésben meghatdrozhaté lenne moh6 dontéssel, hogy hol van az optima-
lis ,,vagas”, akkor azt mondjuk, hogy a mohé technika dolgozott az ,,0szd
meg és uralkodj” keze ala. Ha viszont nincs elegendd informécionk mohé
vagasokhoz, de a feladat feldaraboldsara érvényes az optimalitéds alapel-
ve, akkor a dinamikus programozés segithet az ,,0szd meg és uralkodj”
technikdnak megtaldlni az optimdlis megoldést.

Tehat egy olyan stratégiardl van sz, amely az ,,0szd meg és uralkod;j”
technika ,,0szd meg” fdzisdba beépiti a dinamikus programozast. (Ezt
nevezi Tudor Sorin vegyes moédszernek.) Az optimalizalési feladatokra
jellemzé Dy, D,, ..., D, optimalis dontéssorozat alapvetGen a feladat
optimalis részfeladatokra bontdsat jelenti. Az aktudlis feladat minden
dontéssel szétbomlik hasonlo, egyszeriibb részfeladatokra (ellentétben
azzal az esettel, amikor egyetlen hasonld, egyszeriibb feladattd redukd-
Iédott). Amikor azt mondjuk, hogy optimalis részfeladatokra bontds, arra
gondolunk, hogy abbdl a szempontbdl optimélis, hogy az ,,0szd meg és
uralkodj” ,,uralkodj” fazisdban az optimélis megoldds felépiilését vonja

maga utdn. Mivel a Dy, Ds, ..., D,, dontéssorozat csak arrél szdél, hogy
miként bomlik optimadlisan részfeladataira a feladat, egy kozbeesé S, 4l-
lapotban (amelybe a D;, D,, ..., D; ddntések nyomén jutottunk) nem

beszélhetiink a feladat egy mar megoldott részér6l (prefix részfeladat-
rél). Ebbél adéddan, ilyen esetben a dinamikus programozéasnak csak
a levelek—gydkér irdnyu valtozata johet széba. Ez 6sszhangban van azzal
a ténnyel, hogy az ,,0szd meg és uralkodj” technika csak azutdn old meg
egy aparészfeladatot, ha a fiurészfeladatait mar megoldotta (a fentebb
bevezetett terminoldgia szerint a részfeladaton szifix tipusi részfelada-
tokat értiink).

7.5.1. Az optimalitas alapelve a II. tipusi dontési fan
Tegyiik fel Gjra, hogy Dy, D», ..., D, az a dontéssorozat, amelyik

a feladatot optimadlisan bontja részfeladataira. Az egyszeriiség kedvéért
feltételezziik, hogy minden dontéssel az aktudlis részfeladat tovabbi két
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részfeladatra bomlik (mig trividlis részfeladatokhoz nem jutunk). Ho-
gyan nyilvdnul meg az optimalitds alapelve egy ilyen feladat esetén?
Ha feltételezziik, hogy a D; dontéssel jar6 vélasztds nyomdn a feladat
oly médon esik szét két részfeladatra, hogy ezek tovabbi felbontasat
a Dy, ..., Dy, illetve Dyyq, ..., D, részdontéssorozatok biztositjak, ak-
kor ezeknek egyenként ugyancsak optimdlisaknak kell lenniiik (abban
az értelemben, hogy tgy bontjak tovabb az illet6 részfeladatokat, hogy
az az optimadlis megolddsukhoz vezessen).

Ugy is fogalmazhatnank, hogy amennyiben Dy, D,, ..., D, a feladat
optimadlis megoldasdhoz vezet§ dontéssorozat, akkor valamely k-ra (k =
2,n—1)aDs,,...,Dyés Dyi1,...,D, részdontés-sorozatpdr is optimalis.
Folytatva a gondolatmenetet, ez azt feltételezi, hogy valamely k;-re (k; =
3, e ,k—l), illetve ]{ZQ-I‘G (kQ = k+2, e ,n—l) aDg, e ,Dkl és Dk1+1, ey
Dy, valamint a Do, ..., Dys és Dyoy1, ..., D, részdontés-sorozatparok
ugyancsak optimalisak. Es igy tovabb. . .

Nem nehéz &tlatni, hogy amennyiben ez a helyzet all fenn, az 4l-
taldnos részfeladat optimélis megoldésat egy D;, D;i1, ..., D; alakd
dontéssorozat-szakasz jelenti. Mit jelent ilyen esetben lentrél felfele épit-
kezni? Most is a megolddsukat jelent6 dontéssorozat-szakaszok hossza
szerinti novekvd sorrendben oldjuk meg a részfeladatokat, csakhogy ez
alkalommal n egy hosszd, n — 1 két hosszui ... részdontéssorozatunk
van.

Amig abban az esetben, amikor minden dontéssel a feladat egyetlen
hasonlé egyszer(ibb részfeladattd redukélédott, az optimalitds alapel-
vének érvényessége nyilvanvalé volt, ez nincs igy ebben az esetben.
Megtorténhet ugyanis, hogy a részfeladatoknak — amelyekre a feladatot
felbontjuk — az optimalizélasa konfliktushoz vezet. Legyen egy példa
erre.

7.4. Leghosszabb ut: Adott egy varos utcahdlozata a terek kozti koz-

vetlen egyirdnyi utcdk hossza dltal. Hatdrozzuk meg két tér kozott azt
a leghosszabb utat, amely nem érinti kétszer ugyanazt a teret.

Példa:
]
2
(a)c)"+D)

7.22. dbra.
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Az A és D terek kozott az ABC'D a leghosszabb it (14244 =17), de
az A és B terek kozott van hosszabb 1t is, mint az optimadlis megoldasbeli
AB kozvetlent utca (1), nevezetesen az ACB (1 + 3 = 4) ut.

7.5.2. Dinamikus programozas a II. tipusi dontési fan

Egy megoldott feladaton keresztiil tegyiik a dinamikus programozas
e valtozatat is megfoghatébba.

7.5: Adott egy karakterldnc. Bontsuk minimdlis szam tiikorszdéra.
Példa: Legyen a karakterldnc: ababb. Lathatd, hogy tobbféleképpen
is tiikorszavakra bonthat6:

(a)(b) (a)(b)(b), (a)(b)(a)(bb), (aba)(bb),
(a) (bab) (b), (aba) (b) (b)

Az optimalis megoldéast a harmadik véltozat jelenti.

Az alapdétlet az, hogy amennyiben a karakterldnc nem tiikorszé 6n-
magdban, vagjuk kett6be, visszavezetve ezdltal a feladatot két rovidebb
karakterlancnak a tiikorszavakra bontdsara. Ha ez megvan, akkor a két
részoptimum 06sszegeként kapjuk az eredeti feladat minimélis tiikorszo-
szamat. Ez gy hangzik, mint egy ,,0szd meg és uralkodj” algoritmus.
Mégsem pusztdn az, mert a vdgdsok dltaldban tobbféleképpen is elvégez-
het6k, és nincs lehet6ség arra, hogy meghatdrozzuk (mohé dontéssel),
melyik lenne az, amelyik az optimalis megolddshoz vezetne.

Az aldbbiakban bemutatjuk a feladathoz rendelhet6é dontési fat a pél-
dafeladatra vonatkoztatva. A fa csomépontjai a megfelel6 részkarakter-
lancnak a karakterldncon beliili kezd6 és befejez6 indexét tartalmazzdk.
Példédul az (1-5) csomopont a teljes karakterlancot (ababb), a (3—5) pedig
az abb részkarakterldncot képviseli.

A kovetkez6 oldalon lathaté dontési fa eltér a megszokottél, hiszen
azt mutatja be, hogy milyen médokon bonthaté részfeladatokra az ere-
deti feladat. Példaul, az eredeti feladat négyféleképpen vaghaté kettébe:
a|babb, ab|abb, aba|bb, abab|b. Az optimalis vigds a harmadik (amely ez
estben egyben megoldést is jelent). Ez a vagas az (1-3) és (4-5) részkarak-
terlancokhoz vezet, hiszen ezek mar tiikorszavak. Figyeljiik meg, hogy
a fa 0sszes levele — és csak ezek — tiikorszoét dbrdzol.

A fardl az is leolvashato, hogy a részfeladatok altaldnos alakja: az (i-
j) karakterlanc-szakasz optimalis tiikorszéra bontasa. Mivel az dltaldnos
alakban két fliggetlen paraméter jelenik meg, és i < j, egy c[l..n][1..n]
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(n — a karakterlanc karaktereinek szama) kétdimenziés tomb féatl6jan
és a f6atloja felett elhelyezked6 elemeit fogjuk haszndlni a részfeladatok
optimumértékeinek a tarolasdra. A c[i][j] tombelem az (i-5) szakasz opti-
maélis felbontdsdnak megfelel6 minimalis tiikorszészamot fogja tarolni.

|2-2][3-5][ 2-3 2-5 45| 3-4 1-1 1-2 1-3

45

55| [3-3]

55

24

[34]

44

13-3]|4-5][3-4]| 5-5][ 2-2][ 3-3]

[1-1]|2-2] |3-3][4-4]

7.23. abra.

A fentiekkel 6sszhangban megfigyelhetd, hogy amennyiben egy-
maésra csusztatjuk a dontési fa identikus csomépontjait, az igy kapott
,0sszevont fa” csomdpontjai dtrendezheték tgy, hogy egy n x n mé-
retli kétdimenziés tomb f64tld feletti hdromszogének megfeleld alak-
zatot alkossanak (a dontési fa egymadstdl kiillonb6z6 csomépontjainak
szdma: n(n + 1)/2). Ezt ldthatjuk a kovetkez6 oldalon. A fa gyokere
az 1. sor n-edik oszlopdba keriil, ugyantdgy, ahogy az eredeti feladat
optimumértékét a c[1][n] témbelem fogja tarolni. Mivel az egyelemi ka-
rakterldncok nyilvan tiikorszavak, ezért a f64tl6 elemei mindenképpen
trividlis részfeladatok optimumeértékeit taroljak, de természetesen lehet-
nek méas tombelemek is, amelyeknek megfeleld részfeladatok ugyancsak
trividlisak, ha az illetd részkarakterldnc 6nmagdaban tiikérsz6. Minden
tukorszo-részkarakterldncot, mind a dontési faban, mind az 6sszevont

faban, levélcsomoépontok képviselnek.
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7.5.2.1. Az optimalitds alapelvének ellenérzése

Mivel egy adott vdgds nyomdn két fiiggetlen részfeladat keletkezik,
igy az optimélis médon valé megolddsuk nem keriilhet konfliktusba, és
a feladatra érvényes az optimalitds alapelve. Nevezetesen: ha az (i-j)
szakasz az optimélis feldaraboldsakor els6 1épésben az (i-k) és (k + 1,

.., j) szakaszpdrra esik szét, akkor ezeknek az optimdlis feldarabolas-
beli tovdbbdaraboldsa biztosan optimdlis rdjuk nézve is. Ugyanis, ha
valamelyiknek lenne egy jobb feldaraboldsa, mint ahogy az (i-j) szakasz
optimalis feldaraboldsédn beliil feldarabolédik, akkor ezt vélasztva az (i-
j) szakaszra is egy jobb feldaraboldashoz jutunk. Ez viszont ellentmond
annak, hogy az (i-j) szakasz optimadlis feldaraboldsdbél indultunk ki.
Tehét az eredeti karakterldnc optimaélis feldaraboldsa meghatdrozhaté
a részkarakterlancok optimaélis feldarabolasaibél.

1 2 3

o~ &

7.24. abra.

7.5.2.2. Az optimalitds alapelve az ,,0sszevont dontési fadban”

A levelektél a gyokér felé haladva mindenik apacsoméponton azt
a fiicsomoépontpart hagyjuk meg, amelynek megfelels részfeladatpar op-
timumértékének 6sszege minimaélis (a tobbit levagjuk a farél). Az dssze-
vont fdn megvastagitottuk az optimélis valasztdsokat.
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7.5.2.3. Az optimalitds alapelve az optimumértékeket tdrolé
tombben
A c tomb f6atlon levd, illetve f64tlo feletti elemeit az aldbbi rekurziv
képlet szerint toltjiik fel:

cli][j] =1, ha az (i-j) karakterldncszakasz tiikorszé
= min {c[i][k] + c[k + 1][j]}, i <k < j, ellenkez§ esetben

Ahogy a képlet is sugallja, az elemeket olyan sorrendben kell ki-
tolteni, hogy amikor sorra keriil a c[i|[j] felt6ltése, a c[i][k] és c[k + 1][]]
elempdrok (1 < k < j) legyenek mar feltoltve. Egy ilyen sorrend az,
amely kiindul a f64tl6 menti elemekt6l, és atlérol atléra halad a c[1)[n]
elemig.

Ha meg szeretnénk adni magét az optimalis tiikdrszéra bontast is
(nemcsak a minimadlis tiikorszészdmot), akkor a ¢ tomb most mér kell8 in-
formadciot tartalmaz ahhoz, hogy a gyokérbél kiindulva mohé védgasokkal,
egyszerl ,,0szd meg és uralkodj” feladatként tiikorszavakra daraboljuk
karakterlancunkat. Hogy ne kelljen a min fliggvény segitségével Gjra kiva-
lasztani az optimélis vagdsokat, a c tomb felt6ltésekor célszer(, ha a c[j][7]
tombelembe (a f6atl6 alatti hdromszoget kiillonben sem hasznéltuk ki) el-
taroljuk az (i-j) szakasz optimadlis vagdsahoz tartozé optimalis k értéket.
Ha ezt megtessziik, akkor a megoldas rekonstruéldsakor az (i-j) karakter-
lancszakasz optimadlisan az (i, c[j][¢]) és (c[j][i] + 1, ) karakterldncpdrra
bomlik. Ha az 7 < j esetben az (i-j) szakasz 6énmagaban tiikorszo, akkor
ezt a c[j|[i] elemben jelezze a 0 érték.

Az optimadlis megolddast a dontési fdban* ez esetben nem valamelyik
gyokér—levél ut, hanem az optimélis feldaraboldsnak megfelel6 binéris
(mert minden végdssal két részfeladatot kapunk) részfa dbrézolja. Ezt
latjuk lentebb a déntési fabol kiemelve (a példaesetre az optimaélis meg-
oldés binéris fdja csak gyokérbél és elsé szinti fiakbél 4ll), és ezt rajzoltuk
be a c témbbe is, amely — amint mar megtargyaltuk — a f6atlén és a f6atlo
felett a részfeladatok optimumértékeit, a f64tl6 alatt pedig az optimalis
k értékeket tartalmazza.

4 A szerz6 részletesen tdrgyalja az ,,Optimdlis megosztds — optimdlis uralom” ti-
pusi dinamikus programozdsos feladatok grafelméleti hatterét a ,Dinamikus
programozas és d-grafok” cim cikkében.
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1 1| 2 11 2] 2
1| 2 1| |2
2 1
1 2| |2
3 0 |2
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7.25. abra.

7.6. Osszefoglalas

7.6.1. A dinamikus programozas stratégiajanak f6ébb
jellegzetességei

1. A mddszer a feladatot lentrdl felfele oldja meg. Ez azt jelenti,
hogy kiindulva a trivialis részfeladatok optimdlis megolddsaibél,
lépésrél 1épésre felépiti az egyre bonyolultabb részfeladatok op-
timadlis megolddsait.

2. Miutén egy részfeladatot megoldott, az eredményét (a célfiigg-
vény optimumeértékét az illet6 részfeladatra vonatozdan) eltdrolja
(rendszerint egy tombben), hogy rendelkezésre dlljon a kés6bbi-
ekben mint épit6elem — amennyiben sziikség lesz rd — a nagyobb
méretli részfeladatok megolddsdban. Ezzel az eljarassal a dina-
mikus programozds elkeriili az egymadsra tev6dé részfeladatok
tobbszori megoldasat.

3. Bar egy részfeladatnak tébb megolddsa is lehet, csak az optima-
lisat tarolja el. Miért? Az optimalitds alapelve garantdlja, hogy
az optimdlis részmegolddsokbdl felépithets az eredeti feladat op-
timdlis megolddsa.

Megjegyzés: A fejezet elején azt mondtuk, hogy a dinamikus prog-
ramozast elsGsorban optimalizaldsi feladatok megolddsdhoz hasznaljuk.
Tekintettel azonban a fenti els6 két tulajdonségra, célszerli megprobal-
ni alkalmazni minden olyan esetben, amikor sok az egymdsra tev6dd
részfeladat. Példaként tekintsiik az n-edik Fibonacci-szam meghatdro-
zasanak feladatat. A klasszikus algoritmus erre az, hogy az elsé két
Fibonacci-szdm Gsszegeként meghatdrozzuk a harmadikat, majd a ma-
sodik és harmadik 6sszegeként a negyediket, és igy tovabb, mig végiil
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az (n — 2)-edik és (n — 1)-edik Gsszegeként ki nem szdmitjuk az n-
ediket. Mindez feltételezi, hogy minden lépésben eltaroljuk legalabb
az utolso két kiszamitott értéket, hiszen ezekbél épiil majd fel a kovet-
kez6. Bar nem optimalizdlasi feladatrél van szd, a bemutatott elemzés
felszinre hozta a dinamikus programozids néhdny alapvondsat: a rész-
feladatokat az egyszertit6l a bonyolult fele haladva oldottuk meg, és
mindig eltdroltuk azoknak a részfeladatoknak a megolddsait, amelyekre
késébb sziikségilink volt az épitkezésben. Ez a megoldds 6sszehasonlit-
hatatlanul hatékonyabb, mint a divide et impera megkozelités (az n-edik
Fibonacci-szdm kiszdmitdsat rekurzivan visszavezetjlik az (n—2)-edik és
az (n — 1)-edik elem egymastdl fiiggetlen meghatdrozdsdra), ami azonos
részfeladatok tobbszori megolddsahoz vezetne.

7.6.2. Milyen esetben folyamodjunk a dinamikus
programozashoz?

Nincs egyértelm{i vélasz erre a kérdésre, mégis van néhany nyomra

vezetd jel.

1. A feladatra érvényes kell hogy legyen az optimalitds alapelve,

miszerint: az optimdlis megoldds optimalis részmegoldasokbol
épiil fel.
Ez a kritérium 6nmagdban még nem utal egyértelm{ien dinamikus
programozdasra. Megtorténhet példdul, hogy elegendd a greedy
megkozelités, ami sokkal egyszeriibb és hatékonyabb algoritmust
eredményez.

2. Ne legyen érvényes a moho kivélasztds alapelve. Ez azt jelen-
ti, hogy a globalisan optimalis dontéssorozatban nem foltétleniil
lokdlis optimum minden egyes dontés.

Ez a feltétel kizdrja a greedy megoldédst, de még mindig ver-
senyben marad a divide et impera stratégia, amely ugyancsak
egyszeri(ibb, mint a dinamikus programozas.

3. A részfeladatok kozott, amelyekre a feladat lebomlik, sok az azo-
nos.

Ilyen esetben a divide et impera algoritmus nem hatékony. Mivel
fentrél lefele haladva egymastol fiiggetleniil oldand meg a rész-
feladatokat, rengeteget dolgozna f6l6slegesen.

Ha a fenti harom feltétel egyid6ben teljesiil egy adott feladatra, akkor

ez arra mutat, hogy a feladat nagy valdszintiséggel dinamikus programo-
zdssal oldhaté meg hatékonyan.
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7.6.3. Hogyan kozelitsiink meg egy dinamikus programozas
feladatot?

Az alabbi 1épéssorozatot ajanljuk.

1. Meghatdrozzuk a részfeladatok 4ltalanos alakjét.

Hogyan bonthaté le a feladat kisebb méreti hasonlé részfeladatokra
oly médon, hogy érvényes legyen réd az optimalitds alapelve? Az optima-
litds alapelvének ellen6rzése azért is sziikséges, mert ezdltal alapozzuk
meg matematikailag, hogy a dinamikus programozas tényleg az opti-
maélis megoldast nyujtja. Ennél a 1épésnél megéllapitjuk az 4ltalanos
részfeladat paramétereit, és azt, hogy mely paraméterértékekre kapjuk
az eredeti feladatot, illetve a trivialis részfeladatokat. Ugyancsak itt tisz-
tdzzuk, hogy a részfeladatok novekedése a paraméterek novekedésével
vagy csokkenésével jar kéz a kézben.

2. Eldontjiik, hol fogjuk eltdrolni az egyes részfeladatok optimadlis
megolddsait jellemzé optimumeértékeket.

Altaldban annyi-dimenzids tombét hasznalunk, ahany fiiggetlen pa-
ramétere van az dltaldnos részfeladatnak. Mely tombrekeszekben kertil
eltaroldsra a {6 feladat optimumértéke, illetve a trividlis részfeladatok
optimumértékei ? Erdekes megfigyelni, hogy a felhasznalt tombrekeszek
szama azonos a kiilénbo6zo részfeladatok szamaéaval.

Megjegyzés: Ha a feladat nem kéri magat az optimdlis megoldést is,
csak az ehhez tartozé optimumértéket, akkor sziikségtelen lehet a teljes
tomb eltdroldsa. Példdul a ,,haromszog” feladat esetében hasznédlhattunk
volna egydimenzidés ¢ tombét is, amelyet dllandéan feliilirunk a kétdi-
menzids tomb aktudlis sordval. Ez azért lehetséges, mert a kovetkez6 sor
kizaroélag az el6tte 16v6bal 4ll els.

3. Megkeressiik azt a rekurziv képletet, amely matematikailag leirja,
miként épiil fel az dltaldnos részfeladat optimadlis megolddsét jellemzé
optimumérték a részfeladatok optimumértékébél. Segithet ennél a 1épés-
nél, ha behatdroltuk, hogy melyik forméjaban igaz a feladatra az optima-
lit4s alapelve.

4. Arekurziv képlet alapjan — az egyszertit6l haladva a bonyolult fele
— feltoltjiik a tombot a részfeladatok optimumértékeivel. Tehat a képletet
nem rekurzivan alkalmazzuk, hanem lentrdl felfele épitkeziink a segit-
ségével. A tombot oly médon kell bejarnunk, hogy egy adott részfeladat
optimumértékének kiszamitdsakor rendelkezésre dlljanak mér azon op-
timumértékek, amelyekbdl — a képlet alapjan — ez meghatdrozhato.
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5. A 4. lépésben csak a megoldés optimumeértéke keriil kiszdmitésra.
Ezek utdn az optimaélis dontéssorozat meghatarozasa megvalésithaté li-
nedris id6ben, és aszerint torténik, hogy melyik forméjdban volt érvényes
az optimalitds alapelve a feladatra.

A levelek—gydkér irdnyu véltozat esetén csak arra van sziikség, hogy
az eredeti feladat optimumértékét tartalmazé tombrekeszt6l (ez a don-
tési fa gyokerét képviseli) indulva, menjiink vissza az optimaélis ton
az optimaélis levelet dbrdzolé tombrekeszig (ez valamelyik trivialis rész-
feladat optimadlis megoldasat tarolja), rekonstrudlva ezdltal az optimalis
dontéssorozatot.

Ha a gyokér-levelek irdnyu véltozatot alkalmaztuk, akkor az opti-
maélis levelet képvisel6 tombrekeszt6l indulva, egy rekurziv eljards altal
el6szor felmegyilink az optimalis tdton, és a rekurzi6 visszaitjan irjuk ki
az optimadlis déntéssorozatot.

Amikor az ,,optiméalis megosztds — optimdlis uralom” véltozatot al-
kalmazzuk, az optimadlis felbontds a dontési fa optimadlis részfdjanak
(4ltaldban bindris) bejarasat feltételezi.

Ahhoz, hogy ezen optimdlis megoldds-meghatdrozas tényleg linedris
idében torténjen, egyes esetekben sziikség lehet arra, hogy az optimalis
részmegolddsok optimumértékeinek épitésekor (a 4. 1épésben) eltaroljuk
az optimalis valasztasokat.

7.7. Megoldott feladatok

Az els6 négy feladatot részletesebben targyaljuk, megelevenitve a fel-
adat mogott meghizédé dontési fat is. A tobbi feladat megoldédsakor csak
végigjarjuk a javasolt 6t lépést.

7.6. Leghosszabb novekvd részsorozat: Adott egy n elemii szdmso-
rozat az a[l..n| tdombben. Hatdrozzuk meg a leghosszabb — nem f6ltétlentil
Osszefliggd — novekvs részsorozatat.

Megoldads (levelek—gyokér irdnyi dinamikus programozds):

I. Példa gyanént legyen a kdvetkez6 7 elemii szdmsorozat: 5, 2, 3, 6,
1, 10, 0.

Ha kiegészitjiik a sorozatot egy a[0] = —oo elemmel, akkor a fel-
adat megolddsa az a[0] elemmel kezd6d6 leghosszabb szigortian névekvé
részsorozat lesz. Mellékelve (7.26. dbra) lathatjuk a feladathoz rendelhe-
t6 dontési fat (ha nem vezettiik volna be az a[0] = —oo elemet, akkor
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7.26. abra.

a fanak egy virtudlis gydkere lett volna). A megoldast a leghosszabb
gyokér—levél ut képviseli. A részfeladatokat, amelyekre a feladat lebont-
haté, a részfdk dbrazoljdk (a fent bevezetett terminolégidval 6sszhangban
ezek szifix részfeladatok). Az altaldnos részfeladat: meghatdrozni az i-
edik elemmel kezd6d6 leghosszabb szigorian névekve részsorozatot. J6l
lathat6 az is, hogy a lebontds alkalméval szdmtalan azonos részfeladat
jelenik meg, ami kizarja a divide et impera technika alkalmazasdnak
lehet&ségét.

Tehdt a dinamikus programozds levelek—gyokér valtozatat fogjuk al-
kalmazni. Természetesen valaszthatnank a gyokér—levelek alakot is, és
ez esetben az dltaldnos (prefix) részfeladat az i-edik elemmel végzddd
leghosszabb részsorozat meghatarozasdnak problémaja lenne.

Ha egymadsra csusztatjuk az identikus csomépontokat, a 7.27. dbrén
lathat6 6sszevont dontési ,,fahoz” jutunk.

1. Az optimalitds alapelvének ellendrzése : Legyen (a[il = 0], aliz],

aliy]) a leghosszabb szigortian névekvd részsorozat. Megfigyelhetd,
hogy ez azonos az a[i;] elemmel kezd6d6 leghosszabb szigortan névekvs
részsorozattal.

Az optimalitds alapelve a kovetkezg alakban érvényes (6sszhangban
a levelek—gyokér véltozattal): ha az a[i;] elemmel kezd6d6 leghosszabb
szigortian novekvd részsorozat az (alii],alis,. .., alix]), akkor az alis]
elemmel kezd6d6 leghosszabbnak foltétlentil az (aliz],alis],. .., alik])
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al0]=-co
al1]=5 ]

al2]=2

4

al3]=3

A

A\ 4

al4]=6
r a[5]:l
» a[6]=10 |«

al7]=0 |«

A

A

7.27. abra.

részsorozatnak, az a[iz]-mal kezd6dé leghosszabbnak pedig foltétle-

niil az (alis],afis], ..., aliy]) részsorozatnak kell lennie stb. Altaldno-
san: az (a[i1],aliz], ..., aliy]) megoldds optimalitdsdbdl kovetkezik az
(alip), alipsa], ..., alig]) (p=2,..., k) részmegolddsok optimalitédsa.

Bizonyitds: Indirekt bizonyitdst haszndlunk. Kiindulunk abbdl,
hogy a feladat optimélis megolddsa, az a[i;| elemmel kezd6d6 (aliy], afis],
.., alig]), szigorian novekvd részsorozat. Tovdbba feltételezziik, hogy
létezik legaldbb egy p (p = 2,k), amelyre a vele kezd6d6 leghosszabb
szigorian novekvd részsorozat nem az (alip), alipi1], - . ., alix)). Ez azt je-
lenti, hogy létezik egy a[i,|-vel kezd6d6, hosszabb szigortian novekvé
részsorozat. Legyen ez az (a[j; = ip], alj2], ..., a[j,]), ahol ¢ > k —p+ 1.
Viszont, ha igy 4ll a dolog, akkor 1étezik az a[i;]-gyel kezd6d6 szigortian
novekvo részsorozatok kozott a k hosszi (aliy], aliz], . . ., alix]) részsoro-
zatnal hosszabb részsorozat is, az (a[i1], aliz], . . ., ali,—1], ali, = ji], a[jz],
alj,]), hiszen ennek hossza ¢ + p — 1 > k. Ez azonban ellentmond
a feltételnek, miszerint optimélis megoldédsbdl indultunk ki.
Tehét az optimalis megoldds optimélis részmegoldédsokbdl épiil fel.
III. Mivel az altaldnos részfeladatnak egyetlen fiiggetlen paraméte-
re van (i), a részfeladatok optiméalis megoldédsainak optimumértékét egy
¢[0..n] egydimenzids témbben fogjuk tdrolni (az 6sszevont dontési fa is
erre enged kovetkeztetni). Pontosabban, a c[i] elembe az a[i] elemmel
kezd6dé leghosszabb szigordan novekvo részsorozat hossza fog keriil-
ni. Végiil, az optimélis megoldds optimumeértékét a c[0] témbelem fogja
tartalmazni.
IV. Tekintettel arra, hogy levelek—gyokér iranyd dinamikus prog-
ramozdst alkalmazunk, a c[i] érték kiszdmitdsakor mdr rendelkezésre



7.7. MEGOLDOTT FELADATOK 175

allnak a cfi + 1], c[i + 2], ..., c[n] értékek. Hogyan épithet6 fel ezekbsl
a c[i] érték? Ezt jol szemlélteti a feladat dontési fdja. A szifix részfel-
adatok szempontjdbdl a lentrél felfele (az egyszertitél a bonyolult fele)
irdny azt jelenti, hogy egy apacsomépont képviselte feladat optimum-
értékét a fitcsomoépontjai képviselte feladatok optimumértékeibél kell
kiszamitanunk. Az alapgondolat az, hogy mikézben joviink hatulrél els-
re a szamsorozaton, minden a[i| elem az 6t kovet6 — ndla nagyobb —
elemekkel kezd6d6 leghosszabb szigortian névekvé részsorozatok ko-
zil a legesleghosszabb elé fog belépni. Mds szdval, a c[i] optimumérték
eggyel tobb lesz, mint a hozza tartozé csomépont fiticsomépontjainak
megfeleld c-tombbeli optimumértékek koziil a legnagyobb. Ezt irja le
matematikailag az aldbbi rekurziv képlet:

cn] =1
cli] = 1+ max{c[j], ahol alj] > ali]},
minden0<i<n,j=i+1,2,....n

V. A c tomb elemeit természetesen hatulrél elére sorrendben fogjuk
feltolteni, a fenti képlet alapjan.

afeds]z2[s]e]1]t]o]

o 1 2 3 4 5 6 7
c[Bls]afs]2]2]1]1]

7.28. abra.
al[0]=-00
c[n]=1
minden i=n-1,0,-1 végezd
c[i]=0

minden j=i+1,n végezd
ha a[j] > a[i] és c[j] > c[i] akkor
c[il=c[j]
vége ha
vége minden
c[i]= c[i]+1
vége minden
ki: "A leghosszabb szigoriuan novekv6é részsorozat
hossza: ", c[0]
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VI. Az a és a c tomb alapjan most mér konnytiszerrel meghatarozhato
maga a leghosszabb szigortian névekvé részsorozat is. Az alabbi algorit-
musrészlet alapjaban véve végigmegy a dontési fa optimélis gyokér—levél
Gtjan, és kiirja az ennek megfelelé optimélis megolddst. Az u valtozé
az utolsé kiirt elem indexét térolja (az a[0] elemet nem {ratjuk ki).

D, D, D, D,

a [~ > [2]s]e] « 18] |

o 1 2 3 4 5 6 7
o [5] s [£]s]2] =[] 1 |

7.29. abra.

u=0
minden i=1,n végezd
ha a[i]>al[u] és c[i]==c[u]-1 akkor
kiir: afi]
u=i
vége ha
vége minden

7.7. Leghosszabb kozos részsorozat: Adott két szdmsorozat az
a[l..n] és a b[1..m] tombokben. Hatdrozzuk meg a leghosszabb k6z6s rész-
sorozatukat.

Megoldads (levelek—gyokér irdnyid dinamikus programozds):

I. Legyen a kovetkez6 példa: a = (2,9,5,7); b= (9,3,5).

Hogyan bonthat6 le a feladat hasonlé, de egyszerfibb részfeladatok-
ra? Ha a[l] = b[1], akkor ez az elem természetesen részét fogja képezni
a leghosszabb k6z0s részsorozatnak és a feladat leredukédlédik az a[2..n]
és b[2..m] tombszakaszok leghosszabb k6zos részsorozatainak meghaté-
rozdsdra (mindkét tombben 1épiink). Ha a[1] kiilénbozik b[1]-t61, akkor
vagy az a témbben lépiink, vagy a b-ben. Tehdt ebben az esetben két le-
het6ség koziil kell vélasztanunk: az a[l..n] és b[2..m], vagy az a[2..n| és
b[l..m] tombszakaszok leghosszabb k6z6s részsorozatainak meghatéro-
zéasara redukdljuk a feladatot. Folytatva a gondolatmenetet, nyilvanvalé,
hogy a részfeladatok dltaldnos alakja: meghatdrozni az ali..n] és b[j..m|
tombszakaszok leghosszabb kozos részsorozatat. Mivel két fiiggetlen pa-
raméteriink van, az aldbbiakban néha tgy fogunk utalni az &ltaldnos
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(szufix) részfeladatra mint ,,(4, j) feladat”-ra. Az eredeti feladatot i = 1 és
j = 1 értékekre ((1, 1) feladat), a trividlis részfeladatokat pedigi =n + 1
vagy j = m + 1 (legaldbb egyik témbszakasz iires) értékekre kapjuk.
A trividlis részfeladatok optimumeértékei nyilvan nulldk, hiszen ha va-
lamelyik résztomb iires, akkor a k6z0s részsorozat nem létezvén, nulla
hosszinak tekinthetd.

Kovetkezzen a feladat dontési faja a megadott példara. A lebontdsbél
ad6do részfeladatokat dbrdzolé részfak gyokereiben az illet6 részfeladat
paraméterei lathatok. Az dbran jél megfigyelhetd az is, hogy a lebontas
kiilénb6z6 dgain azonos részfeladatok jelennek meg. Az optimélis meg-
oldést az a gyokér—levél ut képviseli, amelynek mentén a legtébbszor
léptiink egyszerre mindkét témbben (minden ilyen alkalom egy tjabb
elemet jelentett a k6zos részsorozatban).

7.30. abra.

Az olvasé biztosan észrevette, hogy ezt a feladatot is tgy fogtuk fel,
mint levelek—gytkér irdnyu dinamikus programozassal megoldhaté fel-
adatot. Megint csak megtehettiik volna, hogy ,,(7, j) feladatnak” az a[1..7]
és b[1..j] tdmbszakaszok leghosszabb k6zos részsorozata meghatdrozédsa
(prefix) részfeladatat tekintjiik. Ez esetben az eredeti feladatot az i = n és
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Jj = m, a trividlis részfeladatokat pedig az i = 0 vagy j = 0 paraméterér-
tékekre kapjuk. Mindez természetesen gyokér—levelek iranyt dinamikus
programozashoz vezetett volna.

Az aldbbiakban bemutatjuk az 6sszevont dontési fat a dinamikus
programozds mindkét vdltozatdhoz (csak a levelek—gyokér valtozatra
folytatjuk tovabb a feladat megolddsat; jobb oldali dbra).

o 1 2 3 o 1 2 3
o |©0.0)]w0. 10, 2] 0, 3 o [0, 0], 1[0, 2)]0,3)
1 a0 a2 1 a0 agn|y2]a, 9)
-\ L L L k Ll L
) |2 0z ] 2]y ) |2 0z 2| 9
3 (3;0) (g,l] (g 2) (\%3] 3 [(3,0)|(341) (i’ 2) (\2& 3)
4 |60 @hn|ap2)](4)9) 4 @ 0)|Ep|ep)]e 9
7.31. abra.
II. Az optimalitds alapelvének ellenérzése: Legyen (ali;] = b[ji],
alis] = b[ja), ..., alix] = b[jx]) a két szdmsorozat leghosszabb k6zos

részsorozata. Megfigyelhet6, hogy ez azonos az a[i;..n] és b[j;..m] témb-
szakaszok leghosszabb k6zos részsorozatéval.

Az optimalitds alapelve a levelek—gyokér véltozatnak megfeleld
alakban érvényes: ha az a[i;..n| és b[j;..m| tombszakaszok leghosszabb
kozos részsorozata az (aliy] = b[j1], aliz] = b[j2], ..., alix] = blji]), ak-
kor az aliy..n] és b[j,..m| tombszakaszokban f6ltétlentil az (a[is] = b[j2],
alis] = b[js], ..., alix] = b[jx]) sorozatnak, az a[iz..n] és b[j3..m] tomb-
szakaszokban pedig foltétleniil az (a[is] = b[js], alis] = blj4l, ...,
alix] = b[ji]) sorozatnak kell a leghosszabb k6z6s részsorozatnak lennie,
és igy tovabb. Altaldnosan: az (a[iy] = b[j1], alia] = b[ja], . . .. alix] = bjk])
megoldds optimalitdsédbdl kovetkezik az (afi,] = b[j,], aliyr1] = bljps1],

,alig] = [Jk]) (p = 2,. .., k) részmegolddsok optimalitésa.

Bizonyitds: Tekintettel arra, hogy a bizonyitds ugyanazt a gondolat-
menetet kdveti, mint az el6z6 feladat esetében, az olvaséra bizzuk.

III. Mivel az dltalanos részfeladatnak két fiiggetlen paramétere van,
az optimélis részmegolddsok optimumértékét egy c[1 .. n+1][1 .. m+1] két-
dimenzids tombben lehet tdrolni. A c[i][j] tombelem az a[i..n] és b[j..m]
tombszakaszok leghosszabb kézos részsorozatdnak a hosszat fogja tartal-
mazni. Az eredeti feladat megolddsa a ¢[1][1] tombelembe kertiil.
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IV. Tekintettel a levelek—gyokér irdnyd dinamikus programozasra,
a c[i|[j] tombelem értékét, vagyis az (i, 7) feladat optimumértékét vagy
az (i,j+1) és (i+1, j) feladatok optimumértékeibél (c[][j+1] és c[i+1][7]),
vagy az (i + 1,7 + 1) feladat optimumértékébdl (c[i + 1][7 + 1]) kell ki-
szamitani. Ponosabban: ha ali] = b[j], akkor ez az elem természetesen
részét fogja képezni az ali..n] és b[j..m| témbszakaszok leghosszabb k6z6s
részsorozatdanak (mindkét tombben 1épiink). Ez esetben az (i, j) feladat
optimumértéke eggyel tobb lesz, mint az (i + 1,5 + 1) feladaté. Ha vi-
szont ali] # b[j], akkor az (i,7) feladat optimumértéke az (i,j + 1) és
(i + 1,j) feladatok optimumértékei koziil a nagyobbikkal lesz egyenld
(csak az egyik tombben lépiink, anélkiil hogy csatolndnk elemet a kdzos
részsorozathoz). A rekurziv képlet, amely mindezt matematikailag leirja,
a kovetkezé:

cli]lm+1] =0, mindeni=1,2,...,n+1
cln+1][5] =0, mindenj=1,2,...,m+1
)] = 1+ cfi + 1][j + 1], ha afi] = bl
— max(eli)lj + 1, i + 1][j]), ha ali] # b[j),
minden 1 <7< n,1<j < mestén.

Hatdrozza meg az olvasé, milyen volna a rekurziv képlet gyckér—
levél irdnyd dinamikus programozés esetén !

V. Azért, hogy a c[i][j] tombelem kit6ltésekor rendelkezésre dlljanak
madr a c[i+1][j], c[é][j+1] és c[i+1][j+1] tombelemek, a tomb sorait lentrél
felfele sorrendben toltjiik fel, minden sort jobbrél balra. Ezt szemlélteti
a megadott példara a mellékelt dbra.

1 2 3 4
1021 1(1]0
224110
3&110
Jololo]o]
50/ 0]0]0

7.32. abra.
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minden i = 1,n+1 végezd
c[i][m+1]=0

vége minden

minden j = 1,m+1 végezd
c[n+1][j]1=0

vége minden

minden i = n,1,-1 végezd
minden j = m,1,-1 végezd
ha a[i]==b[j] akkor
c[il[j] = c[i+1]1[j+1] + 1
kiilonben
ha c[i][j+1] > c[i+1][j] akkor
c[i][jl=c[i][j+1]
kiilonben
c[il[jl=cli+1]1[]]
vége ha
vége ha
vége minden
vége minden
ki: "A leghosszabb kozos részsorozat hossza: ", c[1][1]

Hogyan kellene feltdlteni a ¢ tombot, és hogyan médosulna az algo-
ritmus gyokér—levél irdnyd dinamikus programozds esetén? (Gyakorlat
az olvasonak.)

VI. A c tomb nyujtotta plusz informacié birtokdban végigmegyiink
az optimédlis dontéssorozatnak megfeleld gyokér—levél tton, és kiirjuk
a leghosszabb kozos részsorozatot.

» [ - S

C 1 2 3 4
121110
1D
220110
3/ 1/ 1D,1D,0
sl0lo0lo0]0
5 0/0/0/|0

7.33. abra.
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i=1
j=1
amig i <= n és j <= m végezd
ha a[i] == b[j] akkor
ki: a[i]
i=i+l
j=j+1
kiilonben
ha c[i][j] == c[i][j+1] akkor
j=j+1
kiilonben
i=i+l
vége ha
vége ha
vége amig

Hogyan torténne a leghosszabb kozos részsorozatnak a kifratdsa
gyokér-levél irdnyd dinamikus programozds esetén? (Gyakorlat az ol-
vaso6nak.)

7.8. Matrixszorzas: Tegyiik fel, hogy dssze szeretnénk szorozni n
matrixot (A, As, ..., 4,), amelyeknek adottak a méretei: d[0] x d[1], d[1] x
d[2],...,d[n — 1] x d[n]. A métrixszorzds asszociativitdsdbdl adéddan ezt
sokféleképpen megtehetjiik. Hatdrozzuk meg a matrixsorozat egy olyan
zéardjelezését, amelynek megfeleld matrixszorzassorrend minimadlis sza-
mu elemi szorzést feltételez. (Megjegyezziik, hogy egy n x m méretid
matrixnak egy m x p méretiivel valé 6sszeszorzdsa n - m - p darab elemi
szorzassal jar.)

Megoldds (,,optimdlis megosztds — optimdlis uralom”):

I. Legyen a kovetkez6 példa:

n=4,A,(1x 10), A5(10 x 1), A3(1 x 10), A4(10 x 1).

Az optimadlis megoldds erre a példara: ((A; - As) - (A3 - Ay)), amely
21 elemi szorzast feltételez.

Egy legrosszabb megoldds 210 szorzast feltételezne: ((A; - (A2 - A3)) -
A,). Tehdt egydltaldn nem mindegy, milyen sorrendben szorozzuk éssze
a szomszédos matrixokat.

Hogyan bonthaté le a feladat hasonld, de egyszertibb feladatokra?
Ha kett6be osztjuk az A[1..n] matrixsorozatot tgy, hogy az A[i] és Ai +1]
maétrixok kozott végezziik el a vagést, akkor visszavezettiik a feladatot
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|22 34]|[ 23] 24| [11][22][33]] 24| |11 23] 12 ]| 33|

|33 44| 22| 33] [ 22][33][11]] 22]

7.34. abra.

az A[l..7] és Ali+1 . . n] szakaszok matrixainak az optimaélis 6sszeszorzé-
sdra, és ezt kovetfen a két eredménymatrix szorzatdra. Ezen els6 vagast
(n — 1)-féleképpen tudjuk elvégezni (i = 1,2,...,n — 1). Jeloljik D;-gyel
az els6é vagas optimadlis helyének eldontését. Természetesen folytatjuk
a ”daraboldast” — el6szor az A[l..i], majd pedig az A[i+1 . . n] szakaszon
— egészen addig, mig egyelemi szakaszokhoz jutunk. Az A[l..i] szakasz
feldarabolésa tovédbbi i — 1 dontést (Ds, ..., D;), az Ali+1 . . n] szakaszé
pedig tovabbi n —i —1 dontést (D;44, ..., D, ;) feltételez. Osszesen n—1
dontésre (vdgasra) lesz sziikség, amelyeket a meghozasuk sorrendje sze-
rint sorszdmoztunk. Figyeljiik meg, hogy az el6z6 feladatoktdl eltéréen
minden dontéssel a feladat tovdbbi két részfeladatra bomlik. Ha minden
lépésben meg tudndnk hatdrozni mohé médra az optimalis vdgashelyet,
akkor a feladat megoldhaté lenne divide et impera technikaval. Mivel
ez nem lehetséges, a dinamikus programozds ,,optimélis megosztds —
optimdlis uralom” valtozatdra apelldlunk. A dinamikus programozds
szilikségességére utal az is — ahogy a feladathoz rendelhet6 fa is mutatja
—, hogy a feladat lebontédsakor kiilénb6z6 dgakon azonos részfeladatok
jelennek meg.

A részfeladatok altaldnos alakja: az Ali..j] témbszakasz métrixainak
optimdlis 6sszeszorzdsa. Néha (ahogy a fan is) ,,i — j feladatként” fogunk
utalni rd. Az eredeti feladatot ¢ = 1 és j = n értékekre, a trividlisakat
pedig i = j értékekre kapjuk. Mivel i < j, 6sszesen n(n+ 1) /2 kiilonboz6
részfeladat fog megjelenni a lebontds alkalméval, amibél n lesz trivialis.
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tombszakasz matrixainak optimaélis Osszeszorzdsdhoz a D;, ..., D,_
dontéssorozat vezet. Feltételezziik tovabbd, hogy a D; dontéssel az ,,i — j
feladat” az A[i..k] és Alk+1..j] szakaszokra bomlik, amelyeketa D, 4, ...,
Dy, illetve a Dy, ..., D;_; részdontéssorozatok oldanak meg. Ezeknek
ugyancsak optimadlisan kell megoldaniuk a megfeleld részfeladatokat,
hiszen ellenkez6 esetben, ha lenne jobb megolddsuk is ennél, akkor ezt
valasztva, az A[i..j| szakaszra is jobb megoldédst kapnédnk, ami viszont
ellentmond azon kiindulési feltételnek, hogya D;, ..., D,_; déntéssoro-
zat nytjtja az optimdlis megolddst. Fiiggetlenek voltak a részfeladatok,
és ezért optimalizdldsuk sordn nem kertiltek konfliktusba.

III. Mivel a részfeladatok altaldnos alakjanak két fiiggetlen paramé-
tere van, a részfeladatok optimdlis megolddsait képvisel6 optimumér-
tékeket egy kétdimenziés tombben fogjuk eltdrolni. Egészen pontosan
a cli][j] érték az Ali..j] szakasz madtrixainak optimdlis Gsszeszorzdsdhoz
szilikséges elemi szorzdsok szamaét fogja tarolni. Mivel ¢ < j, csak a f6-
atlén és a f6atlo feletti haromszogben 1év6 elemeket fogjuk haszndlni.
A trivialis feladatok optimumeértékei a f64atléra, az eredeti feladaté pedig
a c[1][n] tombelembe fognak kertilni.

IV. A rekurziv képlet, amely lefrja, miként épiilnek fel az egyre
bonyolultabb részfeladatok optimalis megoldésai az egyszertibbek op-
timdlis megolddsaibdl, az aldbbi:

11. Az optimalitds alapelvének ellendrzése : Tegylik fel, hogy az Ali..j]
1

cli][j] =0, hai=j
= min {c[i][k] + c[k + 1][j] + d[i — 1]d[k]d[j]}, hai > j, i < k < j.

V. Mivel az egyszeriit6l haladunk a bonyolult fele, a fenti képlet
szerint a c[i|[j] elem kitoltésekor rendelkezésre kell dlljanak mar a cli][£]
és c[k + 1][j] elemek értékei, ahol i < k < j. A 7.35. dbra olyan fel-
toltési sorrendeket mutat be, amelyek biztositjdk ezt. Az algoritmust
az els6 dbra szerint irtuk meg. Az utolsé dbra szerinti megoldds az aldbbi
gondolatmenetet koveti: kiindulva az egy hosszi szakaszok optimalis
megolddsaibdl, atlérdl atléra haladva, felépitjlik el6szor a ketté hossza,
azutdn a hdrom hosszd, ..., és végiil az n hosszi matrixsoroknak meg-
felel® feladatok optimaélis megoldésait.

minden i=1,n végezd
c[i][i]=0
vége minden
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minden i=n-1,1,-1 végezd
minden j=i+1,n végezd
c[illjl=c0
minden k=i, j-1 végezd
ha c[i][k] + c[k+11[j] + d[i-1]«d[k]*d[j] < c[il[j]
akkor
c[i]1[j] = clil[k] + c[k+1][j] + d[i-1]+d[k]=d[]]
c[jlril=k
vége ha
vége minden
vége minden
vége minden
ki: c[1][n]

Megjegyzés: A c[j][i] tombelemben eltdroltuk az A[i..j] szakasz opti-
maélis vdgasdnak a helyét (az optimdlis k értéket). Ez segit majd az opti-
maélis megoldés felépitésében.

VI. Mivel most mar rendelkeziink mindenik ,,i — j részfeladat” ese-
tében az optimélis vdgdsok helyével (c[j][i]), a mdtrixsor optimaélis zaro-
jelezése egy egyszerii divide et impera feladatra redukalédott. Az alabbi
eljards nem mds, mint a feladathoz rendelt fa optimadlis bindris részfaja-
nak a mélységi bejdrésa.

1| 0 |100/|20

2121 0|10

]

2121310

7.36. abra.
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zarojelezés(i,j)
ha i==j akkor
kiir ’A’,i
kiilonben
ki: '(C
zarojelezés(i,c[jI[i])
ki: ’=’
zarojelezés(c[j1[i]1+1,3)
ki: )’
vége ha
vége zarojelezés
A fenti rekurziv eljards a megadott példdra a zdréjelezés(1,n) hivas
nyomadn az aldbbi megoldést irja ki: ((A1xA2)=(A3+A4))

7.9. Konyvespolc: Adott egy H cm hosszi polc és n kényv, amelyek-
nek ismert a vastagsdguk cm-ben. Legyen az i-edik konyv vastagsaga v;,
ahol 7 =1,...,n. Mely konyveket tegyiik fel a polcra, ha tgy szeretnénk
teljesen megtolteni a polcot, hogy a lehetd legtébb konyvet helyezziik el 7

Megoldds (gyokér-levelek irdnyu dinamikus programozds):

I. Legyen a kovetkezé példa: n =5, H = 10, v = (3,7, 3,4, 3)

Az egyik optimadlis megoldast az jelentené, ha az els6, harmadik és
negyedik konyvet tennénk fel a polcra. Vildgos, hogy a mohé megko-
zelités, miszerint a konyveket vastagsdguk szerint névekvé sorrendben
véalasztjuk ki, nem kielégité.

Tomoren fogalmazva, a kovetkezéképpen kozelithetnénk meg a fel-
adatot: sorra meghatdrozzuk, milyen polcszélességek miként rakhaték
ki optimadlisan, ha az els6, ha az els6 kett§, és végiil, ha mind az n
konyvb6l vdlogatunk. Ebben a megkozelitésben a részfeladatok éltald-
nos alakja: egy h (0 < h < H) polcszélesség optimalis kirakasa az els6 ¢
(0 < i < n) konyv segitségével. Ezért a kés6bbiekben az dltalanos feladat-
ra néha ugy utalunk mint (h, ¢) feladatra. Az eredeti feladatota h = H
és i = n értékekre kapjuk. Optimaélis alatt természetesen azt értjiik, hogy
az illetd kirakdsi méd a felhaszndlhat6é konyvek koziil a lehetd legtob-
bet tartalmazza. Més sz6val, az optimalizdlandé érték a polcra felkeriils
koényvek szdma.

Legyen a kezdeti dllapot az, hogy a polc iires (ez igy is természe-
tes). Az els6 konyvet vagy feltessziik a polcra vagy nem (els6 dontés).
Az els6 konyv fel6li dontésiink utan két allapot alakulhat ki: iires polc
(0), a polcon az els6 konyv (vy). A zédréjelben az illet6 dllapothoz tartozo
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kirakott polcszélességet tiintettiik fel. A mésodik konyvrél hasonlékép-
pen el kell donteniink (masodik déntés), hogy haszndljuk vagy sem, ami
azt jelenti, hogy a kovetkez6 dllapotok alakulhatnak ki: iires polc (0),
a polcon az els6 konyv (v1), a polcon a méasodik kényv (v2), a polcon
az els6 két konyv (v; + vs). Figyeljiik meg, hogy minden 1épésben az &l-
lapottér megduplazédik. Egy 1épés alatt egy tjabb konyv — a kdvetkez6
— bevonésat értjiik. Mivel mindig dénthetiink tigy, hogy nem hasznaljuk
a soron kovetkezd (i-edik) konyvet, elmondhaté, hogy az elsé ¢ konyv
segitségével kirakhaté polcszélességek magukba foglaljdk az els6 (i — 1)
konyvvel kirakhatékat is (ahol ¢ = 1,2,...,n). Viszont, ha hasznaljuk
az i-edik kényvet, akkor minden (i — 1)-edik lépésbeli kirakott polcszé-
lességbdl ad6dik egy tjabb (példdul a h értékiibél a h + v; értékii). Tehat
milyen 1j kirakott polcszélességértékek jelennek meg az i-edik 1épés-
ben? Azok, amelyeket igy kapunk, hogy minden (i — 1)-edik 1épésbeli
értékhez hozzdadjuk az i-edik konyv vastagsdgét (v;).

Az allapottér novekedését nyilvan egy binaris faval szemléltethet-
nénk (ldsd az dbrat). Biztosan felismerte az olvaso, hogy tgy kozelitettiik
meg a feladatot, mint gyokér—levelek irdnyd dinamikus programoza-
si problémat. Részfeladat alatt a csomdpontok képviselte allapotok-
hoz tartozé prefixfeladatot értettiik. Egy adott részfeladatban kirakott
polcszélességet a csomdpont értéke, a felhaszndlhaté konyvek szamat
a csomopont szintje, a megoldast pedig a gyokérbdl az illeté csomépont-
hoz vezet6 ut képviseli a dontési fdban. Konkrétabban: az i-edik szinti

P

csomépontok, a gyckérbsl odavezetd tuttal egyiitt, azt dbrazoljak, hogy

7.37. abra.
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az els6 i konyv felhasznélasdval milyen polcszélességek milyen médo-
kon rakhatdék ki (épithetdk fel).

Bér az i-edik szinti csomépontok szdma elméletileg 2¢, ezek nem kép-
viselnek mind kiilonb6z6 polcszélességeket. S6t, megjelenhetnek H-nal
nagyobb polcszélességek is, amelyeket természetesen figyelmen kiviil
hagyhatunk. Fontos észrevétel, hogy béar a fa exponencidlisan né, egy
adott szinten az egymdstél kiilonb6z6 értékli csomépontok szama nem
haladja meg H-t. Ha tobb azonos szintli csomépontnak ugyanaz az ér-
téke, akkor nyilvan ugyanazt a részfeladatot képviselik (ugyanaz a (h, 7)
értékpar felel meg nekik). Ez azért térténhet meg, mert ugyanarra a (pre-
fix) részfeladatra tobb megoldés is létezhet: egy adott h polcszélességet
az els6 i konyv segitségével tobbféleképpen is kirakhatunk.

A részfeladatok megoldésai bindris sorozatok altal kédolhatok. Pél-
déul, a ,,h polcszélesség els6 ¢ konyvvel valé kirakasa” dltalanos részfel-
adat megolddsai olyan b,b,..b; alaki bindris sorozatok lesznek (b;, ahol
Jj = 1,2,...,1, attél fiiggéen 1 vagy 0, hogy a j-edik konyv szerepel
vagy sem az illet6 megolddsban), amelyekre ¥b;v; = h (a megoldds-
ban szerepls konyvek vastagsdgainak sszege h). Igy a megadott példa
esetén az optimalis megoldds kédja az 6sszes konyv felhaszndldsa utan
10110 lesz (az els6, harmadik és negyedik konyvet hasznaljuk). Ha tébb
egyforma hosszisagu, de kiilonb6z6 elem kédra a ¥b;v; érték azonos,
akkor az illet6 kédok ugyanannak a részfeladatnak kiillonb6z6 megol-
désait képviselik. Az optimélis megoldas az lesz, amelyiknek a kédja
a legtobb 1-es szamjegyet tartalmazza. A fdban a kédoldst gy tiintettiik
fel, hogy a balra ledgazo élekre 0-st (nem hasznéljuk az illet6 konyvet),
a jobbra ledgazdékra pedig 1-est (haszndljuk az illet6 kényvet) irtunk.

Ezen kédolast figyelembe véve, tigy is megfogalmazhatjuk a felada-
tot, hogy keressiik azt a lehetd legtobb 1-es szamjegyet tartalmazd, n
elem{ bindris sorozatot, amelyre igaz, hogy b,v; = H, ahol ¢ =1,...,n.

II. Az optimalitds alapelvének ellendrzése : Tegyiik fel, hogy D, D,
..., D, a (h,i) feladat, by bs. . .b; kédu optimélis megolddshoz vezets op-
timdlis dontéssorozat. Ez azt jelenti, hogy nem létezik olyan i elemi
bindris sorozat, amely b,bs...b;-nél tobb 1-est tartalmaz, és érvényes rda
a Ybjv; = h tsszefliggés (j = 1,...,1). Két esetet kiilonboztethetiink
meg: b; = 1 vagy b; = 0, attél fiiggben, hogy hasznaltuk vagy sem
az i-edik konyvet. Be fogjuk bizonyitani, hogy ezen feltételek mellett
a bib,...b;_; kédd megoldds ugyancsak optimadlisan oldja meg az elsé
esetben a (h — v;,7 — 1), a mdsodikban pedig a (h, i — 1) részfeladatot. Ez
nyilvdnvald, hiszen ha létezne valamelyik esetben egy olyan aas. . .a;_;
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kédi megoldds, amely az elsé @ — 1 konyvbél tébbet hasznél fel, mint
a biby...b;_; kédu, akkor az ajas...a;—1b;...b, kédi megoldés is opti-
maélisabban oldand meg az eredeti feladatot, mint a b,b,...b,, kédd, ami

viszont ellentmond a feltételnek. Tehat a D,, D,, ..., D; dontéssorozat
optimalitdsabél kovetkezik a Dy, Do, ..., D; ; részdontéssorozat opti-
malis volta. Altaldnositva: a Dy, D,, ..., D, dontéssorozat optimalitdsa
feltételezi minden D,, Do, ..., D; (j = 1,2,...,n — 1) alakd részdontés-

sorozat optimalitdsat. Amint varhatd, az optimalitds alapelvének ezen
alakja a dinamikus programozas gyokér—levelek iranyu valtozatdnak fe-
lel meg. A példafeladatra alkalmazva: az 1, 10, 101, 1011, illetve 10110
kédi megoldasok mind optimaélisak, az els6 1, 2, 3, 4, illetve 5 konyv
haszndlata mellett, a 3, 3, 6, 10, illetve 10 polcszélességek kirakasara.

Egy nagyon fontos kovetkeztetést vonhatunk le az optimalités alapel-
vének ellenérzése nyoman: az elsé i kényv felhaszndldsdval kirakhaté
polcszélességek optimdlis megolddsai meghatdrozhaték az elsé i — 1
konyv segitségével optimdlisan kirakott polcszélességek megolddsaibdl,
aholi =1,...,n. Ez azt jelenti, hogy minden 1épésben elég csak az ad-
dig felhasznalt konyvekkel kirakhat6 polcszélességeknek az optimadlis
megoldasait eltdrolni.

Hogyan tiikr6z6dik az optimalitds alapelve a fentebb bemutatott
dontési fdban? Ha egy adott i-edik 1épésben a fa i-edik szintjén tobb
azonos értékdi csomépont jelenik meg (a H-ndl nagyobb értékii csomo-
pontokat be se rajzoltuk), akkor az (i + 1)-edik 1épésben csak azon ag
irdnyédba fog tovabb névekedni, amelyik az illet6 dllapot prefix feladata-
nak az optimélis megolddséat képviseli. Pontozott vonallal jel61tiik azokat
az ,elhalt” d4gakat, amelyek nem néttek tovabb. Végiil, az n-edik szinti le-
vélértékek adjak meg, hogy milyen polcszélességek rakhatdk ki az 6sszes
konyv felhaszndldsaval. Ha 1étezik H értékii levél kozottiik, akkor a hoz-
z4 vezetd 1t dbrdzolja a feladat optimadlis megoldasat.

III. Tekintettel arra, hogy az éltalanos feladatnak két fiiggetlen pa-
ramétere van, a részmegolddsok optimumértékei egy c[0..7][0..H] két-
dimenziés tombben tarolhaték el. Pontosabban, a c[i|[h] tombelem azt
fogja tarolni, hogy hany kényv szerepel a h polcszélesség els6 ¢ konyv
felhasznélasdval torténé optimadlis kirakasdban. Ha egy h polcszélesség
nem rakhat6 ki az els6 i konyv segitségével, azt a c[i|][h] = —1 érték fogja
jelezni.

IV. Nulla konyvvel nyilvan csak a 0 értékii polcszélesség rakhaté
ki. Altaldnosan: milyen esetekben rakhaté ki a h polcszélesség az elsé i
konyv segitségével ? Ha az els6 (i — 1) konyv segitségével vagy a h, vagy
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a h — v; polcszélességeket kiraktuk madr, ugyanis csakis ezekbdl az érté-
kekbdl hozhaté ki az i-edik konyv segitségével a h polcszélesség, azaltal,
hogy haszndljuk vagy nem. Természetesen, amennyiben mindkét lehe-
t6ség fenndll, csak az optimédlis megolddst fogjuk eltdrolni, azt, amelyik
tébb konyvet hasznal.

cl0][o]=0
c[0][h] = —1, ahol 1 < h <
Minden 1 <i<nés0 < h < H esetén,
hah > v; és cfi — 1][h — v;] > —1,
akkor c[i][h] = max {c[i — 1][h], c[i — 1][h — v;] + 1},

kiilénben c[i|[h] = c[i — 1][h].

V. Mivel a ¢ témb i-edik sordnak elemei az (i — 1)-edik sor elemei
segitségével szdmithatdk ki, a tomb feltdltése soronként torténik fentrsl
lefele irdnyba. A sorindexek elé beirtuk zaré6jelbe az illeté konyv vas-
tagsdgdat. Berajzoltuk a tombbe az 6sszevont dontési fat, megvastagitva
az egyik optimélis megoldést képviselé gyokér—levél utat. Emlékezziink
rd, hogy az optimalitas alapelve abban tiikr6z6dik az 6sszevont dontési
fdban gyokér—levelek irdnyd dinamikus programozds esetén, hogy min-
den csomoépontnak csak az ,optimdlis” apacsomépontjiat hagyjuk meg
(a tobbit levagjuk réla). A tomb feltéltésekor ez a max fiiggvény altali
vélasztds révén valésul meg.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
@o| 9% 11|11l 1]|-1|1|-1]-1
(3) 1 0»\{\'1\\10\{ o T O S R |
720 | 1] 1,:7\-1\\-1\\\11\-1\\-1\\2“
33|90, | 1|1+ | 1 \1\2,\i, | T2
(1 L T T o O R T By o 3 O [ T s o 3
@)5| 0| -1 | Ly ]| ARy | T e

7.38. abra.
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c[0][0]=0
minden h=1,H végezd
c[0][h]=-1
vége minden
minden i=1,n végezd
minden h=0,H végezd
c[il[h]=c[i-1][h]
ha h >= v[i] és c[i-1][h-v[i]] > -1
és c[i-1][h-v[i]]+1 > c[i][h]
akkor
c[i][h]= c[i-1]1[h-v[i]]+1
vége ha
vége minden
vége minden
ki: "Legtobb ",c[n][H]," konyv felhasznalasaval rakhaté ki
a ",H," széles polc."

VI. Hogyan olvashaté ki az optimédlis megoldéds a ¢ t6mbb6l? In-
dulva a c¢[n|[H] tombelemtél, most mér optimadlis dontésrél optimélis
dontésre lépegetve, visszamehetiink a kezdeti dllapotot képviseld ¢[0][0]
tombelemhez. A fan ez azt jelenti, hogy a megoldéslevélbél felmegyiink
a gyokérbe. Azért, hogy ne forditott sorrendbe irjuk ki a felhasznalt
konyvek sorszdmait, egy rekurziv eljaras altal el6bb ,,felmaszunk” az op-
timélis levél-gyokér tton, és a rekurzié visszattjan irjuk ki az optimalis
dontéssorozatnak megfeleld konyveket.

konyvek(i,h)
ha nem (i==0 és h==0) akkor
ha h >= v[i] és c[i-1][h-v[i]] > -1
és c[i-1][h-v[i]]+1 == c[i][h]
akkor
konyvek(i-1,h-v[i])
kiir: i
kiilonben
koényvek (i-1,h)
vége ha
vége ha
vége konyvek

Fel lehetett volna fogni az optimadlis polckirakds feladatat is mint
levelek—gyokér irdnyd dinamikus programozdsi problémat? Minden bi-
zonnyal! A (h,i) prefix részfeladat komplementer szifix részfeladata
a H — h polcszélességnek az 7 + 1, ..., n kényvekkel valé optimalis
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kirakdsa. Nem nehéz atlatni, hogy ez esetben a két valtozat csak abban
kiilénbozne, hogy forditott sorrendben foglalkoznank a kényvekkel.
Egy madsik megkozelitése a feladatnak az lenne, hogy ne konyvrél
koényvre, hanem polcszélességrol poleszélességre (0, 1,2, ..., H) 1épeges-
stink. Egy adott h polcszélesség akkor rakhaté ki, ha valamelyik h — v,
(¢ =1,...,n) polcszélesség mar ki lett rakva az i-edik konyv felhaszndldsa
nélkiil. Az illet6 kirakott polcszélességhez hozzdvessziik az ¢ kényvet, és
madris van egy megolddsunk a i polcszélesség kirakasara. Tébb megoldds
esetén nyilvan azt fogjuk eltdarolni, amelyik a legtébb konyvet hasznalja.
Hogyan fogjuk eltdrolni ez esetben a részfeladatok optimélis meg-
oldédsait? Haszndlhatndnk egy c[0..H] egydimenziés témbot, amelyben
a c[h] (h = 0, H) tombelem a h polcszélesség optimadlis kirakdsdban fel-
hasznélt konyvek szdmaét tarolja (ha egy polcszélesség nem kirakhato,
akkor a megfelel6 tombelem értéke legyen —1). Emellett sziikséges egy
K[0..H][1..n] kétdimenzi6s témb is, amelyikben eltdroljuk, hogy mely
konyveket hasznaltuk fel az egyes polcszélességek optimalis kirakasa-
nél. Konkrétabban, a K tomb h-adik sora a h polcszélesség optimadlis
kirakdséban felhasznélt konyveket térolja: ha K[h|[i] = 1, akkor hasz-
néltuk az i-edik konyvet, ha viszont 0, akkor nem.
Az algoritmus implementédldsa maradjon gyakorlat az olvasénak.
Bizva abban, hogy az eddig bemutatott megoldott feladatok révén
mér magunkéva tettitk a dinamikus programozés szellemét, az alédbbi
feladatok megoldésdra csak ravezetjiik az olvasoét.

7.10. Zsetonrakas: Legyen a kovetkezd kétszemélyes jaték. Adott
egy n (n < 1000) zsetonbdl 4116 rakds. A zsetonok kétszintiek, és sorsza-
mozva vannak 1-t6] n-ig (az elsé a legfelsd). A zsetonok szinét az a[l..n]
tomb tarolja. A jatékosok felvaltva lépnek. Lépésen azt értjiik, hogy a so-
ron kovetkezd jatékos elvesz a rakds tetejérdl legaldbb egy azonos szinti
zsetont. Az lesz a nyertes, aki megkaparintja az utolsé zsetont. frjunk
programot, amely eldénti, hogy adott zsetonrakas mellett 1étezik-e biz-
tos nyer§ stratégidja annak, aki kezd. Ha a vdlasz igen, akkor a program
szimuldljon egy jatékot a szamitogép és a felhaszndl6 kozott. A gyGztes
stratégiat a szamitogépnek implementaljuk.

Megoldds (levelek—gyokér irdnyti dinamikus programozds):

I. Képzeljiik el, hogy elkezd6dik a jaték. A jatékosok lépései nyomén
milyen alakid (szifix) részfeladatokkd redukalédik az eredeti feladat?
Nem nehéz beldtni, hogy a részfeladatok dltalanos alakja: meghatarozni,
hogy létezik-e biztos nyer6 stratégia egy i..n rakds esetén az éppen soron
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kovetkezo jatékosnak (nyilvan, ha neki van, akkor ellenfelének nincs).
Az eredeti feladatot i = 1, az egyetlen trivialis részfeladatot pedig i = n
paraméterértékek mellett kapjuk.

II. Lévén az 4ltalanos alaknak egyetlen fiiggetlen paramétere, a rész-
feladatok ,,optimumértékeit” a c[1..n] tombben fogjuk eltdrolni. Ponto-
sabban a c[i] elem att6] fiiggéen lesz 1 vagy 0, hogy a soron kivetkez6
jatékosnak van vagy nincs biztos nyero stratégidja az i..n zsetonrakasban.
Az eredeti feladat megolddsa a c[1], a trividlis részfeladaté pedig a c[n|
tombelembe fog keriilni.

III. Mivel a részfeladatokat ,lentrél felfele” irdnyban oldjuk meg,
a c[i] tombelem kiszdmitdsakor mar rendelkezésre dllnak a c[i+1], c[i +2],

c[n] értékek.

Ha ali] # ali + 1] (az i-edik és (i + 1)-edik zsetonok kiil6nb6z6 szi-
niiek), akkor a soron kovetkez6 jatékosnak nincs mads valasztasa, mint
elvenni az i-edik zsetont, és igy az ,.i-feladat” egyértelmten az ,,(i + 1)-
feladatra” vezet6dik vissza. Ez azt jelenti, hogy ha az (i 4 1)..n rakdsban
volt biztos nyerd stratégia, akkor az i..n rakdsban nincs, és forditva, ha
az (i + 1)..n rakdsban nem volt, akkor az i..n rakdsban van.

Ha az i-edik és (i 4+ 1)-edik zsetonok azonos szinfiek (a[i] = a[i + 1]),
akkor a soron kovetkez6 jatékosnak mindenképpen biztos nyer6 straté-
gidja van. Miért? Ha az (i + 1)..n rakdsban nincs biztos nyerd stratégia,
akkor csak a legfels6 zsetont veszi el (otthagyva tarsdnak a vesztes ra-
kast), ellenkez6 esetben az i-edik zsetonnal egyiitt elveszi ellenfele el6l

z (i + 1)..n rakds tetejérdl azokat a zsetonokat is, amelyek ebben a ra-
késban a biztos gyézelemhez vezet§ els6 1épést jelentik.

Ime a rekurziv képlet:

1,
cli] =1, haali] = afi + 1]
1 —c[i + 1], haali] # afi + 1]
barmely i = (n — 1), (n — 2),...,1 esetén

IV., V. A c tomb feltoltését megvaldsito eljarasnak a megirdsat, illetve
a jaték szimuldldsdnak az implementéldsat az olvasdra hagyjuk.

7.11. Karakterlancok egymasba alakitasa: Adott két karakterldanc
z[l..n] és y[1..m], amelyek szdmjegyeket tartalmaznak. Karakterrsl karak-
terre haladva z-ben, dllitsuk el6 = karaktereib6l az y karaktereit (sorban,
egyenként). Tegyiik fel, hogy az x[1 . . i — 1] szakasz felhasznéldsdval
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mdr el6éllitottuk az y[1 . . j—1] szakaszt. Tehét x-ben az i-edik, y-ban
pedig a j-edik az aktudlis karakter. Az aldbbi miiveletek megengedettek
(a zéréjelekben az illeté miiveletek kodjat latjuk):

1. hozzédad szdmjegyet (+): ha y[j] > x[i], akkor y[j] elGdllithaté
az x[i] + <szdmjegy> miivelet révén.

2. kivon szdmjegyet (-): ha y[j] < z[i], akkor y[j] el6allithat6 az x[i] —
<szdmjegy> miivelet révén.

3. masol (=): ha y[j] = =[i], akkor y[j] el6allithat6 az z[i] egyszerii
atmadsoldsaval.

4. beszur (*): y[j]-t nem x[i]-b&l &llitjuk eld, hanem egyszertien be-
szurjuk az el6dllitas alatt 1évo karakterldnc végére, vagyis a j-edik
poziciéba. Ezt a miiveletet kovetGen x-ben tovédbbra is x[i] marad
az aktudlis karakter.

5. atlép (/): atlépjiik az x[i] karaktert. Ilyenkor y-ba nem kertil karak-
ter, és igy tovabbra is y[j] lesz a kovetkez6 elGallitando karakter.

6. végére ugrik (#): dtugorjuk az 6sszes karaktert, ami még megma-
radt z-ben (a teljes x[i..n] szakaszt). Természetesen ezzel a miive-
lettel sem keriil y-ba karakter.

Tudva azt, hogy az 1., 2. és 4. miiveletek koltsége kettd, a tobbieké

pedig egy, végezziik el az dtalakitdst minimalis koltséggel.

Példa: Ha x = 372 és y = 78, akkor az optimalis megoldas koltsége
4, és a kovetkez6 miiveletsorral valésithaté meg: /=+6 (a 3-ast atlépjiik,
a 7-est atmdsoljuk, a 2-eshez hozzdadunk 6-ot).

Megoldds (gyokér-levelek irdnyu dinamikus programozds):

I. Ahogy a feladat sz6vege is utal rd, a (prefix) részfeladatok dltaldnos
alakja: az x[l..7] részkarakterlanc optimdlis dtalakitdsa az y[1..j] részka-
rakterldncca. Az eredeti feladatot az i = n és j = m paraméterértékekre
kapjuk. Trivialis részfeladatnak azt fogjuk tekinteni, ha valamelyik ka-
rakterldnc tires (i = 0 vagy j = 0).

II. A részfeladatok optimdlis megolddsdnak optimumértékét
a c[0..n][0..m] kétdimenzids tombben fogjuk eltdrolni. A c[i][j] tdmbelem
az x[l..7] részkarakterlancnak az y[1..j] részkarakterldnccd valg atalaki-
tdsdhoz sziikséges minimalis koltséget fogja tartalmazni. A nagy feladat
optimumértéke természetesen a c[n|[m] rekeszbe fog keriilni. A témb
0-dik sordban és oszlopaban lev6 elemek a trivialis részfeladatok opti-
mumértékeit kapjak kezdéértékként.

II. Tekintettel arra, hogy gyokér—levelek irdnyt dinamikus prog-
ramozast vidlasztottunk, a c[i][j] tombelem kitoltésekor rendelkezésre
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dllnak mar a c[i — 1][j], c[i][j — 1], ¢[i — 1][j — 1], ... értékek. Hogyan
hatdrozhat6 meg ezen optimumértékekbdl a c[i][j] optimumérték ?

— Ha z tires (i = 0), akkor barmely y[1..j] (j > 0) karakterlancsza-
kasz csakis j darab besziirasi mtivelettel llithat6 el6, amelyeknek
Osszkoltsége 2 - 7.

— Ha y tires (j = 0), akkor barmely z[1..7] (0 < i < n) karakterlanc-
szakasz esetén ¢ dtlépésmiiveletet kell végrehajtanunk, amelynek
koltsége 7.

— Ha i = n, akkor ¢[n][j] (0 < i < n) felépithets barmely c[k][j]-b6]
(k = 0,n — 1) egyetlen végére ugrassal.

— Altaldnos esetben c[i][j] felépithet6 c[i—1][j]-b6l 4tlépéssel, c[i][j —
1]-b6l beszuréssal, illetve c[i—1][j —1]-b&l vagy hozzdadéssal, vagy
kivondssal, vagy méasoldssal.

c[o][0] =0

c[0]1[j] = 2*j, minden j=1, 2, ..., m

c[i][0] = i, minden i=1, 2, ..., n

c[n][j]l =1 + min{c[k][j]l/ ahol k=0, 2, ..., n-1}
minden j=1, 2, ..., m

ha 1<=i<n és 1<=j<=m, akkor
c[i][j] = min{ 1+c[i-1]1[j], // atlépés
2+c[i][j-1], // besziras
2+c[i-11[j-1]1, // hozzaadas, ha y[jl>x[i]
2+c[i-11[j-1]1, // kivonds, ha y[jl<x[il]
1+c[i-11[j-11, // masolds, ha y[jl=x[i]
}

IV. Miutdn inicializdltuk a ¢ tomb 0-dik sordt, illetve oszlopat,
a c[1..n][1..m] tombteriilet feltoltése torténhet soronként (fentrdl lefele,
balrél jobbra). Az algoritmus megirdsa maradjon gyakorlat.

7 8

C o 1 2

0 0T 214

3 11|24

7 202|214
*+6—|

2 313(3|4

7.39. abra.
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V. A rekurziv eljdrdsnak a megirdsat, amely indul a c[n|[m] t6m-
belemtél, ,,visszamdaszik” optimalis uton (dontésrél déntésre) a c[0][0]
témbelemig, majd pedig a rekurzié visszautjan kiirja az optimadlis meg-
olddshoz vezet6 miiveletsort, ugyancsak az olvasora hagyjuk. Segitség-
képpen kozoljiik a ¢ tomb tartalmdt a magadott példara (7.39. dbra).

7.12. Viragiizlet: Legyen n kiilonb06z6 fajtadju virdgcsokor 1-t6l n-
ig megszamozva, és m kiilonb6z6 tipusd vaza 1-t61 m-ig megszdmozva
(n < m). Mind a vazak, mind a virdgcsokrok sorszdmuk szerint névekvd
sorrendben vannak elhelyezve (példdul balrél jobbra irdnyban) a virdg-
iizlet kirakatdban. Minden vazaba egy csokrot tesziink, és ha tobb vaza
van, mint csokor, akkor egyesek iiresen maradnak. Tovdbbd minden vi-
ragcsokornak foltétlentil a kirakatba kell kertilnie.

Egy a[l..n][1..m] métrixban adott, hogy az egyes csokrok, kiilénbo-
z6 vazdkban, milyen mértékii esztétikai hatdst keltenek. Pontosabban
az ali][j] elem értéke annak fokmérsje, hogy hogyan néz ki az i-edik
virdg a j-edik vdzdban. Egy liresen maradt vaza esztétikai értéke 0.

Hatdrozzuk meg azt a kompoziciét, amelynek 6sszesztétikai hatdsa
maximadlis.

Példa: Han = 3, m = 5 és az a malrix az alabbi,

7 23 -5 —24 16
5 21 —4 10 23
—21 5 —4 —20 20,

akkor a kihozhaté maximalis Osszesztétikai hatds 53. Az optimaélis meg-
oldéds kédja pedig 2, 4, 5 (az 1. csokrot a 2. vdzédba, a 2. csokrot a 4.
vazdba, a 3. csokrot az 5. vazdba tessziik).

Megoldds (gyokér-levelek irdnyu dinamikus programozds):

I. Ha elkezdjiik elhelyezi a virdgokat a vdzdkba, rogton latszik, hogy
a (prefix) részfeladatok dltaldnos alakja: az els6 i virdg optimalis elhelye-
zése az els6 j vazdba (i = 1.n, j =i .. m—n-+i). A j index hatdrai abbdl
addédnak, hogy az els6 ¢ virdg elhelyezéséhez sziikség van legalébb az el-
s6 i vazara. Tovabba legfennebb az els6 m —n + ¢ vazat haszndlhatjuk fel
az els6 i virdg elhelyezésénél, hogy a fennmaradt n—1 virdg részére is ma-
radjon legaldbb m — (m —n+1i) = n—i vaza. Az eredeti feladatot nyilvan
az i = n és j = m paraméterértékekre kapjuk. Trividlis részfeladatnak
tekinthetjiik azokat az eseteket, amikor a virdgcsokorszam nulla (¢ = 0).

II. A részfeladatok optimumeértékeit egy c[0..n][0..m] kétdimenzios
tombben fogjuk eltarolni. A c[i][j] tombelembe az a maximalis esztétikai
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hatds keriil, amely kihozhaté az els6 i virdg esetében, az els6 j vdzdba
valé elhelyezésiikkor. A trividlis részfeladatok optimumértékeivel
a tomb 0-dik sordt inicializdljuk. Az eredeti feladat optimumértéke
a c[n][m| tombelembe keriil.

III. Ha az i-edik virdgot a j-edik vézdba tessziik, akkor ez azt
jelenti, hogy a c[i][j] értékét a c[i — 1][j — 1] értékre (az els6 i — 1 virdg
optimdlis elhelyezése az els6 j — 1 vdzdban) alapozva hatdrozzuk meg.
Ha j > i, akkor még van az a lehet@ség is, hogy a j-edik vazat iiresen
hagyjuk. Ez esetben a c[i][j] értékét a c[i][j — 1] értékre (az els6 i virdg
optimdlis elhelyezése az els6 j — 1 vazdban) tdmaszkodva szdmitjuk
ki. Természetesen a két varidns koziil azt fogjuk eltdrolni c[i][j]-ben,
amelyik a nagyobb 6sszesztétikai hatdst biztositja.

c[0][j] =0, ahol j =0,m —n
[lj] = eli = 1]l7 — 1 + ald[j], hai=j
cli][j] = max {c[i = 1][j — 1] + a[][j], cli][j = 1]}, hai <j<m—n+i

Clt

IV., V. Az aldbbi dbra a megadott példdn szemlélteti, hogy miként
kell felt6lteniink a c t6mbot:

C o 1 2 3 4 5

ol 0 0] 0

1 7123|23

2 28|28|33

3 24|24|53
7.40. abra.

A c tomb feltoltését megvalésité eljarasnak, illetve az optimalis
csokorelhelyezés kodjanak a kifrdsat biztosité rekurziv eljardsnak
a megirdasa maradjon gyakorlat.

7.13. Remi: Adott n remi-rakés az r[1..n] tomb segitségével (r[i] azt
tdrolja, hogy hdny remi van az i-edik rakdsban). Csoportositsuk k cso-
portba a rakdsokat tgy, hogy szomszédos rakdasokat tesziink egymadsra.
Az 0sszremiszam oszthato k-val, tehdt elméletileg lehetséges lenne egy-
forma csoportok kialakitdsa, de a kért médszerrel természetesen ez nem
mindig lehetséges. Egy csoport penalizdci6ja egyenld azzal az értékkel,
amennyivel abszolut értékben eltér a (Xr[i])/k kbzépértéktdl. Hatdrozzuk
meg azt a csoportositdst, amelynek 6sszpenalizdciéja minimalis.
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Példa: Legyen n = 7, és az egyes rakdsokban legyen 12,9,2,11,15,5
és 2 remi. Tovédbba a kért csoportszdm legyen 4. Ez esetben az optimalis
csoportositds: (12,9), (2,11), (15), (5,2). Az egyes csoportok penaliza-
cidja a 14-es kozépértékhez viszonyitva: |21 — 14| = 7, [13 — 14| = 1,
|15 — 14| =1és|7— 14| = 7. Ez 6sszesen 7+ 1 + 1 + 7 = 16 penalizacio6t
jelent.

A Kkiiratds formatuma legyen: 1-2 3-4 5 6-7.

Megoldads (,,optimdlis megosztds — optimdlis uralom”):

I. Nem nehéz beldtni, hogy a részfeladatok dltaldnos alakja: egy r[i..j]
remirakds-szakasz optimaélis csoportositdsa p csoportba, ahol 1 < i < j <
n,1<p<(j—i+1)ésl<p<k. Az eredeti feladatotazi=1,5=n
és p = k paraméterértékekre kapjuk. Egy részfeladat akkor trividlis, ha
p = 1. Ha ¢ = j, akkor p kotelezéen 1.

II. Lévén harom fiiggetlen paramétere a részfeladatok altalanos alak-
jénak, az optimumértékek eltdrolasdra a c[1..n|[1..n][1..k] hdromdimenzi-
6s tomb bizonyos elemeit fogjuk felhaszndlni. Konkrétabban a c[i][j][p]
tombelem azt az 6sszpenalizdcié-értéket tarolja, amely az r[i..j] rakds-
szakasz p csoportba valé optimaélis csoportositdasdhoz tartozik. Az eredeti
feladat optimumértéke a c[1][n|[k] tdmbelembe, a trividlis részfeladato-
kéi pedig a p = 1 értéknek megfelel6 tomblapnak a f64tlé és f64tlo feletti
elemeibe keriilnek.

1. Az i-edik rakdstél a j-edik rakdsig tarté szakasz (j —i)-féleképpen
bonthat6 két részszakaszra. Ezen részszakaszparok alakja: (r[i..f], r[f+
1..7]),ahol f =14, j — 1. Tovdbbd mindenik részszakaszpdr tagjai kozott
a p csoportszamot is kétfele kell osztani. Altalaban ezt is tobbféleképpen
lehet megval6sitani (pontosabban min { f —i+1, j — f, p— 1}-féleképpen).
Ez az érték onnan j6tt ki, hogy az r[i.. f] szakasz legfennebb f — i + 1,
az r[f+1 .. j] szakasz legfennebb j — f, tovdbbd mindkét szakasz legfen—
nebbp—1 csoportba csoportosithaté. Természetesen, ha rogzitjik, hogy
egy adott részszakaszpdr els6 tagjat g csoportba fogjuk csoportositani,
akkor ebbdl egyértelmtien adédik, hogy a masodikat p — g csoportba kell
csoportositanunk. fme a rekurziv képlet, amely matematikailag leirja,
miként torténik ez esetben az optimalitds alapelvére tdmaszkodd lentrsl
felfele épitkezés (jeloljik H-val a (Xr[i])/k kozépértéket):

1] = [(rfi] + ... + 7)) — H|, 1<i<j<n
117lp] = min{min{c[i][f]lg] + c[f +1][]lp - g]}}

f
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Az attekinthet6ség kedvéért az f és g paraméterek hatdrait nem frtuk
Ujra be a képletbe, hiszen részletes leirdst adtunk réluk.

IV. Ez esetben konnyebb a fenti képlet alapjdn megirni a ¢ témb
feltoltését biztosité algoritmusrészletet, mint szavakkal elmagyardzni,
milyen sorrendben keriilnek feltoltésre a tombelemek, vagy szemlélete-
sen lerajzolni ezt. Az a[0..n] tdmbot gy t6ltjiik fel, hogy a[0] = 0 legyen,
és az ali] elem az r[1] + ... + r[i] Osszeget tartalmazza (: = 1,2,...,n). Ez
azért elényos, mert az a[j| — a[i — 1] kiilonbség konstans id6ben megadja
az r[i| + ...+ r[j] 6sszeget.

Azért, hogy rekonstrudlni tudjuk az optimdlis csoportositést,
a c¢ tomb feltltésével parhuzamosan minden (i,7j,p) paraméterérték-
hédrmasra eltdroljuk egy d[1..n][1..n][1..k] tomb d[i][j][p] és d[j][i][p] ele-
meibe az optimalis f és g értékeket.

a[0]=0
minden i=1,n végezd
al[il=a[i-1]+r[i]
vége minden
minden i=n,1,-1 végezd
minden j=i,n végezd
minden p=1,k végezd
ha p==1 akkor
c[i1[31[1] = |a[j]-ali-1]-H]
kiilonben
c[i][j1[p]l=c0
minden f=i,j-1 végezd
minden g=1,p-1 végezd
ha g < f+i-1 és p-g < j-f és
c[i][£f1[g] + c[f+11[j1lp-g] < c[i1[j]1lp]
akkor
c[ill[j1lpl=c[il[£f1[gl+c[£+1]1[j1[p-2]
dlilljllpl=f
dljllillpl=g
vége ha
vége minden
vége minden
vége ha
vége minden
vége minden
vége minden
ki: c[1][n][k]
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V. A kovetkez6 rekurziv eljards mélységében jarja be a feladathoz
rendelhet6 dontési fa optimadlis bindris részfajat, és kdzben kiirja az op-
timélis csoportositést.

csoportositas(i,j,p)
ha p==1 akkor
ha i==j akkor ki: i,
kiilénben ki: i,’-’,3,’
vége ha
kiilonben
csoportositas(i,d[il[j1[p]l,d[j1[i][p])
csoportositas(d[il[jl[pl+1,j,p-d[j1[i1[p])
vége ha
vége csoportositas

Az eljarast a kovetkez6képpen hivjuk meg: csoportositas(l,n,k)

7.14. Mérleg: Adott egy kiilonleges kétkari mérleg. A karok elha-
nyagolhat6 stlyiak és h = 15 hossziak. A karokon ismert poziciékban
elhanyagolhaté stlyt horgok vannak, dsszesen n horog. A horgok po-
zicidit a p[l..n| témbben taroljuk (—h < p[i] < h, ahol ¢ = 1,...,n).
Adott tovdbbd m (1 < m < 20) kiilénb6z6 értékii sily a g[1..m] tombben
(1 < g[i] < 25, ahol i@ = 1,2,...,m). Hatdrozzuk meg, hdnyféleképpen
egyenlithet6 ki a mérleg az 6sszes suly felhaszndlasdval. Egy mérleg ak-
kor kiegyenstlyozott, ha a rdaggatott stilyok forgatényomatékainak (suly
szorozva ertkarral) 6sszege nulla.

Példa: Ha n = 2 és m = 4, tovdbbd, ha a horgok a —2 és 3 pozici-
6kban vannak, és a silyok rendre 3,4,5 és 8 értékiiek, akkor a mérleg
kétféleképpen egyenlithetd ki.

Megoldds (gyokér-levelek irdnyu dinamikus programozds):

I. A feladat a kényvespolc nevii megoldott feladatra emlékeztet. Ne-
vezziik a mérleg értékének az éppen rdaggatott silyok és a hozzdjuk
tartozo ertkarok (az erdkart a siily horgdnak a pozicidja adja meg) szor-
zatainak (a nyomatékoknak) 6sszegét. A mérleg akkor kiegyensilyozott,
ha nullaértékii. Sulyrél silyra haladva, mindenik silyt sorban minde-
nik horogra rdakasztva meghatdrozzuk, hogy milyen értékd mérlegek
hozhatoék ki. Az dltaldnos (prefix) részfeladat: hanyféleképpen hozhaté
ki az els6 7 stly felhaszndldsaval a j mérlegérték. Trividlis részfeladat:
nulla darab sdllyal (i = 0) csakis a nullaérték®i mérleg (j = 0) hozhaté
ki. Az eredeti feladatot az ¢ = m és j = 0 értékekre kapjuk.
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II. A ¢[0..m|[—mazx..maz] kétdimenziés témb ci][j] eleme azt fogja
tdrolni, hogy az els6 i suly felhaszndldsaval a j értékdi mérleg hany-
féleképpen hozhaté ki. A —maz, illetve +max mérlegértékeket akkor
kapnank, ha mindenik silyt vagy a —h, vagy a +h poziciéju horogra
akasztandnk (feltételezve, hogy vannak ezekben a poziciékban horgok).
Tehdt max = hXg[i], ahol i = 1,2,...,m. Ha a j mérlegérték nem rakhato
ki az els6 i sily segitségével, akkor a ci][j] elem a 0 értéket fogja kapni.
Az eredeti feladat eredménye nyilvan a ¢[m][0] rekeszbe fog keriilni.

III. Amikor sorra keriil a ¢ témb i-edik sordnak feltoltése, az (i — 1)-
edik sora mér ki lett t6ltve és azt tartalmazza, hogy milyen mérlegértékek
hédnyféleképpen rakhatdk ki az els6 (i — 1) sily segitségével. Egy j mér-
legérték az els6 i suly figyelembevételével akkor hozhaté ki, ha létezik
egy olyan, az els6 (i — 1) sily segitségével mar kirakott mérlegérték,
amelyikhez ha hozzaadjuk az i-edik stilynak valamelyik horogpoziciéra
vonatkoz6 nyomatékat, a j értéket kapjuk. Természetesen annak megfe-
lel6en, hogy hdnyféleképpen volt kirakhat6 az illet6 (i — 1)-edik szinti
mérlegérték, annyiféleképpen lesz kirakhaté bel6le az i-edik szinti j mér-
legérték. Persze megtorténhet, hogy létezik tébb olyan (i — 1)-edik szinti
mérlegérték is, amelyikhez taldlunk az i-edik stlynak olyan horgot, hogy
ugyanahhoz a j mérlegértékhez jussunk. Ilyenkor nyilvdn 6sszeadédik
a kirakasi modok szama.

cl0][0] =1
,ha —max < j <maxésj#0

Minden 0 < i < m és —max < j < maz esetén

cli][j] = Xe[i—1][k] minden olyan k = —max..max esetén, amelyre
cli —1][k] > 0 és létezik olyan r = 1,2, ..., n, hogy k+ g[i]-p[r] = J.

IV. Az eljarast, amely feltolti a ¢ tombot, ugy irjuk meg, hogy sor-
r6l sorra haladva, az aktudlis sorbél mindig el6dllitjuk a kovetkezét.
Az i-edik sor mindenik kirakott mérlegértékébdl elallitjuk az Osszes
mérlegértéket, amely abbdl adédhat, hogy az (i + 1)-edik sdlyt végighor-
dozzuk az 6sszes horgon.

minden i=0,m végezd
minden j=-max,max végezd
c[i]1[j1=0
vége minden
vége minden
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cfo][o]=1

minden i=0,m-1 végezd
minden j=-max,max végezd
ha c[i][j]#0 akkor
minden r=1,n végezd
c[i+1][j+gli+1]+p[r]] += cl[il[]]
vége minden

vége ha
vége minden
vége minden

Az alabbi dbra a c tomb sorait tartalmazza a példafeladatra. Minden
sorban csak azokat az elemeket jel6ltiik be, amelyek kirakhaté mérlegér-

tékeknek felelnek meg.
0
ol [ LTI TTIT I Il l]]
1T 2
6 0 9
il LT P Pl
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14 0 1 6 21
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7.41. abra.

V. A feladat nem kéri a kiegyenstilyozas mddjat is (csak ezek szdmat).
Ebbél kifolyélag nem lett volna kotelezé a ¢ tombot kétdimenziésnak va-
lasztani. Mivel az i-edik sort kizérdlag az (i — 1)-edikbdl épitjiik fel, ezért
az (i — 1)-edik sorra csak addig van sziikségilink, amig elGéllitjuk bels-
le az i-ediket. Igy minden l1épésben az tGjonnan generalt sort nyugodtan
rafrhattuk volna az azel6ttire. Buzditjuk az olvasét, hogy ha mar rendel-
kezik a kétdimenzids ¢ tomb tartalméval, irassa ki a mérleg c[m][0]-féle
kiegyensilyozédsi médjat is. Ennek érdekében célszeri lenne a ¢ tomb
feltoltésekor azt is tarolni, hogy egy i-edik lépésbeli j mérlegérték kira-
kéasi szdma az i-edik silynak mely horgokra valé rdakasztdsabél adédott
(ezt az informéciot irtuk a nyilakra a fenti dbran). A két kiegyenstilyozasi

mod kédja:
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1,1,1,2 — az els6 hdrom stlyt az els6 horogra, az utols6t pedig a méaso-
dikra tessziik: (=2) -3+ (=2)-4+(-2)-5+3-8=0

2,1,2,1 — az els6 és harmadik silyt a mdsodik horogra, a masodikat és
anegyediket pedig az els6re tessziik: 3-3+(—2)-44+-3-54+(—2)-8 = 0

7.15. Alma-korte: Legyen n + 1 szoba, amelyek vagonszertien kove-
tik egymadst. Az elsé n szoba mindenikében egy bizonyos mennyiségii
alma és korte taldlhaté (az a[l..n] és k[1..n] tombok ali] és k[i] elemei,
az i-edik szobdban taldlhaté almadk, illetve korték szamat taroljak). Egy
elég nagy hatizsdkkal rendelkez6 személynek a kovetkez6képpen kell vé-
gigmennie a szobdkon, szobardl szobdra haladva: megérkezve valamely
i-edik szobdba (i = 1,2,...,n), el6szor kiiiresiti a hatizsakjat (a megfe-
lel6 gylimoOlcscsoméba), majd belepakolja a szobdban taldlhaté Gsszes
almat vagy Osszes kortét, és rakomanyat atviszi a kovetkez6 szobdba,
az (i + 1)-edikbe, ahol természetesen hasonléan jér el (az els6 szobédba
természetesen iires hatizsdkkal 1ép be). A kérdés az, hogy melyik gyi-
molcsot pakolja fel az illet személy az egyes szobdkban, ha azt szeretné,
hogy minimadlis kaldriaveszteséggel érkezzen meg az (n + 1)-edik szo-
bédba (két egymads utdni szoba kozoétt a szallitott gylimolcsok szdméval
egyenld szamu kaldriaegységet veszit az utas; a hatizsdk kipakolédsa és
megrakdsa nem jar kaldriaveszteséggel).

Megoldds (levelek—gyokér irdnyd dinamikus programozds): Emlé-
kezziink réd, hogy ezt a feladatot mar megoldottuk egyszer a greedy és
backtracking stratégidk kombindaldséval.

A tiszta moh6 megkozelités, miszerint mindig azzal a gylimolccsel
megyiink tovabb, amelyikbdl kevesebb van az illeté szobaban, nyilvan
nem kielégits. Ezt szemlélteti az aldbbi példa is:

n=2a[l.2] = (4,3),k[1.2] = (5,6).

Ha a mohé gondolatmenetet kovetjiik, akkor az els6 szobabdl az al-
maékat vissziik tovabb, hiszen ebb6l van kevesebb. Ez 4 kaléria veszteség-
gel jar. Miutdn kipakoljuk a hatizsdkunkat, a mdsodik szobdban 4+3 =7
alma és 6 korte lesz. Itt a mohé algoritmus nyilvan a kortéket pakolna
fel, és vinné 4t 6 kaléria veszteséggel a harmadik szobdba. Tehdt a mohé
stratégia szerinti megoldds 10 kaldria veszteséggel jar. Létezik viszont
ennél jobb megoldds is, amely csak 8 kalériat igényel (az els6é szobédbdl
a kortéket, a masodikbdl pedig az almékat vissziik tovdbb). Ezt a megol-
dést taldlja meg polinomidlis id6ben az aldbbi dinamikus programozés
stratégia.
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I. Ha elindulunk, néhédny 1épés utdn jél latszik, hogy dontéseink
nyoman a feladat a kovetkez6 alaku (szufix) részfeladatokkd redukdls-
dik: hatdrozzuk meg az i..n szobdkon valé minimadlis kalériaveszteségii
dthaladdast, ha az i-edik szobdbdl indulndnk. Két esetet kell azonban
megkiilonboztetniink: ha almadval, illetve, ha kortével indulunk.

II. A részfeladatok optimumértékeinek tarolasara két egydimenzids
tombot fogunk hasznélni: ca[l..n] és ck[l..n]. Egészen pontosan a cali],
illetve a ck[i] tombelemek azokat a minimdlis kalériamennyiségeket ta-
roljék, amelyek akkor sziikségesek az i..n szobdkon valé dthaladdshoz, ha
az i-edik szobdbdl almdval, illetve kortével indulunk. Az eredeti feladat
optimumaét a min(ca[l], ck[1]) érték jelenti majd.

III. Tekintettel a levelek—gytkér irdnyti médszerre, amikor sorra
keriil a ca[i], illetve a ck[i] tombelemek kit6ltése, mér rendelkeziink
(cali + 1], ck[i + 1)), ..., (ca[n], ck]n]) értékpédrokkal.

Az els6 esetben, amikor almdval indulunk (cali]), a kvetkez6 lehe-
téségek koziil kell a legelényodsebbet valasztanunk:

— Az i-edik szobédbdl, mint els6 szobabdl, almaval (a[i]) indulunk,
de az (i + 1)-edikbdl az ott taldlhato eredeti kortemennyiséggel
megyiink tovabb (ck[i 4 1]).

— Az i-edik szobdb6l, mint els6 szobabdl, almaval (a[i]) indulunk,
az (i + 1)-edikben megint az almdkat vdlasztjuk (a[i] + a[i + 1]),
de az (i + 2)-edikbdl az ott taldlhat6 eredeti kértemennyiséggel
megyiink tovébb (ck[i + 2]).

— Egészen az (n — 1)-edik szobdig mindenikben az almat valaszt-
juk, de az n-edikbdl az ott taldlhat6 eredeti kértemennyiséggel
megyink tovabb (ck[n]).

— Mindenik szobdban az almat vélasztjuk.

A mésodik esetben, amikor kortével indulunk, hasonlé lehetGségek

kozil kell vélasztanunk. Kévetkezzenek a rekurziv képletek:

ca[n] = a[n]

ck[n] = k[n]

minden i = (n - 1), (n - 2), ..., 1 esetén
ca[i] = min{a[i] + ck[i+1],

a[i] + (a[i] + a[i+1]) + ck[i+2],

éti] + (a[i] + a[i+1l]) + ... +
+ (a[i] +...+ a[n - 1]) + ck[n],
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a[i] + (a[i] + a[i+1l]) + ... +
+ (a[i] +...+ a[n])
}
ck[i] = min{k[i] + ca[i+1],
k[i] (k[1] + k[i+1]) + cal[i+2],

+

K[i]

+

(k[i] + k[i+1]) + ... +
+ (k[i] +...+ k[n - 1]) + ca[n],

(k[1] + k[i+1]) + ... +
+ (k[i] +...+ k[n])

k[i]

+

¥

IV., V. A ca és ck tombok feltdltését, valamint ezek alapjan a megoldds
kifrasét az olvaséra hagyjuk.

7.8. Kitiizott feladatok

7.1. Tiirelmetlen informatikus: Tegylik fel, hogy aplikdcié n cso-
maghbdl all. A csomagokat egymadst kovetGen toltjiik le az internetrél,
és egymadst kovet6en installaljuk is. Ismert mindenik csomag letoltési,
valamint telepitési ideje. A letdltés elkezdése utdn leghamarabb mikor
kezdédhet el az applikdcié parhuzamos installdldsa, ha tudjuk, hogy egy
csomag installdldsdra nem keriilhet sor, csak ennek teljes letéltése utdn?

7.2. Diszjunkt szakaszok: Hatdrozzuk meg egy n elemii szdmsorozat
k darab, maximum m elemii diszjunkt szakaszat, amelyekhez tartozé
elemek 6sszege maximalis.

Példa: n="7,m =2, k=3, a[1..7] = {35,40, 50, 10, 30, 45, 60}

A szakaszok: 1-2, 3—4, 6-7.

A maximadlis 6sszeg: 240.

7.3. Binaris miivelet: Adott az A = {1,2,...,n} halmaz, amelyen
definidljuk az 0o : A x A — A asszociativ, de nem kommutativ bindris
miiveletet az op[l..n][l..n] témb segitségével. Tovdbbd egy c[l..n][1..n]
tomb &ltal minden miivelethez rendeliink egy sidlyt. A c[i][j] tombelem
az ioj miivelet koltségét tarolja. Adva lévén az x4, zo, . . ., x, értékek (z; €
A), hatdrozzuk az x,0x-0. . .ox, miiveletsor egy olyan zdréjelezését, amely
nyomdn a miiveletsor minimalis koltséggel végezhetd el.
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7.4. Szamfeldarabolas: Adott n és k, valamint egy legalabb n és
legfennebb n - k£ szdmjegyli természetes szdm. Daraboljuk fel a szamot
n darab legaldbb egy és legfennebb k szdmjegyli szakaszra gy, hogy
a szakaszok képezte szamok 6sszege maximalis legyen.

7.5. Saska: Adott egy n x m méretli matrix, amelyen — a bal fels6
elemtdl a jobb alsé elemig — egy sdska a kovetkez6képpen halad 4t:
ugrik egyet vizszintesen (bdrmelyik elemhez az aktudlis sorbdl), majd
Iép egyet fiiggblegesen (az aktudlis elem alatti elemhez), és igy tovabb.
Ha tigy fogjuk fel a mdtrix elemeit, mint tdplalékmennyiségeket, melyik
a saska legtaplalobb dtvonala?

7.6. Szovegtordelés: Legyen egy n szavas szoveg, amelyet m karakter
hosszi sorokba szeretnénk térdelni tugy, hogy a szavak nem valasztha-
ték el, és minden két sz6 kozé (amelyek ugyanabban a sorban egymaést
kovetik) pontosan egy szokoz kell kertiljon. Jeldlje sy, s, . . ., 5, az egyes
sorok végén maradt szokézok szdmat (kivéve az utolsé sort). Adva 1évén
a szoveg és az m értéke, hatdrozzuk meg azt a tordelést, amely esetén
az s} 4 s5 + ... + s> Osszeg minimalis.

7.7. Kozos 6s: Nevezziik egy szdm 6seinek azokat a szamokat, ame-
lyeket tigy nyeriink beléle, hogy bizonyos szdmjegyeit téroljiik (példdul
75 6se 7145-nek). Hatdrozzuk meg két nagy természetes szam legnagyobb
értékii kozos Gsét.

7.8. Lépcs6: Egy lépcsdnek n foka van. £k 1épcséfokon egy-egy pa-
lackban viz és p 1épcs6fokon egy-egy palckban energizalé ital van. Ismert,
mely lépcstfokokon mennyi viz, illetve mely lépcs6fokokon mennyi
energizdld ital van. A viz ingyen van, de az energizdl¢ ital pénzbe keriil
(decilitere ¢ euro). G ur fel szeretne jutni a 1épcsén minimalis szdmu
lépésbél. Normalis koriilmények kozott egy 1épésbol egy lépeséfokhoz
van ereje, de ha az aktudlis fokon megiszik = deciliter vizet, akkor képes
egy x fokos lépésre. S6t, = deciliter energizalé ital egy 2 - x fokos lépést
tesz lehet6vé. Ha egy lépcs6fokon viz is és energizalé ital is lenne, nincs
értelme mindkett6t felhajtani, mert hatdsuk nem adédik dssze. Melyik
a minimalis 1épésszamu legolcsébb feljutasi lehet6ség a 1épcsén?

7.9. Rendérok: Két rendér, akik egyben baratok is, 7' id6egységet
vannak szolgdlatban. Ez id6szak alatt n szabdlytalansag torténik. Adott
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minden egyes torvénysértés id6pontja és tipusa. Hiromféle szabélytalan-
sag létezik, 1-es, 2-es és 3-as tipusu, és ismert az ezekért jaro biintetések
értéke, valamint az, hogy hany id6egységet igényel az alkalmazdasuk.
Az 1-es és 2-es tipusu torvénysértéseket kezelheti egy-egy rendér is, de
a 3-as tipusiak mindkét rendért igénybe veszik. Mely szabdlytalansdgo-
kat kezeljék a rendérok, hogy ,,6sszbevételiik” maximaélis legyen?

7.10. Teljes feldarabolas: Legyen egy n x m méret{i matrix, amelyet
vizszintes, illetve fiigg6leges iranyu teljes vagasok (az elvagott darab
ketté esik) sorozata révén elemeire szeretnénk darabolni. Egy vagas kolt-
ségét a vele szomszédos elemek maximumaként definidljuk. Hatarozzuk
meg a minimalis koltségli feldarabolds 6sszkoltségét.

7.11. Kédolas: Egy karakterldncot, amely csak az angol dbécé kis-
bet{iit tartalmazza, Ggy lehet kédolni, hogy az egymds utdn kovetkez6
ismétl6do részkarakterlancokat helyettesitjiik magédval a részkarakter-
ldnccal és az ismétl6dése szamaval. Hatdrozzuk meg az optimaélis kédo-
last, amely a legrovidebb kédot eredményezi.

Példa: "aaacaaacbbdefdef" — "aaac2b2def2"

7.12. Szabadesés: Képzeljiik el az aldbbi szerkezetet:

7.42. dbra.

Ismertek az n vizszintes platform magassédgai, valamint két végiik
koordinéatai (a padlé 0 magassdgban taldlhat6). Adott tovabba egy pont-
szeri labda kezdeti poziciéja, valamint az, hogy legfennebb mennyit
eshet folyamatosan. A labda szabadon esik 1 m/s sebességgel, és ha rdesik
valamelyik vizszintes platformra, elgurul valamelyik irdnyba ugyancsak
1 m/s sebességgel. Ha a labda valamelyik platformnak éppen a végére
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esik, Ugy tekintjiik, hogy rdesett. A platformok elhanyagolhat6 vastagsé-
giak és nincsenek kozos pontjaik. Minden hosszmérték méterben van
kifejezve és ezek egész szdmok.

A labda a lehet6 legrovidebb id6 alatt ért padlét. Mely platformo-
kat érintette, hdnyadik idépillanatokban, és melyik irdnyba gurult el
az egyes platformokon?

7.13.J6 bor: Egy borospince f6lé épiilt {izletbe n kliens érkezik, akik
egymast kovetve z1, s, . . ., x, liter bort szeretnének vasarolni. Az eladé
a kovetkez6képpen szolgdlja ki Gket:

— Ha nem 4&ll rendelkezésre fent az ilizletben az igényelt teljes
mennyiség, akkor visszautasitja a vevét.

— Ha rendelkezik a kért bormennyiséggel fent az iizletben, vagy
kiszolgalja a vevot, vagy elkiildi.

— Valahényszor elkiild egy klienst, a pincében taldlhaté végtelen
nagy hordébdl pontosan annyi bort hoz fel, amennyit az elkiild6tt
kliens igényelt.

Mely vevéket szolgalta ki az eladd, ha tudjuk, hogy sikeriilt a lehet6

legtobb bort eladnia? Kezdetben egy csepp bor sincs fent az iizletben.

7.14. Osszes legrovidebb ut: Adott egy élstilyozott iranyitott graf.
Hatdrozzuk meg barmely két csomépontja kozott a legrovidebb utat.

7.15. Ember a labirintusban: Adott egy labirintus egy bindris matrix
altal, valamint ismert egy ember poziciéja a labirintusban. Hatdrozzuk
meg a legrovidebb utat, amelyen kijuthat az ember a labirintusbél.

7.16. Mozaik: Egy a[l..n|[1..m] egész elemii t6mbot gy fogunk fel,
mint egy mozaikképet. Az ali][j] tombelem a kép (i, j) pozici6jd képele-
me szinkddjat tarolja (0..255). A képet egy golyésorozat éri, és darabokra
torik az alabbi szabalyok szerint:

— A golydk a képet (késtbb a képdarabokat) a képelemek sarkaindl

talaljak el.

— Minden 16vés nyomén az eltalalt képdarab tovdbb darabolédik,
ugyanis elhasad a taldlati ponton dthaladé vizszintes és fiiggtle-
ges egyenesek mentén.

Végiil azt taldljuk, hogy mindenik képdarab a kozéppontjara néz-

ve szimmetrikus szinosszetételii (a kozéppontra szimmetrikus poziciéju
képelemek azonos szinfiek).
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Legkevesebb hdny golyé érte a képet, és mennyi darabra esett szét?
T6ébb megoldés esetén egy olyat irjunk ki, amely esetén minimaélis a szim-
metrikus darabok szdma.

(Ezen utolsé feladatot az ACM feladatokra jellemz6 stilusban szove-
geztiik meg.)

7.17. Gazdalkodé informatikus: Egy nyugalmazott infétandr ugy
dont, hogy kikoltozik a sziileit6l 6rokélt birtokdra és gazdalkodé lesz.
A birtok része egy téglalap alakd (N x M egység méretii) kaszalé is,
amelyet el szeretne osztani a lehet6 legigazsdgosabban k fia kozott.
Minden fiinak egy téglalap alaki (egész szdmu hosszisdgu, illetve
szélességli) részt szdn, minthogy 6 is ilyen alakut 6rokolt. Mivel nem
egyenletes a flihozam, mint megrogzott infés, igy fogja fel a kaszdlét,
mint egy a[l..N][1..M] pozitiv egész elemii matrixot, amelynek az ai][]]
eleme a kaszdllé (i,j) poziciéjdban taldlhaté egységnyi teriileten nétt
flimennyiséget tarolja. Az apa arra is odafigyel, hogy mindenik fia 6rok-
ségének legyen kijarata a kaszdl6 szélére (amikor elmennek a buglydik
utdn, ne kelljen athajtsanak a szekérrel egymads tertiletén). Jeloljik S-
sel a széna Osszmennyiségét, s;-fel azt, amennyit az egyes fitk kapnak
(f = 1..k). Bér tudjuk, hogy S oszthaté k-val, a f6ldteriilet nem biztos,
hogy feldarabolhat6 tigy (a feladat feltételei mellett), hogy mindenik fia
pontosan ugyanannyi mennyiségii szénat kapjon. Hatdrozzuk meg a ,,le-
het6 legigazsdgosabb” elosztast, azt, amelyikre a e = X|S/k—s;| kifejezés
értéke minimalis (e,,;,), mikdzben f = 1..k.

A bemeneti dllomany 7" darab tesztadatsort tartalmaz az alabbi szer-
kezet szerint (az utolso sort koveti egy djsor karakter):

<T, a tesztek szama>
<az 1. teszt N, M és k értéke

egy-egy szokozzel elvalasztva>
<az 1. teszt a matrixa 1. soranak elemei

egy-egy szokozzel elvalasztva>

<az 1. teszt a matrixa N. soranak elemei
egy-egy szokozzel elvalasztva>

<a T. teszt N, M és k értéke

egy-egy szokozzel elvalasztva>
<a T. teszt a matrixa 1. soranak elemei

egy-egy szokozzel elvalasztva>
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<a T. teszt a matrixa N. sordnak elemei
egy-egy szoOkozzel elvdlasztva>

A kimenetnek az els6 bemeneti tesztre tartalmaznia kell az S, az S/k
és az e, értékeket egy-egy székozzel elvdlasztva, majd az ezt kovet6
k sorban egy-egy fiti 6rokségét (a kapott s; teriilet méretét, az atlagtol
valé eltérés mértékét és a bal felsd, illetve a jobb alsé sarok koordinatait
egy-egy szokozzel elvalasztva). A kovetkezd tesztadatok esetében csak
az €, értéket kérjiik. Lasd a példat!

Példa bemenet:

2

2 4
7
11
2 2
6
9

O NNNSNDN

Példa kimenet:

32 8 6

711111
711212
712121
1132222



8. FEJEZET

DIVIDE ET IMPERA VAGY DINAMIKUS
PROGRAMOZAS

Kiilonosen a dinamikus programozas , levelek—gyokér iranya” val-
tozata (amikor az 6sszevont déntési fa kérmentes) mutat hasonlésagot
a divide et impera technikdval. A két technikdt bemutaté fejezetek ra-
vilagitottak arra, hogy mindkét stratégia ugy fogja fel a feladatot, mint
ami kisebb méreti hasonlé6 részfeladatokra bonthaté, vagy hogy ezekbdl
épiil fel. Ez a szerkezet mindkét esetben fastruktira. A fa csomépontjai,
illetve a hozzajuk tartozo részfdk dbrdzoljdk az egyes részfeladatokat.
Megtorténhet, hogy a feladat lebontdsakor kiilonb6z6 dgakon azonos
részfeladatokhoz jutunk, ami azt jelenti, hogy a fanak lesznek identi-
kus részfai.

Ezen emlékeztet6k utdn lassuk a hasonlésdgokat és a kiilonbségeket.

1. A divide et impera akkor nem hatékony, ha a feladat lebontdsakor
identikus részfeladatok jelennek meg, hiszen ezeket tobbszor is
megoldja. A dinamikus programozas viszont anndl hatékonyabb,
minél tobb az azonos részfeladat, mivel képes elkeriilni ezek is-
mételt megoldésat. Ez a kiilonbség a stratégidikbol adédik.

2. Egy divide et impera algoritmus el6szor lebontja a feladatot
(preorder mélységi bejdrds szerint), majd a rekurzié visszaitjan
posztorder sorrendben megold minden részfeladatot, amellyel
a lebontds alkalmaéval taldlkozott. Mivel minden részfeladat meg-
oldésat a kozvetlen fitu-részfeladatai megoldasaibdl épiti fel, ezért
csak ezeket tdrolja el, és ezeket is csak ideiglenesen (amig az apa-
csomépont megolddsa megépiil). Mds széval, nem vezet nyilvan-
tartdst a mar megoldott részfeladatokrél és azok megolddsairél.
Ez a magyardzata annak, hogy az azonos részfeladatokkal — anél-
kiil, hogy tudomaésa lenne réla — tobbszor is taldlkozik, tjra és
tjra megoldva &ket.

Ezzel szembe a dinamikus programozas lentrél (az egyszertit6l
a bonyolult fele haladva) kezd neki a feladatnak, és minden rész-
feladatot csak egyszer old meg. Nyilvantartast vezet (dltaldban egy
tombben) a mar megoldott részfeladatok optimélis megoldésairdl,
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hogy amennyiben valamelyikre sziikség lenne a késébbiekben, ne
kelljen tjra megoldania.

3. Optimalizdlési feladatok esetében a dinamikus programozds
a részfeladatok optimumeértékeirdl végzett nyilvantartasaboél uto-
lag el@ tudja allitani magét az optimadlis megoldést is. Ezzel szem-
ben a divide et impera csak az optimdlis megolddshoz tartozé
optimumértékkel tud szolgélni.

4. Mi torténne, ha a divide et impera kolcsonvenné a dinamikus
programozastél a mar megoldott részfeladatok nyilvéantartdsa-
nak 6tletét? Ugy értjiik ezt, hogy amikor el8szor taldlkozik egy
részfeladattal, a dinamikus programozashoz hasonléan, tarolja el
a megoldésat egy témbbe, hogy valahdnyszor tjra taldlkozik ve-
le, egyszerfien csak el kelljen vegye a megoldasat. E feljavitas
esetén a két technika ugyanolyan komplexitasu algoritmust fog
nyujtani. Ez esetben a részfeladatok megolddsdnak lentr&l felfele
irdnya a postorder mélységi bejarasi sorrendnek megfeleld fordi-
tott topologikus sorrend lesz. Ezt a stratégiat inkdbb a dinamikus
programozas rekurziv véltozatdnak nevezhetnénk, mint divide et
imperanak.

5. Egy mdsik hasonlésdg a divide et impera és a dinamikus progra-
mozas ,levelek—gyokér” valtozata kozott, hogy mindkét esetben
a gyokérben hirdetiink megoldast: a divide et impera a rekur-
zi6bol visszaérkezve ide, a dinamikus programozds iterativan
felérkezve ide. Tehdt mig az egyik algoritmus alapvetden rekurziv,
a masik alapvet6en iterativ.

8.1. Dinamikus programozas rekurzivan

Amint mér fentebb is utaltunk rd, e megkozelitésnek két {6 jellegze-

tessége van:

1. Rekurzivan haszndlja a lentr6l felfele irdnyt épitkezés képletét,
akdrcsak a divide et impera.

2. A mar megoldott részfeladatok optimalis megoldésait eltdrolja,
hogy amennyiben késébb sziiksége lenne rajuk, egyszeriien csak
el6 kelljen vegye azokat (akdrcsak a dinamikus programozas).

Mivel a masodik tulajdonsdg a meghatarozoé, ezért e stratégia inkabb

dinamikus programozds, mint divide et impera. Ennek ellenére jol fel-
haszndlhaté, mint 6tvozet, a két technika 6sszehasonlitdséra.
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Az alédbbiakban ko6zoljiik az n-edik Fibonacci-szdm, valamint az N
elem K-adrend@i kombindcié (K < N) szdma feladatok rekurziv di-
namikus programozdsos megolddsat. Ezt kovet6en adunk egy rekurziv
megoldast a dinamikus programozds bemutatdsdra hasznélt , harom-
szog” feladatra is.

8.1. Fibonacci-szdmok: Az £[0..n] tomb f[i] eleme, az i-edik Fi-
bonacci-szdm értékét tarolja. Kezdetben a tombdt —1 értékekkel toltjiik
fel. Ha egy tombelem értéke —1, azt jelenti, hogy az illet6 Fibonacci-
szdm még nincs meghatdrozva.

f[i] = 0, ha i=0

1, ha i=1
fl[i-1] + f[i-2], ha i>1

fibonacci(f[],1)
ha f[i]#-1 akkor return f[i]
kiilonben
ha i==0 vagy i==1 akkor f[i]=1i
kiilonben f[i]=fibonacci(f,i-1)+fibonacci(f,i-2)
vége ha
return f[i]
vége ha
vége fibonacci

A fiiggvényt a kovetkezé médon hivjuk meg: fibonacci(f,n)

8.2. Kombinacidék szdma: A c[0..N][0..N] tomb c[n][k] (0 < k <
< n < N) eleme az n elem k-adrendi kombindciéi szamat térolja. Kez-
detben a tombo6t —1 értékekkel toltjiik fel. Ha egy tombelem értéke —1,
azt jelenti, hogy az illet6 kombinadciészdm még nincs meghatdrozva.

c[n][k] = 0, ha k=0 vagy n=k
= c¢[n][k-1]+c[n-1][k-1], ha O<k<n<=N

c_n_k(c[1[],n,k)
ha c[n][k]#-1 akkor return c[n][k]
kiilonben
ha k==0 vagy n==k akkor c[n][k]=1
kiilonben c[n][k]=c_n_k(c,n,k-1)+c_n_k(c,n-1,k-1)
vége ha
return c[n][k]
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vége ha
vége c_n_k

A fiiggvényt a kovetkezéképpen hivjuk meg: c_n_k(c,N,K)

8.3. Haromszog: Egy n soros négyzetes matrix f6atléjan és foat-

16 alatti hdromszogében természetes szamok taldlhaték. Feltételezziik,

hogy a métrix egy a nevii kétdimenziés tombben van tarolva. Hatdrozzuk

meg azt a ,,leghosszabb” utat, amely az a[1][1] elemt6] indul és az n-edik
sorig vezet, figyelembe véve a kovetkezéket:

— egy uton az ali][j] elemet az a[i + 1][j] elem (fiigg6legesen le) vagy

az ali + 1][j + 1] elem (4tl6san jobbra le) kévetheti, ahol 1 < i < n

ésl <y <my
— egy ut ,,hossza” alatt az Gt mentén taldlhaté elemek 6sszegét ért-
juk.

A héromszog fiiggvényben ugyanazokat a jeloléseket hasznaltuk,
mint a dinamikus programozast bemutato fejezetben.

haromszoég(c[1[]1,al1[]1,n,1,])
ha c[i][j]#-1 akkor return c[i][j]
kiilonben
ha i==n akkor c[i][j]=al[il[j]
kiilénben
c[il[jl=ali][j]+max(hdromszég(c,a,n,i+l,j),
haromszoég(c,a,n,i+l,j+1))
vége ha
return c[i][]j]
vége ha
vége haromszog

A fiiggvény meghivdsa: haromszog(c,a,n,1,1)

Mellékelve bemutatjuk a ,,hdromszog feladat” 6sszevont dontési fa-
jén, hogy milyen sorrendben oldja meg a részfeladatokat a dinamikus
programozas klasszikus levelek—gyokér iranyu valtozata (bal oldali db-
ra), illetve a rekurziv megvaldsitds (jobb oldali dbra). Természetesen
mindkét sorrend egy-egy forditott topologikus sorrend (8.1. dbra).

8.4. Egér-sajt-feladat: Egy labirintusban, amelyet egy n xm (n < 50,
m < 50) méretli, a nevii bindris matrix dbrdzol (a 0 érték utat jeldl,
az 1-es falat), ismert egy egér (ze, ye) és egy darab sajt (xs, ys) pozicidja.
Hatdrozzuk meg az egértél a sajthoz vezet6 legrévidebb utat (a labirin-
tusban négy irdnyban lehet kozlekedni).
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Példa:
1 2 3 4 5 6
1/e|0|0|0)0]O
2011111 (0]|0
3(0l1|]0|0|O0]|1
4/10(0(0(0]|1]|s
8.2. dbra.

E feladat divide et impera megoldadsat mar kifejtettiik a 4. fejezet-
ben, ahol a divide et impera mdédszert a backtrackinggel hasonlitottuk
Ossze. Ott azt is tisztdztuk, hogy miért alkalmas a divide et impera csak
a legrovidebb ut hosszdnak meghatdrozdsara. Ugyancsak a 4. fejezetben
utaltunk rd, hogy az egér—sajt-feladat hatékony megolddsa dinamikus
programozassal torténik.

A feladat mogott meghtiz6dé 6sszevont dontési fa, mint irdnyitott
graf, szamtalan kort tartalmaz, de nem tartalmaz negativ silyud élet
(minden él stlya 1). Ezért e feladatot a dinamikus programozas Dijkstra-
algoritmus alapu véltozata oldja meg, amely alapvet8en gyokér—levelek
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irdnyu tipust (az dltaldnos feladat az (ze, ye) poziciétél az (i, j) pozicidig
vezetd legrovidebb it meghatdrozasa). A divide et impera stratégia vi-
szont a levelek—gyokér irdnyd dinamikus programozdshoz 4ll kézelebb.
Milyen akadélyba {itk6znénk, ha levelek—gyokér irdnyu stratégiaval pro-
bélndnk megkozeliteni az egér—sajt-feladatot ?

Ez esetben az dltaldnos feladat az (7, j) poziciébdl az (xs,ys) pozi-
ciéba vezet6 legrovidebb it meghatdrozdsanak problémaéja kellene hogy
legyen, ami azt jelenti latszélag, hogy két fiiggetlen paramétere van az 4l-
talanos alaknak. Csakhogy van egy bokkendé. Az egérnek el6szor el kell
jutnia az (7, j) poziciéba, és csak azutdn beszélhetiink az innen a sajthoz
vezetd legrovidebb tutrdl. Tovdbba az egér — hogy elkeriilje a hurkokat
— be kell hogy falazza a maga mogott hagyott ttszakaszt, ami a labirin-
tus ideiglenes atkonfiguralasat jelenti. Mivel az (i, j) poziciéba az egér
kiilénb6z6 utakon is eljuthat, az (7, j) pozici6tél a sajthoz vezet6 legro-
videbb 1t keresése mds-més konfiguraciéjui labirintusban torténik. Ezzel
magyarazhatd, hogy a 4. fejezetben felvazolt dontési fa identikus csomo-
pontjaihoz kiilénb6z§6 részfak tartoznak. Tehdt az ¢ és j paraméterek nem
azonositjdk egyértelmtien az (i, j) pozici6tdl a sajthoz vezetd legrovidebb
ut problémajat.

Tekintettel arra, hogy a feladat mogott meghtiz6dé 6sszevont don-
tési fanak, mint irdnyitott grafnak, az élei mind egységnyi hossziak,
a leghatékonyabb algoritmus egy egyszer(i szélességi bejardson alapszik,
amely Lee-algoritmusként ismert, és a Dijkstra-algoritmus alapti dinami-
kus programozas egy egyszertiisitett valtozata.

Az alébbi példéra végigvissziik az algoritmust 1épésrél 1épésre a c
tombon. Az egeret e-vel, a sajtot sziirkével és a falat feketével jeldltiik
(8.3. abra). Egy sorszerkezetet (@) haszndlunk, mint ahogyan azt mar
a bevezetd fejezetben bemutattuk a fastruktirak szélességi bejarasanal.
A sor elemei az egyes celldk indexpdrjait tartalmazzdk. A sornak mindig
az elejér6l vesziink ki (kivesz_sorbdl eljdrds) és a végére szirunk be
(betesz_sorba eljards). Mivel minden él hossza 1, nincs sziikség els6bb-
ségi sorra. A sor_elso) eljards a masodik, illetve harmadik cim szerinti
paramétereiben visszaadja a sorelsé elem indexeit. Az iires fiiggvény
azt ellen6rzi, hogy kiiiriilt-e a sor, az elsé_e fiiggvény pedig azt, hogy
a paraméterként kapott tombindexek a sorels elem indexei-e.

minden i=1,n végezd
minden j=1,m végezd
ha a[i][j]==0 akkor c[i][j]=-1
vége ha



216

8. DIVIDE ET IMPERA VAGY DINAMIKUS PROGRAMOZAS

vége minden
vége minden
c[xe][yel=0

betesz_sorba (Q, xe, ye)
amig nem iires (Q) és nem elsé_e (Q, xs, ys) végezd
sor_elsé (Q, i_e, j_e)
kivesz_sorbdél (Q)
minden (i,j) szomszédjara (i_e,j_e)-nek végezd
ha a[i][j]==0 és c[i][j]==-1 akkor
c[il[jl=cli_e]l[j_el+1
betesz_sorba (Q, i, j)
vége ha
vége minden
vége amig

ha iires (Q) akkor ki: "Nincs megoldas"”
kiilonben ki: c[xs][ys]
vége ha

2
1 1 1
el 1 e |1 e |1
|| HERBEEEREEE

1 e| 1] 2 e |1 e 2
1 1|2 1

3 213 2|3

2 112 12 III44

1123 el 1|23 e 123

2 1123 1123

8.3. abra.
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Ha az amig ciklus azért ér véget, mert kiiiriilt a sor, akkor nem lehet
az egértdl a sajtig eljutni. Kiilénben, amelyik pillanatban el&szor elérjiik
a sajtot, meg is van a legrovidebb 1t. Ha szeretnénk magat az utat is,
akkor ez mar egyértelmf a c tomb alapjédn a sajttél visszafele.

Ahogy a szélességi bejardas mindig a legrovidebb tton éri el egy graf
csomdépontjait, igy bizonyithatd, hogy a fenti algoritmus is a legrévidebb
egér—sajt utat taldlja meg.



9. FEJEZET

MOHON VAGY DINAMIKUSAN?

Ez a fejezet a mohd és a dinamikus programozasi technikdkat ha-
sonlitja 6ssze. Ha tisztan latjuk a két stratégia kozotti alapvet6 hasonlo-
sdgokat és kiilonbségeket, akkor ez segiteni fog abban, hogy felismerjiik,
mikor célszeri alkalmazni 6ket, és el fogjuk keriilni az aldbbi tévedése-

ket is:

— Dinamikus programozast alkalmazunk, bar a mohé megkozelités

is kielégit6 lenne.

— Moh¢ algoritmust haszndlunk ott, ahol dinamikus programozasra

lenne sziikség.

A mohé és dinamikus programozasi stratégidk véll vdll mellett:

1.

2.

Altaldban mindkét technikat optimalizaldsi feladatok megoldésa-
ra hasznéljuk.

Mind a mohé, mind a dinamikus programozasi stratégia esetében
a megolddst egy optimalis dontéssorozat jelenti.

Mig az els6 technika egyetlen dontéssorozatot éllit elé (bizva ab-
ban, hogy ez lesz az optimadlis), addig a masodik tobb (optimalis)
részdontéssorozatot is general, amelyekb6]l majd felépiti az erede-
ti feladatot megoldo (optimaélis) déntéssorozatot. Ez a kiilonbség
abbdl adddik, hogy a mohé algoritmus mohé doéntések soroza-
ta altal, a dinamikus programozas pedig az optimalitds alapelve
szerint épitkezve oldja meg a feladatot.

A fenti megdallapitdssal 6sszhangban, a mohé stratégia fentrél le-
fele, a dinamikus programozds pedig lentrél felfele oldja meg
a feladatot. A moh6 algoritmusok mindig a déntési fa gyokerétél
a levelei fele haladnak, és minden mohd vélasztissal a felada-
tot kisebb méretti hasonlé feladattd redukdljdk, mig trividlissa
nem vdalik. Amint lathattuk, a dinamikus programozis esetében
a lentrél felfele jelenthet mind levelek—gyokér, mind gyokér—
levelek irdnyt. Az els6 esetben a trividlis (szuifix) részfeladatokat
abrazolo levelektdl indulva, felépitettiik az egyre bonyolultabb
(szufix) részfeladatok optimadlis megolddsait, végiil pedig — felér-
kezve a gyokérbe — az eredeti feladatnak mint legnagyobb (sztifix)
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feladatnak az optimélis megolddsat. A mdsodik esetben a gyokér
képviselte kezdeti dllapothoz tartozo trivialis (prefix) részfeladat-
bdl indultunk. Nem rendelkezvén kell6 informéciéval ahhoz,
hogy mohé dontést hozzunk, regisztraltuk a terebélyesedd fa
korondjan megjelené 6sszes — egymadstol kiilonb6z6 — csomépont-
hoz (amelyek egymastol kiilénb6zs dllapotokat képviseltek) veze-
t6 optimédlis dontéssorozatot mint az illet6 csoméponthoz tartozé
(prefix) részfeladat optimdlis megoldasat. Egyre tébb és egyre bo-
nyolultabb (prefix) részfeladatot oldva meg, végiil , felérkeztiink”
a dontési fa leveleibe. Miutdn kivalasztottuk az optimaélis leve-
let, az ide vezet6 gyokér—levél it képviselte az eredeti feladatnak
mint legnagyobb (prefix) részfeladatnak az optimdlis megolddsat.

5. A két technika alkalmazdsa mdas-mas komplexitdsi algoritmust
eredményez. Tegylik fel, hogy az illeté feladathoz rendelhetd
fa magassdga n. Dontési fardl 1évén sz, a fa Gsszcsomépontja-
inak szdma nyilvdn exponencidlisan fiigg n-t6l. A mohé-straté-
gia alkalmazdsa linedris algoritmust (O(n)) eredményez, hiszen
egyetlen gyokér—levél utat jar be. Bar a dinamikus programozas
altaldban nem tudja elérni ezt a komplexitdst, ha az egymastol
kiilénboz6 részfeladatok szdma polinom fiiggvény szerint fiigg
n-t6l, akkor algoritmusa polinomiélis lesz.

Megjegyzés: Itt a stratégidbdl ad6dé komplexitast vizsgéltuk. Ez
a komplexitds n6het még, attdl fiiggten, hogy az egyes dontések
meghozatala milyen komplexitdsu plusz feladattal jar.

6. Mindkét technika valamilyen mértékben az optimalitds alapelvé-
re tdmaszkodik. A dinamikus programozds algoritmusok teljesen
erre az alapelvre épiilnek. A mohé technika esetében viszont csak
sziikséges feltétele annak, hogy a feladat megoldhaté legyen mo-
hé dontéssorozat dltal. A mohdé algoritmusok a mohg-valasztas
alapelvére épiilnek. Tehdt mig a dinamikus programozas telje-
sen kihaszndlja az optimalitds alapelvét, a mohd-technika csak
részlegesen (a médszer helyességének bizonyitdsédban).

Az aldbbiakban a kozismert ,hatizsdk feladat” segitségével allitjuk
egymds mellé a két technikat. (Mar taldlkoztunk ezzel a feladattal ab-
ban a fejezetben, amely azt fejtegette, hogy miként képesek kiegésziteni
egymast a backtracking és greedy technikdk).

9.1. Hatizsak: Egy iizletben n targy (dru) taldlhatd, és ezek minde-
nikének ismert az dra (a[l..n]) és a sidlya (g[1..n], minden g[i] (i = 1,n)
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természetes szdm). Mely tdrgyakat vigye magdval a tolvaj, hogy a lehe-
t6 legnagyobb nyereséggel tdvozzon? (A hatizsakja legtobb G silyt bir
meg.)

A feladat két valtozatban ismert:

a) a targyak elvaghatok,

b) a targyak nem vaghatok el.

Amint latni fogjuk, a feladatra — mindkét valtozatdban — érvényes
az optimalitds alapelve. Ezzel szemben a mohd-vélasztds alapelve csak
az elsé estben igaz. Tehat a) valtozatdban mohé-technikaval, b) véltoza-
tdban pedig dinamikus programozdssal fogjuk megoldani a feladatot.

Az optimalitds alapelvének ellendérzése

a) Tekintsiik a tdrgyakat az a[i]/g[:] hdnyados szerint csokkend sor-
rendben. Ez a mohé-vélasztdsi sorrend. Tegyiik fel, hogy a rendezett
sor els6 m tdrgya fér bele a hdtizsdkba: az els6 (m — 1) tdrgy teljes
mértékben, az m-ediknek pedig egy bizonyos szdzaléka. Legyen ezen
optimélis megolddsnak a kédja (k1, ko, ..., km—1, km, Emy1, - - - kn), ahol
ki=1minden:=1,m—1,0<k,, <=1, k; = 0minden i = m + 1,n,
és X(k; - gli]) = G. Az els6 mohé dontés nyoman (a sor elején 1évé6,
legnagyobb ar per sily hdnyadosu targynak a hatizsdkba valé helye-
zése) a feladat a G — g[1] méreti hatizsdknak a 2., 3., ..., n. targyak
felhasznélasdval val6 optimélis megtoltése feladatava redukalédik. El-
mondhatd, hogy ennek a feladatnak a (ko, . . ., kni_1, b, Koy Kmt1y - - -5 k)
kédit megoldas jelenti az optimélis megolddsdt? Minden bizonnyal, hi-
szen ha lenne erre a részfeladatra egy jobb megoldas, akkor mellé véve
az elsé targyat, az eredeti feladatra is jobb megoldést kapndnk, mint ame-
lyikbél kiindultunk. Ez viszont ellentmondana a feltételnek, miszerint
optimadlis megoldasbdl indultunk ki. Tehat a feladat optimélis megoldésa
a részfeladatok optimadlis megolddsaibdl épiil fel.

b) Ebben az esetben a targyak lehetnek barmilyen sorrendben. Le-
gyen ezen optimdlis megolddsnak a kédja (ky, ko, . . ., k,,), ahol k; (i = 1, n)
egyenld 1-gyel vagy 0-val, attdl fiigg6en, hogy az illetd targyat bele tettiik
vagy sem a hdtizsdkba. Ez alkalommal a hétizsédk telitettségét leir6 6ssze-
fliggés a 3(k;-g[i]) <= G alakban 4ll fenn (a hatizsdk nem biztos, hogy
pontosan megtelik). Az elsé targy fel6l valé dontés nyomaén a kdvetkezé
részfeladatokkd redukédlédhat a feladat:

— a G — g[1] méretli hatizsdk optimadlis megtoltése 2., 3., ..., n.

targyak segitségével (beletettiik az elsé tdrgyat a hatizsdkba);
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— a G méretli hatizsdk optimélis megtoltése 2., 3., ..., n. tdrgyak
segitségével (nem tettiik bele az elst targyat a hatizsakba).

Mindkét esetben a részfeladatok optimdlis megolddsanak foltétle-
niil a (kq, k3, . . ., kn) kédd megolddsnak kell lennie. Tegyiik fel példaul,
hogy az els6 esetben a G — g[1] méretii hatizsdk megtoltésére létezik egy,
az el6bbinél jobb megoldds, a (ps, ps, . . ., p,) kédui (X(p;-g[i]) <= G—g[1],
i = 2,n). Ha azonban ez igy lenne, akkor az (1, p2, ps, ..., p,) kédd meg-
oldés az eredeti feladatra nagyobb nyereséget biztositana, mint amib6l
kiindultunk. Ez viszont ellentmond annak, hogy a (ki, k2, . . ., k,) kédd
megoldds optimélisan oldja meg a feladatot. A masodik esetben még nyil-
vanvalébb a bizonyitas. Kovetkezésképpen a feladat b) védltozata esetén
is elmondhaté, hogy a részfeladatok optiméalis megolddsaibdl felépithetd
az eredeti feladat optimdlis megoldésa.

A mohé-vdlasztds alapelvének ellenérzése

a) Be fogjuk bizonyitani, hogy a mohé-vélasztashél ad6dé targy (ha
a tdrgyak rendezve vannak az a[i|/g[i] hdnyados szerint csokkend sor-
rendben, akkor ez az els6 targy) mindenképpen részét képezi az optima-
lis megoldésnak, tehét az optimadlis megoldas foltétlentil vele kezdédik.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan optimalis megoldés, amely nem tartalmaz-
za a legnagyobb &r per siily hanyadost targyat. Vegyiink ki a hatizsdkban
levd targyakbdl g[1] sily mértékben (ezt meg tudjuk tenni, mert a térgyak
elviaghatodk), és helyettesitsiik az 1. targgyal. Mivel az els6 targybél a leg-
értékesebb egy egységnyi silyt mennyiség, az el6bbi cserével egy jobb
megoldashoz jutottunk, mint amibél kiindultunk. Ez viszont ellentmond
a feltételnek.

b) Egy ellenpéldaval bizonyitjuk, hogy létezik olyan eset, amikor
az optimalis megoldds nem tartalmazza a mohé-vélasztasbdl ad6do tar-
gyat.

Legyen n = 3, g[1..3] = (10, 20, 30), a[1..3] = (60, 100, 120) és G = 50.
Az ar per suly hanyados szerint a legigéretesebb targy az els6. Ezzel
szemben az optimélis megoldds a (0,1, 1) kddd, az, amikor a 2. és 3.
targyakat tessziik a hatizsdkba.

A mohé dontés alapelve azért nem érvényes ez esetben, mert a mohé-
vélasztds odavezethet, hogy nem tudjuk teljesen megtolteni a hatizsakot
(amikor a targyak elvdghaték, ez nem 4&ll fenn). Ez olyan, mintha ar-
ra kényszeriilnénk, hogy egy bizonyos mennyiségii nullaértékii targyat
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(levegtt) tegyilink a héatizsdkba. Lokalisan dontiink olyan kérdésben,
amelynek hosszu tavi kovetkezménye lehet.

Mohé-algoritmus az a) esetre

Feltételezziik, hogy a tdrgyak mar rendezve vannak ar per suly
szerint csokken6 sorrendben. A k[1..n] témbben fogjuk kialakitani a meg-
oldas kédjat.

minden i = 1,n végezd
k[i] = 0
vége minden
s = 0 // a hatizsakba keriilt targyak o6sszsulya
e 0 // a bepakolt aruk Gsszara
i=1
// az elérendezésbdl addéddéan mohd dontésrol
// mohé dontésre haladunk
amig (s+g[i] <= G) végezd
// a kovetkezd targy teljesen belefér a zsakba
s += g[i]
e += a[i]
k[i] = 1
i+4=1
vége amig
ha s<G akkor
k[i] = (G-s)/gli]
e += a[i]«k[i]
vége ha
ki: e, k[1..n]

Dinamikus programozds algoritmus a b) esetre

A feladat nagymértékben hasonlit a konyvespolc feladatra, amit rész-
letesen targyaltunk a dinamikus programozast bemutaté fejezetben. Ott
megemlitettiink egy masodik megkozelitési médot is a feladatra. Itt ezt
fogjuk alkalmazni, mert talan jobban talél ezen fejezet témdjahoz.

Részfeladatnak tekinthetjiik egy s hatizsakméret optimaélis meg-
pakolédsat vagy kirakdsat (0 <= s <= ). Osszhangban azzal, hogy
a dinamikus programozds az egyszerfit6l halad a bonyolult fele, meg-
probaljuk sorba kirakni (optimdlisan) a 0,1,2, ..., G hatizsdkméreteket.
Persze egyédltalan nem biztos, hogy a teljes értéksor kirakhaté (a targyak
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halmazanak nincs egyetlen olyan részhalmaza sem, amelyre a silyok
Osszege az illetd hatizsakméret legyen), s6t, amint lathattuk, lehet, hogy
maga a G hatizsakméret sem rakhaté ki. Ilyenkor a feladat megoldédsa
a G-hez legkozelebbi kirakott érték lesz. Tegyiik fel, hogy az s hatizsak-
méretet szeretnénk kirakni. Ekkorra méar nyilvédn kiraktuka 0,1,...,s —1
értékeket (amennyiben lehetséges volt). Mikor és hogyan épithet6
fel ezen optimalis részmegoldasokbél az s-méretli feladat optimadlis
megolddsa? Nyilvan ennek az a feltétele, hogy valamely i = 1,n esetén
az s— g[i] hatizsdkméretet ki tudtuk volt rakni az i-edik targy felhasznalé-
sa nélkiil (az optimélis megolddsban). Ha igy 4ll a dolog, akkor az s — g[i]
optimalis kirakdsdhoz hozzavéve az i-edik targyat, taldltunk egy kirakasi
moédot az s hatizsdkméretre. Ez nem f6ltétleniil az optimalis kirakés,
hiszen létezhet jobb is. Ha tébb kirakasi méd is van egy adott s értékre,
akkor nyilvdn az az optimalis, amelyik a legtobb nyereséget hozza a tol-
vajnak. Vegyiik figyelembe, hogy az optimalitas alapelve nem azt mondja
ki, hogy minden optimalis részmegoldasra épiilé megoldas ugyancsak
optimaélis, hanem hogy az optimédlis megoldads valamelyik optimalis
részmegoldasra épiil. Ez viszont elég, hogy mindig csak az optimadlis
megoldast kelljen megoérizniink, hiszen szavatolja, hogy az optimadlis
megoldas felépithet6 kizdrélag az optimalis részmegoldédsokbdl.

Legyenek a ¢[0..G] és d[0..G][1..n] témbok azok, amelyekben eltd-
roljuk az egyes hatizsdkméretek optimélis kirakdsait. A c[s] elem az s
érték optimadlis kirakdsabdl ad6dé nyereséget, a d tomb s-edik sora pedig
az optimadlis kirakdsban felhaszndlt tdrgyakat tarolja, (d[s][:] érték attol
fligg6en lesz 1 vagy 0, hogy hasznéltuk-e az i-edik targyat). Ha egy ha-
tizsdkméret még nincs kirakva, vagy nem kirakhatd, akkor ezt (—1)-gyel
jelezziik a ¢ tomb megfelels elemében. fme az algoritmus (feltételezziik,
hogy a d tomb elemei kezdetben le vannak nulldzva, a ¢ témb elemei
pedig (—1)-gyel vannak feltoltve):

c[0]=0
minden s=1,G végezd
minden i=1,n végezd
ha s>=g[i] és c[s-g[i]]#-1
és d[s-g[i]][i]==0 és c[s-g[i]]+al[i]l>c[s]
akkor
c[s]=cl[s-gli]]l+ali]
k=1
vége ha
vége minden
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ha c[s]#-1 akkor
d[s][1..n]=d[s-g[k]I[1..n]
d[s]lk]=1
vége ha
// az s-g[k] hatizsakméret optimalis
// megoldasabol épitjik fel az s
// hatizsakméret optimalis megolddasat
vége minden
s=G
amig c[s]==-1 végezd
s-=1
vége amig
ki: c[s], d[s][1..n]

A k valtozéban 6rizziik meg annak a targynak a sorszamaét, amelyikre
az aktudlis hatizsakméret optimalis megoldésat kapjuk.

Osszehasonlitva a két algoritmust, lathatjuk, hogy az elsé mohé dén-
tésr6l mohé dontésre haladva épiti fel az optimalis megoldést, a masodik
pedig a részfeladatok optimalis megoldésaibdl épitkezik.

9.1. Visszapillantds az eddig bemutatott négy
technikara

Tekintsiik tjra a pénzérmés feladatot, és hasznéljuk fel arra, hogy
felelevenitsiik elménkben az elsé kilenc fejezet néhdny gondolatat. Ezen
eszmefuttatds el6készitheti a talajt a 10. fejezethez, amelynek be kell
majd épitenie a branch and bound technikat az el6bbiekrél kialakult
képbe.

9.2. Pénzosszeg: Adott egy S >= 1 Osszeg és kiilénboz6 értéki
pénzérmék. A pénzérmék értékeit egy a[l..n] témbben tdroljuk (min-
den pénzérmefajtdbol rendelkezésre all akdrmennyi). Fizessiik ki az S
Osszeget, minimdlis szdmu pénzérmét felhasznalva.

Gondolkodjunk el az aldbbiakon:

— Mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a feladatnak
legyen megolddsa minden S >= 1 esetén? Bizonyitsuk be va-
laszunkat!

— Mi lenne egy backiracking stratégia a feladatra? Implementaljuk
az algoritmust!
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— Az S 0sszeg kifizetése visszavezethetd az i és S — ¢ Osszegek ki-
fizetésére, ahol i = 1 .. S—1. Epitsiink fel egy divide et impera
algoritmust erre az észrevételre!

— Mutassuk ki, hogy amennyiben a pénzérméink értékei k°, k', k2,
..., k"1 (k € N, £ > 1) alakdak, akkor alkalmazhaté a mohé-
stratégia a feladatra! frjuk meg a greedy algoritmust!

— Bizonyitsuk be, hogy a feladatra érvényes az optimalitds alapelve!
Implementéljuk a dinamikus programozds algoritmust, miszerint
sorra meghatdrozzuk az 1,2,3,...,5 — 1 és végiil az S 6sszeg op-
timadlis kifizetési médjait.

— Mekkora lesz a bonyolultsdga a négy algoritmusnak?

Végkovetkeztetésként elmondahaté, hogy mind a hatizsdk, mind

a pénzosszeg feladat esetében az alapvet6 kérdés nem mds, mint: mohén
vagy dinamikusan?



10. FEJEZET

A BRANCH AND BOUND STRATEGIA
BEAGYAZVA A TECHNIKAKROL
KORVONALAZOTT KEPBE

A branch and bound technika sokkal Gsszetettebb, hogy itt a tel-
jesség igényével bemutathatndnk. Célunk csak izelit6t adni beléle, egy
jellegzetesen branch and bound, az tgynevezett A* algoritmus révén.

Foglaljuk 6ssze az eddigiekben bemutatott négy technika stratégiajat
a hataskoriikbe tartozé feladatokhoz rendelhet6 faszerkezeten, és az igy
kapott képbe dgyazzuk bele a branch and bound stratégiat.

A backtracking és divide et impera technikdk mélységében jarjak be
a ,feladat f4jat”. A backtracking preorder sorrendbe épiti be a csomo-
pontokat a megoldasba, a divide et impera pedig postorder sorrendben
oldja meg a csomépontokhoz tartozé részfeladatokat.

A moho stratégia a dontési fa egyetlen gyokér—levél ttjan ,,szalad”
le, mélységében.

Milyen sorrendben oldja meg az 6sszevont dontési fa csomdépontjai-
hoz tartozo részfeladatokat a dinamikus programozas? (Féleg a gyokér—
levelek irdnyu véltozatdt vizsgdljuk most.) Az alapelv az, hogy az egysze-
r(it6] halad a bonyolult fele. Még konkrétabb sorrendet szab a rekurziv
képlet, amely matematikailag leirja, hogy miként épiilnek fel az egy-
szerlibb részfeladatok optimdlis megoldédsaibdl az egyre bonyolultabb
részfeladatok optimélis megolddsai. Lathattuk, hogy kérmentes 6ssze-
vont dontési fa esetén ez a sorrend biztosithaté egy topologikus sorrend
szerinti bejardssal. Ha az 6sszevont dontési fa, mint stlyozott irdnyitott
graf, tartalmazott kort (de nem tartalmazott negativ élet), akkor els6bbsé-
gi sor segitségével (Dijkstra-algoritmus) hataroztuk meg a részfeladatok
megoldasanak helyes sorrendjét. Ez utdébbi stratégia a szélességi be-
jardshoz all kozelebb (példdul ugyanigy sorszerkezetet hasznal), bér
a klasszikus szélességi bejards tgy tekinti a grafot mint silyozatlant
(vagy mintha az élei mind egysulytak lennének). Egy masik lényeges
kiilénbség az, hogy mig a klasszikus szélességi bejaras egybél a legro-
videbb tton (az élek szamat tekintve) éri el az egyes csomépontokat,
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a dinamikus programozds e véltozata altaldban t6bbszori finomitds ré-
vén éllitja el6 az optimadlis utakat.

A kovetkez6 feladat, amelyet 1990-ben adtak a Nemzetkozi Infor-
matika Olimpidszon, egy olyan helyzetet mutat be, amelyben egyik
bemutatott technika sem igazan hatékony.

10.1. Tili-toli: Adott egy 4x4 méretli matrix, amely 0-t6] 15-ig tar-
talmazza a természetes szamokat (1a4sd lennebb). A nulla pozicidja iires
helynek szamit. Egy lépésen azt értjiik, hogy valamelyik nulldval szom-
szédos (fel, le, jobbra, balra irdnyban) szdmot az iires helyre hizzuk
(a valésdgban az illet6 szdam helyet cserél a nulldval). Keverjiik 6ssze
a matrix elemeit, véletlenszerti 1épéseket téve.

Adva 1évén egy Osszekevert dllapot, allitsuk vissza a kezdeti dllapo-
tot minimalis szamu lépésbél.

Példa:
10.1. tablazat.
Kezdeti dllapot Osszekevert allapot
1 2 3 4 8 2 5 11
5 6 7 8 1 6 9 10
9 10 11 12 3 15 0 7
13 14 15 O 12 14 13 4
Megjegyzések:

— Egy lépést tigy is felfoghatunk, mintha a nulla 1épne, helyet cse-
rélve az elmozditott szdmmal.

— A feladathozrendelhet6 dontési faban a gyokér a kezdeti dllapotot
(az dsszekevert konfigurdciét) dbrdzolja, az els6 szinti csomépon-
tok azokat a konfigurdciékat, amelyekhez egy 1épésbél juthatunk,
a masodik szintiek, amelyek két 1épésbdl adodhatnak, és igy to-
vébb.

— A feladat optimadlisan megoldott dllapotat a dontési faban legma-
gasabban taldlhat6 — kirakott konfigurdciénak megfelel6 — csomé-
pont képviseli.

— A sarkokbél két irdnyba, az oldallapokrél hdrom irdnyba, egyéb-
ként négy irdnyba ,,léphet a nulla”. Ezzel dsszhangban, és figye-
lembe véve, hogy nem lépiink vissza oda, ahonnan ide léptiink,
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a fa csomoépontjai fiainak szdma 1, 2 vagy 3 lesz (kivéve a gyoke-
ret, amelynek 2, 3 vagy 4 fitu-konfigurdciéja lehet, hiszen esetében
nem volt el6z6 1épés).

— Amint mdr utaltunk ra, a feladat csomdépontok képviselte élla-
potait a 16 szdm konfigurdcidja hatdrozza meg, nevezetesen az,
hogy éppen hol taldlhaték a (4x4)-es méatrixban. Ez 16 fiiggetlen
paramétert jelent.

10.1. Hogyan kozelitenék meg a feladatot a bemutatott
technikak?

A dontési fa mélysége alapvetten végtelen. Ezért egy mélységi beja-
ras végzetes lenne. Igaz, korldtozhatnank a fat azzal, hogy nem fogadunk
el ugyanazon az dgon ismétl6d6 allapotokat, hiszen ez végtelen ciklust
(végtelen rekurziot) jelentene. De még igy is a fa egyes 4gai nagyon mé-
lyek lehetnek (16! kiilénb6z6 konfiguracié létezik). Egyértelmii, hogy
a dontési fa szamtalan identikus csomépontot tartalmaz. Ha ezeket egy-
madsra csusztatjuk, egy olyan sulyozatlan irdnyitott grafhoz jutunk, amely
szdamos kort tartalmaz. Mivel a minimaélis 1épésszami megoldast keres-
siik, az Osszevont dontési fat gy is tekinthetjiik, mint amelynek élei
egysulyuak.

A backtracking stratégia egy masik hédtranya (azon til, hogy mélysé-
gében jarja be a fat), hogy nincs benne céltudatossdg. A mélységi bejards
kozben széltében veszi az dgakat, dltaldban balrél jobbra sorrendben. Ha
netaldntdn az optimdlis megoldéslevél a jobb oldali d4gon taldlhaté, csak
a teljes fa bejarasa utdn fogja megtaldlni. Ez exponencidlis bonyolultsagi
algoritmust jelent. S6t, ha meg is taldlnd hamarabb, nem tudna eldénte-
ni, hogy a legmagasabban lev6 megoldaslevélrél van-e sz, és folytatnia
kellene a keresést. Ezért az se oldand meg a problémat, ha az aktudlis
csomépont fit részfait valamilyen médon igéretesség szerinti sorrendbe
dllitanédnk, és ebben a sorrendben jarnank be &ket.

Egy divide et impera algoritmus egyik problémaéja megint csak az len-
ne, hogy mélységében jarja be a fat. Tovdbb4, mivel a faban ugyanaz
a konfiguracié kiilonb6z6 dgakon tébbszor is megjelenhet, sok egymaésra
tev6dé részfeladat tobbszor is megolddsra keriilne.

Mi a helyzet a mohé-stratégidval 7 Definidljuk egy adott konfigurécié
»tdvolsdgat” a megoldds (a kirakott) konfigurdciétél igy, mint a szamok
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aktudlis és végso pozicidi kozotti tavolsagok Gsszegét. A matrix (i1, j1)
és (42, j2) pozicidi kozti tdvolsag alatt az [i2 — 1| + |j2 — j1| értéket
értjiik (legkevesebb hany 1épésbél lehetne az egyik poziciébol a mésik-
ba eljutni). Egy maésik, egyszer{ibb lehet6ség tdavolsag fiiggvényre, ha
tekintjiik azon szdmok szdmat, amelyek még nincsenek a helyilikon.
Egy mohé-algoritmus az lehetne, hogy mindig azt a 1épést tekintjiik
legigéretesebbnek, amelyik a megoldas allapotdhoz ,,legkdzelebbi” kon-
figurdciéhoz vezet. Sajnos bizonyithaté, hogy ez a megkozelités nem
kielégit6. S6t, nem ismert egyetlen moho-algoritmus sem erre a feladatra.

Az eddigi megkdzelitések mind mélységi bejards alaptak voltak.
Viszont tekintettel arra, hogy a legmagasabb szinten taldlhaté megol-
déslevelet keressiik, egyértelmtiien egy szélességi-szer(i bejardsra alapu-
16 algoritmus ajanlja magat. Valéban, kijelenthet6, hogy az optimadlis
megoldast az els6 — szélességi bejaras talalta — megoldaslevél jelenti,
a gyokérb6l hozza vezet6 uttal.

Amint lathattuk, a dinamikus programozas gyokér-levelek irdnyu
valtozata szélességi-szerii bejardst alkalmaz, ha az 6sszevont dontési fa
kort tartalmaz. Csakhogy 1évén e graf stilyozatlan, nincs méd ré, hogy ha-
marabb megtaldlja az optimélis megolddst, mint a klasszikus szélességi
bejards. Tovdbbd, hany dimenziés kellene hogy legyen a részfelada-
tok optimumeértékeit tarolé tomb? Ahany fiiggetlen paraméter jellemzi
a (prefix) részfeladatok altaldnos alakjat, nevezetesen 16. Mar ez is elég
ok a dinamikus programozas kizarasara.

Térjliink vissza a sorszerkezet segitségével megvaldsithato klasszikus
szélességi bejaras gondolatdhoz. A fenti fejtegetés alapjan eddig ez a meg-
kozelités bizonyult a legigéretesebbnek. Hatranyként azonban tovabbra
is fenndll az, hogy a szélességi bejards is exponencidlis bonyolultsagu
algoritmust jelent: ha az optimadlis megoldéslevél a dontési fa n-edik
szintjén taldlhat6, akkor a megtaldldsdhoz sziikséges az exponencidlisan
novekvé fa els6 n szintjének a bejarasa. Lehetne-e még javitani ezen, még
ha nem is tudjuk teljesen felszdmolni az exponencidlis bonyolultsdgot?
A megoldds egy branch and bound stratégidban rejlik.

10.2. Egy branch and bound stratégia

A szélességi bejarast tigy is fel lehet fogni, mintha parhuzamosan a fa
mindenik dgdnak irdnyéba elindulnank, ugyanazzal a sebességgel halad-
va minden levél felé. Egy adott pillanatban a sorszerkezetben a ngvekvé
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sz 2

fa korondjan 1év6, éppen megldtogatdsra varé csomoépontok taldlhaték
(a sorszerkezetbdl eltdvolitott csomépontok mar meg lettek latogatva).
Hogyan lehetne tobb céltudatossagot vinni ebbe az algoritmusba?

Sulyozzuk a csomépontokat aszerint, hogy mennyire vannak ,,tavol”
a gyokér képviselte kezdeti konfigurdciétél, és mennyire vannak ,,kozel”
amegoldds konfigurdciéhoz. Egy csomdépont siilya e két ,,tdvolsag” 6ssze-
ge lesz. Az els6 tdvolsdg adott a csomoépont fabeli szintjének értéke altal
(ennyi 1épés lett megtéve az illeté konfiguracidig az illet6 dgon). A ma-
sodik tavolsdgot csak megbecsiilni tudjuk. Haszndljuk ehhez a fentebb
(a moho stratégia vizsgédlatdnal) bemutatott masodik tdvolsagfiiggvényt,
miszerint egy konfiguracié ,tdvolsdga” a megoldas édllapottdl ardnyos
azon szdmok szdmadval, amelyek még nem keriiltek a helyiikre. A meg-
oldas konfigurdcié esetében a mdsodik tdvolsdg nyilvan nulla lesz. Egy
konfiguracié anndl igéretesebb, minél kisebb a silya.

A hagyomdanyos szélességi bejardsban a sor elején 16v6 konfigurdcié
fitikonfiguraciéit mindig a sor végére tennénk be (a bal fittél haladva
a jobb fiu felé). Tehédt a csomoépontok fabeli pozicidja hatdrozna meg,
hogy milyen sorrendben keriilnek be a sorszerkezetbe. Valtoztassunk
ezen! A sorszerkezetben a csomépontok legyenek silyuk szerint névek-
v6 sorrendben (els6bbségi sor). Ez azt jelenti, hogy amikor eltdvolitjuk
a sor elejérdl a sor legigéretesebb csomépontjat, a fiilcsomdpontjait nem
a sor végére, hanem a rendezett sorbeli helyiikre szirjuk be. Az algorit-
mus akkor ér véget, ha megtalaltuk a megoldés konfigurdciét, vagy ha
kiiiriilt a sor (nincs megoldds). Mivel azokat a konfigurdciékat, amelyek-
kel taldlkoztunk madr, nem sztrjuk be tjra a sorba, ha nincs megoldas,
a sor el6bb-utébb biztosan kiiiriil. Bizonyithaté, hogy ez esetben is —
akdrcsak a klasszikus szélességi bejards esetén — elsének az optimalis
megoldas konfigurdciét képvisel6 levelet taldljuk meg (csakhogy rovi-
debb id§ alatt), azt, amelyik a legmagasabban taldlhaté a fdban. Az imént
leirt algoritmus alapvet6en egy branch and bound stratégia. F6 jellegze-
tessége a csomoépontok stilyozasaban jelen 1évé heurisztika.

Szemléletesen ezt a stratégiat gy lehet elképzelni, hogy ahelyett,
hogy minden levél irdnyaba ugyanazzal a sebességgel haladnank, az igé-
retesebbnek t{ing irdnyokat elénybe helyezziik. Olyan, mintha a szé-
lességi bejardasnak adtunk volna egy olyan mélységi jelleget, amelyben
céltudatossag van. De a pillanatnyilag kevésbé igéretes irdnyokrél se
mondunk le. Ott vannak a sor végén, arra az eshetéségre, ha netaldn-
tdn melléfogtunk. Ne feledjiik, hogy az igéretesség meghatdrozasa csak
megbecsiilésen alapult.
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Osszehasonlitva az el6bbi technikékkal, elmondhaté, hogy az imént
bemutatott branch and bound stratégia céltudatosabb, mint a backtra-
cking, és 6vatosabb, mint a mohé-algoritmusok. A branch and bound
stratégia is és a dinamikus programozas is els6bbségi sor dltal implemen-
talt szélességi-szer(i bejarast alkalmaz, és mindkettd elkeriili az identikus
csomépontokkal valé tébbszori foglalkozast. A 1ényeges kiilonbség vi-
szont abban 4ll, ahogy a csomépontok stilyozdsat végzik. A dinamikus
programozasban a jelen kizdrélag a multban gydkerezik (a sorban 1évé
csomoépontok aktudlis silya a bejdrt részfa legjobb gyodkér-csomdépont
utjanak silya). Ezzel szemben a branch and bound stratégidk esetében
a csomopontok silyozasaban, egy bizonyos értelemben, jelen van a jové
is, azon heurisztika révén, hogy megbecsiiljiik a megoldaslevéltsl valé
tavolsdgukat. Tovabbi kiilénbség koztiik példédul az is, hogy a branch and
bound technika — a klasszikus szélességi bejarashoz hasonléan — minden
csomépontot éppen a legrévidebb tton ér el elgszor, mig a dinamikus
programozdas e valtozata altaldban t6bbszori finomitas révén 4llitja eld
az optimadlis utakat.

Foglaljuk 6ssze ezen branch and bound stratégia alapelemeit:

— Szélességi bejarason alapszik, amelyet sorszerkezet segitségével

valésitunk meg.

— A feladathoz rendelhetd dontési fa csomépontjait silyozzuk.
A stlyfiiggvénybe altaldban a csomoépont (legyen z) gyokértél
,mért tadvolsdgdt” (legyen F(x)) és az x gyokerii részfa legma-
gasabb megoldds csomdpontjanak ,becsiilt kozelségét” (legyen
g(z)) épitjiik be. A g fliggvényt célszer(i gy megvélasztani, hogy
megoldaslevélre az értéke nulla legyen. Alapvetden a silyfiigg-
vény hatdrozza meg, mennyire lesz hatékony a ,szélességi” kere-
sésiink.

— A sorszerkezetben a csomoépontok silyuk szerinti {géretességi sor-
rendben taldlhaték.

— A sorszerkezetbe egy csomoépontot csak akkor sziurunk be, ha
az dltala képviselt dllapottal identikus dllapotot képvisel6 csomé-
pont nincs mér benne, és nem is volt benne. A masodik feltétel
ellenérizhet6sége érdekébe csak logikailag toroljiik a sorbél elta-
volitott elemeket.

— Az algoritmus akkor ér véget, ha megoldéds csomépontot taldlunk
(a sorels6 elemre a g fliggvény értéke nulla), vagy ha kiiiriil a sor
(nincs megoldas).
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— Bizonyithaté, hogy az optimélis megolddscsomépont az elsének

megtaldlt megolddscsomoépont lesz.

— A branch and bound stratégiat gyakran olyan feladatoknél alkal-

mazzuk, amelyek minimalis szamu lépésben kérik a megoldast.
Ilyen feladatok esetén a teljes megolddsnak tartalmaznia kell an-
nak bizonyitdsat, hogy az elsének megtalalt megolddscsomépont
garantéltan az optimélis megolddscsomépont. Még ha ezt nem is
tudjuk bizonyitani, egy jo sulyfiiggvénnyel kielégité megoldashoz
juthatunk.

A kovetkez6kben kozoljiik a tili-toli feladatot megoldé branch and
bound algoritmust. Igyekeztiink, amennyire csak lehetett, dltalanosan
megirni, hogy sablonszertien lehessen haszndlni mds, hasonlé feladatok
megoldésaban.

A sorszerkezet szimuldlasdhoz lancolt listat fogunk haszndlni. A lis-
ta elejére a FEJ pointer fog mutatni. A sorels6 elem logikai torlését a sor-
bél a sor elejére mutaté pointer (ELSO) léptetésével oldjuk meg. A FEJ-jel
kezd6d6 lista tartalmazza az 6sszes konfiguraciét, amellyel taldlkoztunk
mar. Az ELSO-vel kezd6dé listaszakasz jelenti magét a sorszerkezetet.
A lista elemei nyilvan bejegyzés tipustak lesznek, és a kdvetkezd mez6-
ket tartalmazzak:

— a - allapotmez6 (bejegyzés tipusi): a csomépont képviselte dlla-

potot leir6é paramétereket tartalmazza,

— F — a csomépont tdvolsaga a gyokértdl,

— apa — az apacsomoépontnak a listabeli cimét tartalmazza,

— kov — a lista kovetkez elemére mutat.

Az éallapotmez0 (a) almez6i:

— M[1..4][1..4] - a konfiguraci6 matrixa,

— 10, jO — a nulla pozicidja a méatrixban.

A TILI-TOLI eljaras az algoritmus {6 eljardsa, amely létrehoz egy 1j
listaelemet (rddllitja a FEJ pointert), beleolvassa a kezdeti konfiguraciét,
szimuldlja a szélességi keresést, majd pedig kiirja azt a konfigurdciésort,
amelyeik 1épésrél 1épésre elvezet a kezdeti konfigurdciétél a megoldds
konfiguracidig (amennyiben taldltunk megoldast).

TILI-TOLI()
FEJ=tjelem()
FEJ->apa=0
FEJ->k6v=0
FEJ->F=0;
beolvas_allapot (FEJ)
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ELSO=FEJ;

amig ELSO#0 és nem MEGOLDAS(ELSO) végezd
GENERAL_ES_BESZUR_FIAK(ELSO,4)
ELSO=ELSO->k6v // logikailag térli a sor elsd elemét

vége amig

ha ELSO==0 akkor kiirds "Nincs megoldas"

kiilonben KIIRATAS(ELSO)

vége ha

vége TILI-TOLI

P

A beolvas_allapot eljaras felt6lti a p cimen 1év§ listaelem a élla-
potmezdje paramétereit.

beolvas_allapot(p)
minden i=1,4 végezd
minden j=1,4 végezd
be: p—>a.M_b[i][]j]
ha p—>a.M_b[i][j]==0 akkor
p->a.i0=1i
p—>a.jo=j
vége ha
vége minden
vége minden
vége beolvas_allapot

A KITRATAS rekurziv eljirds, indulva a megtalalt megoldaslevélt6] —
apérdl apdra szokdelve a listdban —, felmegy a gyokérig, majd a rekurzié
visszautjan kiirja az optimdlis megoldast jelents 1épéssort.

KITRATAS(p)
ha p->apa#0 akkor KITRATAS(p->apa)
vége ha
kiir_allapot(p)

vége KIIRATAS

kiir_allapot(p)
minden i=1,4 végezd
minden j=1,4 végezd
ki: p—>a.M_b[i][j]
vége minden
vége minden
vége kiir_dllapot

A MEGOLDAS fiiggvény ellenérzi, hogy a sor elején 16vé csomo-
pont képviselte konfigurdciéhoz viszonyitva, a megoldas-konfigurdcié
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,»becsiilt kozelsége” nulla-e. A g_becsiilt_koézelség fiiggvény egy p ci-
men lév6 elemben tarolt konfigurdcié tdvolsdgat adja meg a megoldds
konfiguraciotél azéltal, hogy megszamolja, hdny szdm ,,nincs a helyén”.

MEGOLDAS (ELSO)
ha g_becsult_kbzelség(EL86)==0 akkor return 1
kiilonben return 0
vége ha

vége MEGOLDAS

g_becsiilt_kozelség(p)
k=0
minden i=1,4 végezd
minden j=1,4 végezd
ha p—>a.M_b[i][j]==0 akkor
ha nem (i==4 és j==4) akkor k+=1
vége ha
kiilonben
ha p—>a.M_b[i][j]l#(i-1)*4+]j akkor k+=1
vége ha
vége ha
vége minden
vége minden
return k
vége g_becsiilt_kozelség

A GENERAL_ES_BESZUR_FIAK kulcseljards elallitja a sor elején 16-
v konfigurdciébdl az ebbdl az egy lépésbdl adédo fitkonfigurdcidkat,
és amennyiben még nem taldlkoztunk veliik, beszirja azokat a sily
szerint rendezett sorba (BESZUR_RENDEZVE eljdrds). A fiukonfigurdciok
eléallitasat ugy oldottuk meg, hogy sorra készitettiink n mésolatot (az n
paraméterben kapja meg az eljards a feladatra jellemz6 1épéstipusszamot)
az apakonfiguraciérdl, és ezeket rendre dtalakitottuk a valés 1épéseknek
megfelel§ fiikonfigurdaciékkd (példdul a jobb fels6 sarokbdél nem léphe-
tiink jobbra, illetve fel irdnyba). Az atalakit eljards 1-et vagy O-t térit
vissza, attél fiiggéen, hogy létezik-e vagy sem az illet6 irdnyba fitikonfi-
guracio (ez az érték kertil a jo valtozéba). Az EGYEDI eljards végigszalad
a teljes listdn — azokon az elemeken is, amelyek logikailag mar torélve
lettek a sorbél —, és ellenérzi, hogy taldlkoztunk-e mar az illet6 fitkonfi-
guracidval. Ha egy el6allitott fiikonfigurdcié nem megfeleld, vagy nem
egyedi, akkor a szdmadra létrehozott elemet felszamoljuk (felszamol el-
jaras).
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GENERAL_ES_BESZUR_FIAK(ELSO,n)
minden i=1,n végezd
fiu=ujelem()
masol(fia,ELSO) // atmdsolja az ELSO cimii bejegyzést a fiu cimiire
jé=dtalakit( fid,i)
fit->apa=ELS0
fiu->F=(ELSO->F)+1
ha jo==1 és EGYEDI(fiu,FEJ) akkor
BESZUR_RENDEZVE (ELSO, fit)
kiilonben
felszamol (fiu)
vége ha
vége minden
vége GENERAL_ES_BESZUR_FIAK

Az atalakitds annyit jelent, hogy megtessziik az i-edik irdnyba a meg-
felel® lépést (a nulla helyet cserél az illet6 szomszédjaval), amennyiben
ez lehetséges, majd aktualizdljuk a nulla poziciéjat (i0, j0). A négy irdny:
felfele (« = 1), lefele (« = 2), balra (i = 3), jobbra (i = 4). Ha létezik az il-
let6 fitkonfigurdcio, 1-gyel tériink vissza, kiilonben 0-val.

atalakit(fiu,i)
ha i==1 és fiu->a.i0>1 akkor
fig->a.M_b[fiu->a.i0][fiu->a.j0]=
figa->a.M_b[(fiu->a.i0)-1][fiu->a.jO]
figa->a.i0--
fit->a.M_b[fiu->a.i0][fid->a.jO]=0
return 1
vége ha
ha i==2 és fiu->a.i0<4 akkor
fiu->a.M_b[fiu->a.i0][fiu->a.j0]=
fia->a.M_b[(fiu->a.i0)+1][fit->a.jO]
fit->a.i0++
fid->a.M_b[fiu->a.i0][fit->a.j0]=0
return 1
vége ha
ha i==3 és fiu->a.j0>1 akkor
fit-—>a.M_b[fidu-—>a.i0][fid—>a.jO]=
fiu->a.M_b[fiu->a.i0][(fiu->a.j0)-1]
fit->a.j0--
fio->a.M_b[fiu->a.i0][fiu->a.j0]=0
return 1
vége ha
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ha i==4 és fiu->a.j0<4 akkor

fiu->a.M_b[fiu->a.i0][fiu->a.jO0]=
fia—>a.M_b[fiu->a.i0][(fiu->a.j0)+1]

fiu-—>a.jo++
figa->a.M_b[fiu->a.i0][fiu->a.j0]=0
return 1

vége ha

return 0

vége atalakit

EGYEDI(fiu,FEJ)
amig FEJ#0 végezd
ha FEJ->a==fiu->a akkor return O
FEJ=FEJ->kov
vége ha
vége amig
return 1
vége EGYEDI

A rendezett sorba valé besziréds két 1épést feltételez: elGszor meg
kell keresni a helyét a sorban, majd be kell kotni a lancolt listdba.

BESZﬂR_RENDEZVE(ELSé,fiﬁ)
p=ELS0
amig p->kov#£0 és siuly(p->kov) < suly(fiu) végezd
p=p—>kov
vége amig
fiu->koév=p->kov
p->kov=fiu
vége BESZUR_RENDEZVE

Emlékezziink, hogy egy csomdépont stlya a gyokértsl mért és a leg-
kozelebbi megoldds-konfigurdcidig becsiilt ,,tavolsdgok” Gsszege.
suly(fiu)
return fia->F + g_becsiilt_kozelség(fiu)
vége suly

A branch and bound stratégia kulcselemeit a nagybetiis nevfi elja-
rasok hordozzadk. Ezek alapvet6en nem valtoznak feladattél feladatig.
A listaelemeket leir6é bejegyzésrél is elmondhaté, hogy csak az a dlla-
potmezdje feladatfiiggs. Ezért a kovetkez6 megoldott feladata esetében
effektive csak a kisbetfis eljarasokat irjuk meg.
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10.2. Missziondrius - kannibal: Egy folyé egyik partjdn van K kan-
nibdl, M missziondrius és egy kétszemélyes csonak. Hogyan tudnak
atjutni a kannibdlok és a misszionériusok a tialsé partra, anélkiil hogy mé-
szdrlas torténne. Erre akkor keriilne sor, ha valamelyik parton tébbségben
maradndnak a kannibédlok (és van missziondrius is az illet6 parton).

Példa: Legyen K = 3 és M = 3.

10.2. tablazat.

Bal part Jobb part
(K_b,M_b) (K_j,M_j)

33 00
Atmegy 2 kannibal (4) 13 20
Visszajon 1 kannibal (3) 23 10
Atmegy 2 kannibal (4) 03 30
Visszajon 1 kannibdl (3) 13 20
Atmegy 2 misszionarius (2) 11 22
Visszajon 1 kannibdl és 1 misszionérius (5) 22 11
Atmegy 2 missziondrius (2) 20 13
Visszajon 1 kannibal (3) 30 03
Atmegy 2 kannibal (4) 10 23
Visszajon 1 kannibdl (3) 20 13
Atmegy 2 kannibal (4) 00 33

Megoldds: Eszrevehets, hogy a feladat egy adott allapotat egyér-
telm@ien meghatdrozza a kannibal és missziondrius szdm a bal parton
(ebbél egyértelmtien ad6dik azok szdma, akik a jobb parton vannak), va-
lamint a csénak helyzete. Ezért a listaelemek a dllapotmez&jének almezsi
a (K_b, M_b, P) paraméterek lesznek. A partot képvisel P paraméter 1
vagy 0 értékeket vehet fel, attél fligg6en, hogy a bal vagy a jobb parton
van a csénak.

A feladat egy adott x(K_b, M_b, P) allapotdnak a megoldds alla-
pothoz valé kozelségét a g(xr) = K_b+ M_b + P fliggvénnyel fogjuk
jellemezni. A tavolsdgfiiggvény megvdlasztdsdban figyelembe vettiik,
hogy a megoldasédllapotra nulla legyen az értéke (K_b = 0, M_b = 0,
P = 0). Mivel a feladat nem kéri a minimaélis 1épésszami megoldast,
gyorsabban célba jutunk, ha az imént értelmezett tavolsagfiiggvénnyel
stulyozzuk a csomépontokat (anélkiil, hogy figyelembe vennénk a cso-
mopont gyokértsl mért tdvolsagat).
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Megfigyelhet6 az is, hogy alapvetSen 6tféle ,,16pés” létezik (a 1épés-
tipust bejeloltiik zaréjelben a példafeladatban is):

1. d4tmegy 1 missziondrius

2. dtmegy 2 missziondrius

3. atmegy 1 kannibal

4. dtmegy 2 kannibél

5. dtmegy 1 missziondrius és egy kannibal

A 10.1. 4bra a feladat dontési fdjdnak a branch and bound algoritmus
altal megépitett részfajat mutatja be a K = 3, M = 4 esetre. A csomo-
pontokra az egyes dllapotok paramétereit, a nyilakra pedig a 1épéstipust
irtuk. A megoldast képvisel6 gyokér—levél it csomdpontjait besatiroz-
tuk. A 10.2-10.3. dbrdn mellékeltiik a lancolt listat is, besatirozva azon
elemeit, amelyek a sorszerkezetben vannak. A listat azokban a pillana-
tokban ¢rokitettiik meg, amikor a sorelsé elemnek voltak besziirandé
fiai. Az ilyen csomépontok keretét megvastagitottuk mind a fdban, mind
a listdban. Az adott pillanatban beszurt fiidllapotokat d6lt karakterekkel
jeloltiik meg a listdban. Figyeljiik meg, hogy a fitelemek mindig a ren-
dezett sorbeli helyiikre keriilnek beszurésra.

10.1. abra.
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10.3. abra.
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Py

A lista végs6 édllapotat bemutaté abran nyilakkal bejeloltiik, hogy
a KITRATAS rekurziv eljards miként ,,mészik fel” a megoldéslevéltsl gyo-
kérhez vezetd tdton, apardl apdra szokdelve.

Az aldbbiakban kozoljiik a feladatot megoldé branch and bound
algoritmus azon eljdrdsait, amelyek eltérnek a tili_toli algoritmus
megfeleld eljarasaitol.

A missziondrius_kannibdl f6eljards alapvet6en csak a nevében fog
kiilonbdzni a tili_toli eljardstél. Egy tovdbbi minimalis eltérés, hogy
a GENERAL_ES_BESZUR_FIAK eljarast n = 5 fiiszdmra hivjuk meg.

beolvas_allapot(p)

p—>a.P =1

be: p—>a.K_b, p->a.M_b
vége beolvas_allapot

kiir_allapot(p)
ki: p—>a.K b, p—>a.Mb
vége kiir_allapot

g_becsiilt_kozelség(p)
return p->a.K_b + p->a.M_b + p->a.P
vége g_becsiilt_kozelség

suly(fiu)
return g_becsiilt_kozelség(fiu)
vége suly

A megjegyzések a bal partr6l nézve vannak megfogalmazva. El6szor
megtessziik a lépést, majd ellenérizziik, hogy lehetséges, illetve helyes
1épésrél van-e szo.

atalakit(fiu,i)
ha i==1 akkor
ha fiu->a.P==1 akkor
fiu->a.M_b-- // atmegy egy missziondrius
kiilonben
fiu->a.M_b++ // atjon egy missziondrius
vége ha
vége ha
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ha i==2 akkor
ha fiu->a.P==1 akkor
fiu->a.M_b-=2 // atmegy két missziondrius
kiilonben
fiu->a.M_b+=2 // atjon két missziondrius
vége ha
vége ha
ha i==3 akkor
ha fiu->a.P==1 akkor
fiu->a.K_b-- // atmegy egy kannibal
kiilonben
fiu->a.K_b++ // atjon egy kannibdl
vége ha
vége ha
ha i==4 akkor
ha fiu->a.P==1 akkor
fiu->a.K_b-=2 // atmegy két kannibdl
kiilonben
figa->a.K_b+=2 // atjon két kannibal
vége ha
vége ha
ha i==5 akkor
ha fiu->a.P==1 akkor
fiu->a.M_b-- // atmegy egy missziondrius
fiu->a.K_b-- // és egy kannibal
kiilonben
fiu->a.M_b++ // atjon egy misszionarius
fiu->a.K_b++ // és egy kannibal
vége ha
vége ha
fiu->a.P = 1-fiu->a.P // a csénak atkeriil a masik partra,
// ha megtett lépés nyoman a bal parton a kannibal
// vagy misszionarius szdm negativ lett, vagy ha
// meghaladta 6sszkannibdl, illetve Osszmissziondrius
// szamot, akkor ez a 1épés nem lehetséges. Tovabba,
// ha valamelyik parton, ahol vannak missziondriusok,
// tobbségbe keriiltek a kannibalok, akkor helytelen
// lépésr6l van szé.
ha fiu->a.K_b < 0 vagy fiu->a.M_b < 0 vagy
fiu->a.K_b > K vagy fiu->a.M_b > M vagy
(fiu—>a.M_b > 0 és fiu->a.K_b > fiu->a.M_b) vagy
(fiu->a.M_b < M és fiu->a.K_b < fiu->a.M_b)
akkor return 0
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kiilonben return 1
vége atalakit

Ha az olvas6 még inkabb egymés mellett szeretné latni a backtracking
és branch and bound stratégiakat, javasoljuk, hogy irjon a misszionari-
usok és kannibdlok feladatra egy backtracking algoritmust is. Hasonlé
gondolatmenetet lehet kdvetni, mint a backtracking fejezet ,,békak” el-
nevezésli megoldott feladataban.

10.3. Kittizott feladatok

10.1. Tili-toli-2: Oldjuk meg a tili-toli feladatott arra az esetre, ha
két iires hely (két nullds szdm) van matrixban.

10.2. Tili-toli-backtrack: Oldjuk meg a tili-toli feladatokat backtra-
cking stratégidval.

10.3. QUAD jaték: A QUAD jatékot egy 9 mez6bol allé 3 x 3-as tdblan
jatsszak. A tdbla négy sarokmez6jét S-sel, az oldalak kozépsé mezsjét
K-val, a kozéppontban 1évé mez6t pedig C-vel jeldljiik. Mindenik mez6
lehet fehér vagy fekete.

Az alédbbi jatékszabdlyok 1éteznek:

— A fekete meztk lenyomdasanak nincs semmilyen kovetkezménye.

— Egy fehér sarok (S) lenyomédsa megvéltoztatja a szomszédos ko-

zepek (K), a centrum (C), valamint a sajat szinét.

— Egy fehér kozép (K) lenyomdsa megvdltoztatja a szomszédos sar-

kok (), valamint a sajat szinét.

— Egy fehér centrum (C) lenyomésa megvéltoztatja a szomszédos

kozepek (K), valamint a sajat szinét.

A jaték célja olyan lépéssorozat megtaldlasa, amely elvezet egy adott
kezdeti konfigurdci6tél egy végsé konfigurdciéig. Adjunk branch and
bound algoritmust a feladatra.

Példa:
S|K|S S|K|S
C K| e C
SIK|S S|K|S

10.4. abra.
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10.4. Quad-backtrack: Oldjuk meg a QUAD feladatot backtracking
stratégidval.

10.5. Utazé kereskedd: Ismert egy orszdg uthdlézata, azaz, hogy
mely vérosok kozott vannak direkt utak, és mennyi ezek hossza. Ha-
tdrozzuk meg (egy utazoé keresked6 részére) a legrovidebb olyan korutat,
amely minden vérost érint egyszer és csakis egyszer (kivéve az indulési
vdrost).



11. FEJEZET

HATARATKELOK A PROGRAMOZASI
TECHNIKAK VILAGABAN

E konyv, amelyet a kedves olvasé a kezében tart, és reméljiik, tovabb-
ra is keze tigyében marad, egy jelképes vildgot, az algoritmustervezési
stratégiak vildgat igyekezett bemutatni. Tekintsiik 4t djra e vilagot, fe-
lilnézetb6l, egy operatér kamerdjdn keresztiil (az dbra a képzeletbeli
kamerank mozgasat dbrdzolja).

Backtracking Divide Greedy Dinamikus Branch
et programozas and
impera bound
11.1. abra.

Az elst fejezet madartavlatbdl adott dtfogd képet az 6t bemutatdsra
keriil6 technikarol, egyelére csak korvonalazva stratégidikat. A mdéso-
dik felejzetben a backtracking feladatok ,,orszagédra” fékuszéaltunk, hogy
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részletekbe mend képet kapjunk réla. A harmadik fejezetben képzeletbe-
li kamerank fokusza dtkeriilt az ,,0szd meg és uralkodj” algoritmusokra,
feltdrva ezen ,,orszdg” titkait. A negyedeik fejezet nyjtotta az els6 igazi
feliilnézetet, az els6 két technika parhuzamba 4llitdsaval. Itt tarulhat-
tak fel el6ttiink a backtracking és divide et impera kozotti alapvetd,
illetve arnyalati hasonlésdgok és kiilonbségek. Az 6todik fejezet a moho-
algoritmusokat 4dllitotta a figyelem kézéppontjdba, majd a hatodik feje-
zetben kamerank ujra felemelkedet, hogy parhuzamba éllitva lathassuk
a greedy és backtracking stratégidkat. A hetedik fejezetben valdsédggal
dtkutattuk a dinamikus programozds felségteriiletét. Mélyrehaté vizsga-
lédédsunkat tovabbi két feliilnézet-fejezet egészitette ki, amikor is el6szor
a divide et imperdval, majd pedig a greedy stratégidval keriilt 6sszeha-
sonlitdsra a dinamikus programozas. A tizedik fejezetben mads filmezési
technikdt alkalmaztunk. Mikozben kamerankkal jra végigpdsztaztunk
a négy mar bemutatott technikdn, figyelmiinkbe az optimalizdlasi felada-
tok vilaganak egy olyan része 6tlott, amely egyik addigi orszdghoz sem
tartozott igazdn. Odafékuszdlva, igy azonosithattuk e titokzatos tertiletet
mint a branch and bound feladatok kiilon vildganak csiicskét.

11.1. Hatarmenti algoritmusok

Ahogy az olvasé megfigyelhette, a feliilnézetet gyakran azaltal va-
lésitottuk meg, hogy ugyanazt a feladatot tébbféle technikdval is meg-
oldottuk. Ezt tettiik példdul a 4. fejezetben az ,egér—sajt”, illetve a 9.
fejezetben a hatizsdk feladat kapcsan. Ez esetekben ugyanarra a feladat-
ra két kiilonb6z6 algoritmust adtunk.

Egy masik mddja a stratégidk egylittes tanulmanyozasanak a , hatér-
menti algoritmusok” tanulmanyozasa. Ahogy a hatarmenti varosokban
keverednek a kultirdk, ugyanigy léteznek olyan algoritmusok is, ame-
lyekben két vagy tobb technika jellegzetes vondsai is fellelhet6k. Mintegy
vizsgdl6dasunk utéjatékaként ldssunk két ilyen algoritmust.

11.1.1. Bindaris keresés

Elevenitsiik fel a bindris keresés algoritmust, illetve a feladatot, ame-
lyet megold:

Adott egy szigortian névekvd szdmsorozat, amelyet az a[l..n] témb-
ben tdroltunk el, valamint egy x szdm. Irjunk hatékony algoritmust x
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megkeresésére a szdmsorozatban. Ha megtaldlhatd, téritsiik vissza a sor-
szdmdt, kiilonben nulldt.

Az algoritmus : Megcélozzuk az a[l..n] tombszakasz k6zéps6 elemét,
az a[n/2] elemet. Ha ez éppen a keresett elem, a keresést befejeztiik.
Ellenkez6 esetben, attdl fiiggéen, hogy x kisebb vagy nagyobb, mint ezen
kozéps6 elem, a keresést vagy a szdmsorozat alsé (a[l . . n/2 — 1]), vagy
a fels6 (a[n/2 + 1. . n]) felében folytatjuk, ahol természetesen hasonléan
jarunk el. Az algoritmus akkor ér véget, ha megtalaltuk a keresett elemet,
vagy ha iires tombszakaszhoz jutottunk.

Ezt az algoritmust hagyomdnyosan divide et impera stratégidnak
tekintik, és ezt nem is szeretnénk vitatni, hiszen minden lépésben
a feladatot valéban kett6be osztja. Mégis rd fogunk mutatni, hogy egy
hatdrmenti algoritmusrél van szd, ,,Mohdorszdg” hatdrdhoz kozel. Mi-
el6tt raimutatnank a mohé jegyekre, elevenitsiik meg a feladat mogott
megh1iz6d6 bindris fastruktuarat.

A fa gyokere a teljes szamsorozatot képviseli, a tébbi csomépont
pedig a felezésekbdél nyert tombszakaszokat. A fa levelei a feldarabolas
nyomadn ad6dé iires tombszakaszokat dbrazoljdk, kivéve egyet, amennyi-
ben z megtaldlhat6 a szdmsorozatban. Ez esetben a széban forgé levél
egy olyan témbszakaszt képvisel, amelynek x pontosan a kbzépsé eleme.

A mohdé-algoritmusokat optimalizdlasi feladatok megoldasara hasz-
néljuk. Fellelhet6-e e feladat esetében az optimalizalési jelleg? Egy bi-
zonyos értelemben igen! A feladatot linedris kereséssel is meg lehetne
oldani (sorban megvizsgaljuk az 6sszes elemet, anélkiil hogy kihasznal-
nénk a sorozat rendezettségét), de téliink hatékony algoritmust kérnek.
A keresésére nézve a legrosszabb eset az, ha a keresett szam nem talél-
haté meg a szdmsorozatban. Ilyenkor a linedris keresés O(n) id6igényd,
a bindris viszont csak O(lgn). Tehdt a feladat ugy is felfoghatd, hogy
irjunk olyan keres§ algoritmust, amely esetében az 6sszehasonlitdsok
szdma a legrosszabb esetben minimaélis. Ebb6l a szempontbdl a kézépsé
elem megcélozdsa helyi optimumnak tekinthet6, hiszen csakis kozépen
torténd vagasokkal jutunk lgn magas fdhoz. Tehdt a moh6 dontés nem ab-
ban all, hogy a szamsorozat melyik felében folytatjuk a keresését (hiszen
ez egyértelmii), hanem abban, hogy minden lépésben éppen a kozép-
s6 elemet vizsgaljuk meg. Barmely mas vélasztds a legrosszabb esetben
lgn-nél tobb 6sszehasonlitdst vonna maga utén.

Mas szoéval, a sorozat rendezettségébdl adédbéan egyetlen Gsszeha-
sonlitdssal — amennyiben nem taléltuk el a keresett elemet — kizarhaték
a tovédbbi keresésbél vagy a megvizsgilt elemet megel6z6, vagy az 6t
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kovet6 elemek szakasza. A legrosszabb eset nyilvén az, ha mindig a na-
gyobbik szakaszban kell folytatnunk a keresést (mert potencialisan ott ta-
ldlhaté meg a keresett elem). Ha az éppen vizsgélat alatt 1év6 részsorozat
m hosszu, akkor a viagdsb6l ad6dé nagyobbik rész az [(m —1)/2]..(m—1)
intervallumban mozoghat. A bindris keresés a kozépsé elem vdlasztdsa-
val ezen intervallumnak éppen az alsd, a linedris keresés pedig (mivel
mindig az els6 elemet vizsgdlja) a fels6 korlatjat hasznalja.

Az aldbbiakban 0Osszefoglaljuk a divide et impera stratégia azon
vonasait, amelyek hidnyoznak a bindaris keresés algoritmusbél, és fel-
sorolunk tovdbbi moho jegyeket, amelyek viszont jelen vannak benne:

— Baér az algoritmus a feladatot minden lépésben kettéosztja, nem
oldja meg mindkét részfeladatot, és nem ezek megolddsaibdl épiti
fel az apafeladat megoldédsat, mint ahogy a klasszikus divide et
impera stratégia esetében szokdsos.

— A feladat minden 1épésben egy hasonlé és egyszeriibb feladatta
redukdlodik, ami az algoritmus greedy jellegét hangsilyozza.

— Az algoritmus maér leérkezve a fa valamelyik levelébe, megoldast
tud hirdetni, nemcsak amikor visszaér a gyokérbe (rekurziv imp-
lementélas esetén). Ezért is van az, hogy klasszikus valtozatdban
a binéris keresés iterativ algoritmus.

11.1.2. Dijkstra-algoritmus

Ezzel az algoritmussal a mohé stratégidval foglalkozé fejezetben ta-
lalkoztunk, de amint ldtni fogjuk, a dinamikus programozds szdmos
jellegzetességét is magan viseli. Az ,legrovidebb utak” feladatot meg-
oldé algoritmusrél van sz6.

Adott egy tithdlézat — amely n vdrost kot 6ssze — egy n x n méretii d
mdtrixban. A d[i]|[j] elem az i és j vdrosok kozti direkt tit hosszdt tdrolja
(ha két vdros kozt nincs direkt it, a megfelelé mdtrixelemek értéke o).
Hatdrozzuk meg az elsé vdrostol az dsszes tobbihez vezet6 legrovidebb
utakat és ezek hosszdt.

Az algoritmus : Minden lépésben a kovetkez6 legkdzelebbi varoshoz
hatdrozzuk meg a legrévidebb utat, és ezt a ndla kozelebb es6 varosokhoz
vezetd, mar rendelkezésre all6 legrovidebb utak alapjan tessziik meg.

Mi adja az algoritmus mohé jellegét? Az, hogy mohé sorrendben
hatdrozzuk meg a legrovidebb utakat. Ebben a megkdzelitésben a fel-
adat mogott meghtizdo fa gyokere az eredeti feladatot képviseli, azaz
az 0Osszes legrovidebb tt meghatdrozasdanak problémajat. Azzal, hogy
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P

minden lépésben meghatdrozzuk a kovetkezd legkdzelebbi varoshoz
vezetd legrovidebb utat, a feladat mind egyszeriibb és egyszertibb rész-
feladatokka redukalédik.

Az érem madsik oldala viszont az, hogy éltaldanos részfeladatnak
tekinthetjiik egy vdroshoz vezetd legrévidebb tit meghatdrozdsdnak prob-
lémajat is. A trividlis részfeladat a legkozelebb es6 varoshoz vezetd
legrovidebb 1t meghatdrozasa, hiszen ide biztosan a direkt 1t lesz a leg-
rovidebb. A legnagyobb méretii részfeladat nem az eredeti feladat, hiszen
ez az 0sszes utat kéri, hanem a legtdvolabbi varoshoz vezet6 legrévidebb
it problémaéja. Ebb6l a szemszogbél a Dijkstra-algoritmus tdtmeghataro-
zasi sorrendje mar nem egy moho sorrend, hanem az optimalitds alapelve
diktdlta egyszertit6l a bonyolult fele valé haladés sorrendje, ami viszont
a dinamikus programozast juttatja esziinkbe.

E két technika kapcsolatat még érdekesebbé teszi az a tény, hogy
szamos dinamikus programozdsi feladat visszavezethets egy olyan opti-
maélis it probléma4jdra (a feladathoz rendelhet6 6sszevont dontési faban
mint irdnyitott grafban), amelyet Dijkstra imént bemutatott mohé-algo-
ritmusa old meg.



SZAKIRODALOM

ANDONE, R-GARBACEA, I.
1995 Algoritmi fundamentali. O perspectivda C++. Cluj-Napoca,
Libris. 185—187, 219-221.
CERCHEZ, E.
2002 Informatica (Culegere de probleme pentru liceu). Iasi, Editura
Polirom
CERCHEZ, E.-SERBAN, M.
2005 Programarea in limbajul C/C++ pentru liceu (Metode si
tehnici de programare). Iasi, Editura Polirom
COMENIUS, J. A.
1653 Orbis sensualium pictus.
CORMEN, T. H.-LEIRSERSON, C. E.-RIVES, R. L.
1990 Introduction to Algorithms. The Massachusetts Institute of
Technology. 266-270, 287—289.
HRINCIUC LOGOFATU, D.
2001 Probleme rezolvate gi algoritmi (C++). Bucuresti, Editura
Polirom
IONESCU, C.-BALAN, A.
2004 Informaticd pentru grupele de performantd. Cluj-Napoca,
Editura Dacia
IONESCU K.
2005 Bevezetés az algoritmikdba. Kolozsvar, Egyetemi kiadé
KATAI Z.
2004 Programozds C nyelven. Kolozsvar, Scientia Kiadé
KATAI Z.
2005 ,,Upperview” algorithm design in teaching computer science
in high schools. Teaching Mathematics and Computer Science 3.
KATAI Z.
2006 Dynamic programming and d-graphs. Kolozsvar, Studia
Universitatis Babes—Bolyai — Series Informatica
KATAI Z.
2007 Dynamic programming strategies on the decision tree hidden
behind the optimizing problems. Lithuania, Informatics in
Education, Institute of Mathematics and Informatics



SZAKIRODALOM 251

KOSTER, C. H. A.
1988 Programozds feliilnézetbdl. Budapest, Miiszaki Kényvkiado
LENARD F.
1963 A problémamegoldo gondolkodds. Budapest, Akadémiai
Kiadé
ODAGESCU, L.-COPQOS, C.-LUCA, D.-FURTUNA, F.-SMEUREANU, I.
1994 Metode si tehnici de programare. Bucuresti, Intact. 95—-108.
POLYA Gy.
1979 A problémamegoldds iskoldja. Budapest, Tankoényvkiadé
REVAKNE MARKOCZI .-MATHE J.
2002 A természettudomanyos problémamegoldé gondolkodas
fejlesztése a kozépiskoldban. Uj Pedagdgiai Szemle. 10.
TUDOR, S.
1996 Tehnici de programare. Bucuresti, Editura L. & S Infomat

http://www.cis.upenn.edu/~matuszek/cit594-2004/Lectures/44-
dynamic-programming.ppt



ABSTRACT

“To teach means scarcely anything more than to show how things
differ from one another in their different purposes, forms and origins. . .
Therefore, he who differentiates well teaches well.” In this book we
are going to present a teaching- learning method and suggest a syllabus
that help the high school students look at the algorithm design strate-
gies from a so called “upper view”: greedy, backtracking, divide and
conquer, dynamic programming, branch and bound. The goal of the
suggested syllabus is, beyond the presentation of the techniques, to of-
fer the students a view that reveals them the basic and even the slight
differences and similarities between the strategies. In consensus with
the Comenius principle this is essential, if we want to master this field
of programming.

The method we are presenting makes possible to discuss uniformly
all the above-mentioned techniques. We tried to establish such an “up-
per view” where each technique can be seen in the same time next to
each other. By this means it becomes possible to integrate all the four
techniques into a frame that forms a whole. If the students recognize the
position of certain techniques related to the others, then the so called
“more difficult” strategies become available for them.

In chapter 7 we also present a study and classification of the dynamic
programming strategies. By presenting the characteristics of certain dy-
namic programming strategies on the decision tree hidden behind the
optimizing problems, we offer a clear tool for their study and classi-
fication, which can help in the comprehension of the essence of this
programming technique.



REZUMAT

Cartea pe care cititorul tine In mana prezinti o sintezd a tehnicilor
de programare cum ar fi: backtracking, divide et impera, greedy, progra-
marea dinamicd si branch and bound. Scopul didactic a cértii este de
a transmite cititorului o vedere de ansamblu, si sd ajute in discernarea
asemdndrilor gi a diferentelor — chiar si de noantd — intre tehnicile de
programare mentionate.

Capitolul 7 extinde metoda asupra metoda programaérii dinamice,
facdnd posibili o clasificare originald a strategiilor de sub cupola acestei
tehnici. Clasificarea prezentatd creste semnificativ accesibilitatea acestei
metode dificile.



A SZERZOROL

Kétai Zoltdn 1968. mércius 13-4n sziiletett Nagyvdradon. Kozépisko-
lai tanulményait a marosvasarhelyi Bolyai Farkas Elméleti Liceumban
végezte 1982-1986 kozott, egyetemi tanulmdnyait pedig a Kolozsvari
Miiszaki Egyetem Automatizalds és Szamitégépek Kardn 1987-1992 ko-
z0ott.

1992-2005 kozott informatika tandr a marosvasdrhelyi Bolyai Far-
kas Elméleti Liceumban, 1996—2000 kozott kvalifikdlt oktaté a Gdbor
Dénes Féiskola marosvésarhelyi kardan, 1995—-1997 kozott pedig éraadé
tandr a marosvéasarhelyi Petru Maior Egyetemen. 2002-t6l a Sapientia Er-
délyi Magyar Tudoményegyetem Miiszaki és Humdntudoményok Kara
Matematika—Informatika Tanszékének adjunktusa.

F6 kutatési teriilete a programozdsi technikédk, dinamikus progra-
mozas, valamint az érzékszervek pdrhuzamos bevondsa a tanitds-tanulds
folyamataba.
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A SAPIENTIA -
ERDELYI MAGYAR TUDOMANYEGYETEM JEGYZETEI

Megjelent:

BEGE ANTAL
Szamelméleti feladatgyGijtemény. Marosvasarhely, Mtiszaki és
Humaén Tudoményok Kar, Matematika—Informatika Tanszék.
2002.

BEGE ANTAL
Szdmelmélet. Bevezetés a szamelméletbe. Marosvésarhely,
Miiszaki és Human Tudoményok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2002.

VOFKORI LASZLO

Gazdaségi foldrajz. Csikszereda, Csikszeredai Kar,
Gazdasagtan Tanszék. 2002.

TOKES BELA-DONATH-NAGY GABRIELLA
Kémiai el6adédsok és laboratériumi gyakorlatok.
Marosvésarhely, Miiszaki és Humédn Tudoményok Kar,
Gépészmérnoki Tanszék. 2002.

IRIMIAS, GEORGE
Notiuni de fonetica si fonologie. Csikszereda, Csikszeredai
Kar, Human Tudoméanyok Tanszék. 2002.

SZILAGYI JOZSEF
Mezé6gazdasagi termékek druismerete. Csikszereda,
Csikszeredai Kar, Gazdasdgtan Tanszék. 2002.

NAGY IMOLA KATALIN
A Practical Course in English. Marosvasarhely, Mfiszaki és
Humén Tudoményok Kar, Humén Tudoményok Tanszék. 2002.

BALAZS LAjoOS
Folclor. Notiuni generale de folclor si poetica populara.
Csikszereda, Csikszeredai Kar, Human Tudoményok Tanszék.
2003

PorA-MULLER IzOLDA
Miiszaki rajz. Marosvéasarhely, Mtiszaki és Humén
Tudomaényok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.



FODORPATAKI LASZLO-SZIGYARTO LiDIA-BARTHA CSABA
Novénytani ismeretek. Kolozsvar, Természettudomanyi
és Miivészeti Kar, Kérnyezettudoméanyi Tanszék. 2004.

MARCUS ANDREI-SZANTO CSABA—TOTH LASZLO
Logika és halmazelmélet. Marosvdasarhely, Mtiszaki és Huméan
Tudomadanyok Kar, Matematika—Informatika Tanszék. 2004.

KAKUCS ANDRAS
Miiszaki hétan. Marosvasarhely, Miiszaki és Humén
Tudomanyok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

BIRO BELA
Drdmaelmélet. Csikszereda, Gazdasdgi és Humantudoményi
Kar, Humantudomanyi Tanszék. 2004.

BIRO BELA
Narratoldgia. Csikszereda, Gazdasédgi és Humantudomaényi
Kar, Huméantudoményi Tanszék. 2004.

MARKOS ZOLTAN
Anyagtechnolégia. Marosvasédrhely. Miiszaki és Huméan
Tudomanyok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

GRECU VICTOR
Istoria limbii roméane. Csikszereda, Gazdasagi és
Huméntudoményi Kar, Humédntudomanyi Tanszék. 2004.

VARGA IBOLYA
Adatbézis-kezel6 rendszerek elméleti alapjai. Marosvésarhely,
Miiszaki és Humdntudomdanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2004.

CsAPO JANOS
Biokémia. Csikszereda, Miiszaki és Tarsadalomtudoményi Kar,
Miiszaki és Természettudomanyi Tanszék. 2004.

CsAPO JANOS—CSAPONE KiSS ZSUZSANNA
Elelmiszer-kémia. Csikszereda, Miiszaki és
Tarsadalomtudomanyi Kar, Miiszaki és Természettudoméanyi
Tanszék. 2004.

KATAI ZOLTAN
Programozds C nyelven. Marosvasarhely, M{iszaki és
Humaéntudomanyok Kar, Matematika—Informatika Tanszék.
2004.



WESzELY TIBOR
Analitikus geometria és differencidlgeometria.
Marosvésarhely, Miiszaki és Huméantudomanyok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2005.

GYORFI JENO
A matematikai analizis elemei. Marosvasédrhely, Gazdaség-
és Huméantudoméanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2005.

FINTA BELA—KISS ELEMER—BARTHA ZSOLT
Algebrai struktirdk feladatgytijtemény. Marosvasérhely,
Miszaki és Humédntudomanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2006.

ANTAL MARGIT
Fejlett programozasi technikdk. Marosvésarhely, Miiszaki és
Humaéntudoméanyok Kar, Matematika—Informatika Tanszék.
2006.

CsAPO JANOS—SALAMON ROZALIA
Tejipari technolégia és mingségellenérzés. Csikszereda,
Miiszaki és T4rsadalomtudomanyi Kar, Elelmiszer-tudomanyi
Tanszék. 2006.

OLAH-GAL ROBERT
Az informatika alapjai kozgazddsz- és mérnokhallgatéknak.
Csikszereda, Gazdasdg- és Humantudoményok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2006.



A PARTIUMI KERESZTENY EGYETEM JEGYZETEI

Megjelent:

KovAcs ADALBERT
Alkalmazott matematika a kdzgazdasdgtanban. Linedris
algebra. Nagyvarad, Alkalmazott Tudoményok Kar,
Ko6zgazdasagtan Tanszék. 2002.

HORVATH GIZELLA
A vitatechnika alapjai. Nagyvérad, Bolcsészettudoméanyi Kar,
Filozo6fia Tanszék. 2002.

ANGI ISTVAN
Zeneesztétikai el6adédsok. I. Nagyvarad, Alkalmazott
Tudomanyok Kar, Zenepedagégiai Tanszék. 2003.

PETER GYORGY—KINTER TUNDE—PAjz0OS CSABA
Makrookonémia. Feladatok. Nagyvarad, Alkalmazott
Tudomaényok és Miivészetek Kar, Kozgazdasdgtan Tanszék.
2003.

ANGI ISTVAN
Zeneesztétikai el6adasok. II. Nagyvarad, Alkalmazott
Tudoményok Kar, Zenepedagoégiai Tanszék. 2005.

ToNk MARON
Bevezetés a kozépkori filozéfia torténetébe. Nagyvarad,
Bolcsészettudoményi Kar, Filozé6fiai Tanszék. 2005.
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