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1801, Karacsony

* 1801-ben Karacsonyra, Thomas ‘
Amerikai Egyesiilt Allamok akkori elndke levelet
kapott egyik matematikus baratjatol, Robert
Patterson-tol, aki egy altala tokéletesnek
nevezett titkositasi rendszerrdl szamolt be.
Jefferson nyilvan nem tudta feltorni a ,,tokéletes
rendszert”, és az ezt kovetd 200 évben masok
sem, V|szont a kozelmultban egy Lawren

programok segitségével, S|kerult i ’1



Dinamikus programozas
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A torténet

* Richard Bellman
— 1957: Bellman, ,Dynamic Programming”
— 1962: Bellman, Dreyfus, , Applied dynamic programming”

* Alkalmazasi tertletek
— Information theory
— Control theory
— Bioinformatics
— Operations research
— Computer science
— Macro economy
— Game theory




Milyen feladatok oldhatok meg dinamikus
programozassal?

* Lebontasukbdl szarmazo kiilonb6zo
részfeladatok szama a bemenet méretének
polinom fuggvénye
— a lebontasbdl szarmazo exponencialisan sok

részfeladat kozul szamottevéen sok azonos

* Optimalizalas alapelve
— az optimalis megoldas optimalis részmegoldasokbal
épul fel

* elegendd minden részfeladatnak csak az optimalis
megoldasat meghatdrozni/tarolni



Egyszeritdl a bonyolult fele (1) \

* Fibonacci szamok generalasa

The Fibonacci Sequence
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377...

1+1=2 13+21=34
1+2=3 21+34=55
2+3=5 34+55=89
3+5=8 55+89=144
5+8=13 89+144=233
8+13=21 144+233=377

o |t | 1 | 2 | 3 | 5 | 8 | 13| 2 | .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 .



Egyszer(it6l a bonyolult fele (2) =
 Adott n féle pénzérme, Oss | Min- | Felhaszndlt
zeg | érme- ermek

melyek értékeit a w(1...n] szam
tomb tarolja, valamint egy S
Osszeg. Fizessuk ki az S
0sszeget minimalis pénzérme
felhasznalasaval
(barmelyikbdél barmennyi
felhasznalhato).
— INPUT:

.« S=11

. n=3, w[1..3] = {2,3,5}
— OUPTUP:

e 11 =3+4345




S=11, n=3, w[1..3] = {2,3,5}

A megoldast felépitjlik, lépésrbl-lépésre:
— Megoldjuk a feladatot rendre i =0, 1, ..., S 6sszegekre
e Adott i-re a minimalis pénzérme-szamot tarolja c[i]

e Kurrens i-re a c[i]-t, a mar rendelkezésre allo c[j]-kbdbl (j<i) szamitjuk ki
— Kell egy rekurziv képlet, amely ezt az épitkezést matematikailag leirja

— i=0 esetre a minimalis pénzérme-szam 0 (c[0] = 0)
— Az i 0sszeg, mely j 0sszegekbdl (j<i) épithet6 fel egy pénzérme hozzdadasaval?
e c[i] = min{c[i-w[k]] + 1; minden k=1..n-re, ahol w[k] <= i}



< ———
1) T 2

i-w[3] i-w[2] 4i-w[1] i

cl[O0] = 0;

for (( k =1
if ( i-w[k]

for (1 =1 ;
cl[i] = VEGTELEN;

cli] = cli-wlk]];

c[11] =1 + min { c[9], c[8], c[6] }

1 <=8 ; ++1 ){

; k<= n ; ++k ){
>= 0 && c[i-w[k]] < c[i] ) {

e ¢[S] csak a minimalis pénzérme-szamot adja meg.

* Hogyan hataroznad meg, hogy mely pénzérmeék
biztositjak ezt az optimalis értéket?
Példaul:3+3+5=11.

* Eshaazis érdekel, hogy hanyféleképpen lehet minimalis

szamu pénzérmével kifizetni S-t? Es melyek ezek?



Baratsagos mérkézések PARBAN

* Legyen egy n elemi természetes szamsorozat
(n paros). A jatékosok felvaltva valasztanak
egy-egy elemet a szamsor valamelyik végérdl.
Az nyer, aki a nagyobb osszeget gylijti 0ssze.

— Meg lehet-e verni a ,tanart”, amennyiben hagyod,
hogy 6 kezdjen?

19/ 2 | 4 116/ 3 |15/ 4 (14|17 1
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A kezdd minden Iépésben,
kovetkezetesen valaszthat
paros/paratlan indexd elem kozott




Mennyi a maximalis 6sszeg, amit a kezdd
garantaltan o0sszeszedhet?

* |[nput: a[l..n]
e Cél: maximalizalni a kezd6 garantalt 6sszegét

— A baratod is mindig jol valaszt! Persze az altalad,
mint kezd0 altal, diktalt keretek kozott.




. . . [1..10] Minden
Dontesi fa forduldban 2-vel
rovidul a szamsor
[1..8] [2..9] [3..10]
[1..6] [2..7] [3..8] [4..9] [5..10]
[1..4] [2..5] [3..6] [4..7] [5..8] [6..9] [7..10]
[1..2] [2..3] [3..4] [4..5] [5..6] [6..7] [7..8] [8..9] [9..10]




Mennyi a maximalis 6sszeg, amit a kezdd
garantaltan o0sszeszedhet?

* Eredeti feladat:
— mi a teljes tombre (a[1..n]) vonatkozd optimum?

e Altalanos részfeladat:

— mi az optimum az ali..j], paros hosszu
tombszakaszra vonatkozoan, ha a kezd6 van

soron?

a[|] ali+1] | a[i+2] | .. alj-2] | a[j-1] a[j]

1 | j




Két ut all el6ttem, melyiket valasszam?
ali]-t vagy alj]-t? Az elGnyGsebbet!

/

* Ha én ali]-t valasztom, akkor

— Két ut all elStted, melyiket'valasztod? a[j] vagy ali+1]?
A szdmomra eI6nyteI¢n;e/bbet!

| /
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c[i][]] = max{al[i] + min{C[i+1][j-ll,QC[i+2][j]}, ..}



Két ut all el6ttem, melyiket valasszam?
ali]-t vagy alj]-t? Az elGnyosebbet!

e Ha én alj]-t valasztom, akkor”

— Két ut all el6tted, melyiketxﬂ;élasztod? ali] vagy al[j-1]?
A szdmomra el6nyte|enebbet!

/

- I, /// > €
ali] | ali+1] | a[i+2] //,’I' | ali2] | alil | o Li]
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clil[3] = max{a[i] +/min{C[i+1][5-15 c[i+2](3]},
alj] + min{c[i+1]1[3-11, c[i][j-2]})



c[1][]J] = max{al[i] + min{c[1+1][j-1], cl[1+2][]J]},
afj]l + min{c[i+1]1[]j-1], c[i]l[J-21}}
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c[i] [j] = max{a[i] + min{c[i+1][j-1], cl[i+2][J]},
a[j] + min{c[i+1][]-1], c[1][]-2]}}



Forduld

/

c[i][]J] = max{ali] + min{c[1i+1][J-1], cl[1+2][]]},
a[jl + min{c[i+1][j-1], c[i][J-2]}}



19

Dontési fa

52 -
[1..8] [3..10]
+1

37 33 4 4 30

[1..6] [2..7] [3..8] [4..9] [5..10]

+14

23 18 3 29 31 21

[1..4] [2..5] [3..6] [4..7] [5..8] [6..9] [7..10]

+15
1 16 15 15 14 17 17

[1..2] [2..3] [3..4] [4..5] [5..6] [6..7] [7..8] [8..9] [9..10]




Implementacids feladatok

* Implementalt kétszemélyes jatékként a
,paros/paratlan” stratégiat, ugy hogy a gép kezd!.

* Implementald a ,garantaltan legjobb 6sszeg”
algoritmust az optimalis 6sszeg meghatarozasara!

— Implementald rekurzivan is!
— Hogy oldanad meg memoriatakarékosan?

 Hatarozd meg az optimalis valasztas-sorozatot is!

* Implementald a ,garantaltan legjobb 6sszeg”
algoritmust , mint kétszemélyes jatékot (a gép kezd)



Megoldas: optimum-érték (1)

for( ; ; ){//atlorél-atlora
for( ; ; ){//kurrens atlé mentén

c[il[j] = maxi( a[i] + mini(c[i+1][j-1], c[i+2][j]),
alj] + mini(c[i+1][j-1], c[i][j-2]));



Megoldas: optimum-érték (2)

// a 0. 4tldé csupa nullat tartalmaz
for( k=1 ; k<n ; k += 2 ){ //atlénként
for(i=1, §j =1+ %k ; j <=n ; ++i, ++3 ){ // atlén
cli][3] = maxi(a[i] + mini(c[i+1][3-1],c[1+2]1[]]),
aljl + mini(c[i+1]([J-1],c[1]1[]J-21));

}
}

printf ("eredmeny: %$i\n", c[1l]I[n]);



Optimalis jaték (1)
i=1; jJj = n; int sl = 0, s2 = 0;
=1 ; k <=n/2 ; ++k ){ //fordulonkent

for( k
kiir aktualis allas(a,n,1i,3j,sl,s2);
//lep PC
if ( e[i] [J] == ooo ) {
(eYoYe}
}
else(
(eYoYe}

kiir aktualis allas(a,n,i,Jj,sl,s2);
//lep USER

printf ("He te LOSER, azaz USER, mit wvalasztasz, (b)al vagy (j)obb?\n");
char ¢ = getch();

if (c == "b' ){
000

}

else{
000

}
printf ("EREDMENY:\n") ;

kiir aktualis allas(a,n,i,j,sl,s2);



Optimalis jaték (2)
i=1; jJj = n; int sl = 0, s2 = 0;
=1 ; k <=n/2 ; ++k ){ //fordulonkent

for( k
kiir aktualis allas(a,n,1i,3j,sl,s2);
//lep PC
if ( e[1][]j] == ali] + mini(c[i+1][j-1],c[i+2][]] ) {

sl += a[i],;, ++1i;
}
else{

000

kiir aktualis allas(a,n,i,Jj,sl,s2);
//lep USER
printf ("He te LOSER, azaz USER, mit wvalasztasz, (b)al vagy (j)obb?\n");
char ¢ = getch();
if (c == "b' ){
s2 += a[i]; ++i;
}
else{
000
}

}
printf ("EREDMENY:\n") ;

kiir aktualis allas(a,n,i,j,sl,s2);



A gyorsaknak!

e Balanced Partition

— You have a set of n integers each in the range
0 ... K. Partition these integers into two
subsets such that you minimize |S1 - S2/|,
where S1 and S2 denote the sums of the
elements in each of the two subsets.

* https://people.cs.clemson.edu/~bcdean/
dp_practice/dp 4.swf



Stratégia

 Egyszer(tdl bonyolult fele haladva oldjuk
meg a részfeladatokat (?)

 Részfeladatonként egy értéket tarolunk el
(tombben) (?)
— optimalis megoldast képviselb optimum értéket
(?)
 Rekurziv képlet irja le, hogy a kurrens
részfeladat:

— optimuma miként épithetd fel a kozvetlen
fiurészfeladatok optimumaibdl (optimalis
épitkezés: optimumokbdl optimalisan) (?)



Stratégia

1. Meghatarozzuk a részfeladatok altalanos alakjat.

2. Eldontjuk, hol fogjuk eltarolni az egyes részfeladatok
optimalis megoldasait jellemz6 optimum értékeket
(vagy a megoldasok szamat).

3. Megkeressuk azt a rekurziv képletet, amely
matematikailag leirja, miként épul fel az altalanos
részfeladat optimalis megoldasat jellemz6 optimum
érték a részfeladatok optimum értekeébdl.

— A kurrens részfeladat optimuma mely kézvetlen fiu-
részfeladatok optimumaibdl épithet6 fel, és hogyan?

4. A rekurziv képlet alapjan - az egyszer(tél haladva a
bonyolult fele - feltoltjik a tombot a részfeladatok
optimum értékeivel.



Viraguzlet-feladat

e Egy viragiizlet kirakataban van m vaza (1, 2,
..., m sorrendben) és ezekbe ugy kell elhelyezni
az 1, 2, ..., n viragokat (ebben a sorrendben;
n<m), hogy az esztétikai 6sszhatas maximalis
legyen. (Az e[1..n,1..m] tomb e]i j] celldja azt
tarolja, hogy az i virag a j vazaban milyen
esztetikai hatast kelt; az liresen maradt vazak
esztéetikai hatasa nulla)

— (Nemzetkézi Informatika Olimpiasz, Torokorszag,
1999)



Viraglizlet-feladat

e Példa 3 viragra és 5 vazara.
— Az maximalis esztétikai 0sszhatas: 53.

Q0O :
1 2 3 4 5
7 | 23] -5 |-24| 16 O O

21 | -4 | 10 | 23

R IIIII

\
\
\

w N = 0
o)




Meghatarozzuk a részfeladatok altalanos
alakjat
e Altalénos alak:
— az 1..i viragok optimalis elhelyezése az 1..j vazakba.
* Optimum-érteék:
— az optimalis elhelyezés keltette esztétikai 0sszhatas értéke.
* Optimalis megoldas:
— az optimalis elhelyezés modja.
e Trivialis részfeladatok:
— i=0 (nulla virag elhelyezése barmennyi vazaba);
— i=j (ugyanannyi a virag, mint a vaza).
* Eredeti feladat:
— i=n, j=m.
* Lentrél felfele irany:
— i és j novekednek.



Hol taroljuk a részfeladatok optimalis
megoldasait képviseldé optimum értékeket?

* Optimum-értéekek tombje:
— ¢[0..n,0..m] 2-dimenzids tomb satirozott tertlete

(i=1..n, j=i..m-n+i).

e Trivialis részfeladatokat képviseld cellak:
— ¢[0,j], j=0,m-n; c[i,i], i=0..n. (vilagos szlirke)

* Fredeti feladatot képviselo cella:

— c[n,m]. (sotét szlirke)

O 1 2 3 4 5

C
0
1
2
3




Meghatarozunk egy altalanos rekurziv képletet

e Utolso dontes” az ,(i,j) feladatot” illetGen:
— (1) azi. virag a j. vazaba kertl, vagy
* fiu-részfeladat: (i-1,j-1)
—(2) aj. vaza Uresen marad.
* fiu-részfeladat: (i,j-1)
* A képlet optimalizalasi aga:
— cli,j] = max{c[i-1,j-1] + e[i,j]; cli,j-1] + O}
* A képlet trivialis agai:
—¢[0,j] =0;
— cli,i] = c[i-1,i-1] + e[j, ]



Megirjuk az iterativ algoritmust (1)

C 0 1 2 3 4 5

0 O« O 0

1 7.

2 N 28,

3 N 24
e 1 2 3 4 5
1| 7 | 23| -5 |-24| 16
2| 5 [ 21| -4 | 10| 23
3|21 5 | -4 |-20] 20




W N = O n

w N = 0

0) 1 2 3 4 5
0 | 0.] O
7T 23
28
TR
(o 0 1 2 3 4 5
o] 0 | 0, 0.
1 7 2323,
2 28 «D 28+ 33
3 24 | 24-5EF 0
1 2 3 4 5
7/ 23 | -5 |-24 | 16
21 | -4 | 10 | 23
21| 5 -4 | -20 | 20



Megirjuk az iterativ algoritmust (2)

minden j — 0 .. m—-n végezd
c[0,J] « O

vége minden

minden i —~ 1 .. n végezd

cli,1] < c[1i-1,1-1] + e[1,1]
vége minden

minden i —~ 1 .. n végezd

minden ] « i+l .. m-n+i wvégezd
ha c[i-1,3-1] + e[i,3] > c[i,j-1] akkor
cli,j] « cli-1,i-1] + eli, ]
kulonben
cli,j] < cli,i-1]
vége ha
vége minden

vége minden



Kiolvassuk (,,fentrol-lefele” iranyba) az
optimalis dontéssorozatot

(o 0 1 2 3 4 5
0| O« O«| O~

1 7 <P 23+ 23,

2 28

3




Folytatas...



