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Az élek súlya egy penalizáció érték, 
hogy mennyire lenne csúnya, ha a két 

pont közti szó szekvencia lenne egy sor

Két pont között, akkor van él, ha közéjük 
eső szó szekvencia lehetne egy sor

Az 1-ből n-be vezető legkisebb penalizációja
út adja meg a legszebb tördelést





Optimális út problémák

• Egy pontból induló legrövidebb utak

 KÖR (Viterbi)

 KÖR, NEGATÍV-ÉL (Dijkstra)

 KÖR, NEGATÍV-ÉL, NEGATÍV-KÖR (Bellman-Ford)

• Bármely pontpár közötti legrövidebb utak

 KÖR, NEGATÍV-ÉL, NEGATÍV-KÖR (Floyd)

• Egy pontból induló leghosszabb utak

 KÖR (PERT módszer)



Optimalitás alapelve

• A legrövidebb utak (lru) részútjai is 
legrövidebb utak.

– s: kiinduló pont

– Ha s-ből v-be tartó legrövidebb úton u az utolsó
előtti állomás, akkor lru(s,v) = lru(s,u) + 
súly(u,v)

– Ha s a kezdőcsúcs, akkor bármely (u,v) élre
fennáll, hogy lru(s,v) ≤ lru(s,u) + súly(u,v)



Az s pontból induló legrövidebb utak egy s gyökerű fát alkotnak



Fokozatos közelítés technikája

• Minden v csúcsra nyilvántartunk egy d[v] értéket, 
amely az s-ből v-be vezető per-pillanat 
legrövidebb út súlya.

• apa[v] a per-pillanat legrövidebb út utolsó előtti 
állomása

Finomítás az (u,v) él mentén

Mindhárom algoritmus élek menti finomítások sorozata, melyek révén 
a pontok d-értékei fokozatosan ezek lru-értékeihez konvergálnak.

d[u]-ra alapozott javítás d[v]–n.



Fokozatos közelítésre épülő 
DP algoritmusok (1)
• A v-be vezető legrövidebb út felépíthető a v be-

szomszédjaihoz vezető legrövidebb utakból, a 
megfelelő be-élek mentén való közelítések révén.
– Ha körmentes, akkor topologikus sorrend biztosítja, 

hogy minden pontot megelőznek a be-szomszédjai 
(VITERBI)

• Ha a gráfnak nincs negatív éle, akkor, a v-be vezető 
legrövidebb út felépíthető a v azon be-
szomszédjaihoz vezető legrövidebb utakból, 
amelyekhez kisebb a legrövidebb út.
– Hosszuk szerint növekvő sorrendben határozzuk meg a 

legrövidebb utakat (DIJKSTRA)



Fokozatos közelítésre épülő 
DP algoritmusok (2)
• d[s] = 0; d[v] = ∞ (minden többi pontra)

– Minden lépésben egy újabb pontot csatolunk a lru-fához;

• VITERBI
– A pontokat topo-sorrendben tekintjük;
– A kurrens pont d-értékét elkönyveljük lru-értéknek

(csatoljuk), és finomítunk a ki-élei mentén.

• DIJKSTRA
– Minden lépésben a legkisebb d-értékű csatolatlan pontot 

csatoljuk (d-értékét elkönyveljük lru-értéknek), és 
finomítunk a ki-élei mentén. 

• A kurrens pont lru-értékének elkönyvelése azon alapszik, 
hogy az előzőleg csatolt pontokra épülő finomítások 
garantáltan eredményezték már.



1 2 3 4 6 5

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

0 50 ∞ ∞ 120 110

0 50 150 ∞ 110 100

0 50 150 160 110 100

0 50 150 160 110 100

0 50 150 160 110 100

VITERBI



VITERBI
SZÜRKE: topo-sorrend szerinti kurrens pont;
SZÜRKE/FEKETE: garantált lru, és végleges apa értékek;
FÉLKÖVÉR: kurrens lépésben frissült értékek.



VITERBI
Az s pont topo-sorrendbeli indexe



• The question of whether 
computers can think is like the 
question of whether 
submarines can swim.

• Do only what only you can do.



DIJKSTRA

Minden lépésben a megnagyított szürke 
pont a csatolandó, azaz a legkisebb d-
értékű ([…]) még csatolatlan pont.

Az éppen csatolandó/csatolt pont ki-élei 
mentén finomítunk. Észrevehető, hogy 
elég csak olyan ki-élek mentén finomítani, 
amelyek még csatolatlan pontok fele 
mutatnak (ezek azok, amelyek a körív 
jelölte vágásban vannak; a vágás 
elválasztja a már csatolt pontok alkotta 
lru-fát a még csatolandó pontoktól).

A már csatolt pontok feketék. Ezek d-
értéke már lru-értéknek számít.



FEHÉR/SZÜRKE: az lru-fához még csatolandó pontok;
SZÜRKE: a kurrens lépésben csatolandó pont (legkisebb d-értékű csatolatlan pont);
SZÜRKE/FEKETE: garantált lru, és végleges apa értékek;
FÉLKÖVÉR: kurrens lépésben frissült értékek.



DIJKSTRA

Akkor térít 0-t vissza, ha nincs több 
nem-végtelen d-értékű csatolandó pont.



Viterbi és Dijkstra váll váll-mellett

minden i ← 1,n végezd

u ← topo[i]

u ← min_d_erteku_csatolatlan(d,n)

minden j ← 1,szL[u][0] végezd

v ← szL[u][j]

ha (d[u] + suly[u][v] < d[v]) akkor

d[v] ← d[u] + suly[u][v]

apa[v] ← u

vége ha

vége minden

vége minden

u ki-szomszédjai száma

u j-edik ki-szomszédja



BELLMAN-FORD 
(élek többszöri átjárása)

Újra és újra finomítunk az 
összes él mentén, ezek ()-ben
megjelölt sorrendje szerint.

2 menet után beállnak az lru-értékek;
A 3-dik menetben derül ez ki.

Fekete ponttal és megvastagított 
éllel jelöltük az lru-fát.

Bár a direkt él 6-ba rövidebb 
mint 2-be, a negatív súly miatt, 
a 6-ba vezető lru az 1-2-6.
(Dijkstra mellé fogna)



Megvastagítottuk azokat a 
finomításokat, amelyek lru-
értéket állítanak be.



BELLMAN-FORD 

Ha az n-edik menetben is 
lenne finomítás, akkor a 
gráfban van negatív kör.



BELLMAN-FORD (negatív kör)

Minden további menetben a negatív kör menti pontokhoz az lru érték csökken a kör összsúlyával





BELLMAN-FORD-MORE



Szemléltető PÉLDA









Legrövidebb utak 
minden pontpár között
• FLOYD algoritmusa

– Dinamikus programozás

– A legfentebb {1,2,…,k} köztes állomásokat 
tartalmazó lru-akból (dk[1..n][1..n]) felépítjük a 
legfentebb {1,2,…,k,k+1} köztes állomásokat 
tartalmazókat (dk+1[1..n][1..n])
• d0[1..n][1..n] a súly-mátrix (egyetlen köztes állomást 

sem tartalmazó lru-ak)

– Észrevehető, hogy dk+1-vel felülírható dk.
• A d tömb kezdetben a súly mátrixot (d0) tartalmazza, 

majd frissítjük n-szer

• A k-adik lépésben d éppen a dk-t tartalmazza



FLOYD algoritmusa

minden k ← 1,n végezd

minden i ← 1,n végezd

minden j ← 1,n végezd

ha ( i≠k ÉS j≠k ) akkor

ha (d[i][k] + d[k][j] < d[i][j]) akkor

d[i][j] ← d[i][k] + d[k][j] 

vége ha

vége ha

vége minden

vége minden

vége minden



Azért írható felül dk a dk+1-vel, mert a 
k. lépésben a k. oszlop és sor 
elemeire alapozva csak a többi 
elemet (i≠k ÉS j≠k) kell frissíteni.

A d tömbben a lru-ak hosszai 
generálódnak. Ha egy (n+1)-edik
menetben is történne finomítás, 
akkor ez negatív kört jelezne.

Ha minden frissítéskor eltárolnánk 
egy bizonyos „apa tömbbe” a kurrens 
k-t (apa[i][j]=k), akkor ebből könnyen 
visszanyerhetők lennének maguk a 
legrövidebb utak is.



A KRITIKUS ÚT MÓDSZERE

• Egy körmentes irányított súlyozott gráfban, 
amelynek van egy kitüntetett forrás pontja (s) 
és egy kitüntetett nyelő pontja (t), kritikus 
útnak az s-ből t-be vezető leghosszabb utat 
nevezzük.
– Egy ilyen gráfot tevékenység gráfként is 

felfoghatunk.
• s: munkálatok elkezdésének momentuma

• t: munkálatok befejezésének momentuma

• élek: tevékenységek (súlyuk: a tevékenység időigénye)

• egy pont képviselte esemény akkor következik be, ha 
minden be-éle képviselte tevékenység befejeződött



A kritikus út menti pontokra a megengedett késés 0. Ha késne 
valamelyik kritikus út menti tevékenység, akkor késne a teljes munkálat

VITERBI 
leghosszabb 

útra 
hangolva




