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Typesetting in TeX

1 Plain Text

:

Type your text in free-format; lines can be as long or as short as you wish. You can indent
or,space out your input text in any way vou like to highlight the structure of your manuscript
and make it easier to edit. LaTeX fills lines and adjusts spacing between words to produce an
thetically pleasing result.
Completely blank lines in the file break your text into paragraphs. To change the font

thr a single character, word, or set of wo close the word and the font changing command
ithin braces, like this. A font changing comm ot enclosed in braces, like the change
0 bold here, keeps that change in effect until the of the document or until
ountermanded by another font switch, like this change b




Applications
Shortest-paths is a broadly useful problem-solving model

* Maps

* Robot navigation.

* Texture mapping.

e Typesetting in TeX.

e Urban traffic planning.

e Optimal pipelining of VLSI chip.

» Subroutine in advanced algorithms.

e Telemarketer operator scheduling.

» Routing of telecommunications messages.

» Approximating piecewise linear functions.

» Network routing protocols (OSPF, BGP, RIP).

» Exploiting arbitrage opportunities in currency exchange.
e Optimal truck routing through given traffic congestion pattern.

Reference: MNetwork Flows: Theory, Algorithms, and Applications, R. K. Ahuja, T. L. Magnanti, and J. B. Orlin, Prentice Hall, 1993.



Optimalis ut problémak

* Egy pontbdl induld legrovidebb utak

=_KOR (Viterbi)

= KOR, NEGATIV-EL (Dijkstra)

= KOR, NEGATIV-EL, NEGATIN-KOR (Bellman-Ford)
 Barmely pontpar kozotti legrovidebb utak

= KOR, NEGATIV-EL, NEGATINV-KOR (Floyd)
* Egy pontbol indulé leghosszabb utak

=_KOR (PERT mddszer)



8 h 39 min

Optimalitas alapelve

* Alegrovidebb utak (lru) részutjai is
legrovidebb utak.
— s: kiinduld pont

— Ha s-b6l v-be tartd legrovidebb uton u az utolsé
el6tti allomas, akkor Iru(s,v) = Iru(s,u) +
suly(u,v)

— Ha s a kezd&csucs, akkor barmely (u,v) élre E
fennall, hogy Iru(s,v) < Iru(s,u) + saly(u,v)

Fitest



Shortest Path Tree
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Az s pontbdl induld legrovidebb utak egy s gyokerd fat alkotnak



Fokozatos kozelités technikaja

 Minden v csucsra nyilvantartunk egy d[v] értéket,
amely az s-bdl v-be vezetd per-pillanat
legrovidebb Ut sulya.

e apalv] a per-pillanat legrovidebb Ut utolso elbtti
allomasa

- __— Finomitas az (u,v) él mentén
ha d[v] ﬁ”ﬁfﬂ] + suly(u,v) akkor
d[v] = d[u] + suly(u,v)

apa [V]‘k d[u]-ra alapozott javitas d[v]—-n.

vége ha ‘

Mindharom algoritmus élek menti finomitasok sorozata, melyek révén
a pontok d-értékei fokozatosan ezek Iru-értékeihez konvergalnak.



Fokozatos kozelitésre épuld
DP algoritmusok (1)

* Av-be vezetd legrovidebb ut felépithetd a v be-
szomszedjaihoz vezetd legrovidebb utakbdl, a
megfeleld be-élek mentén valo kozelitések réven.
— Ha kormentes, akkor topologikus sorrend biztositja,

hogy minden pontot megel6znek a be-szomszédjai
(VITERBI)

* Ha a grafnak nincs negativ ele, akkor, a v-be vezet6
legrovidebb ut felépithetd a v azon be-

szomszédjaihoz vezetl legrovidebb utakbol,
amelyekhez kisebb a legrovidebb ut.

— Hosszuk szerint novekvo sorrendben hatarozzuk meg a
legrovidebb utakat (DIJKSTRA)



Fokozatos kozelitésre épuld
DP algoritmusok (2)

e d[s] =0; d[v] = o= (minden tobbi pontra)
— Minden Iépésben egy Ujabb pontot csatolunk a lru-fahoz;
* VITERBI

— A pontokat topo-sorrendben tekintjuk;

— A kurrens pont d-értékét elkdonyveljik lru-értéknek
(csatoljuk), és finomitunk a ki-élei mentén.

* DIJKSTRA

— Minden |épésben a legkisebb d-értékl csatolatlan pontot
csatoljuk (d-értékét elkonyveljik lru-értéknek), és
finomitunk a ki-élei mentén.

* A kurrens pont lru-értékének elkdnyvelése azon alapszik,
hogy az el6z6leg csatolt pontokra eplld finomitasok
garantaltan eredményezték mar.
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VITERBI

apa

apa

apa

apa

apa

apa

SZURKE: topo-sorrend szerinti kurrens pont;
SZURKE/FEKETE: garantdlt Iru, és végleges apa értékek;
FELKOVER: kurrens |lépésben frissiilt értékek.

1 2 3 4 5 6
0 OO OO OO ~C ~>C
0 0 0 0 0 0
3 4 5 6
o' OO 110 120
0 0 1 1
3 4 5 6
150 T 100 110
2 0 2 2
5 6
100 110
2 2

1

1

1
0
0
1
0

e

2 3 4 S5 6
50 DC oC 110 120
1 0 0 1 1
2 3 a4 S5 6
50 150 oC 100 110
1 2 0 2 2
2 3 a4 5 6
50 150 160 100 110

0 1 2 3 2 2
2 : a4 D 6
50 110
1 2
2

3

3 £
0 150 160 100
0 2 3 2
1 4

D



VITERBI

Az s pont topo-sorrendbeli indexe

minden 1 «— ig,n-1 végezd
u — topo[1i]

minden veszomszéd(u) végezd
ha d[u] + sulv(u,v) < d[v] akkor
apalv] < u
d[v] <« d[u] + sulv(u,v)
vége ha

vége minden
vége minden



* The question of whether
computers can think is like the
guestion of whether
submarines can swim.

* Do only what only you can do.

Edger Dijkstra
Turing award 1972



DIJKSTRA



FEHER/SZURKE: az Iru-fahoz még csatolandd pontok;

SZURKE: a kurrens |épésben csatolandé pont (legkisebb d-értéki csatolatlan pont);
SZURKE/FEKETE: garantdlt Iru, és végleges apa értékek;

FELKOVER: kurrens lépésben frissiilt értékek.

2 3 4 3 6 3 4 3 6
d C o C C o | — >'s C 110 | 20
apa 0 0 0 0 0 0 0 1 1
2 3 4 5 6 3 4 5 6
d 50 0 oC 110 | 20 | — OO X
apa 1 0 0 1 1 0 0

5] 6
100 el
6 1

d

apa

d

apa

d

apa

d

apa



DIJKSTRA

fliiggvény DIJKSTRA}(G,s)
Q — V(G)
minden veQ vegezd
dlv] «— ~
vége minden Akkor térit 0-t vissza, ha nincs tobb

d[s] < 0 nem-végtelen d-érték(i csatolandd pont.
apa[s] — 0O

amig Q # () végezd
u — KIVESZ_MIN(Q)
ha u = 0 akkor
ugorjj
vége ha
minden v £ szomszeéd(u) végezd
ha (veQ ES (d[u] + sulv(u,v) < d[v])) akkor
apalv] — u
d[v] — d[u] + suly(u,v)
vége ha
vége minden
vége amig
vissza apa
vege DIJKSTRA




Viterbi és Dijkstra vall vall-mellett

minden 1 « 1,n végezd
u «— topo[i] u ki-szomszédjai szama
u <« min d erteku csapdlatlan (d,n)
minden j — 1,szL[u][0] wvégezd
v « szL[u][j]- u j-edik ki-szomszédja

ha (d[u] + suly[u] [v] < d[v]) akkor
d[v] « d[u] + suly[u] [V]
apal[v] « u

vége ha

vége minden

vége minden



” BELLMAN-FORD
< (élek tobbszori atjarasa)

[] b) 2 [140]
100(5) 3

[«]
2
70(6)
150(10

a)

50(9 ;

20(3) "r

[110]
100(5)

70(6)
150(10




Megvastagitottuk azokat a
finomitasokat, amelyek lru-
értéket allitanak be.

Elek 1 2 3 4 5 6
0. menet ) o o0 X0 o0 o0
1:(2.6) [-60] 0 oo o 0 o0 o0
2:(1,5)[110] 0 o0 oc oo 110 o
3:(1,6)[20] 0 o o oo 110 20
4:(6,5)[80] 0 oo o0 oo 100 20
5:(2,3)[100] 0 oo oo oo 100 20
1. menet 6:(2.5) [70] 0 s~ oo oo 100 20
7:(5,3)[40] 0 ~o 140 o~o 100 20
8:(3.4)[10] 0 oo 140 150 100 20
9:(1,2)[50] 0 50 140 150 100 20
10:(3,6) [150] 0 50 140 150 100 20
11:(4,5)[30] 0 50 140 150 100 20
1:(2,6)[-60] 0 50 140 150 100 -10
2:(1,5)[110] 0 50 140 150 100 —10
3:(1,6)[20] 0 50 140 150 100 —10
4:(6,5)[80] 0 50 140 150 70 —10
5:(2,3) [100] 0 50 140 150 70 —10
2 nengt 6:(2,5)[70] O 50 140 150 70 —10
7:(5,3)[40] 0 50 110 150 70 —10
8:(3,4)[10] 0 50 110 120 70 —10
9:(1,2)[50] 0 50 110 120 70 —10
10:(3,6) [150] 0 50 110 120 70 —10
11:(4,5)[30] 0 50 110 120 70 —10




BELLMAN-FORD

fliggveny BELLMAN_FORD(G(V,E),s,d[1..n],apa[l..n],n)
minden veV(G) vegezd
d[v] <« o«
vege minden
d[(s] «— O
apa[s] «— O
i« 0
végezd
volt_kozelités «— HAMIS
minden (u,v)cE(G) vegezd
ha d[u] + suly(u,v) < d[v] akkor
apal[v] < u
d[v] <« d[u] + suly(u,v)

volt_kozelités «— IGAZ Ha az n-edik menetben is
vége ha lenne finomitas, akkor a
vége minden / grafban van negativ kor.
1 — 1+ 1

amig |(volt_kozelités = IGAZ) ES (i < n)
ha (volt_kozelités = IGAZ) ES (i = n) akkor
vissza HAMIS
kiilonben
vissza IGAZ
vege ha
vege BELLMAN_FORD




BELLMAN-FORD (negativ kor)

Minden tovabbi menetben a negativ kor menti pontokhoz az Iru érték csokken a kor 6sszsulyaval



Negative cycle detection

Goal. Identify a negative cycle (reachable fr'o vertex).

Solution. Add O-weight edge from artificial source s to each vertex v.
Run Bellman-Ford from vertex s.

A

4

-0.48 -0.11

/

-/ = () 58



BELLMAN-FORD-MORE

Shortest paths with negative weights: Bellman-Ford-Moore algorithm

Observation. If dist[v] doesn't change during phase i,
no need to relax any edge leaving v in phase i+1.

FIFO implementation.
Maintain queue of vertices whose distance changed.

N

be careful to keep at most one copy of each vertex on queue

Running time.
o still could be proportional to EV in worst case
e [much faster than that in practice




Szemlélteté PELDA

Currency conversion. Given currencies and exchange rates, what is

best way to convert one ounce of gold to US dollars?
* 1oz .gold = $327.25.

* loz.gold = £208.10 = — $327.00. [20810x15714]
* 1oz gold = 455.2 Francs = 304.39 Euros = $327.28. [4552x6677x10752]

UK Pound 1.0000 0.68B53 0.005290 0.4569 0.6368 208.100
Euro 1.4599 1.0000 0.007721 0.6677 0.9303 304.028
Jﬂpﬂnege Yen 189.050 129.520 1.0000 85.4694 120.400 39346.7
Swiss Franc 2.1904 1.4978 0.011574 1.0000 1.3941 455.200
US Dollar 1.5714 1.0752 0.008309 0.7182 1.0000 327.250

Gold (02') 0.004816 0.003295 0.0000255 0.002201 0.003065 1.0000



Graph formulation.

* Vertex = currency.

e Edge = transaction, with weight equal to exchange rate.
e Find path that maximizes product of weights.

327.25

G <« 0.GG3065x$
0.008309
0.004816 208.100 455 2 1.3941 \

1.0752

N I

2.1904 F 0. 6677 ey E/

.i'




Reduce to shortest path problem by taking logs

e Let weight(v-w) = - Ig (exchange rate from currency v to w)

* multiplication turns to addition

* Shortest path with costs ¢ corresponds to best exchange sequence.

G < 0.003065 $
A
0.008309
-1g\455.2) = -8.8304 1046 \
0.004816 208.100 455 2 0.7182 0752 ¥

129.520
v 0.5827 /////

g 2.1904 0.6677 =y E




Is there an arbitrage opportunity in currency graph?

e Ex: $1 = 1.3941 Francs = 0.9308 Euros = $1.00084.
* Is there anegative cost cycle?

* Fastest algorithm is valuablel!

327.25

— x“;

G < 0.003065 n\\\
/T 0.008309

0.004816 208.100 -0.4793 -0.1046
' : 5 x
4532 1.3941 1.0752

/¥
129.520
¥ 0.5827 ////

2.1904 > F 0.6677 ===p E

-0.4793 + 0.5827 - 0.1046 < 0



Legrovidebb utak
minden pontpar kozott e

 FLOYD algoritmusa
— Dinamikus programozas

— A legfentebb {1,2,...,k} kdztes allomasokat
tartalmazé Iru-akbal (d,[1..n][1..n]) felépitjuk a
legfentebb {1,2,...,k,k+1} koztes allomasokat
tartalmazékat (d,,,[1..n][1..n])

* dy[1..n][1..n] @ suly-matrix (egyetlen kdztes allomast
sem tartalmazo Iru-ak)

— Eszrevehet6, hogy d,,,-vel felilirhaté d,.

* A dtdmb kezdetben a suly matrixot (d,) tartalmazza,
majd frissitjuk n-szer

* A k-adik Iépésben d éppen a d,-t tartalmazza




FLOYD algoritmusa

minden k —~ 1,n végezd

minden 1 <« 1,n végezd
minden j <« 1,n végezd
ha ( i#k ES j#k ) akkor
ha (d[i1][k] + d[k][J] < d[1][3]]) akkor
d[i] [J] < d[i][k] + d[k][]]
vége ha
vége ha

vége minden

vége minden

vége minden






A KRITIKUS UT MODSZERE

* Egy kormentes iranyitott sulyozott grafban,
amelynek van egy kitlintetett forras pontja (s)
és egy kitlintetett nyel6 pontja (t), kritikus
utnak az s-bdl t-be vezetd leghosszabb utat
nevezzuk.

— Egy ilyen grafot tevékenység grafként is
felfoghatunk.
* s: munkalatok elkezdésének momentuma
* t: munkalatok befejezésének momentuma
» élek: tevékenységek (sulyuk: a tevékenység idbigénye)

* egy pont képviselte esemény akkor kovetkezik be, ha
minden be-éle képviselte tevékenység befejez6dott



KrUtHossz = lhu(s,t)
< >
Legkorabban Megengedett
e Ny késés
N lhu(s,u) ’F;L‘ lhu (u, t)
Legkés6bb
KrUtHossz - lhu(u,t)
VITERBI
leghosszabb
(12/13) (21/23) utra
5
¥ 9 S hangolva
8 o 2
17
) 3
7(26/28) A 12
10,
. 3 8 7 3D (36/36)
O (23/3Q
(16/23)
9 6 3
3 4 Z
11
(4/4) 9 1

(22/22) (33/33)
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