Algebra és geometria






1. fejezet

Vektorterek

1.1. Vektorterek

1.1.1. Ertelmezés. Adott a (V,+) kommutativ csoport és eqy K kommutativ
test.

AV halmazt K kommutativ test feletti vektorterének nevezziik, ha létezik
eqy f: KXV =V, f(k,v) = kv leképezés, amely a kovetkezd tulajdonsdgok-
kal rendelkezik:

1. k(v +w) = kv + kw, (V) k1 € K, (V) v,w € V
2. (k+lv=kv+lv, V) kileK V)veV

3. k(lv) = (kl)-v, V) k,le K, V)veV

4. 1L-v=v, (V)veV

A wvektortér jelolésére a (V,+,K) szimbdolumot haszndljuk, vagy egy-

szeridien V-t ha nem dll fenn a félreértés veszélye.
1.1.2. Tétel. A (V,+, K) vektortérben fenndllnak a
1. 0-v =0,
2.k-0=0, (-1)v=—v

dsszefiliggések.



1.1.3. Ertelmezés. Adott a (V,+, K) vektortér. Legyen W C V.
Ha (W, +, K) szintén vektortér, akkor ezt a vektorteret a (V,+, K) vek-

tortér alterének nevezzik.

1.1.4. Tétel. A (V,+, K) vektortérnek a W C V' halmaz akkor és csak akkor

altere, ha
1. MuveW=ut+veW
2. MoveW, VM) Ae K= eW
1.1.5. Tétel. Ha Wy és Wy két altere a V' vektortérnek, akkor:
1. W1 N Wy altere V -nek.
2. Wi+Wy = {vi4ve | v1 € Wi, vy € Wa} szintén altere a V' vektortérnek.
8. Wi U Wy dltaldban nem altere V -nek.

1.1.6. Tétel. Legyen Wy és Wy két altere a (V,+, K) vektortérnek és v €
Wi + Wa.

A v =wy+ we, wy € Wi, wy € Wy bsszegként vald felirds akkor és csak
akkor egyértelmd, ha W1 N Wo = {0}.

1.1.7. Ertelmezés. Adott a (V,+, K) vektortér. Legyen vy, vz, ..., v, € V;
AL Ao, o € KA v = Ao + Aovg + -+ + Ay, vektort a vi,ve, ..., 0y,

vektorok linedris kombindcidjdnak nevezziik.

1.1.8. Ertelmezés. Legyen (V,+,K) egy vektortér és S C V, S # 0. Az
S wvektorrendszert linedrisan fliggének nevezziik, ha létezik vi,va,..., v, € S,
v; # v, hai # j éski, ko, ... k, € K nem mind zérok 1igy, hogy ki1v1+kova+
oo+ knvy, = 0. Egy S vektorrendszer akkor linedrisan fiiggetlen, ha bdrmely
Viy...,U € S pdronként kiilonbozd vektorok esetén a AMvy + ...+ Apv, =0

egyenldséghdl kovetkezik, hogy: Ay = o = -+ = X, = 0.

1.1.9. Példa. v; = (1,—-1,1), vo = (2,0,—-1), v3 = (—1,1,3) linedrisan
fiiggetlen vektorrendszert alkotnak az (R3,+,R) vektortérben.



Valdban ha feltételezzik, hogy Av1 + Agva + Azvs = 0, akkor ez az egyen-

[0ség a kovetkezd egyenletrendszerrel ekvivalens:

M+ 2de — A3 =0
M A+A=0
A=A +3X3=0
1 2 -1 |1 2 0
A=|-1 0 1|=|-1 0 of=8
1 -1 3 1 -1 4

Mivel a homogén rendszernek a determindnsa nem z€éro, kévetkezik, hogy

csak a trivialis megolddsa van, azaz Ay = Ao = A3 = 0.

1.1.10. Megjegyzés. Ha {vi,va,...,v,} C V egy vektorrendszer V-ben
és L(S) jeloli a vy, ..., v, vektorokbdl képezhetd dsszes linedris kombindciok
halmazat, akkor L(S) barmely n+1 vektora linedrisan fiiggd. Az L(S) dsszes

linedris kombindcick halmaza altere V -nek.

1.1.11. Ertelmezés. Legyen  (V,+,K) eqy  vektortér — és
5'22{01,02,...,Un} cV.
Ha L(S) =V,, akkor az S vektorrendszert a V' vektortér generdlorendsze-

rének nevezzik.

1.1.12. Ertelmezés. Ha B = {vy,v2,...,v,} C V egy linedrisan figgetlen
vektorrendszer és ugyanakkor generdlorendszere is V -nek, akkor a B halmazt
a V' wvektortér bazisdnak nevezzik.

Ha B véges halmaz, akkor a B elemszamdt a V vektortér dimenziojinak

nevezziik. Ha B végtelen, akkor a V' wvektortér végtelen dimenzios.

1.1.13. Példa.
Rn = {($1,$2,...,$n) | Tn € R’ n :]_’7n}
(R™, +,R) egy n dimenzids vektortér.

B ={ej,e2,...,en} e =(0,0,...,0,1,0,...,0)
——— S —
k—1 n—k



k =1,n egy bdzisa az R™ vektortérnek.

Ezt a bazist kanonikus bdzisnak is nevezzik.

1.1.14. Megjegyzés. Legyen V,, n-dimenzios vektortér esetén. Ha B =
{v1, ..., 00} C Vp, linedrisan figgetlen, akkor B bdzisa a V,, vektortérnek.

Ha B = {vi,...,v,} bdzisa a V,, wvektortérnek, akkor barmely v € V,
vektor pontosan egyféleképpen irhato fel a B bdzis vektorainak linedris kom-
bindcidjaként.

Mdsképp fogalmazva egyetlen (A1, Az, ..., A\p) € K™ szdm n-es létezik ugy,
hogy v = Av1 + Aovo + -+ - + ApUn.

A A, X, ..., Ay szdmokat a v wvektor koordindtdinak nevezzik a B =

{v1,v9,...,v,} bdzisban.

1.1.15. Ertelmezés. AV, vektortérben adott két bdzis B = {e1,ea,...,en}
és B' = {e},eh,+...,e.}.

n

Ha az

n
/
e1 = E ai, € = aj1el + agsiez + ...+ apien
i=1
n
/
€y = E Qi,€; = ai2e] + a2€2 + ... + ap2eén

i=1

n
/
e, = E a;,€; = G1pel + agne2 + ... + apnen
i=1

eqyenldségekkel értelmezziik az

aij; a2 ... Qin

asr a2 ... Q2p
A=

an1 AaQp2 ... Qpn

mdtrizot, akkor az A mdtrizot dttérési mdtriznak nevezziik a B bdzisrol a B’

bdzisra.

1.1.16. Példa. a) Legyen az (R3,+,R) vektortér kanonikus bizisa B =
{e1,e2,e3}, ahol ey = (1,0,0), e = (0,1,0), es = (0,0, 1), tovdbbd legyen

B' = {€,ey,e3}, € =(1,0,1), ey =(—1,2,0), e5 = (3,1,1)



egy mastk bazis.

A bdzisok vektorai kézdtt a kévetkezd dsszefiiggések dlinak fenn:

el =e1+ e3 1
el = —ey + 2ey TA=1-1 2
€g=3€1+€2+€3 3

Tehdt az dttérési matriz:

1 -1 3
A=10 2 1],
1 0 1

b) Jelolje Ro[x] a valds egyiitthatds, legfennebb mdsodfoki polinomok hal-
mazadt. Egyszertd beldtni, hogy (Ra[z], +,R) vektortér.

Az Ro[x] vektortér bizisa B = {1,x,2%}, egy mdsik bizis B' = {1,1 +
2,1+ + 2%}, Az dttérési mdtrix

t

A=

—_— = =

— = O

= o O
Il

1 1
0 1
0 1

Udo,_.)_.

1.1.17. Tétel. Egy V,, vektortérnek legyen B = {ejy,ea,...,ep} és B’ =
{el,eh, ... e} két bazisa.
Jelolje A az dttérési mdtrizot a B bdzisrol a B’ bdzisra.

Ha egy v € V,, vektort felirunk a két bdzis segitségével
v = x1€1+ X282+ ...+ xTheE
/N !/ /AN,
v = Tie] +Tyey + ...+ 2,6,
akkor x;, i =1,n és x} i = 1,n szamokat a v vektor koordindtdinak nevezziik

a B és B’ bdzisban.

A koordindtdk kozotti osszefiiggés igy irhato fel:

L - _ .
L1 L1 ail a2 ... Qip
/
T2 ) az1 a2 ... Q2p
=A-| |, ahol A=
T l‘;l anl Aanp2 ... dpn




az attérési matrix.
Egy baziscsere esetén egy vektor koordinatainak valtozasat a kovetkezd
tétel irja le:

1.1.18. Tétel. (kicserélési lemma) Legyen B = {e1,ea,...,en} eqy bdzisa a
(Vi, +, K) vektortérnek és legyen v € V,,, v = avjey + agea + ... + xpey. A

*
B = {617627 <.y €6i—-1,0,€441, - - ‘7671}

vektorrendszer akkor és csak akkor bdzisa a vektortérnek, ha o; # 0.

Ha B* bazis a V,, vektortérnek, akkor eqy v € V,, vektornak a B* bdzisra

vonatkozo koordindtdi (Nj, A5, ..., \) és ugyanakkor a v vektornak a B bd-
zisra vonatkozo koordindtdi (A1, A, ..., A\n) kézott a kovetkezd dsszefiiggés dll
fenn:
Ai QA
A= N =0 i A
(673 (673
Ezeket az dsszefiiggéseket eqy tdabldazatba foglalhatjuk a kévetkezdképpen:
v, T R x
€1 aq )\1 €1 0 7/\1%;&1)\i
€ @i Ai v 1 2
& a4 )\j € 0 7)\]'041'(;04]')\2'
€n an An én 0 Mo”a;f"’\l
A B bdzisban a koordindtdk A B* bdzisban a koordindtdak

Ha a B bdzisbdl az e; vektort cseréljik ki v-vel, akkor a;-t nevezziik gene-
rdlo elemnek.

A B bdzisra vonatkozd koordindta tabldzatbdl gy kapjuk a B*-ra vonat-
kozo koordindtdk tabldzatdt, hogy a generdld elem oszlopaban minden elem
helyére zérot irunk kivéve oy helyét, ahovd egy keriil.

Az «; sordban szerepld tébbi elemet elosztjuk c;-vel.

A tdbldzat tobbi elemét egy ugynevezett téglalapszabdllyal hatdrozzuk meg:



8|z

iNj — Aiyj
aj——— X 0 Xty — A%

Q;
1.1.19. Alkalmazasok. a) Igazoljuk, hogy a vi = (2,1,1), va = (3,2,1),
v3 = (—1, =1, —2) vektorok egy bazisdt képezik az R vektortérnek és irjuk fel
av=(1,—1,-2) vektort ebben a bdzisban.

Megoldas

{e1,e2,e3} legyen a kanonikus bazisa R3-nek

‘vl vy U3 U U1

() V3 (%
2 101 1 2 -1 1
€1 3 . B) 3 2
e | 1 2 -1 -1 es | O % _% _%
es| 1 1 -2 -2 e3 -1 -3 3
v V2 U3 U v Uy V3 U
(%] 1 0 1 5) U1 1 0
—
v |0 1 -1 -3 w| 0 1 0 -1
€3 0 -2 A4 v3 0 1 2

b) Oldjuk meg a
201+ 3z0+ 23 =1
1+ 229 + 13 = —1
1+ 20 — 213 = —2

egyenletrendszert a kicserélési lemmaval.
Megoldas
2 3 1

A rendszer matrixa A= |1 2 1

1 1 -2



Ha x1, x2, z3 megoldésa a rendszernek, akkor vy -1 +v2 - 9 +v3- 23 = v,
ahol v1 = (2,1,1), va = (3,2,1), v3 = (1,1, -2) és v = (1, -1, —-2).
Legyen megint R3 kanonikus bazisa {e1, ez, e3}.

A kovetkezd tablazatot készithetjiik el:

‘ U1 () V3 v ‘ U1 () V3

v
e1| 2 3 1 1 vl A T
a 101 3
€9 1 2 1 1 €1 0 2 2 2
e3| 1 1 -2 -2 2 -3 -2 -3
vy V2 V3 U vl V2 V3 W
vp| 1 0 -1 5 vp |1 0
—
v O 1 1 -3 vp| 0 1 0 -5
es| 0 0 -2 -4 vs | 0O O 1 2
Tehat a megoldas x1 =7, o9 = —5, x3 = 2.
4
c¢) Hatarozzuk meg az A = ] méatrix inverzét.
5
T /
Azt az A7 = , maétrixot kell meghatéarozni, amely esetén teljesiil,
y 'y
hogy
dr +3y =1 47’ + 3y =0
Tx 4+ 5y =0 T+ 3y =1

TV + Yvg = e
Vektorialisan ez igy irhato: LR ol v = (4,7), va = (3,5)
2'v1 + y've = e



—
[
=

[
|
AN
—_

-5 3
Tehat: A~ = .
7T -4

Kittizott feladatok

1. Adott az [a, b] intervallum.

Igazoljuk, hogy az {f | f [a,b] — R, f folytonos} fiiggvényhalmaz a
fliggvények Osszeadaséaval és valos szammal vald szorzassal, R feletti

vektorteret képez.

2. C™([a,b]) = {f | f : [a,b] — R, f n-szer derivalhato és f) : [a,b] —
R folytonos}. Igazoljuk, hogy a C'™)([a, b]) halmaz a fiiggvények Gssze-

adasaval és valos szammal valo szorzassal, R feletti vektorteret képez.
3. Legyen A= {f € C"([a,]) :
F™ (@) + ar(2) f V(@) + .+ an(@) - f(z) =0},

ahol aq(x),...,a,(x) adott folytonos fliggvények a fliggvények Gssze-

adéaséaval és valés szammal valo szorzassal, R feletti vektortér.

4. Jelolje C,[z] a legfennebb n-ed foku komplex egyiitthatos polinomok

halmazat.
A = {PeC,lz]| P(0)=h, h# 0}
{P € Cula] | P(0) - 3P(1) = 0}
C = {PeCulx]| P(1)+---+ P(k)=0}

Sy
I

(k, h adott)



Dontsiik el, hogy A, B, C koziil melyik altere a (C,[x], 4+, C) vektortér-

nek.

Feladatok (kicserélési lemma)

1.

R3[z] jelolje a legfennebb harmadfoki valds egytitthatos polinomok hal-

mazat

Igazoljuk, hogy:

Bl = {1,(E,l’2,$3}
By = {1+2°% x4+ 2% 23+ 27}
1 1
By = {1,$—1,2!(x—1)1,3!(:c—1)3}

vektorrendszerek bazisat képezik az (Rs[z], 4+, R) vektortérnek.

. Az (R?,+,R) vektortérben adott a vy = (1,2,—1), vy = (1,-2,1),

vy =(1,1,-1), v = (4,9,—6), w = (1,8, 5) vektor.
Igazoljuk, hogy B = {v1,v2,v3} bézisit képezi az R3 vektortérnek.

Fejezziik ki a v és w vektorokat ebben a bazisban.

Adott a (Z3,+,Zs5) vektortér és a vy = (2,3,1), vp = (1,2,4), v3 =
(0,1,1), v = (4,2, 1) vektorok. Igazoljuk, hogy B = {v1,vs,v3} bazisa

a (Z3,+,7Zs) vektortérnek és fejezziik ki a v vektort ebben a bézisban.

Oldjuk meg az egyenletrendszert:

201 — 3x0 + 13 =2
T, + dxo — 4dxg = —5
4x1 + 29 — 323 = —4.

. Hatarozzuk meg a kovetkez méatrixok inverzeit:

1 2 -1 2 0 1
A=|2 1 2|, B=|1 2 1/,
-1 1 1 2 11



6. Az (R? +,R) vektortérben adott v; = (1,-2,3), ve = (2,—1,2), v3 =
(1,1,-1), vg = (4,—-2,4). A B = {vy,vy,v3,v4} vektorrendszernek

hatarozzuk meg egy linedrisan fliggetlen, maximélis részrendszerét.

7. Az (R3[z], +,R) vektortérben a P(x) = 23 — 322 — 42 + 10 polinomot
fejezziik ki a B = {1,2—2, (x —2)?, (x — 2)3} bazis vektorainak linearis

kombinaciojaként.






2. fejezet

Skalaris szorzat, FEuklideszi
terek

2.1. Skalaris szorzat, Euklideszi terek

2.1.1. Ertelmezés. Adott a (V,+,R) vektortér.
Az VXV =R, f(x,y) =< z,y > fligguényt, amely teljesiti az

1. <zyy>=<y,z> V) z,yeV

2. <zyy+z>=<z,y>+<z,z> (V) x,y,2€V

3. <kzxy>=k<z,y> V) z,yeV, V) keR

4. <xz,x>>0, (V) z eV ésha<z,x>=0, akkor z =0,

skaldris szorzatnak nevezzik. Az 1. .../ . feltételeket a skaldris szorzat axi-

omdinak nevezzik.

2.1.2. Megjegyzés. Ha V eqgy C feletti vektortér, akkor f : V xV — C,
f(z,y) =< x,y > és a skaldris szorzat értelmezésében szerepld feltételek kozil

az 1. feltételt ki kell cserélni az 1. < x,y >= < y,x > feltétellel.

2.1.3. Példa. a) Adott (R"™,+,R) a vektortér. Legyen x,y € R", = =
($1>$27 .. 'axn)a Yy = (y1>y27 s ayn)

15



n
Az < z,y >= Z xiy; egyenldséggel értelmezett mivelet teljesiti a skaldris
i=1
szorzat ariomdit.

n n
Bizonyitds. 1. < xz,y >= Z = Zyzxz =<y,x >, (V) z,y e R”

n n n
2. <my+z>= sz(ylezl) = Z%%*’Z%’Zi =< z,y >+ <
i=1 i=1 i=1
x,z >n, (V) z,y,z € R"?

n n
3. < Ax,y >:Z)\xiyi :)\Zﬂfi% =A<z,y> V)z,yec R*" VY eR.
i=1 i=1

n n
4. <x,x>=2x?20, (V)xeR”<x,x>:O:>Zx%:0:>x1:
i=1 i=0
To=...=2,=0=2=0.

O

b) Legyen (Ra[z], +,R) a valds egyiitthatos legfennebb mdsodfoki polino-

mok (vektortere) linedris tere és.

1
<PQ >:/O P(z)Q(x)dx.

Igazoljuk, hogy az igy értelmezett kétvdltozos mivelet is teljesiti a skaldris

szorzat ariomdit.

Bizonyitas. 1. < P,Q >= fol p(z)Q(x)dx = fo (x)dr =< Q,P >,
(V) PvQ € R2[$]
2<PQ+R >= [ p@)(Q(z) + R()dz = [} P(z)Q(x)dx +
fo x)dr =< P,Q >+ < P,R >, (V)P,Q,ReRg[x].

3. <AP,q>= [} \P(2)Q(z)dx = \ [} P(z)Q(z)dz = X < P,Q > .

4. < PP >= [[PXz)dz > 0, (V) P € Rofz], [} P*(x)de = 0 =
P*(z) = 0, (V) z € [0,1] = P(z) =0, (V) = € [0,1] P(x) =
ar’+b+c=>a=b=c=0=P=0.



2.1.4. Tétel. (Cauchy-Schwarz)
Ha a 'V wvektortéren egy skaldris szorzatot értelmeziink, akkor fenndll a

| <x,y> P <<z,2>-<y,y> egyenldtlenség.

2.1.5. Ertelmezés. Ha eqy V wvektortéren értelmezett eqy skaldris szorzat,

akkor a vektorteret BEuklidészi térnek nevezzik.

Bevezetjik a ||z|]| = /< x,x > jelolést, amit az x vektor normdjinak

nevezink.

Egy V' FEuklidészi térben barmely x,y € V esetén teljesiil, hogy

1< SBY> g
[l 1y

Azt a 0 € [0, 7] valds szdlot, amelyre igaz, hogy

<y >

cosf =
] Iyl

az x €s y vektorok hajldsszoge mértékének nevezziik.

A norma tulajdonsagai:

1. ||z|| = 0, (V) z € V, ||z|| = 0, akkor = = 0;

k|| = k| |zl ¥ z €V, k € K;

3. [l + I < llzll + llyll, (v) « € R.

Ad(z,y) = ||lx—y|| egyenldséggel értelmezett fiiggvényt tavolsagnak (met-
rikanak) nevezziik.

A metrika tulajdonsagai:
L d(z,y) >0, (V) z,y € V; d(z,y) = 0=z =y;
2. d(z,y) = d(y, ), (V) z,y € V;

3. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y), V) z,y,z € V.



2.1.6. Ertelmezés. A V Euklideszi térben az x # 0 és y # 0 vektorokat

ortogondlisnak nevezziik, ha < x,y >= 0.

Egy vektorrendszer akkor ortogondlis, ha bdrmely két vektor a rendszerbdl

ortogondlis.

2.1.7. Tétel. Eqgy euklidészi térben, ha egy vektorrendszer nem tartalmazza

a null vektort és ortogondlis, akkor linedrisan flggetlen.

2.1.8. Példa. a) Igazoljuk, hogy az (Ralx|,+,R) wektortérben < f,g >=
fol f(x)g(x)dx skaldris szorzat.

b) Ortogonalizdljuk a Gram-Schmidt mddszerrel a B = {1, x, 22} bdzist.

Megoldas

a) Az integral tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy < f,g >=< g,f >,
<fH+gh>=<fh>+<g,h><A,g>=A<f,g>.

Az is nyilvanvalo, hogy < f, f >= fol f?(x)dx > 0.

Bizonyitsuk be, hogy ha < f, f >= 0, akkor f = 0.

Tegyiik fel, hogy létezik z¢ € [0,1] tgy hogy f(zo) # 0. Az f fiiggvény
folytonossagabol kovetkezik, hogy létezik ¢ > 0 ugy, hogy |f(x)| > @,
(V) x € (xo — €,20 + €).

Innen az kovetkezik, hogy

< f f>= /1 2 (x)dx > /xw fA(x)dr > f*(wo) 2¢ > 0,
0 To—e 4
de ez ellentmond az < f, f >= 0 feltevésnek. Tehat f(x) =0 (V) x = [0, 1],
vagyis f csak a zér6 polinom lehet, mert ellenkezd esetben végtelen sok gyoke
lenne.
b)
wy =1
wy = T + Agqwy

w3 = 2% + A\z1w1 + Azaws



1

1 1

<w1,w2>:0<:>/ (az+)\21)d$:0:>)\21:—§:>w2:x—§
0

1
1
< wy,ws >:0<:>/ ($2+)\31)dfc:():>/\31 =3
0

1 1 1\?
<w2,w3>:0<:>/ [x2<x—>+)\32<x—>]d:p20
0 2 2

Kittizott feladatok

1. Felirhato-e a w = (1,-2,0,3) vektor a v; = (3,9,—4,—-2), va =

(2,3,0,—1) és v3 = (2,—1,2,1) vektorok linearis kombinéciojaként?

2. ACR)={f:R—R| f folytonos}.
a) Igazoljuk, hogy (C'(R),+,R) linearis tar.

b) Vizsgaljuk meg, hogy a C(R) térben a B; = {1,cos2x,sin’z},

By = {e*,e ", ch z} és By = {exe”,... ", e} fliggvényrendszerek

linearisan fliggGek-e vagy linearisan fiiggetlenek.

z 0 y] }
y=u—3v; z,y,u €R

0

u v

3. A:{A|A:

a) Igazoljuk, hogy A altere az (Max3(R), +,R) vektortérnek.
b) Hatarozzuk meg az A altér egy bazisat.

22, cos®x} vektorrendszer altal gene-

4. Legyen V a B = {1, cosz,cos
ralt, R feletti vektortér. Igazoljuk, hogy a V vektortérnek B’ =
{1, cos z, cos 2z, cos 3z} bézisa és irjuk fel az attérési matrixot B-rél

B'-re.

n
5. Igazoljuk, hogy az (R,[z],+,R) vektortérben a < p,q >= Z(i!)zaibi
=0



10.

skalaris szorzat, ahol

p(z) = ao+arz+...+ax"
q(x) = bo+bix+...+byz"

Szamitsuk ki ebben a vektortérben p(r) = 4+ 22 és q(z) = 2— 3z — 222

vektorok hajlasszogét.

A (C°([0,1]),+,R) vektortérben a skalaris szorzatot az (f,g) =
!
/ (z)g(z) fz egyenlbséggel értelmezziik.
0
Hatarozzuk meg d(f,g)-t és |g||-t ha f(x) = =z, gx) =
x, T € [0, %]
1—2z, ze¢€ (%,1].
Az (R3,4,R) vektortérben adott az S = {v1,v2,v3}, v1 = (=3,0,7),
ve = (1,4, 3), v3 = (2,2, —2) vektorrendszer. Hatarozzuk meg a mergle-

ges vetiiletét a w = (14, —3, —6) vektornak az S rendszer altal generalt

altérre.

Az (R* +,R) vektortérnek a vy = (1,1,1,0), vo = (0,4,0,1), v +3 =

(1,-1,1,0), v4 = (1, 3,0, 1) vektorokbol allo rendszer egy alterét gene-

ralja. Hatarozzuk meg ennek az altérnek egy ortonormalt bazisat.

Az (R™, +,R) vektortér esetén adott az < , >: R" — R, < z,y >=
n

Z a;x;y; leképezés, ahol ay, ao, . . ., o, adott valés szamok. Igazoljuk,

=1
hogy < x,y > akkor és csak akkor skaléris szorzat, ha a; > 0.

Igazoljuk, hogy az (R™, 4+, R) vektortérben fennall az

lz +1I* = [l= —

<xy>=

egyenlség, ahol x = (x1,x2,...,2n), ¥y = (Y1,Y2, .-+, Yn) €8 < x,y >=
T1Y1 + T2Y2 + ... Tnln.



3. fejezet

Linearis transzformaciok

3.1. Ertelmezés és tulajdonsagok

3.1.1. Ertelmezés. Legyen V és W két R feletti vektortér.

Az f:V — W linedris leképezésnek nevezziik, ha

a) [ additiv: f(x+vy) = f(x)+ f(y), V) z,y eV
b) [ homogén: f(Ax) = Af(z), (V) z €V, (V) A €R.

3.1.2. Megjegyzés. Az eldzd értelmezés két feltételét dsszevont alakban igy

irhatjuk:
fQz +wy) =Af(z) +wf(y), (V) z,yeV, (V) \,weR.
3.1.3. Tulajdonsag. Ha f:V — W egy linedris leképezés, akkor:
a) f(0) = 0;
b) ha H egy altere V-nek, akkor f(H) altere lesz W -nek;

c) ha B = {e1,ea,...,e,} bdzisa a V vektortérnek, akkor az f(e;) = w;,

1 = 1,n vektorok egyértelmiien meghatdrozzdk az f leképezést.

3.2. A magtér és a képtér

3.2.1. Ertelmezés. Adott az f : V. — W linedris leképezés. A Ker (f) =

{zx € V| f(z) = 0} halmazt az f linedris transzformdcid magterének nevez-

21



A Ker (f) halmaz altere a V' vektorterének.
AzIm(f) ={y e W | Iz €V : f(r) = y} halmazt az f linedris
transzformdcio képterének nevezzik.

Az Im (f) halmaz altere a W vektorterének.

3.2.2. Megjegyzések. 1. Az f linedris leképezés akkor és csak akkor in-
jektiv, ha Ker (f) = {0}.

2. Barmely f : V. — W linedris leképezés esetén igaz a kovetkezd dssze-
figgés
dim Ker (f) + dimIm (f) = dim V.

3. Haaz f:V — W linedris transzformdcio injektiv és dimV = dim W =

n, akkor [ bijektiv.

3.2.3. Példa. Adott az f : R3 — R2, f(z) = (z1 + 23,21 — 2m9 — x3) linedris

leképezés.

1. Igazoljuk, hogy f linedris.

2. Hatdrozzuk meg a Ker (f) és Im (f) vektorterek egy-egy bdzisdt.
Megoldas

L f(x)+ fly) = (x1 + x3,21 — 222 —23) + (Y1 + ¥3, Y1 — 2y2 — ¥3) =
(w1 4+ +as+ys,z1+y1 —2(x2 +12) = flx+y)

f(Az) = (Az1 + Axz, Az1 — 2Ax2 — Az3) = A f(z).

z1+x3=0
2. zeKer(f) e f(z) = P
T — 229 — 23 =0
To=A=r1=A=23=-MAER

x = (x1,m2,23) = (A, \, =) = A(1,1,—1).



Tehat barmely x € Ker (f) vektor esetén létezik A € R, hogy Ker (f) =
AL L, -D} | eR)yeIm(f) & IreR3: f(x) =y.
Ez az ekvivalencia azt jelenti, hogy azok az y € R? vektorok tartalmaznak

a képtérhez, amelyek esetén f(x) = y egyenletnek van z-ben megoldésa.

Legyen = = (x1,z2,23), ¥ = (Y1, Y2)-

T+ x3 =
fla)=ye T (3.1)
T1 — 272 — T3 = Y2

1 0 1 — 1 0 1
y Y1
1 -2 -1 1 -2 =1 o

Mivel rang A = rang A kivetkezik, hogy a rendszernek barmely y1, y» esetén

A=

van megoldasa, tehat minden y = (y1, y2) vektor az Im (f) képtérhez tartozik,
azaz Im (f) = R2.
dimKer (f) = 1, dimIm (f) = 2, dimR? = 3, kovetkezik, hogy:

dim Ker (f) + dimIm (f) = dim R3.

Feladatok
1. Legyen .Ax: {f | f:lab — R, f folytonos} és T(f) = g, ahol
o@) = [ e
Hatarozzuk meg a Ker T" magteret!
2. A T :R3 — R? linearis transzformaciot T'(e1) = (2,1), T(e2) = (0, 1),

T(es) = (1,1) egyenlséggel hatarozzak meg (e; = (1,0,0),e2 =
(0,1,0),e3 = (0,0,1)).

a) Szamitsuk ki 7'(xp) ahol zg = (2,3, —1).
b) hatarozzuk meg a Ker T magteret!
3. Az (Ry[z],+,R) vektortérben értelmezziikk a T : R,x] — Ry[z],
T(P)(z)==x /1 tP(t)dt leképezést.
a) Igazoljuk, h(())gy T linearis;

b) Hatéarozzuk meg a Ker (T") és Im(T") tereket.



4. Legyen V egy vektortér és f : V — V egy olyan endomorfizmus, amely
teljesiti az f(f(x))— f(z)4+x =0, (V) z € V. Igazoljuk, hogy f bijektiv.

3.3. Linearis leképezés matrixa

3.3.1. Ertelmezés. Legyen f : V, — W, egy linedris leképezés, B =
{e1,€2,...,e,} egy bdzisa a V,, vektortérnek és B' = {wy,wa,...,w,} egy

bazisa a Wy, vektortérnek. Azt az Ay = (aij)i=1,n € Mm X n(R) mdtrizot,
j=1n
amelynek az a;;, i = 1,m, j = 1,n komponenser teljesitik az

egyenldségeket az f linedris transzformdcio mdtrizdinak nevezzik.

n m

3.3.2. Megjegyzés. Ha © = ijej ésy = f(z) = Zyiwi akkor az
=1 i=1

X = Ya,m2,...,20) é8Y = Yy1,y2,...,ym) oszlopmdtrizok teljesitik az

Y = Ay - X dsszefiiggést.

3.3.3. Tétel. Adott az f : V,, — V,, linedris leképezés. Ha a B bdzisban az

[ leképezés mdtriza Ay és eqy B bdzisban az f mdtriza By, akkor
By =C"'4,C,
ahol C az dttérési mdtriz a B bdzisrdl a B’ bdzisra.

3.3.4. Megjegyzés. Az f : V,, — V,, linedris leképezés (endomorfizmus),
akkor is csak akkor bijektiv, ha a leképezés mdtrizdnak determindnsa nem

2éro. Eqy bijektiv linedris leképezést izomorfizmusnak nevezzik.

Feladatok
1. Dontsiik el, a kovetkezd leképezés koziil melyek lineérisak:
fi R —R3 i=1,3
fi(z) = (x1 + z2, 29 — w3, 21 + x3)
fo(z) = (x1 + z2, 22 — w3, 21 + T3)

f3(x) = (w1, 22,23).



A lineéaris leképezés esetén hatarozzuk meg a Ker (f;) nullteret és az

Im (f;) képteret.

. Az R, [z] legfennebb n-ed foku polinomok halmazaban értelmezziik a
T :Ry[z] — Ry[z], T(P)(z) = P(x 4+ 2) — P(x) leképezést. Igazoljuk,
hogy T linearis leképezés és hatarozzuk meg Ker (7)) nullteret és az

Im (T") képteret.

Irjuk fel a T' leképezés métrixat a B = {1,x,22,..., 2"} bazisban.

. Adott az f: R? — R?, f(z) = (z1 + z2, 21 — x3) leképezés.

Igazoljuk, hogy f lineéris.

Hatéarozzuk meg a Ker (') nullteret és az Im (7") képteret.

lirjuk fel a T leképezés matrixat, ha B az R® tér kanonikus bazisa és
B'={(1,1),(1,-1)} az R? tér bézisa.

Legyen T : Ry[z] — Roya[a], T(P)(z) = / " P(t)dt, (v) P € Rofa].
Mutassuk meg, hogy T' linearis. '

Hatéarozzuk meg a Ker (T') és Im (T') tereket.

Irjuk fel T matrixat, ha a két vektortérben a kanonikus bazisokat te-
kintjiik.

. Mutassuk ki, hogy az R, [z] és R"*! terek izomorfak.

. Igazoljuk, hogy ha két véges dimenziés tér kozott létezik egy izomor-

fizmus, akkor a két térnek ugyanannyi a domenzioja.

. Legyen V egy R feletti vektortér, dim(V') = n. Legyen V* ={T:V —

R | T linearis leképezés}.

Igazoljuk, hogy V* a

(T1 —}—Tg)(l‘) = T1($) +T2($), reV
(o) (z)=aT(z), z€V,a € R

miiveletekkel R feletti vektortér és dim(V*) = n.



8. AT :(C([0,1]) = C([0,1]) linearis leképezést a T'(f)(x) = = f(x) egyen-
16séggel értelmezziik. Mutassuk meg, hogy T egy linearis injektiv leké-

pezés!

9. Legyen V egy euklideszi tér.

T :V — V leképezést normalis operatornak nevezziik, ha TT* = T*T.
Mutassuk meg, hogy T akkor és csak akkor normalis, ha ||T'(z)| =
[T ()|, z € V.



4. fejezet

Sajatterek, sajatvektorok,

matrixok diagonizalasa

4.1. Sajatérték sajatvektor

4.1.1. Ertelmezés. Adott a (V,+,R) vektortér és a T : V — V endomor-
fizmus.

A X\ € R szdmot sajdtértéknek nevezziik, ha létezik eqy x € V' \ {0} vektor
igy, hogy T'(x) = \x. Az x vektor a X sajatértéknek megfeleld sajdatvektornak

nevezziuk.

4.1.2. Megjegyzés.
1. Kiilonbozd sajdtértékekhez tartozo sajdtvektorok linedrisan fiiggetlenek.

2. Egy sajdtértékhez tartozo vektorok halmaza a nullvektorral a V' vektor-

tér eqy alterét képezik.

3. Két kiilonbézd sajatértékhez tartozi két altér metszete a nullvektorbol
allo halmaz.
4.2. Sajatérték és sajatvektorok meghatarozasa

Legyen (Vj,, +,R) egy n dimenziés vektortér és T' : V,, — V,, egy endo-

morfizmus.
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Az értelmezés szerint A € R sajatértéke T-nek, ha van olyan = € V,, \ {0}
vektor, hogy T'(z) = Az.
Ha A; — (a;j)i=1,n a T endomorfizmus matrixa és z =" (z1,22,...,2,) a
7=1n
A sajatértéknek megfelel§ sajatvektor, akkor a T'(z) = Az egyenlet az
(a11 - )\)x1 +ajgxs + ...+ apxy, =0

ag1xy + (ag2 — N)xa + ...+ agpry, =0

11 + ap2ta + ...+ (app — ANy, =0

egyenletrendszerrel ekvivalens.

Ennek a homogén rendszernek, csak akkor van zér6tol kiillonb6z6 megol-

désa, ha
-an —A a2 e Q1n ]
P(\) = det a1 ag — A ... a2n _o.
| am An2 B )\_

4.2.1. Ertelmezés. Legyen Ar a T : V,, — Vi, endomorfizmus mdtriza. A
P(\) = det(Ap — A\I,) = 0 egyenlet az Ap mdtriz és a T endomorfizmus
karakterisztikus egyenletének nevezzik. A karakterisztikus egyenlet gydkei a
T endomorfizmus sajdatértékei.

Egy T : V, — V,, endomorfizmus mdtrizdnak alakja fiigg a V;, vektortér
bdzisdtol.

A cél olyan bdzis meghatdrozdsa, amely esetén az AT mdtriz minél eqy-

szertbb. A kovetkezd tétel erre a kérdésre ad vdlaszt.

4.2.2. Tétel. Ha a V, vektortérnek van egy olyan bdzisa, amelynek vektorai
aT : V, — V, endomorfizmus sajdtvektorai, akkor az T endomorfizmus

madtriza

ja)
>
0
o




alaki lesz, ahol M\, Ao, ..., A\, a leképzés sajdtértékeit jeloli:

4.2.3. Tétel. Adott a (V,,, +R) vektortér és a T : V,, — V,, endomorfizmus.

A T endomorfizmus Ap mdtriza akkor és csak akkor diagonizdlhatd, ha
a P(\) = det(Ap — A\I,) = 0 karakterisztikus egyenletnek a gyoke valdsak és
minden \; sajdtértékhez tartozo altere V,-nek annyi dimenzios ahdnyszoros

gyokei N\; a P(\) =0 egyenletnek.

4.2.4. Példa. 1. AT :R3 — R3 linedris transzformdcié mdtriza a kano-

nikus bdzisban

4 0 0
Ar=10 0 1
0 -1 2

Diagonizdlhato-e a mdtriz?

Megoldas

Az endomorfizmus karakterisztikus polinomgja:
4-— A 0 0

P(\) = 0 —\ 1| =(4-})
0 -1 2—2AX

A (4=A)(A2=2X+1).

Tehdt a sajdtértékek: M1 =4 és Ay = A3 = 1.

Jeldlje a S(N\;) a \; sajdtértéknek megfeleld alterét az R3 vektortérnek.

0 0 6 1
mES()\l) = 0 —4 1 o] =0
0 -1 -2 T3
—4xo+23=0
=4 S xo=x3=0
—1‘2—21‘3:0
x = (21,0,0) = z1(1,00).

Tehdat S(\1) altérnek egy bazisa B = {(1,0,0)}.



Legyen © = (x1x2x3) a A2 = 1-nek megfeleld sajdtvektor.

3 0 0 €1
HJES()\Q)ZS()\:),) & 0 -1 1 z9| =0
0 —1 1| [=x3
3$1=0
561:0
g —x9+x3=0
To = XT3
—x9=2x—3=0

Tehdt
S()\Q) = {l’Q(O, 1, 1) | To € R} = dim S(/\Q) =1.

Mivel dupla Ao gyok kovetkezik, hogy a mdtriz nem diagonizdlhato.

-1 1 1
2. AT -R?®— R3 linedris leképezés mdtriza Ap = | 1 —1 1
11 -1
Diagonizdlhato-e a mdtriz?
Megoldas
A karakterisztikus polinom
—1-A 1 1
(A\)=det | 1 —1-\ 1 = (A +2)%(=A+1)
1 1 —1-A
A =1, A= A3 =-2.
—2x1+29+2x3=0
T3 =T

reSMN)=81)e Sz —229+23=0 Aad
To =11
1+ x2 — 223 =0
x=ux1(1,1,1)
S(A1) ={z1(1,1,1) | 1 € R}.
reS\) e ri+ar+x3=0
< x = (21,22, —x1 — x2) = 21(1,0,—1) + 22(0,1, —1)
dimS(A\) =1
dim S(Ag) =2



A mdtriz diagonizdlhatd.

A bdzis, amelyben diagondlis lesz az Ap mdtriznak: B =

Az dttérési mdtriz:

1 1 0
C=11 0 1
1 -1 -1
A7 mdtriz diagonizdlt alakja:
1 0 0
D=C1'A7-C=10 -2 0
0 0 -2

Feladatok

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkez6 métrixok diagonizalhatdk-e és ha igen,

akkor irjuk fel a diagonizalt alakjat:

(3 —7 —5
1.LA=|2 4 3
1 2 2
10
01 0 0
9. A=
00 _9
10 -2 5
0 1 0
3. A=|1 1
010
(7 4 1
4 A=14 7 1
4 —4 4




-1 0 -3
5. A=13 2 3
-3 0 -1

4.3. Jordan alak

Al
AL, [0 A] ,

matrixokat Jordan cellaknak nevezziik. Adott a (V,,,+,R) vektortér. Ha

S > =

0
1],...
A

aTl :V, — V, endomorfizmusnak minden sajatértéke valés, akkor a V,,

vektortérnek van egy olyan béazisa, amely esetén a T endomorfizmus Ap

matrixa
Ji 0 0
0 J 0
Ap = 2
0 0 JIn

alaku, ahol Jy, Js, ..., J, Jordan celldk.
Egy p-ed rendii Jordan cella egy A; g-szoros sajatértéknek felel meg g > p,

ha a bazisban szerepelnek az ey, ez, . .., e, vektorok gy, hogy T'(e1) = \jeq,
T(e2) = Miea +e1,..., T(ep) = Niep + ep—1. Az ey vektor sajatvektor, az
€2,€3,...,ep vektorokat f6vektoroknak nevezziik.

Feladatok

Hozzuk Jordan alakra a kovetkez matrixokat és hatarozzuk meg a meg-

felels bazisokat:

6 6 —15
1.A=1|1 5 -5
1 2 -2



—1

0

-1

1 2 3 4
01 2 3

00 1 2

00 01

A=






5. fejezet

Bilinearis és kvadratikus alakok

5.1. Bilinearis alakok

5.1.1. Ertelmezés. Adott a (Vy,,+,R) n dimenzids vektortér.

Az F : V, x V; — R leképezést bilinedris alaknak nevezzik, ha:
1. F(kx +ly,z) = kF(x,2) + 1F(y, 2)
2. Fx,ky +1z) = kF(z,y) + F(x, 2)

(V) k,l e R, (V) z,y,2z € V.

Legyen B = {ey,ea,...,e,} a béazisa a V,, vektortérnek.
Ha z = x1e1 + x2ea + ... + xpepn és y = y1e1 + yaea + ... + ypen, akkor
n n
Flz,y) =YY zy;Fleie;).
i=1 j=1

Az Ap = (F(e;, €5)) ;15 matrixot az F bilineéris alak métrixanak nevezziik.
j=In
Jelolje X = (z1,29,...,20), ¥ = (y1,92,...,yn) € R", ezt a jelolést

hasznélva az F' bilineéris alak a kovetkezé matrix forméaba irhato:

F(z,y) = XAp Y.

5.1.2. Megjegyzés. Az F : V,, x V;, — R bilinedris alakot szimmetrikusnak

(hermetikus) nevezzik, ha
F(z,y) = F(y,z),(V) z,y €V,
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és antiszimmetrikusnak nevezzik, ha
F(x,y) = 7F(y7$)) (V) z,y € VTL

Az F bilinedris alak akkor és csak akkor szimmetrikus (hermetikus) ha

Ap = tAp
€s antiszimmetrikus, ha

Ap = —'Ap.
Ha a B = {e1,...,e,} bdzisban az F bilinedris alak mdtriza A, a B’ =
{el, e, ... el} bazisban az F bilinedris alak mdtriza D, és az dttérési mdtrix

B-r61 B'-re C, akkor D =! CAC.

5.2. Kvadratikus alakok

5.2.1. Ertelmezés. Legyen (Vy,, +,R) egy n dimenzids vektortér.
Adott az F : V, x V,, — R szimmetrikus bilinedris alak.
Az F(z,x) = Q(z), © € V,, egyenldséggel értelmezett Q : V,, — R leképe-

zést kvadratikus alaknak nevezzik.

5.2.2. Megjegyzés. Az F : V, x V,, — R szimmetrikus bilinedris alakot a

hozzdrendelt @ kvadratikus alak egyértelmiien meghatdrozza az

1
zAly = Sl + YA (z +y) — zAlz — yA]

eqyenldség alapjan.

5.2.3. Ertelmezés. Adott az F : V,, x V,, — R szimmetrikus bilinedris alak.
A B ={ey,eq,...,en} vektorrendszert ortogondlisnak nevezzik F-re néz-
ve, ha F(e;,e;) =0 ha i # j.

Egy F-re nézve ortogondlis bazis esetén a bilinedris alak mdtriza

Ap = o alak.




A megfeleld kvadratikus alak az ortogondlis bdzisban
Qx) = anx% + a22x§ +...+ annxi
alaki, Q-nak ezt az alakjdt kanonikus alaknak nevezziik.

Gauss-Lagrange mdédszer a kanonikus alakra hozasra

n n

Legyen Q1(x) = Z Zaija:imj, (aij = aj;). Tegyiik fel, hogy ai1 # 0.
i=1 j=1

Az x1 tényezGt tartalmazo tagok polinomja

2
a112] + 2a122122 + 20132123 + . .. + 2010,T1Tn.

Bevezetjik az x1 tényezs6t tartalmazo teljes négyzetet:
1

Q1(r) = Tn(a11$1 +a1my + ...+ a1nan)’ + Q2(),
ahol az atalakitas utan Q2 mar csak az xo,x3, ..., x, viltozoktdl fiigg. Al-
kalmazzuk az
a1171 + a1pT2 + ...+ anT, = )
xo = b
T, = 1,

transzforméciot.

Ezzel a transzformacioval Q1 = Ly% + @2 egyenlGséghez jutunk, ahol
(02 mar nem tartalmazza az y; véltogc%%.

Most az el6bbi modszert Qo-re alkalmazzuk és levalasztjuk yo-t. Ezt
legfennebb n-szer megismételve a kanonikus alakhoz jutunk. Ha a @ kvad-
ratikus alakban egyetlen x; valtozénak sem szerepel a négyzete, akkor kiva-
lasztunk egy a;; # 0 egyiitthatot és x; = z} + 2%, ¥; = x] — y;, ¥p = 1y,
ke{l,...,n}\{i,j} transzformaciot alkalmazzuk elészor.

5.2.4. Példa. Q1 = x1x2 + xox3. FElsd lépésben az
xr1 =) + 2
xo =) — 2

r3 = 1}



transzformaciot alkalmazzuk:

2
2 2 /W Wi / 1 / 2 1 2 /W
Ql =Xy — X9 + :Ull‘3 — 1’2333 = (xl + 2%’3) — Ty — §$3 — .Z'2$3
Most legyen:
1
" / /
.’131 = ﬂ:l + *£U3
2
2y = b
és a kovetkezd alakhoz jutunk:
2
"2 " 1 1"
Ql =T — | To + =x3 .
2
Bevezetve az z' = 2/ és zl) = 2l + 1:6" eloléseket, a Q = z/"? — xl?
1 =T 2 = T2 5T J ) =T 2

kanonikus alakhoz jutunk

5.2.5. Tétel. (Jacobi mddszer a kanonikus alakra hozdsra)

Legyen Q : V,, — R kvadratikus alak és Ag = [ai;); a kvadratikus alak

1n
17

3

mdtriza. Ag = 1.

ail a2 ais
ail  ai2
H(J/Alzall, A2: ’Agz a1 Qo2 Q93 7,An:detAQ

a1 a2

aszr az2 as3
nemzéro valds szamok, akkor a Q kvadratikus alak kanonikus alakja

n
Q) =3 2ta
N T
i=1
A megfeleld bdzis f; vektorait az

fi = cue

fo = core1 + cane

f3 = c3ier + c32e2 + c33e3

fn = cCp1€1 t+cp2e2 + ...+ Cpnép



egyenldségek segitségével az

eqyenldségekbdl hatdrozzuk meg.

5.2.6. Ertelmezés. A kvadratikus alakot pozitiv definitnek nevezzik, ha

Q(z) >0, (V) z € V, \ {0} és negativ definitnek nevezzik, ha
Q(z) <0, (V) z € V,,\ {0}.

5.2.7. Példa. Adott Q(z) = 523 + 623 + 423 — dwywo — dwyw3, T =

(z1,79,23) € R® kvadratikus alak a kanonikus bdzisban. Hozzuk kanonikus

alakra!
5 -2 =2
AQ: -2 6 0 A1 =5, Ay =26, Az = 80.
-2 0 4
A kanonikus alak:
1y 5oy 13 4,
A megfeleld bdzis:
1 1 5 3 1 13
fi= 361, fo= Eel + %62, f3= %61 + %62 + Ee&

5.2.8. Tétel. Legyen a @ : V,, — R kvadratikus alak mdtriza Ag.
Ha az Ag mdtriz szimmetrikus, iagazolhato, hogy a sajatértékei mind

valdsak. Ha a sajatvktorok a V,, vektortér egy bdzisdt képezik, akkor ebben a
AN 0 0 ..o00
bdzisban A’Q =10 X 0 ... 0| Q= )\1$/12 + )\2x122 4+ ...+ )\na:/nz,

ahol: Ni, i =1,n az Ag mdtriz sajdtértéke.

0
5.2.9. Példa. Legyen Q(z) = x3 + 27122 + 22273, Ag =1
0

— = =
o = O

P()\) = det(A — A3) = A(=\2 4+ A+ 2).



A megfeleld sajdatvektorok: vi = (1,0,—1), vo = (1,—1,1), v3 = (1,2, 1).

A B = {v1,va,v3} bdzisban a Q kvadratikus alak kanonikus alakja:
Q = —x + 2.

n

Egy tetszbleges Q = Zakxz kvadratikus alak kanonikus alakjaban p
k=1

egyiitthatod pozitiv, ¢ egylitthato és negativ és s = n — (p + q) egyiitthato

7€10.

A (P, q, s) harmast @ szignaturajanak nevezziik.

5.2.10. Tétel. (Sylvester) Egy kvadratikus alak esetén a szignatura invaridns

az olyan bdziscserék esetén amelynek megtartjik a kanonikus alakot.

Feladatok
3 0 1 1]
-5 0 0
1. Adott az Ag = matrix.
1 0 0 O
1 0 0

a) Irjuk fel azt a @ kvadratikus alakot, amelynek Ag a matrixa;

b) Hozzuk kanonikus alakra a ) kvaratikus alakot.
2. Adjuk meg a kovetkezd kvadratikus alakok matrixéat:

a) Q(z) = 23 + 4w179 + 823
b) Q(x) = 22 4+ 3 + 21129 — 42173

¢) Q(x) = 222 + 27129 + 4173 — 27973

3. Hozzuk kanonikus alakra a Gauss, a Jacobi és a sajatérték — sajatvektor

modszerrel:
Q(x) = 5212 + 623 4 423 — dxy20 — 421233,

Ellendrizziik a Sylvester tehetetlenségi tételt.



4. Hozzuk kanonikus alakra és hatarozzuk meg a megfelels bazist.

Q(r) = 2mix9 — 6x123 — 62274 + 22374
Q(.Z‘) = 3'%% + 6$% + 3$§ —A4dxi19 — 8xrix3 — 4$2$3
Q(z) = —HC% + m% — 5:L’§ + 6x123 + 4a013

5. Igazoljuk, hogy a kovetkezs kvadratikus alakok pozitiv definitek:

Zzlfﬁa a>0

i=1 j=1
S P
1+ —
i Sl ()
E xl + E Tix;
1<i<j<m
n n n n
6. Ha a g g it T;T5 €8 g g bit;riv; kvadratikus alakok pozitivak,
i=0 j=0 i=0 j=0
n n
akkor a E g Cit+jx;xj is pozitiv, ahol
i=0 j=0

¢ = agbr + C,lcalbk,1 + Czagbk,Q 4+ ...+ apby, k=0,n.

Ha az els6 két kvadratikus alak koziil az egyik definit és a masik nem

azonos zérd, akkor a harmadik is definit.






6. fejezet

(Geometria

6.1. Koordinatarendszerek a sikban

Az A pont Descartes féle koordinatai (x 4,y4), az A pont polarkoordinatai
(S, ).

Ya |77 -;

X4

Osszefiiggés a polarkoordinatak és a Descartes koordinatak kozott:

T =TCcosy

=rsing

43



6.2. Koordinatarendszerek a haromdimenzids térben

6.2.1. Descartes koordinatak

ZA

"/{yA

Az A pont Descartes féle koordinatai a térben: (x,y, z)

6.2.2. GOombi koordinatak

Az A pont gbémbi koordinatai (r, i, 6)



Osszefiiggés a polarkoordinatak és a Descartes koordinatak kozott.
x = rsinf cos @
y =rsinfsinp

z=rcosf

o
y
X
6.2.3. Henger koordinatak
z A
\\I A
0 |
PN y
¢ ) |
A!

Az A pont hengerkoordinatai: (r,p, z).



Osszefiiggés a Descartes koordinatak és a hengerkoordinatak kozott:

T =TCoSy
Yy =7rsing
z=2z

6.3. Vektorok

Legyen
171 = x1;+ ylj-i- 2’1];
Ty = Toi + yoj + 22k

6.3.1. Tétel. ¢y és Uy akkor és csak akkor linedrisan fliggd, ha

n_n
x2 Y2 Z2

21

6.3.2. Tétel. Legyen @, = ;i +yij + 2k, 1=1,3.
A vy, vy, v3 vektorok akkor és csak akkor linedrisan fiiggdek, ha a kompo-

nensetkbdl alkotott determindns zérd, azaz

rr Y1 2
T2 Y2 22 =0.

r3 Ys =3
6.3.3. Ertelmezés. Adott vy, Ty két vektor.
U1 - Uy = ||V ]| - ||| - cos e,

ahol o a Uy €s Uy vektorok dltal bezdrt szdget jeloli

Tulajdonsagok
1. 7.7 = ||7]|%
2. 171'172:0@’(71J_272;

3. U1 (U + U3) = U1Uy + U103



6.3.4. Tétel. Ha a 0y és Uy vektorokat kifejezzik az i, j, k egységuektorokkal
T = x1i 4+ 1] + 21k
’172 = :L’g?-l- yzf+ ZQE

akkor

—

U1 - U2 = 2172 + Y1y2 + 2122.

6.3.5. Ertelmezés. A ¥} és Uy vektorok vektoridlis szorzata U1 X Vs eqy olyan
vektor, amely merdleges U €s va-re, a normdjdt a kovetkezd képlet adja meg:
[0 x o = [|71]] - [|2]| sin

€s U1, Vs, U1 X Uy jobb-rendszert alkot.
Tulajdonsagok

1. ¥xv=0

2. U1 % (172X173):171 X Uy + U X Us

3. 171><172:—172><171

4. UlX’UQZ r1 Y1 Z1] -
T2 Y2 22
6.3.6. Ertelmezés. (vegyesszorzat)
Adott a U1,V és U3 vektor.
A (U1, Ta,U3) = (U} X Ua)-TUs egyenldséggel értelmezett kifejezést a vy, va, vs

vektorok vegyesszorzatdnak nevezzik.
Tulajdonsagok
1. (171 X 172) ‘773 = 171 . (172 X 173)

I Yy 2
2. (1}1,?]2,1]3>: T2 Y2 z2|-

I3 Yz z3



6.4. A sikok és egyenesek

Képletek

1.

Az A(xa,ya,z4) ponton athaladod d= pitq-j+r- k iranyvektora

egyenes egyenlete:

T-TA_Y—Ya _Z—2A
p q r
. Az A(xA,ya,24) és B(xzp,yB, zp) pontok altal meghatarozott egyenes
egyenlete
Ag. FT%A _ Y—ya _ 2—zA
IB—ZA YB—YA 2B ZA
A
T—z — z—z
Dy - 1_ Y~y _ LR
p q r
Dy T—x2 _Y—Y 272
l m n

egyenesek hajlasszoge:

pl+gm+rn
VP? + @ + 2V + m? + n?

CoOsx =

. A Dy és Dy egyenesek akkor és csak akkor merdlegesek ha:

pl+qgm+rn=20

és akkor és csak akkor parhuzamosak ha:

p
l

. Az i = Ai+ Bj + Ck normélvektort és M (znr,ynr, zar) ponton atha-

ladoé sik egyenlete:

Alx —xym) + By —ym) + C(z — zar) = 0.



6. Az A, B, C pontok altal meghatarozott sik egyenlete:

xr Yy =z
rA YA zA

rB YB ZB

—_ = = =

re Yo  zC

7. Az M(zpr,ynr, 2a) pont tavolsaga az Ax + By + Cz + D = 0 siktol:

_ |Azpr + Bynr + Czyr + D|

d
VA% + B2+ C?
8. Pont tavolsaga egy egyenestdl:
MP xd
M¢D, PeD, ﬂMﬂ%J|W£‘

9. Két kitérs egyenes kozotti tavolsag

(MN, dy, do)|

M e Dy, N € Ds, d(Dl,Dg) = = =
[ld1 x dal|

10. Az A As szakaszt k ardnyban osztd pont koordinétai:

x1 — kxo y1 — kyo 21 — kzo

L DDA A

Feladatok

1. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely parhuzamos az o : x +

2y + 2z + 5 = 0 sikkal és atmegy az M (1, —2,2) ponton.
2. Adott a kovetkezd két sik

o1:2z —y+2z=0
ar:z+y=0

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges ay és ao-re és

atmegy az M(1,—1,1) ponton.



. Irjuk fel a sik egyenletét, amely parhuzamos a

r—1 y—4 =z2-1
2 1 -1

D :

egyenessel, atmegy az M (—1, 1, —3) ponton és merdleges az x+y—z = 0

sikra.

. Adott az ay s 4x—3y+2+1=06s ay : 4o — 3y — 2z +4 = 0 sik. Irjuk
fel azon sik egyenletét, amely mer6leges a1 és ao metszésvonalara és

atmegy az M(1,2,3) ponton.

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy az A(1,—2,3)

ponton és parhuzamos a
Di:x4+y—z+1, z—y=0
Dy : 2z —y=0,y—2z=0

egyenesekkel.

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a D : z —
y—1=0,x—2z+1=0 egyenest és mersleges az (M, N, P) sikra, ahol
M(2,0,0), N(0,-1,0), P(0,0,—1).

. Irjuk fel annak a D egyenesnek az egyenletét amely metszi a

p T y-l_z-2
1 1 1

és a
Dy:x=y, z=1

egyenest és merdleges az

a:2r+y—2z—7=0 sikra.
. Szamitsuk ki a

Dy:y=2x+3, z=3x+5
és

Dy:y=2x+1, z=4x+8

egyenesek kozotti tavolsagot.



10.

11.

12.

13.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely metszi a
Di:y—ax+7=0,z+2-3=0
egyeneseket és mer6leges az a : 2z 4+ y — z = 7 sikra.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely metszi a

Dy:y—2x—-3=0,2—3x—-5=0
Dy:y—x—1=0, 2—4x—-8=0

egyeneseket és parhuzamos a

egyenessel.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely benne van az a :

x + 2y — z = 0 sikban metszi a

v _y—1 241
1

egyenest és parhuzamos a 0 : x = y sikkal.
Irjuk fel annak a D egyenesnek az egyenletét, amely metszi a

Di:x—y+1=0,z—2—-1=0
Dy:8x—5y+1=0,z—-2z—2=0
Dy:x—y—1=0,2x—2—-1=0

egyeneseket és parhuzamos az
a:rx+y—z—7=0
sikkal.

Az A(8,3,4) pont vetiiletét az « : 4z + y + 2z — 1 = 0 sikra jelolje 1.

Az I ponton at merdleges sikot bocsajtunk a
d:2x—y—1=0,3z4+2—-1=0

egyenesre, amely J-ben metszi a d egyenest. Igazoljuk, hogy AJ L (d).



14. Legyen A, B,C, D négy pont a térben. Jeldlje E és F az AC' és BD

szakasz felezGpontjat.
Igazoljuk, hogy AC? + BD? + 4EF? = AB? + BC? + CD? + DA?.
15. Adott az ABCDA'B'C’' D’ kocka.

Jelolje M, N, P az AA’, BC és BB’ felezépontjat. Szamitsuk ki a kocka
¢élének fiiggvényében az M N és D' P egyenesek kozotti tavolsagot.

16. Irjuk fel a

és

—2 11
metszd egyenesek altal meghatarozott sik egyenletét.
17. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely merdleges a

T Y z—1
Dy:—-=—">-=
T 2

és
r—1 y—2

z
-2 =2 1

egyenesre és atmegy az A(1, —2,2) ponton.

Dy :

6.5. Masodrendid gorbék (Kupszeletek)

A kupszeletek altalanos alakja az xoy Descartes féle koordindtarendszer-

ben:
I f(z,y) = apx® + 2a122Yy + a22y2 + 2a13% + 2a93y + azz =0 (6.1)

A kupszelet kozéppontjanak (szimmetria) a koordinatai az

10
3 6%:&11334-&121/4-&13:0
(6.2)
10
3 £=a12i+a2zy+a23=0



egyenletrendszer megoldésa.

=22+ z0
Ha az (6.1) egyenletbe elvégezziik az helyettesitést (egy

y=v+w
eltolast alkalmazunk), ahol (xg,y0) a (6.2) egyenletrendszer megoldasa, akkor

az (6.1) egyenlet, az
I ana? + 2a192"y + Asay + f(w0,50) = 0 (6.3)

egyszeriibb alakra redukalodik.

A (6.2) rendszernek csak akkor van egyértelmi megoldésa, ha

ail a2

5= £0.

alz a2
Ha bevezetjiik a kovetkezd jelolést:
air a2 a13
f(zo,y0) = E A=laia a al,
a3 a3 ass

akkor (7.1) igy irhato:

/ / A
ajlx 24 2&12.%/3/ + a2y 2y 5 =0. (6.4)
' =12"cosa—y"sina
Ha forgatast alkalmazok, ahol az « értékét a
y =2"sina + 1y’ cosa
2a
tg20 = ——2  egyenletbdl szamitjuk ki, akkor a (6.4) egyenlet a kovet-

ai] — a9
kez6 kanonikus alakba transzformalodik

1" 1" A
§1-x 2+52-y 24—3207 ahol
S1+ 82 = aj1 + as

S1 -89 = 9.
Az el6bbiek alapjan az alabbi tablazatot készitjiik el:
6.5.1. Példa. Hozzuk kanonikus alakra
f(z,y) =52 + 8xy 4+ 5y> — 182 — 18y + 9 =0

egyenletd gorbét.



Megoldas

5 4 -9
A=|4 5 -9/ =-81
-9 -9 9

5 4
0= =0>0
4 5

A kézéppont koordindtdi:

of
%—5x+4y—9—0 S
of =
24z 45y-9=0 y=1
dy

N = N =

z=2+1
transzlaciot alkalmazunk.

y=y +1
tg20 8 =0
= — = =
TS
I ™ o T
r = COS4 ySln4

/ w oo T " T
=2 sin— + Y COoS —
4 4 YRy

N

//2 II2
forgatdst alkalmazunk és xT =+ L 1 kanonikus alakhoz jutunk.

9
1. Abrazoljuk az z? — 4zy + 4y® — 262 — 38y + 25 = 0 gorbét.
2. Igazoljuk, hogy
22—y -2 +4x+y+3=0
két parhuzamos egyenesnek az egyenlete.
3. Hatéarozzuk meg az

22 —dry+ 42 —x+2y+1=0

egyenletti gorbe természetét és hozzuk kanonikus alakra.



4. Adott a T : 4oy + 3y + 162 + 12y — 36 = 0 gorbe és az A(0,2) pont.
Hatéarozzuk meg a gorbe természetét és hozzuk kanonikus alakra.

Irjuk fel az érint6 egyénletét az A pontba.

5. Hatarozzuk meg a kovetkezd gorbék természetét, hozzuk kanonikus

alakra és abrazoljuk

22+ 2y 49> —6x—6y+4=0

6. Hatarozzuk meg a A és u paraméterekre vonatkozé feltételt, amelyek
esetén a 222 + Azy + 2y? — 7w + py + 3 = 0 egyenletii gdrbének van

szimmetria kézépppontja.






7. fejezet

Moésodrendii feluletek

Legyen g(x,y, 2) = a110? + agy? + aszz? + 2a10wy + 201372 + 2a03y2 +

2a147 + 2a24 + 20342 + a44

7.0.2. Ertelmezés. Az F = {M(z,y,2) | (x,y,2) € R3, g(z,y,2) = 0}
a3y + a3y + a3y +aly +aly +ady # 0 halmazt mdsodrendi feliiletnek nevezziik.

Az F feliilethez hozzdrendeljiik a kovetkezd kifejezéseket.

a1l a1z a3z a4
— a2 G2 a23 Q24
A=
a13 a3 a3z a3q
a14 Q24 Q34 Q44
a1l a2 a3
A= laj2 a2 a3
|13 a23  a33
J— all a2 ailr a3z a22 a23
a2 a2 a1z ass a23 a33

A mdsodrendd feliilet természetét meg lehet hatdrozni ezeknek a jellemzdk-
nek a segitségével: det A = A £ 0 = F gomb, ellipszoid, hiperboloid, vagy
paraboloid

det A=A =0= F kip, henger, vagy két sik.

o7



1. Ha A # 0, akkor az

1

- a11x + arpy + a13z + a4 =0

2 Ox

10

3 873 = a91% + a2y + agsz + azy =0 (7.1)
1 dg

= 5 =a317 +azy +azzz +azs =0

2 0z

egyenletrendszernek egy jol meghatéarozott megoldéasa van. Kovetkezik,
hogy a feliiletnek van egy szimmetria kozéppontja. Ezek a feliiletek: a

gomb, az ellipszoid, hiperboloid (egy vagy kétpalastt), és a kup.

aii a2 ) . )
2. Ha A =0, # 0 és a (7.1) rendszer osszeférhetetlen. Ebben
a2 a2

az esetben a feliilet elliptikus paraboloid vagy hiperbolikus paraboloid.

ail a2

3. Ha A =0, # 0 és a (7.1) rendszer Osszeférhets. A felu-

a2 a2
letnek egy szimmetria tengelye van. Ez a korhenger, az elliptikus és
hiperbolikus hengerfeliilet.

4. rang A = 1 és a két karakterisztikus egyenlet nem zér6. Ez a paraboli-

kus hengerfeliilet.

5. rang A =1 és (7.1) az rendszer Osszeférhets. A feliilet sikokbol all.

7.1. Kanonikus alakra hozas
A feliilet természetét az
T = ap2° + a22y2 + agsz® + 2a102y + 201372 + 2a03y2
kvadratikus alak hatarozza meg, amit az alabbi métrix alakba lehet irni:

ailp a2 a3 T
T:(-rvyvz) a2 Qag2 Q23 Yy

a13 az3 as3 z



Ha A1, Ao, A3 a kvadratikus alak sajatértékei és e, es,e3 a megfeleel§ sa-
jatvektorok normalt alakja, akkor a sajatvektorok normalt alakja, akkor a
sajatvektorokat megvalaszthatjuk tgy, hogy eq, es, e3-bol mint oszlopokbdl

alkotott R matrixra igaz legyen, hogy det R = 1.
Az

ZB/

x
yl=R|[Y
z 2!
forgatas a T kvadratikus alakot a

T = /\1{1:/2 + )\Qy/2 + )\32’/2
kanonikus alakba transzformalja.

7.1.1. Példa. Milyen feliiletet hatdroz meg a kévetkezd egyenlet:

22 +y? + 522 —6ay + 202 — 2z — 4z 4+ 8y — 1224+ 14 =0

Megoldas

-2 4 —6 14
det A= —36#0 det A=—63#£0=

a felilet ellipszoid, vagy hiperboloid.

det(A—A3)=| -3 1-X —1|=0



A sajatértékek \y = —2, Ay = 3, \3 = 6. Ha (u,v,w) sajdtvektor, akkor

fenndll az egyenletrendszer:

Az dttérést madtriz:

oo o

A kanonikus alak:

I1-XNu—-3v+w=0
—3u+(1-ANv—w=0
u—v+B-ANw=0

1 1
M=Z2=e1=(—,—,0
: “ (ﬁ\/i)
1 1 1
M=3=e=|—7 —,—
’ ’ ( 3\/§¢§>
Moo (k2
= e: 7’77_7
3 3 6 V6 6
1 1 1
V2 V3 V6
C=|L 1 _ 1
V2 V3 NG
0 1 2
V3 V6
T 13:’
1 1 = —=T —
P
1 1 / / ! /
V- B A = yy=—2 +
1 2 \/5
_ /

—22% 4 3y? + 622 +2v22 —6V62 +14=0

A feliilet kétpaldsti hiperboloid:

2 , 2
& —2<x’—ﬁ> +3y2+6<z’—%> +6=0
no_ o 1
r = /2
"n_ 3
STE T
//2 l2 //2
X Yy z
——— 4+ —+1=0.
3 + 5 + 1 + 0



Feladatok
1. Irjuk fel annak a gémbnek az egyenletét, amely atmegy az
V¥ +22=9 0=3é1y>+22=49, 2=5

korokon.

2. Milyen feliiletet hatédroz meg az egyenlet:
2 + 20z+1=0

Hozzuk kanonikus alakra.

3. Hozzuk kanonikus alakra az
22+ 3> +4yz — 62+ 8y +8=0
egyenletet és allapitsuk meg, hogy milyen feliiletet hataroz meg.

4. Hatarozzuk meg, hogy az

2 2

e +y —z2+2pmz+2qyz+2x—|—2y+2,z:0

egyenlettel adott feliilet szimmetria kézéppontja hol mozog, ha p és ¢

valtozik.

5. Irjuk fel a gobmb egyenletét, amely az A(5,4, —2) és B(7, 3, 7) pontokban

érinti a
z y+1 z+9 T y—24 z
Di:—-="—= Dy:— = = —
5T 7 ST 3 T
egyenest.
. r=3+10
6. Irjuk fel a D : egyenes Oz tengely koriili forgatésa-
y+42+5=0

kor keletkezett feliilet egyenletét.

22+ —1=0
7. Adott a I : egyenletl gorbe a térben.
r—z—1=0



a) Irjuk fel annak a kupnak az egyenletét, amelynek a palastjan van

a I' gorbe és amelynek a csiicsa az origbban van.

b) Irjuk fel annak a hengernek az egyenletét, amelynek a palast-
jan van a I' gorbe és amelynek az alkotéi parhuzamosak a D1 :

x =2z
egyenessel.

y=-—z
c¢) Irjuk fel annak a feliiletnek az egyenletét, amelyet a I' grbe Dy :

z=0
egyenes kortili forgatasaval kapunk.

z=—1



8. fejezet

Gorbék differencialgeometriaja

1. AT(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € I gorbe A(z(to),y(to), 2(to)) pontjaba

htizott érinté egyenlete:

z—x(to) _y—ylo) _

z — z(to)

¥'(to)

2. A normalsik egyenlete:

Y (to)

2'(to)

' (to)(z — z(to)) + ¥/ (to) (v — y(to)) + 2 (to) (2 — 2(to)) = 0.

. F(z,y,2) =0 .
3. Ha a T gorbét az egyenletrendszerrel adjuk meg,
G(z,y,2) =0
akkor egy A(xg, Yo, z0) pontjaba hizott érintd egyenlete:
r—% _ Y~Y% _ T *%0
oF OF oF OF oF OF
oy 0z 0z ox ox oy
9G  9G 9G  9G G oG
dy 0z 0z oz ox oy
4. A normalsik egyenlete:
L—To Y—Y =Z— %0
oF oF OF
ox oy dz |=0.
0G 0G 0G
ox oy 0z

5. Sikgdrbe esetén, az érint§ egyenlete:

z — xz(to) _Yy- y(to)

' (to)

y'(to)
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- a normalis ’(to)(z — z(to)) + ¥' (o) (y — y(to)) = 0.
6. A gorbiiletet jelolje k, a gorbiileti sugéar legyen R, akkor

k _ l B |’F/.’Z7F”| B \/(y/z// _ Zly//)Q + ( x// _ $,Z//)2 + (x/y// _ y/x/l>2

EoE (@) 4+ )2 + ()22

Sikgorbe esetén:
L |x’y” o y’:z:”]
(2 +y2)2

Ha a gorbe egyenlete explicit y = y(x), akkor:
vl

k=—"2 1
(1+(y)%)2

7. A simulésik egyenlete:

r—z(to) y—ylto) z— z(to)
z'(to) Y (to) Z(to) | =0
2"(to)  y'(to)  2"(to)

8. Gorbe fvhossza: 7 : [t1,t2] — R3,

L) = | V@O GO+ 0t

—

- T
9. Erint6 egységvektora 1= T
s

Fénormalis:
er 1
= %
ds> R
Binormaélis: 8 =7 x
Frenet Gsszefliggések:
T vo|p
ar 1
e | V| 7|0
dii 1 1
s | r| 0|7
dg 1
| 0|70




(7:’/7 7—,’/17 ,’:’///)

Torzi6: — =

T~ 7 xi2
.'L', y/ Z/
:E/l y// Z//
1 x/// ylll Z/”

T (y/Z/// _ z’y’)2 + (z/:vf/ + :U’z”)2 + (x/y// _ y/x//)z'
Az F(x,y,a) = 0, a € I egyenlettel adott sikgorbecsalad burkologorbé-

jének az egyenlete:

F(z,y,a) =0

OF
%(l’,y,a) =0.

Feladatok

1. Hatarozzuk meg a kovetkezs gorbecsalddok burkologorbéjét:

a) (x—a)Q—l—yQ—%:O
b) £4+4-1=0a"+p4"=0a"
242
142 )
2. Adott a I": . , t € R gorbe.
t
YT iye

Hatérozzuk meg a I' gorbe szinguléaris pontjait és irjuk fel az érinté

egyenletét ebbe a pontba.

T = 4t — sin 4t
3. Adott I': , teR.
y = 8sintt

Szémitsuk ki a t € [O, g} értékeknek megfelel gorbe ivhosszat.

t3+2
T
4. Adott a I': t € R\ {1} gorbe.
3t
YTBo

Hatarozzuk meg a I' gérbe Ox tengellyel val6 metszéspontjat.

Irjuk fel ebbe a pontba hiizott érinté és normalis egyenletét.



10.

11.

12.

T = acost

. Adott a I' : ¢y =asint t € R csavargorbe. Igazoljuk, hogy a

z =0t
normalsikoknak az xQOy sikkal alkotott hajlasszoge allando.
22 492422 =a?
Adott a I': gorbe.
2?2 +y? —ax =0
A T gorbe z = % stkkal valé6 metszéspontjai koziil az els6 nyolcadban
fekvd esetén irjuk fel a gorbe érintGjének és normalsikjank az egyenletét.
. a? —a’y =0 a a
Szamitsuk ki a I : gorbe z = — és z = — stkok kozé
6xz —a® =0 6 3

es6 ivének hosszat.

T =acost
A csavarvonal a I' : ¢y =qasint  egyenletekkel értelmezett. Adjuk
z="bt

meg a csavarvonal természetes paraméterezését. (A paraméter az iv-

hossz).

Hatéarozzuk meg az y = ax? + bz + ¢ parabola azon pontjat, amelymek

legnagyobb a gorbiilete.

T =acost
Igazoljuk, hogy aI': ¢ y = asint ,t € R csavarvonal minden pont-

z="bt
jaban ugyanannyi a gorbiilet és a torzid

Igazoljuk, hogy az y = (1 + ex)% gorbe egy M pontjaban a gorbiileti
sugir akkora mint annak a szakasznak a hossza, amit az M pontba

htizott érintG és normalis az Ox tengelybdl kivag.

Irjuk fel a
Dm:y:ma:—i—i, m € R*
2m



egyenessereg burkologorbéjét (p allando).






9. fejezet

Feluletek

differenciadlgeometriaja

1. Az S : f(x,y,z) = 0 feliilet érintdsikja a felilet egy A(zo,yo,20) € S

pontjaban:

(@ = 20) gk + (= )G + (2~ 20) 5L =0

Ha a feliilet S : ¢y =y(u,v) paraméteres egyenletekkel adott akkor az

érintGsik egyenlete:

=0 Y—Y =z2—2%0
ox oy 0z
ou ou  Ou |=0.
or ov 0z
D) ou o

2. A feliillet normalisanak egyenlete az A(xg,yo,20) pontban: (zy =
x(ug,vg), ... stb)

r—To _ Y—Y _ 22— %0
dy 9z 9z Oz oz oyl
ou Ou ou  Ou ou Ou
9y 9z Oz Oz dz Oy
v Ov v  Ov v Ov
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3. Az els6 alapforma: E = ||7,||?, F = (7, - 7,),G = ||7}|?,

ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

4. Két feliileti gorbe hajlasszoge

w=nl o an), te
v =w1(t)
L ). te
v = va(t)

Eduydug + F(duydvy + dugdvy) + Gdvidog
VEdu — 12 + 2Fduydvy + Gdv?\/Edu? + 2F dusdvs + Gdv3

Ccos&x =

5. Feliiletdarab teriilete:
x = z(u,v)
S:qy=y(u,v) (wv)€D
(

z = z(u,v)

T(S) = //D VEg — F2dudv.

Ha a feliilet egyenlete S : z = z(x,y), (z,y) € D

= [ (2) (2

6. A masodik alapforma:

(T Put”) o (P T Tu”) (7, 7 ")

L=*%“"22—>—+ M= , N = ,
VEG — F? VEG — F? VEG — F?
A ¢ = Ldu? + 2Mdudv + Ndv? kvadratikus alakot az S feliilet masodik

alapformajanak nevezziik.

7. — normalgorbiilet
n

I Ldu® + 2Mdudv + N dv?
R,  Edu®+ 2Fdudv + Gdv?
9. K Gauss gorbiilet (teljesgorbiilet)
LN — M?

EG — F?

8.

10. K =



Feladatok

1. Adott az
r=u?+v+1
Sity=u—v+1 (u,0)€eR*\{(0,0)}
Z=uv + 2

feliilet Irjuk fel az érintéket és a normalis sikokat a koordinatavonalak-
hoz az My(1,3,1) pontban.

Szamitsuk ki az My ponton athalad6 két koordinatavonal hajlasszogét.
2. Adott az S feliilet
T = UCcosv
S : y:usjnv ('LL,’U)GRQ.

z=bv

Az S feliilet C1,Cy és Cg gbrbéjét a kdvetkezGképpen értelmezziik:

a a
c1:v=1, CQIU:§U2, Cg:u:—§v2.

Hatarozzuk meg az M Mo M3 gorbevonali haromszog oldalhosszait és

szogeit, ha

My =ConNCs, My=C1NCs, M3z =C1NCs.

3. a) Irjuk fel annak a kupfeliiletnek az egyenletét, amelynek csticsa
V(0,1,3) ésa C : 22 + 9% — 22 — 6y +3 =0, z = 0 gorbe a palastjan

van.

b) Irjuk fel annak a gérbének az egyenletét, amely a kupfeliilet z = 2
sikkal torténé metszésekor keletkezik.

1+V7 5

c) Irjuk fel a kupfeliilet normalsikjat az A ( 3 3’ 2> pontban.

3. Igazoljuk, hogy az zy + xz + yz = 0 egyenl§ gorbe egy forgaskup.

Irjuk fel a tengelyének az egyenletét.



4. Trjuk fel annak a torusznak az egyenletét, amelyet az A(3,0,0) kozép-

pontd, 1 sugard xOz sikban 1évé kor Oz tengely koriili forgatasakor
keletkezik.

. Adottak a feliletek:

2

rT=uU-+7v T =u
Sli y:u2—|—v27 (’LL,’U) €R2 521 Yy = uv, (’LL,’U) €R2
[z = u’ + 07 z = au + v?
( 14 u?
xTr =
U
S3:qQy =122 (u,v) € R?
v
o 2+2
\Z_ qu’U

a) Irjuk fel a Descartes implicit egyenletiiket.
b) Szamitsuk ki a Gauss gorbiiletét a P(ug = 1,v9 = 2) pontban.

. Irjuk fel a 2uz — (u? — 1)y — (u? + 1)z = 1 egyenletii sikok burkolofe-

liiletének egyenletét.

. Szamitsuk ki az els§ és a masodik alapformat és a Gauss gorbiiletét az

22 + 9% 4+ 22 = R? gémb esetében.
. Igazoljuk, hogy az

x = u(sinv + vcosv) — v cosv

Sy =u(cosv —wsinv) +v?sinv  u,v) € R?

2 = 2uv — v?

feliileten vannak egyenesek.

Hatarozzuk meg ezeknek az egyeneseknek az irdnyvektorait.



