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1. fejezet

1.1. Topolégikus terek

1.1.1. Ertelmezés. Adott egy X halmaz. Ad: X x X — [0, +00) figguényt

metrikanak nevezzik, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
1. d(z,y) >0, hax #y ésd(x,z) =0, (V), z,y € X.
2. d(z,y) =d(y,z), (V) z,y € X.
3. d(z,y) <d(x,z)+d(zz,y), (V) z,y,z € X.
Az (X, d) struktirdt metrikus térnek nevezziik.

1.1.2. Ertelmezés. Legyen (X, d) egy metrikus téren r > 0. Az U(xg,r) =
{z € X | d(z,z0) <1} halmazt xo kozépponti r sugari nyit gombnek nevez-
zitk. A v C X halmaz kérnyezete az xg pontnak, ha létezik r > 0 gy, hogy
U(zo,r) C V.

Egy olyan halmazt, amely minden elemének kérnyezete nyilt halmaznak

neveziink. Az xo pont kdrnyezeteinek a halmazdt v,,)-val jeloljik.

1.1.3. Példa. Az R walds szamok halmazin o d(x,y) = |z — y| képlettel
értelmezett d : R x R — [0,4+,00) fiigguény metrika. A valés szamhalmaz

nyil intervallumai nyilt halmazok az (R, d) metrikus térben.

1.1.4. Ertelmezés. 1. Az xzg € X pont az A halmaz torléddsi pontja, ha
barmely v € V(xg) esetén (V \ {zo}) N A # 0. Az A halmaz torlédd-
si pontjainak halmazit jelolje A’ és legyen A = AU A" az A halmaz

lezdrtja.



2. Az A C X halmaz korldtos, ha létezik a € A és r > 0 gy, hogy
A cCU(a,r).

3. Az A halmaz strd az metrikus térben, ha bdrmely vagy eleme A-nak

vagy torléddsi pontja A-nak.
4. Egy halmaz zdrt, ha a komplementuma nyilt.
5. Az A halmaz perfekt, ha zdrt és minden pontja torloddsi pontja A-nak.

A {G,}ier nyilt halmazrendszer lefedése A-nak, ha A C U G;.
el

1.1.5. Ertelmezés. Az A halmaz akkor kompakt, ha barmely nyilt lefedésébél
kivdlaszthato eqy véges lefedés.
1.1.6. Tétel. 1. Ha az A halmaz kompakt, akkor zdrt.

2. Ha az A halmaz kompakt és B C A, B zdrt, akkor B is kompakt.

1.1.7. Tétel. Az (X,d) metrikus térben {Ka}acr legyen kompakt halmazok
rendszere. Ha a {Kqa}aer halmazrendszer barmely véges sok halamzbdl dllo

részrendszerének metszete nem dres, akkor m K, #0.
acl

1. a) Igaz-e, hogy R? barmely nyilt G részhalmazanak minden pontja

torlodési pontja G-nek?

b) Valaszoljukn erre a kérdésre, ha G zart halmaz.

2. Legyen Y egy tetsz6leges végtelen halmaz. TetszGleges x,y € Y esetén
L, z#y

0, z=y.

d(xu y) -

Igazoljuk, hogy d metrika.
Mik lesznek a nyilt halmazok a metrika altal generélt topologia esetén?

Melyek lesznek a zéart halmazok?

3. Tetszbleges z,y € R esetén



di(z,y) = (x—y
d2(x7y) = ’.’L‘—y’
d3(x7y) = ‘.%'2 - y2’

|z —y|
dy(z,y) =

Dontstik el, hogy melyik metrika és melyik nem.

. Adjuk meg R-nek egy olyan kompakt részhalmazat, amelynek torlodasi

pontjai megszamlalhaté halmazt képeznek.

. Adjuk meg a (0,1) intervallumon egy nyilt lelefedését, amibsl nem

véalaszthato ki véges lefedés.

. A racionalis szamok Q halmaza a d(p, q) = |p — ¢| tavolsagfiiggvénnyel
metrikus tér. Legyen A = {p € Q : 2 < p? < 3}. Igazoljuk, hogy a d
altal generélt topologidban A zéart és korlatos. Igazoljuk, hogy A-nak

van olyan nyilt lefedése, ami nem tartalmaz véges lefedést.

. Legyen X egy normalt vektortér a valos szamtest felett. Ha z,y € X és
lz+yll = lz] + l[y|l, igazoljuk, hogy [laz + by = allz|| + bl|y|| barmely
a,b € [0,+00).

. Ha X egy normalt vektortér a valos szamtest felett x,y € X és a € R,
akkor
Jim ([[(n +a)z +y[| = [[nz +y[)) = allz].

. Legyen X egy normalt vektortér a valés szamtest felett. Ha barmely

x,y € X esetén a

]l = lylll < flz +yll < =]l + |yl

egyenl6tlenségekben legalabb egy egyenléség fennéll, akkor dim(X) =
1.



10. Ha z1,29,...,2p € R™, |jap]| = 1, k = 1,p és létezik A\, € [0,1] gy,
p P
hogy > A\ =1, > A\gxg = 0, akkor
k=1 k=1

> wi— il =200 - 1).

1<i<j<p

11. Ha o, € R™, k = 1,p olyan vektorok, hogy ||zx|| = 1, k = 1,p és
P P
> xp =0, akkor ) ||z — x| > p barmely x € R™.
k=1 k=1

1.2. Sorozatok a valos szamrendszerben

1.2.1. Ertelmezés. Az (ay)n>1 szdmsorozatnak a hatdrértéke a, ha barmely
e > 0 esetén létezik egy n(c) € N (kiiszobszam) gy, hogy minden n > n(e)
esetén

lan, —al < e.

Ha az (an)n>1 sorozatnak van egy véges hatdrértéke, akkor azt mondjuk, hogy

az (ap)n>1 sorozat konvergens.

1.2.2. Ertelmezés. Ha az (an)n>1 sorozat azzal a tulajdonsdggal rendelke-
zik, hogy barmely € > 0 esetén létezik eqy n(e) € N (kiiszobszam) gy, hogy

minden m > n > n(e) indexre igaz az

lan, — am| < €
egyenldtlenséy, akkor az (an)n>1 sorozatot Cauchy, tipusinak nevezziik.
1.2.3. Tétel. Minden Cauchy tipusi sorozat konvergens.

1.2.4. Ertelmezés. 1. Az (ap)n>1 sorozat névekvd, ha apt1 > ap, (V)
n € N* és csokkend, ha an+1 < an, (Y) n € N*. Ha egy sorozat névekvd

vagy csokkend akkor azt mondjuk, hogy monoton.

2. Az (an)n>1 sorozat korldtos, ha létezik olyan M > 0 valds szam, hogy

lan| < M. (V) n € N*,



1.2.5. Tétel. (majordldas) Ha |a, — a| < an, (V) n € N* és lim a,, = 0,

n—oo
akkor az (ap)n>1 sorozat konvergens és

lim a, = a
n—oo

1.2.6. Tétel. (fogo kritérium)
Ha (an)n>1, (bn)n>1, (cn)n>1 olyan sorozatok, hogy
ap < by, <e¢p, (V) neN”
és lim a, = lim ¢, = «, akkor lim b, = a.
n—oo n—oo n—oo
A valos szamrendszert tgy értelmezziik, hogy (R, +, ) egy olyan teljesen

rendezett kommutativ test, amelyben minden Cauchy tipusa sorozatnak van

hatéarértéke.

1. Igazoljuk, hogy a valds szdmrendszerben minden monoton és korlatos

sorozatnak van hatarértéke.

2. (Bolzano-Weierstrass tétel) Bizonyitsuk be, hogy R-ben minden korlé-

tos és végtelen halmaznak van legalabb egy torlodasi pontja.

3. Igazoljuk, hogy minden korlatos sorozatnak van konvergens részsoro-

zata

4. (Cezaro-Stolz tétel)

Igazoljuk, hogy ha

a) bpi1 > by, (V)n €N

b) lim b, = o0
n—oo
. ani+1 — a
¢) lim " — g
n—00 by 1 — by

a
akkor lim — = x is teljesiil.
n—odo n

5. A 4. feladat segitségével igazoljuk, hogy ha lim a,, = z, akkor
n—oo

. artax+...+tan
a) lim =z

n—oo n




Ha még azt is feltételezziik, hogy a, > 0, (V) n € N, akkor
b) nh_)r{.lo vaias...an = T.

6. Az 5. feladat b) pontjanak a felhasznalasaval igazoljuk, hogy ha

an)n>1 €gy olyan valds szamsorozat, hogy a,, > 0, (V) n € N* és
(an)n>1 egy oly , hogy a, >0,

. An+41
lim

n—00 (U

:x’

akkor lim #/a, = x.

n—oo

7. Igazoljuk a Cezaro-Stolz tétel kovetkezs valtozatat:

a) (bp)n>1 szigortan csokkend
b) lim b, = lim a, =0
n—oo n—oo
. Ap+1 — Qp
lim optl = %n
C) n—o0 byi1 — by

. an,
akkor lim — = z.
n—oo n

8. Igazoljuk, hogy ha p € N, akkor

1P 4+ 2P 4 . 4 nP 1

a) HILH;O pyas| = |
1P 4+ 2P 4 .. P 1
b) lim n R S =1
n—00 nptl p+1 2
Szamitsuk ki a hatarértékeket:
n =y
¢) lim <Z %—l—ln% —c)
n+1 n
> 1 > 1
d) lim | er=t =
n—oo
e) Haozg=a >0, xp11 =2+ m hatarozzuk meg a nlLH;o %

hatarértéket.

l1+a2 . ap+az+...+ay
, szamitsuk ki a a,,

f) Ha a] = 1, An4+1 =
hatarértékeket.

Inn



1
g) Ha a; = 1, apy1 = an + - szamitsuk ki \;L;Ln, fI{Z(anH —
V2n+1).

i) Szamitsuk ki

1+V24+V3+... 4+ n

5 a hatérértékeket.
In“n

9. Ha x > —1, k = 1, n bizonyitsuk be, hogy

n
(1+$1+"'+x”> >1+4a1+20+...4 o
n

10. Legyen y, = (1+ %)n, b (1+%)n+1.

a) Esetleg felhasznalva a 9.-es feladatot igazoljuk, hogy az (yn)n>1
sorozat szigortian névekvs és a (2p,)p>1 sorozat szigorian csokke-
néd.

b) Ebbbdl bizonyitsuk be, hogy:

1—

! —H(+1)>1—|—1—|— +1>1(—|—1)
n -+ ...+ = n .
n+1 " 2 n "

1 1

11. Hatarozzuk meg a {271 + 3m m,n € N} halmaz torlédasi pontjait.

12. Ha) # ACR, ) # B C R, akkor
sup{z+y€eR:x€ A,y€ B} =supA+supB
inf{r+yeR:x€ A,ye B} =inf A+inf B

Ha (an)n>1 és (bp)n>1 két valos szamsorozat, akkor

sup{a, + by, : n € N*} <sup{a, : n € N*} + sup{b, : n € N*}
inf{a, + b, : n € N*} > inf{a,, : n € N*} +inf{b,, : n € N*}

1.3. Valo6s szamsorok konvergenciaja

1.3.1. Ertelmezés. A Z —n = 1%%a,, sor akkor és csak akkor konvergens,

n
ha az A, = Z ay, egyenldséggel értelmezett (Ay,)n>1 részletisszegek sorozata

k=1
konvergens



(0.@)
1.3.2. Tétel. A Z an, Sor akkor és csak akkor konvergens, ha barmely e > 0
n=1

esetén létezik eqy n(e) € N (kiiszdbszam) gy, hogy ha m > n > n(e), akkor

lan + ant1+ ...+ apm| <e.

o0
1.3.3. Kovetkezmények. 1. Ha a Zan sor konvergens, akkor

n=1
lim a, = 0.
n—oo

2. A lim a, = 0 feltétel nem elegendd a konvergencidhoz. Példa erre
n—oo

1 .1
ap=—,n>1 lim —=0és lim — = oo.
n n—oo n n—oo n

1.3.4. Tétel. (Cauchy)
o0
Ha az (an)n>1 sorozat esetén lim /|an| = 1 < 1, akkor a Zan sor
- n—oo

n=1
konvergens, I > 1 esetén divergens.

1.3.5. Tétel. (D’Alembert)

Gn+41
an

o0
=1 <1, akkor a Zan sor

n=1

Ha az (an)n>1 sorozat esetén  lim
- n—infty

konvergens, I > 1 esetén divergens.

1.3.6. Tétel. (Raabe)

Ay —
Ha a lim u | = — 1> = 1 hatdrérték létezik, akkor | < —1 esetén a
n—oo Qnp,
oo
Zan sor konvergens | > —1 esetben divergens.
n=1

1.3.7. Tétel. Legyen az (an)n>1 egy pozitiv tagi, csokkend sorozat.

o0 oo
Akkor a Z an €5 a Z 2"agn ugyanolyan tipusi konvergencia szempont-

n=1 n=1

jdbol.
1.3.8. Tétel. Ha az (an)n>1 €s (bp)n>1 pozitiv tagi sorozatok és

limZ—n =a € (0,+00),

n

o0
akkor a lim a, és Z b, ugyanolyan tipusy.
n—oo —



1.3.9. Tétel. (Dirichlet) Ha az (an)n>1 sorozat pozitiv tagi, csokkend és

lim a, =0,
n—oo

n o
tovdabbd a ¢, = Z b, sorozat korldtos, akkor a Z anby sor konvergens.
k=1 n=1

1.3.10. K6vetkezmények. (Leinbnitz)
Ha az (an)n>1 sorozat pozitiv tagi csokkend és lim a, = 0, akkor a

n—oo
Yoo (=1)"a, konvergens.

1. Tanulmanyozzuk a kovetkezs valos szamsorok konvergencidjat:

00 _1)TL
b) nzz:l ln(n + 1)
S

n=1T
e) ngl 7(;‘” aelR

g)

o0
2. Ha az (an)n>1 sorozat csokkend és a > ay sor konvergens igazoljuk,
n=1

hogy

na, = 0.

3. Egy ellenpélda segitségével bizonyitsuk be, hogy ha az (a,),>1 sorozat
oo

csokkenp és na, = 0 akkor még nem koévetkezik a » a, sor konver-
n=1
genciaja.



o0
4. Igazoljuk, hogy ha a > a, pozitiv tagt sor divergens és a,, = 0, akkor

n=1
n an
kz V5K n
ahol A=1 =1, ahol s,, = > ay.
Sn k=1
o0
5. Legyen ) ay egy pozitiv taga konvergens sor.
n=1

Igazoljuk, hogy a sor is konvergens.

§ Van
n=1 1N

o
6. Legyen a Y a, egy divergens sor és a, > 0, n € N*.

n=1

o0
a) Igazoljuk, hogy a > sor is divergens.
n=1 (7%
n
b) Jelolje s, = > ag.
k=1
Mutassuk meg, hogy
a a a S
n+l+ n+2+”.+ n—i—pzl_ n
Sn+1 Sn+2 Sn+p Sn+p
. « .. X On N
és ebbdl vezessiik le, hogy a > — sor is divergens.
n=1 Sn

c) A b) pontot felhasznalva tovabba az el6z6 fejezet 10. b) és 13. e)
[&.°]

eredményét tetintetbe véve igazoljuk, hogy a > sor diver-
n—anlnn
gens.
1 a
d) Igazoljuk, hogy - — > —; és ebbdl vezessiik le, hogy a
Sn—1  Sn 52
o0 an
Y. — sor konvergens.
n=1 Sn
. X Qp, P n .
e) Mit mondhatunk a >, ——— és > ———— sorokrol.
=1 +na, =01+ n2%a,

(o]
7. Tegyiik fel, hogy a, > 0, n € N* és a ) a, sor konvergens. Legyen

n=1
(o]
Tn =Y Gp.
p=n



10.

11.

12.

a) Igazoljuk, hogy ha n > m, akkor

a 1 a r
N
T'm T'm+1 Tn T'm
. o , o 0n : L
ebbdl pedig kovetkeztessiink a > — sor divergenciajara.
n=1Tn

b) Bizonyitsuk be, hogy

an,
< 2(/Tn — /T
2 . . e an
és igazoljuk, hogy a > sor konvergens.
n=1V"n

o0
Legyen a, > 0, n € N*. Ha a ) a, sor konvergens, igazoljuk, hogy a
n=1
1

X1
> an ™ sor is konvergens.
n=1

oo
Igazoljuk, hogy ha a ) a, sor konvergal és a (by,)n>1 sorozat monoton
n=1

o0
és korlatos, akkor > a,b, sor is konvergal.
n=1

o0 o0 o0
A > a, és Y by, sorok Cauchy szorzatanak nevezziik a Y A, sort,
n=0 n=0 n=0
ahol A,, = agb,, + a1bp_1 + asbp_2 + ... + apbg. Igazoljuk, hogy ha az
eredeti két sor abszolit konvergens, akkor a Cauchy szorzat is abszolut

konvergens és

n=0 n=0 n=0

[o.¢]
Tegytik fel, hogy P, >0, P, > Py, >---> P, > ... ésa Y e,P, sor
n=1
konvergens, ahol ¢, € {—1,1}, n € N*.

Igazoljuk, hogy (e1 +e2+ ... +¢e,)P, =0.

Adott az (ap)n>1 sorozat a, > 0, (V)n € N*.

a) Ha létezik ng € N* és a € (0, 400) agy, hogy n > ng esetén

1

n?
— > 1 4a,
Inn



13.

14.

16.

o0
akkor a > a, sor konvergens.
n=1

b) Ha létezik ng € N* és o € (0, +00) gy, hogy n > ng esetben

lmaL
—an <,
Inn

o0
akkor a » a, sor divergens.
n=1

[e.°] 1 [e.°]

1
Tanulmé k — &5 —— sorok k -
anulmanyozzuk a n§3 (i ))=e és ng?) (T 72)) i) sorok konver

genciajat a 12. tétellel.

Milyen a € (0, +00) értékek esetén konvergens a ) ~———— sor.
n=1 n

. Adott az (an)n>1 sorozat ugy, hogy a, > 0 (¥)n € N.

o0 oo

Ha a ) a, sor konvergens, igazoljuk, hogy a »_ ¢ o= - ap sor is kon-
n=1 n=1

vergens.

Legyen (an)n>1 egy csokkend pozitiv tagi sorozat és p,q € (0,+00),
1,1 _
lyl=
: X an > an
a) Igazoljuk, hogy haa ) sor konvergens, akkor a —

1 1
n=2nr(Inn)a n=2 1
sor is konvergens.

b) Igaz-e a forditott allitas?

1.4. Hatvanysorok

o0
1.4.1. Tétel. Adott a Zan(a: — )" hatvanysor. Ha

n=0

1
— = lim V{/|ay| = lim sl
R n— oo n— o0

9
n

oo
akkor a E an(x — x0)" hatvanysor |z — xg| < R esetén konvergens és |x —

n=0

xo| > R esetén divergens.



1.4.2. Tétel. Az f(x Zan x —x0)" egyenldséggel értelmezett fiigguény
az |r — xo| < R egyenlotlenseggel meghatdrozott tartomdnyon derivdlhatd
és az f'(x) = Zaan x — xo)"™ U hatvénysornak ugyanaz a konvergencia

n=1
tartomanya.

Hatéarozzuk meg a kévetkezs sorok konvergencia intervallumat és vizsgal-

juk meg a konvergenciat a konvergencia tartoméany hatéarpontjaiban.

> be (0
. w1 WM € )
ngl preeal (0, 4+00)
[e'e) nﬂ n
ngl Fx
[ee) nn n
3. nzz:l i
= (nh)? .
4. nzzjl o x

Hatéarozzuk meg a kovetkez§ fiiggvénysorok konvergenciatartoméanyat:

. Z 2—z\"
2n+1 24 x

8. Adottak a kovetkez§ hatvanysorok

3 6 9 3n
A xr xr X
Az) =142 A
@=ltgtgtoattant
T $4 .’177 1.371-1-1
Ba)= 1+ + o
@ =gt gtat et
1:2 .’175 .'ES $3n+2
Clz) =S+ 5+ = +



Igazoljuk, hogy az
o e’ e’ e’
F(z)=e2 A(x) — —,B(z) — = - =
@) =t max{a@) - 5.5 - 5.0 - 5}
fiiggvény periodikus és F(z) > 0, (V)z € R.

9. Igazoljuk, hogy

< @n-1nt 1
a) Z(—l)w—ﬂ 1

1 "\ (n—k
10. Az (ap)n>0 sorozat az ag = 1 a”“n—i— 1 <kzo (nk+ i%) , n €N
n
rekurzioval értelmezziik. Igazoljuk, hogy a > ;Lk
k=0

hatarérték létezik és
szamitsuk ki azt.

11.  a) Hatarozzuk meg a konvergencia intervallumat az f(z) =

[&.°]
Y. C3,x™ hatvanysornak.
n=0

o0
b) Szamitsuk ki a > CI a™ Osszeget, ha x a konvergencia-
n=0
intervallumban van.

c) Irjuk fel zart alakban a

k
Z C% Cm (n—k)
Osszeget.

12. Szamitsuk ki a kdvetkezs hatvanysorok Osszegét.

x?’ I‘5
.732 x4
b) f(l‘):1+§+1+



* 1
13. Adott az f(x) = ——— " hatvanysor.
a) Igazoljuk, hogy a konvergenciasugara R = 4.

b) Igazoljuk, hogy

7

arct , z € (0,4
PR R (0,4)
f(z) =
L 3-i-yil
- P *, z€(—4,0)
— 1 1 1 1
-4 L-14,/1-1

1.5. Egyenletes konvergencia

1.5.1. Ertelmezés. Legyen A C R™ és X egy halmaz. Adott az f : X x A —
R™ figgvény. Legyen F(x) = lim f(x,y) minden x € X. Azt mondjuk, hogy
az f(x,y) figgvény egyenletezt;yotart az F(x) figgvényhez az X halmazon,
amikor y — yo, ha barmely € > 0 esetén létezik v € V (yo) gy, hogy ||F(z) —
flz,y)] <e, (V) zeX é (V) ye VNA.

1.5.2. Ertelmezés. Legyen X egy halmaz f, : X — R™ n € N* egy figg-
vénysorozat és F': X — R™ eqy fiigguény.
Az (fn)n>1 fliggvénysorozat egyenletesen tart az F fiigguényhez amikor
n — oo, ha (V) € > 0 esetén (3) n(e) € N (kiisz6bszam) gy, hogy ha
n > n(e), akkor
1fa(@) = F@)ll <=, (¥) o € X.

Egy fiiggvénysor akkor egyenletesen konvergens egy X halmazon, ha a

részletosszegek sorozata egyenletesen konvergens az X halmazon.

1.5.3. Tétel. 1. Ha az X metrikus téren folytonos fiigguények sorozata
egyenletesen konvergens, akkor a hatdrértékfiggvény is folytonos az X

metrikus téren.

2. Ha egy fligguénysor olyan fiigguényekbdl dll, amelyek folytonosak eqy X
metrikus téren €s a fligguénysor egyenletesen konvergens az X metrikus

téren, akkor az dsszegfogguény is folytonos.



. Adott az fo(z) = x, x € [0,7], fori(x) =sin f,(z), n > 0 fiiggvényso-
rozat.

Igazoljuk, hogy az (f,)n>0 fliggvénysorozat nem egyenletesen konver-

gens a [07] intervallumon.

Az (fn)n>1 fiiggvénysorozatot a kovetkezdképpen értelmezziik:

o i 0,1] = R, f, = 2™, n € N*. Igazoljuk, hogy az (fy)n>1 fliggvény-
sorozat nem egyenletesen konvergens a [0, 1] intervallumon.

. Igazoljuk, hogy az f, : [0,1] — R f,(x) = %,

nyekbdl allo (fy,)n>1 fliggvénysorozat konvergens, de nem egyenletesen

n > 1 fliggvé-

konvergens.

o0

. Igazoljuk, hogy a Y (2" — 22" — 2"~ ! 4 22"~2) fiiggvénysor konvergal
n=1

a [0, 1] intervallumon, de nem egyenletesen.

. Adott az (an)n>1 csokkend valos szamsorozat. Igazoljuk, hogy a kivet-

kezg Allitasok ekvivalensek:

o0
a) A > aysinna egyenletesen konvergal R-en.
n=1

b) na, =0

X sinnz
. Igazoljuk, hogy a - —
gaoljuk, hoey & 0, T

fliggvényhez konvergal a valos szdmok halmazan.

fliggvénysor egy f : R — R folytonos

0 cosnx
. Az f: R — R fiiggvényt az f(z) = ) on egyenlGséggel értelmez-
n=0
ziik. Igazoljuk, hogy f folytonos.
oo
. Egyenletesen konvergens-e a P o fiiggvénysor a valds szamok
n=1T

halmazan?

. Hatarozzuk meg a konvergencia halmazukat a kovetkezd fliggvényso-
roknak:

1\n
&+ (3))

n=1 n

2)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) 3 "
—x
n=1 n!
X cosne

c) 2

Legyen f :[0,1] — R egy folytonos fiiggvény, ekkor

1
(?35!)1” / FOI = (@ =) dt = f(x)

és rogzitett € € (0, %) esetén a konvergencia egyenletes az [e,1 — €]

intervallumon.

Ha f: [a,b] — R egy folytonos fliggvény és f; 2" f(x)dz = 0, barmely
n € N, akkor f(x) =0 barmely x € [a, b].

Adott a > 0. Legyen f : [0,a] — R egy folytonos fiiggvény. Ha létezik
M > 0 gy, hogy | [, " f(z)dz| < M bérmely n € N esetén, akkor
f(z) = 0 barmely z € [0, a].

Adott b > 1. Ha az f : [1,b] — R fiiggvény folytonos és létezik M > 0
gy, hogy ,

/1 2" f(x)dz| < M

barmely n € N esetén, akkor f(z) = 0, barmely = € [1,b].

Ha az f, : [a,b] — R fiiggvénysorozat pontonként konvergal az f :
[a, b] — R folytonos fiiggvényhez ¢és az (f,),>1 fliggvénysorozat minden

tagja monoton, akkor a konvergencia egyenletes az [a, b] intervallumon.

Ha az f, : [a,b] — R fiiggvénysorozat pontonként konvergal az f :
[a,b] — R fliggvényhez és f,(x) < fnt1(z) barmely n € N esetén és

barmely = € [a, b], akkor a konvergencia egyenletes.
Az f, :]0,1] = R, n € N* fiiggvénysorozatot az

file) =0, fr1(z) = fol2) + %

x € [0, 1] rekurzios képlettel értelmezziik. Igazoljuk, hogy az (fn)n>1

[z~ fa(@)],n > 2

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal az f : [0,1] — R, f(z) = V&

fiiggvényhez a [0, 1] intervallumon.



17. A Banach féle fixponttétellel igazoljuk, hogy az 3+ 10x — 2 = 0 egyen-
letnek van egy valos gyoke a [0,1] intervallumban. Szamitsuk ki a

gyokot harom tizedesnyi pontossaggal.

18. Igazoljuk, hogy ha (X, d) egy kompakt metrikus tér, és az f: X — X
fiiggvényre d(f(x), f(y)) < d(x,y), barmely x # y, z,y € X, akkor az
f figgvénynek pontosan egy fixpontja van X-ben.

Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

1.5.4. Ertelmezés. Legyen (X, d) és (Y, p) két metrikus tér, AC X, BCY
ésxgc Al

Az f + A — Bfiggvénynek | a hatdrértéke az xog pontban, ha bdirmely
p > 0 esetén, létezik & > 0 gy, hogy azon x € A pontok esetén, amelyekre
0 < d(wo,x) < 6, kovetkezik, hogy p(f(x),l) < €.

1.5.5. Tétel. Legyen f: A — B a 1.5.4 Ertelmezésben szerepld fiigguény és
xg € A'. Az f fiigguénynek akkor és csak akkor a hatdrértéke az xo pontban,
ha barmely (x,)n>1 C A sorozat esetén, amelyre lim x, = x¢ €s x, # xo,
(V) n € N* kovetkezik, hogy nh—>Igo flzn) =1 T

1.5.6. Ertelmezés. Legyen A és B a 1.5.4 Ertelmezésben szereplé halmaz.
Az f: A — B fiigguény akkor folytonos az xog € A pontban, ha bdarmely € > 0
esetén létezik § > 0 gy, hogy minden olyan x € A-ra, amelyre igaz, hogy
d(zg,x) < & kovetkezik, hogy p(f(xo), f(x)) < €. Egy figgvény folytonos eqy

halmazon, ha folytonos a halmaz minden pontjdban.

1.5.7. Tétel. Ha az f : X — Y folytonos fligguény és A C X eqy kompakt
halmaz, akkor f(A) is kompakt az (Y, p) metrikus térben.

1.5.8. Ertelmezés. Az f : X — Y fiigguény egyenletesen folytonos, ha
barmely € > 0 esetén létezik § > 0 gy, hogy ha d(z.x’) < 6, akkor

p(f(x), f(a')) <e.

1.5.9. Tétel. Ha az f : X — Y figguény folytonos és (X, d) kompakt, akkor
f egyenletesen folytonos.



1.5.10. Ertelmezés. Legyen A C R™ és xg € A'. Az f : A — R™ fiigguény-
nek | a hatdrértéke az xo pontban, ha bdrmely € > 0 esetén, létezik § > 0 gy,

hogy bdarmely olyan x € A pontra amelyre |z — xo|| < § kovetkezik, hogy

1f(z) =1l <e.
Annak jeldlésére, hogy az xo pontban f-nek | a hatdrértéke a

lim f(z) =1

T—xo

szimbdlumot haszndljuk.

1.5.11. Ertelmezés. Az f : A — R™ fiiggvény az o € A’ pontban folytonos,
ha

lim f(z) = f(xo).

T—T0

1.5.12. Ertelmezés. Legyen (X,d) egy metrikus tér. Az f : X — R™
fiiggvény egyenletesen folytonos X-en, ha bdrmely € > 0 esetén létezik § > 0

igy, hogy
d(z,y) <d=|If(x) = fly)l <e.

1.5.13. Tétel. Ha az (X,d) metrikus tér kompakt és az f : X — R™ egy
folytonos fiigguény, akkor f egyenletesen folytonos.

1. Hatéarozzuk meg a kovetkezs fliggvények értelmezési tartoményat

1— (22 +y)?

a) u

)

b) g

c) u = y/sin(x2 + y2)
)

u = arcsin

d) u = arccos —==
/x2+y2

2. Hatéarozzuk meg az f(z,y) fliggvényt, ha

f(fvﬂ/,g) =a? -y
X



. Igazoljuk, hogy az

fliggvény esetében

lim (lim f(x,y)) =0¢és lim <lim f(x,y)) =0
0 Y y—0

z—0 \y— —

és a lir% f(z,y) hatarérték mégsem létezik.
y—0
. Az f(x,y) = (z+y)sin L sin% fiiggvény esetében az iteralt hatarértékek

T
Lginl =0.

nem léteznek. Igazoljuk, hogy lir% (x4 y)sin ;
r—

y—0

. Igazoljuk, hogy az f : R? — R,

z2y 2 2
fagy = | T b S0
0, ha 22442=0

fiiggvény nem folytonos az (0,0) pontban.

. Igazoljuk, hogy az f : R? — R,

2,2
I
0, ha z?24+¢y?>=0

fiiggvény folytonos R? minden pontjaban.

. Adott G C R?, G tartomény és az f : G — R egy fiiggvény. Igazoljuk,
hogy ha az f fiiggvény folytonos az x valtoz6 szerint a G tartoma-
nyon, az y valtozo szerint Lipschitz tualjdonsagn, akkor f folytonos a

G tartomanyon.

. Legyen A C R"™ egy nemiires, konvex zart halmaz és x € R™. Igazoljuk,
hogy A-ban létezik egy és csak egy olyan y elem, amelyre igaz, hogy
|z—y| = inf{||x—z||, z € A}. Igazoljuk, hogy az f(z) =y, f : R* — A
képlettel értelmezett fiiggvény folytonos.

. Az f: R™ — R" olyan folytonos fiiggvény, amely rendelkezik azzal a
tulajdonsaggal, hogy f o f = f. Igazoljuk, hogy f(R") zart halmaz.



10. Az f:R™ — R" fuggvény esetén a G(f) = {(z,y) e R" x R": f(x) =
y} halmazt az f fiiggvény grafikonjanak nevezziik. Igazoljuk, hogy ha
f folytonos, akkor G(f) az R™ x R™ halmaznak egy zart részhalmaza.

A parcialis derivalt és a differencial

1.5.14. Ertelmezés. Adott A C R*, B C R™. Legyen zo € AN A'. Az

f A — B figgvény akkor differencidlhatd az xo pontban, ha létezik egy

@ : R"™ — R™ linedris figgvény gy, hogy
@) flao) — gl — o)

=0.
220 | — o]
A p:R"™ = R™ fiigguényt ¢ = D(xq)-val jelolyik.
1.5.15. Ertelmezés. Legyen A C R, xg € Int(A).
Ha létezik
lim f(x1,22,.. ., 20) — f(T10, 20, - - -, Tno .
Li—Ti0 Ty — T40

hatdrérték, akkor ezt a hatdrértéket az f fligguény x; vdltozo szerinti parcidlis

derivdaltnak nevezziik az x; vdltozd szerint az xo = (210, 20, - - - , Tno) pontban

ésl = gf (xo) kifejezéssel jelolyiik.
x

i
1.5.16. Tétel. Legyen A C R", B C R™, xy € Int(A). Hao az f : A — B
fiigguény differencidlhato az xg pontban, akkor a ¢ : R™ — R™, ¢ = D f(x)

differencidl mdtriza:

-0 P P .
o) L) o P
8f2 an 8f2

Jp = 87:1(960) 87:62(900) 873”(930)
af,, af,, P m:
_a-’;l(xo) 81;2(950) a'in(xo)_

Ezt a mdtrizot az f fligguény Jacobi mdtrizdnak nevezzik az xog pontban.

Az f + A — R wvektor vdltozds, valds fiigguény esetén a jeldlés:

grad f(an) =V (av) = (32 a0) oo L))



Ebben az esetben azt a sormdtrizot az [ fliggvény gradiensének nevezzik az

xo pontban.

1.5.17. Tétel. Legyen A C R™, B C R™, xy € Int(A).

Ha az f : A — B fiigguény differencidlhatd az xg pontban, akkor f foly-
tonos is xg-ban.

A tétel forditottja nem igaz.

1
1. Adott az f : R?2 = R, f(x,y) = e T, 2ty 0 Vizsgaljuk
0, 2°4¢y*=0
meg, hogy az f fiiggvény differencidlhato-e az O(0,0) pontban.

2. Differencidlhato-e az f(x,y) = /23 + y3 fliggvény az origoban

3. Hatarozzuk meg a kovetkezs fiiggvények 1. és II. rendd parciélis deri-

valtjait.
a) u(z,y) =y + 3
b) u(,y) = <=
c) u(z,y) = zV
d) u(z,y) = arctg {72

e) u(z,y) = arcsin ( \/W) .

Yy
z

£) u(z,y,z) =x=.

4. Ha az v = f(x,y,z2) fliggvény kielégiti az ajg—; + yg—z + z% = nu
differencidlegyenletet, akkor f n-ed fokd homogén fiiggvény.

xy(x?—y?) ha 332 2
T + 0 :
5. Legyen f(z,y) = { et ty? v # Igazoljuk, hogy

0, ha 22+4¢y>=0

0% f 0% f
8x6y(0’ 0) # Oyox

(0,0).

200 (2,y) # (0,0)
_ e+

)




Igazoljuk, hogy % és % az R? halmaz minden pontjaban létezik, annak

ellenére, hogy f nem folytonos a (0,0) pontban.

1,3
7. Legyen f(x,y) = { T’ ha (z,y) = (0,0)

a) Igazoljuk, hogy % és %gjj korlatos fliggvények.

b) Legyen @ egy R2-beli egységvektor. Igazoljuk, hogy a Dy f irany-

menti derivalt létezik és normaja legfeljebb egy.

8. Allitsuk el6 a megjelslt parcialis derivaltakat:

Pu
a) Ma u:xln(x,y)
0u
b — LTYZ
) 0xdydz’ ¢
c) L v=In—ou1
oxdydcdn’ (z—€)%+(y—n)?
aernu oty
d) dx™oyn’ YT ey
oMty
e) &Emayn’ U= (xz + y2)6x+y
oPratry
— T+y+z
f) 02 Oyi0e u = xyze

9. Hatarozzuk meg a kijelolt differencialokat

o

a) ddu, u=23+1y>—3zy(z —y)
) d™u, u=In(x+y)

o

) dPu, u=axyz

) d'u, u=e*tY

o,

10. Igazoljuk, hogy a megadott fiiggvény teljesiti a kijelolt differencial-
egyenletet:



1 _@w? ou o2 0*u

= — 4a2
@) u=CRe % Yo
b) u=Iny/(z—a)?+ (y—b)? @—F@—O
B Y To0x2 0 Oy
c1e” " + cge” 2 2 2
o = e 2o o,
r— JETETR
d) z=a"f(%), xax+2y = uz
50z 0z
e) z=uyf(z* —y?) vt Yz, =z

Implicit fliggvények
1. Hatarozzuk meg a gg és d £4 derivaltakat ha az y(x) fliggvényt a kovet-

kez6 egyenl6ség értelmezi:

a) y=x+1Iny

b) 22 —2zy+y*+x+y—2=0
c) ln\/7y— arctg ¥

d) 12+ 2y =In(e™ —e ™) =0

2. A z(z,y) fuggvényt a kovetkezd egyenlGséggel értelmezziik:

a) w2+ 2y 4+ 22 - 3zyz — 2y +3 =0
b) xcosy+ycosz+ zcosx = 1.

Az egyes esetekben hatérozzuk meg a 5=, g—z parcialis derivaltakat.

3. A z(z,y) fiiggvényt az 2% + y? — 22 — 2y = 0 egyenlGség értelmezi.

Hatarozzuk meg a ]g‘;z és g—z parcidlis derivaltakat az x = 1, y = 0,

z =1 esetben.
4. Ha a z(x,y) fuggvényt a

20+ P+ 22 -8z —2+8=0



egyenlGség értelmezi hatarozzuk meg dz és d?z differencidlokat az x =

2,y =0, z =1 esetben.

5. Igazoljuk, hogy az 22 + y? + 22 = p(ax + by + cz) egyenlSséggel értel-
mezett z(x,y) fliggvény teljesiti a

0z 0z
(cy — bz)a—x + (az — car)a—y =br — ay

differencidlegyenletet.

6. Ha F (%, %) = 0, ahol F' egy kétvéltozos differencidlhaté fiiggvény, ak-
kor az adott egyenlséggel értelmezett z(x,y) implicit fiiggvény teljesiti
a
0z n 0z
T— — =z
Ox y@y

differencidlegyenletet.

7. Az vy és z fiiggvények az x valtozotol fiiggnek és az 22 +y? — 22 = 0 vala-
mint az 22 + 2y% + 322 = 4 egyenlGségekkel értelmezettek. Hatarozzuk

2 2 .
meg %, 3—;, %, % derivaltakat az x = 1,y = 0,z = 1 esetben.

8. Az u és v fliggvények az x és y valtozoktol fliggnek és az
2= p(uv) & y=buo)

egyenlGségekkel értelmezettek.

Hatéarozzuk meg a %, %’ %’ % parcialis derivéltakat.

9. A z figgvény az = és y valtozoktol fligg. Hatarozzuk meg a dz diffe-

v

rencialt, ha x = e¥tV, y = %Y, 2z = wv.

10. Haz = F(r, ) és x = r cos g, y = rsin ¢ hatarozzuk meg a g—; parcialis
derivaltakat.
A valtozoécsere modszere

1. (2 —1)%y" + (22 — 1)y’ + y = 0 differencidegyenlet esetén végezziik el

a 2x — 1 = et valtozocserét.



2. Irjuk at az yg gz = 0 differencidlegyenletet az u és v valtozdkra

ha u =z és v = 2% + y°.

3. Irjuk fel a

gu = gv (Cauchy-Riemann)
Oy

Ju _ v

oy Oz

differencidlegyenleteket polarkoordinatak esetén.

4. Irjuk fel a

0? 0?
8—;; + 8—;; =0 (Laplace egyenletet)
polarkoordinatak esetén.
5. Irjuk fel az x2% . y2‘3273 = 0 egyenletet az u és v valtozokkal, ha

uw=uxy, v=2=2.
y,v="71

6. Végezziik el az egyenletekbe a megadott valtozocserét.

) v = oty = -2)
u=z%+ 1y v—%—I—
9? 0%z _

b) 6362 28x(9zy+87y2_0

—_ — Y _ Zz
U—.’E‘i‘y,v—g,w—g

w=Inz—(z+y)

< =

) 55 +22% -355=0
§=w+y
n=y—3r

A helyettesités modszere

a) Egyvaltozos eset:
Ha y egy adott fliggvény z-ben és = = p(t), akkor:

dy _ 1 dy
de — ¢'(t) dt
d?y 1 d%y ; dy

ol IOk Sﬂﬂﬁ—dl()ﬂ



b) A kétvaltozos eset
Legyen G, D C R? két nyilt halmaz.

f:D—-R, z=f(zy)
¢:G—D, ¢=(pv)
x = p(u.v)
Y =¢(u,v), (u,v)€QqG.
Feltételezziik, hogy az f, p, v figgvényeknek léteznek a megfelel§ rendi
parcialis derivaltjaik.
A feladat z, hogy fejezziik ki

0z 0z 0%z 0%z
a 99 YA .99 9 Stb
ox’ Oy’ 0x2’ dxzdy
parciélis derivaltakat a
0 0 7x o
ou’ Ov’ Ou?’ Oudv’

parciélis derivaltak segitségével.

stb.

Erre a problémara a kévetkezd két képlet vezethetd le:

0: _ 1 (0w 0z 0w 0
dr  De¥) \gv du Ov Ou
D(u,v)
0: _ 1 (0p 0z g 0
oy  Dled) \ogv ou Ov ou)’
D(u,v)
ahol Dl v) = Js a ¢ leképezés Jacobi matrixa.

D(u,v)
c) Flggetlen valtozok és fiiggvények hlyettesitése

z :f(/U’?/U?w)? y:g(u”u7w)7 Z = h(u?v7w)

u és v 4j fuggetlen valtozok és w = w(u,v) ezeknek a valtozoknak egy fiigg-

vénye.
%, %, ... stb- parcialis derivaltakra a
ox’ Oy
0= (0f _0f 0w\ 0z (g 0g dw\ _oh 0h 0w
Or \Ou Ow OJu oy\ou Ow Ou) Ou Ow Ou

0z <0f of aw) 0z (89 g aw) Oh Oh Ow

oz \av Tow a0 ) Yoy \aw Tow aw) "0 T ow au



1.5.18. Példa. Az

, 0%z 0%z

0%z
v '7+2xy‘8x8y ’

Z 20
+y 9y

0z?

egyenletbe végezziik el az x = u, y = uv vdltozdcserét.
Megoldas

uzar:,v:g
x
0z 0z 0z (—y\ 0z woz
Oxr  Ou v'<:1:2>_8u_u<9v
0 _9: L 0 11 0
oy Ou ov =z u v
822_<3_03)<az vf%>_f’22 RPN
Ox? ou wdv) \Ou wudv ou?  u?ov u Qudv
827:_1(9 10z _182z
8y2_u6v<u8v>_u28v2

Az eldbbi egyenldségeket alkalmazva a differencidlegyenlet igy alakul dt:

v2 92

’LL2 %_23 82Z 772’_1_271)% _|_ 2’LL2U 1 82
Ou? woubv  u?ov?  w?dv u Oudv
1 9%z 0%z 0%z 82
2. 2( L 072\ _ 2072
+ u'v <u2 81}2> 0 u 92 2uv8u8 +v 902
0z 0%z 0z 50?2 2622
W fouw L Z 928 gy -
e T T Y aw a2 TV g2 = 0"
82
2

Uy = 0 < z(u,v) = up(v) + P (v)

o =z (L) 0 (Y).

1 0z
w2 ov

v2 9%z

u? Ov?

v 0%z
w2 Ov2

1. Uj valtozok bevezetésével alakitsuk &t a kovetkezd kozonséges

differenciél-egyenleteket:

a) (1—az2)y” xy’+n2y:0hax:cost

ln() |

)

b) y" +y' the

o)y +y -ple )-l—q(x)y:(),y:u.e—i.wo
) @
)

P(t)dt
d) 2"y" +ayy —2y2 =0, v = e, y = u(t)e?

e) (1+a%)y" =y, = = tgt, Y= o5t

)



f) " +(@+y)1+y)P=0r=utt,y=u—t
ahol minden pontnal u = u(t).

2. Legyen ¢ haromvaltozos homogén fiiggvény. A ¢(y,vy',y") = 0 egyen-
fjo u(t)dt

letbe vezessiik be az y = ¢ helyettesitést.
Alakitsuk 4t az
0z 0z
B ded -0
(@—2)g +y 9y

egyenletet gy, hogy z-et fliggvénynek tekintjiikk mégpedig = = z(u,v),

ahol u =y — z, v = y + z az 1j fiiggetlen valtozok.

Geometriai alkalmazasok
x = x(t)
L Az Sy=y(t t € I egyenletekkel adott gorbe érintGje az
(

z = z(t)
M (x(to),y(to), z(to)) pontban:

z—x(to) _y—y(o)  z—2z(t)
' (to) Yy (to) ' (to)

A normalsik egyenlete ugyanebben a pontban:
a'(to)(x — z(to)) + y'(to) (y — y(to) + 2 (to) (2 — 2(to)) = 0.

x = z(u,v)

2. Az y=y(u,v) (u,v) € D egyenletekkel adott feliilet érint&sik-
z = z(u,v)

ja az M(xo,y0,20) pontban ahol xzy = xz(ug,v0), yo = y(up,vo),

z = z(ug,vo) :

T —Zo Y—1%Yo Z =20
15) 0 15)
a*z(UOaUO) afz(uo,vo) £(UO,UO) =0
15) 0 15)
a*i(uoavo) %(an o) afi(uo, Vo)



Az M (x0,y0, 20) pontban a normalis egyenlete:

r—x0  Y—Y 22— X0
dy 9z 9z Oz oz Oyl
ou  Ou ou  Ou ou Ou
9y 9z 9z Oz 9z Oy
v Ov ov  Ov v  Ov

Ha a feliilet egyenlete F'(x,y,z) = 0 implicit egyenlettel, adott, akkor

az érintGsik egyenlete:

OF OF OF
%‘(37—950)4‘@‘(3/—90)4‘@'(2—20)—0

és a normalis egyenlete:

T—2o Y~ Y _ 22— %0

or —  9F —  OF

O ay 0z

. Ha a I'(a) sikgorbesereg az
f(x,y,0) =0, acl

egyenlettel adott, akkor a I'(z), o € I burkologorbéjének egyenlete:

flx,y,0) =0
0
O (2,,0) =0.

. Ha az S(«a), a € I feliiletsereg az F(x,y,z,a) = 0, a € I egyenlettel
adott, akkor a burkolofeliilet egyenlete:

F(z,y,2,0) =0

8—(1‘ z,a) =0

80( 7y7 ) - Y-

. Ha a T" gorbe egyenlete ¥ = 7(t) = (z(t),y(t), z2(t)), t € I, akkor T" a

gorbe gorbiilete az M (x(ty), y(to), z(to)) pontban:

o 7o) x (1)
7t

. Irjuk fel az alabbi gorbék érintSegyenesének és normalissikjanak egyen-

letét a megadott pontokban



a) y= =22 M(1,1,1)

b) 22 + 22 = 10, y2 + 2% = 10 M(1,1,3)

¢) 4+ y*+22=6,x+y+2=0M(1,-2,1)

d) 2 = t, y = t?, z = t3 gérbén melyik az a pont amelybe hiizott

érint6 parhuzamos az x + 2y + z = 4 sikkal.

7. Bizonyitsuk be, hogy az

t

T = ae cost, y:aetsint, z = ae'

gorbe az 22 + y? = 22 kap minden alkotéjat ugyanakkora szog alatt

metszi.

Irjuk fel az alabbi felilletek megadott pontjaban az érintésik és a nor-

malis egyenletét:

a) z=a2%+y? M(1,2,5)

b) 22 +y? + 22 = 169, M(3,4,12)

¢) z = arctg?, M (1,1, %)

d) z=y+InZ, M(1,1,1)

) 2% 425 =8, M(2,2,1)

f) x =2cosycosp, y=2cossiny, z =siny, M(po, o).

gérbén melyik az a pont amelybe htzott érinté parhuzamos az x+ 2y +
z = 4 sikkal.

Differencial, gradiens, rotacio, divergencia

1. Legyen D CR3, f: D =R, h € R3, ||n| = 1.

Az f fiiggvény differencialja az (zg, o, 20) pontban egy ¢ : R — R3

linearis leképezés, amely teljesiti

lim |f(xay’ Z) B f(ﬂf07?/0,20) - So(x —20,Y — Yo, % — ZO)|

=0
(%,y,2)—(x0,Y0,20) |(z — 20,y — 0,2 — 20)|



egyenlGséget.

A () linearis leképezés méatrixa:

of of of
A(p) = == = —|.
. Az f figgvény h = (hy,ho, hs) irdny menti derivaltja az (xo,yo, 20)
pontban:
0 0 0 0
%(x()vy()az()) = ai(fﬂo,yoazo)'hl-i-agjj(fﬂoayo,Zo)'h2+8£($o,yo,zo)'h3-

. Egy adott V : D — R3, V = (P,Q, R) fiiggvény divergencija:

P
divV = Zx + (‘222 + gjj
. AV fliggvény rotorja:
i j k
o o0 0
rotV = 7 éTy 9
P Q@ R

Megjegyzés: div (rot V') = 0.

. Az f:R? — R fiiggvény, az

2

z,y) = f"‘yﬁiﬂiz (z,y) # (0,0)
ey { 0,  (z,9)=(0,0)

egyenlGtlenséggel értelmezziik.

. 2 2
Igazoljuk, hogy (.;Zjafy (0,0) 86116;; (0,0).

. Legyen z = f(u,v), v = g(z,y), v = h(z,y). Ha g,h € CY(D) és
f € CY(A), akkor

grad z = % grad u + % ,grad v.



10.

11.

12.

13.

14.

Igazoljuk, hogy az u(x,y, 2) = In(x?+y%+22), 22 +y>+22 # 0 fiiggvény
teljesiti az
u=2In2 — In(grad u)?
Osszefiiggést.
1

/22442422’

a gradiensének az irdnyéban.

Hatarozzuk meg az u = 22412422 # 0 fiiggvény derivaltjat

Adott az wu(z,y,z) = \;% fiiggvény.  Hatarozzuk meg a
div (grad u) kifejezést.

Adott a w(z,y, 2) = f(xr —y,x + 2), f € C*(D), D C R2. Hatarozzuk
meg a div (grad w) kifejezést.

Igazoljuk, hogy az My (%, @) pont az z? + y% — 2z = 0 koroén van.
Hatérozzuk meg a z(z,y) = arctg 2 fiiggvény iranymenti derivaltjat az

My pontban az érinté iranyaiban.

Hatarozzunk meg egy f : R? — R fiiggvényt tgy, hogy |f(z)| < |=|l,

barmely o € B, ] = /#3443 és lagrad fO)] = V3

Adott az f : R® — R fiiggvény. Ha |f(z)| < ||z||? igazoljuk, hogy f-nek

léteznek a parcidlis derivaltjai az origdban.

Adott az u : sz_ — R, u(z,y, z) = In(z*yYz%) fliggvény.

Hatéarozzuk meg a d™u differenciélt.

A Taylor képlet

Legyen D C R™, f : D — R, egy n + 1-szer differencialhat6 fliggvény.

Az xg pont kornyezetében létezik 6 € (0,1) ugy, hogy:

F@w) = flao) + 5y DF (o) (o — o) + ..+ D" Fao)(w — 7o) +

1
(n+1)!

+ D" (o) + 0(x — x0)) (z — 20)" T



Az

R= (ni 1)!Dn+1f(900 +0(z — 20))(z — 20)" !

kifejezést maradék tagnak nevezziik.

A Taylor képlet formalisan igy irhato:

n k
f(x) = flxo) + kzl <£1Am + aisz ot ai,ﬁ") f(z) + R.

1. Allitsuk el6 a Taylor-formula szerint az f(z,y) = 22% — 2y — y* — 6z —
3y + 5 fuggvényt az A(1, —2) pont kornyezetében.

2. Irjuk fel az f(x,y) = a¥ fiiggvényre a Taylor-képletet az A(1,1) pont

koriil a masodrendd tagokig.

3. Irjuk fel az f(z,y) = \/1 — 22 — 42 fiiggvény Mac-Laurin-sorat a har-
madfoku tagig.

4. Fejtsiik Mac-Laurin-sorba a kévetkezo fliggvényeket

5. Irjuk fel a kivetkezs fiiggvény Mac-Laurin soranak elsé harom tagjat:
1 2
faw) = [ @+ o) ar
0

6. A 2z = 2)x,y) fiiggvényt a 23 — 2xz +y = 0 egyenldséggel (impliciten)

értelmezziik.
Ha z =y =1, akkor z = 1.

Irjuk fel a z fiiggvény A(1, 1) pont kériili kifejtésének els harom tagjat.



7. Az f(z,y) = arctg }fiig fiiggvényt fejtsiik Mac-Laurin sorba a mé-

sodrendii tagokig

8. Az f: R — R fiiggvény els6 és masodrendii derivaltjai legyenek folyto-

nosak R-en.

Ha f, f’, f” korlatos is R-en, akkor

M2 < 4My- M,, ahol M, =sup|f®(2), ke {0,1,2}.
z€R

9. Az f:]0,+00) — R fiiggvény akarhanyszor derivalhato.
Ha (—1)Ff®) () > 0, (V)z € [0,40), k € N, akkor a g(z) = %(x)

fiiggvény esetén is igaz, hogy (—1)kg(k) (£) >0, (V)z €[0,4+0), k € N.

10. Adottt az f : R — R k-szor derivalhato fiiggvény. Ha tetszGleges
adott r valos szam esetén lim 2" f(z) = 0 és lim 2" f*)(z) = 0, akkor
Tr—00 Tr—00
lim 2" f®)(x) = 0, barmely p € {0,1,2,...,k}.
T—00

Tobbvaltozos fiiggvények széls6értékei
Az f: D — R, D C R" fiiggvénynek helyi maximuma van az xy =
(10220 - - . Tno) pontban, ha létezik egy v € V(xo) kornyezet gy, hogy
f(@) < fzo), (V) z€eV.
f-nek helyi minimuma van az xg pontban, ha f(xz) > f(xg), (V) z € V.

1.5.19. Tétel. Az f : D — R figgvénynek helyi mazimuma van az (zq)

pontban, ha
Of ivyv—o 9y 9f .y
Txl(xo) = 0, 8%2 (x0> = 0, ey 8xn (af()) =0 (1.1)
és az [ figguény Hesse mdtriza
[ *f *f >’f |
6761(%) 0x10x2 (z0) 0x10xy, (o)
o) 2L () P (a0)
Hf = | Ox90x1 0 8(91‘% 0 0x20xy, 0
82]}' . 82]}' . 62}@'
_arn&zl (l‘o) 8xn8x2 (l‘o) o TSE%(‘/EO)




negativ definit kvadratikus alakot szdrmaztat és minimuma van, ha Hy pozitiv
definit kvadratikus alakot szdrmaztat.
Azokat az xo pontokat ahol a (1.1) egyenldségek teljesilnek staciondrius

pontoknak nevezziik.

A kétvaltozos eset:
Ha az (xo,yo) pont az f(x,y) kétvaltozos fiiggvénynek egy stacionarius

pontja, akkor f-nek
a) minimuma van, ha D >0, A > 0;

b) maximuma van, ha D.0, A < 0;

2 2
¢) nincs szélsGértéke, ha D < 0, ahol A = gm];(xo, Yo), B = Oafnﬁy(xm Yo),
A—a2—f(a: )és D= AC — B?
Az f(xq1,x9,...,x,) figgvény pi(z1,z2,...,2,) =0k =1,m, m <n

feltételek melletti szélsGértékét meghatarozhatjuk ugy, hogy meghatérozzuk

az

m
L(z1,22,. .., 20, A1, Am) = fa1, ..., 20) —I—Z)\kgpk(xl,...,xn)
k=1

fliggvény szélsGértékét.
A Hj Hesse matrix altal generélt kvadratikus alak elpjelét ugy vizsgal-

juk, hogy figyelembe vessziik, hogy dxi,...,dx, valtozok eleget tesznek a

n
15)
ZPk 435 = 0 feltételeknek.
. 8.%' 7
J=1
Weierstrass.

Egy korlatos és zart tartomanyon differencialhato fiiggvény felveszi a leg-
nagyobb és legkisebb értékét, vagy valamelyik stacionarius pontban vagy a

tartomany hataran.

1. Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények szélsGértékeit:

a) z(z,y) = 236 —x —y)



b) 2(z,y) =2t +y* — 2 — 2wy —y°

c) 2(z,y) = zy\/1 — 2% — y?

d) 2(z,y) = " V(5 — 22 +y)

e) z(z,y) =2> +2y+y?> —4lnz — 10Iny

f) z(x,y) = 22 —2y+ln\/m+3arctgf

g) u(z,y,z) =3+ 9%+ 22 + 122y + 22

h) u(m,y,z)—$+4x+ —i—;,:ny,zE(O +00)

i) u(z,y,2) = 2y?23(10 — 2 — 2y — 32)

j) u(z,y,z) =sinz +siny +sinz —sin(z +y + 2) z,y, 2 € [0, 7]
k)u( xQ,...,xn):x1+%+i—g+...+xf—il+axie(0,+oo),

~.

=1,n.
2. Keressiik meg a z = z(x, y) implicit fliggvények szélsGértékeit:

a) 22 +y?+ 2220+ 2y—42—-10=0
b) 22+ 2+ 22—z —yz+20+2y+22—-2=0
c) (2 +y? +22)% = a?(z? + 4% - 2?)
3. Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények szélsGértékeit a megadott fel-

tételek mellett:

i

a) z(x,y) =a+y, 22 +y? =1

b) u(z,y,z )—x+y+z,x2~l—y2—|—22:1

c) z(z,y) = 2% + 122y + 232, 42% +y* = 25

d) z(z,y) =cos’z +cos’y, z —y =12

e) u(z,y )—x2+y2+z2,i—§+%§+i—2:1

) u(z,y,2) =ayz, 22 +y* +22 =1, 2+y+2=0

g) w(w,y,z) =y +yz, 2+ =2, y+z2=2z,y,2 € (0,+0c0)
h) w(zy,ze,...,%n) =224+ 23 +...+22, vy +ao+...ta, =1
)

u(r1, g, Tn) = SHH 24+ 38, Bz +Sarat .+ Bpan = 1
O"ivﬁ’nxl (0 +OO) Z:Ln




4. Hatarozzuk meg a kovetkezs fiiggvényeknek a megadott tartoményokon

felvett legnagyobb és legkisebb értékét:

a) z(x,y) =22 +y% = 120 + 16y, 22 +y% < 25

) 2(
b) z(z,y) =2 —zy + 92, |z|+ |y <1
o) uz,y,z)=z+y+z22+y?<z<1
) 2(

d) z(z,y) =2% — 22y + 6y +4v, -1 <2 <6, 1<y <7

t

. Igazoljuk, hogy ha z,y, z € [1, 2], akkor

x Y z
+ + <V2+ .
ViE+22 Va?+22 a2 42 V5

(=)

. Bizonyitsuk be, hogy ha z,y, z € R, , akkor

z?y?2? ! + ! + L < 3
Y 26+ 23y3 b+ a323 64 a3y3 ) T 27

7. Igazoljuk, hogy ha a,b,c € R és a®> + b> +c* = 1, akkor a + b+ ¢ <
2abc + /2.

8. Ha x,y,2z € (0,400) és 23+ + 23 = 3, akkor zy* + 2%2* +y%2* < 3.

9. Legyenek az a;;, i,j = 1,n adott valos szamok. Igazoljuk, hogy az
fR*"—>R
n
flxr, o, ... xy) = Z i TiT
ij=1
fiiggvénynek a G = {z € R" : ||z|| = 1} gémbre valo lesztikitésének a
maximuma és minimuma az A = [a;;],_1;, matrix legnagyobb illetve

legkisebb sajatértéke. (||z|| az x euklideszi normaja)

10. Hatarozzuk meg az f : R® — R, f(x1,22,...,2,) =25+ 23+ ... + 22

n
fliggvény minimumat, ha Z aijr; = b, 1 <i < m ésrang [a;;];_15 =
j=1 Jj=1n
m <n.



