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1. fejezet

Improprius integralok

1.1. Improprius integralok

1.1.1. Ertelmezés. Legyen a < b. Adott az f : [a,b) — R figguény. Ha
u

barmely u € (a,b) esetén létezik az |  f(x)dx hatdrozott integrdl és létezik és
a

u
véges a limb/ f(x)dx =1 hatdrérték, akkor ezt a hatdrértéket az f fliggvény
U— a

b
improprius integrdljanak nevezzik az |a,b) intervallumon és | = / f(z)dx
a

kifejezéssel jeloljik. (A b= oo eset is elfogadott.)
b
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az / f(x)dx improprius integral

u
konvergens. Ha a li;ri / f(z)dx hatarérték nem létezik, vagy létezik de
u a

b
végtelen, akkor az / f(x)dx improprius integral divergens.
a

1
VvV1—=x

1.1.2. Példa. f:]0,1) = R, f(z) = (V) u € (0,1).

u 1 u
/ de = -2V1l—z| =2—-2vV1—u

o Vi—z 0
dr = li/ml(2—2\/1—u):2.

lim
u/1Jg vV1—x

1
1
Tehdt ———dx = 2.
cha /0 N



1.1.3. Példa. f:[0,4+00) — R, f(x) (V) u e (0,+00)

T 1+

u
1 u
/0 mdm = arctgx‘o = arctgu

© 1 “ o1
/0 mdm = lim ——dx = lim arctgu = g

u—00 Jq + 1:2 U—00

Konvergenciakritérium
1.1.4. Tétel. (Cauchy) Adott az f : [a,b) — R figgvény. Legyen F(u) =
u
/ f(x)dx. Az improprius integrdl akkor és csak akkor konvergens, ha bdr-
W(Llely e > 0 esetén létezik egy c(g) € (a,b) 1gy, hogy barmely ', u" € (¢(e),b)
esetén:
|F(u') — F(u")| < e.
1.1.5. Tétel. (Weierstrass) Ha az f,g : [a,b) — R fiigguénynek bdarmely u €

b
(a,b) esetén integralhatok az [a,u] intervallumon, az/ g(z)dzx improprius
a

b
integrdl konvergens és |f(x)| < g(z), (V) z € [a,b), akkor az/ f(z)dx
a

integrdl is konvergens.

1.1.6. Tétel. Adott az f : [a,+00) — [0,+00) figguény. Ha van olyan o

valds szam, hogy a lim x® - f(x) = | hatdrérték véges, akkor o > 1 esetén
Tr—00
+oco
az / f(x)dx improprius integrdl konvergens. Ha ov < 1 és | # 0 akkor az
Fo0
/ f(x)dx improprius integrdl divergens.
a

1.1.7. Tétel. Legyen a,b € R, a < b.
Adott az f : [a,b) — [0,400) figguény. Tegyiik fel, hogy létezik o« € R
ugy, hogy a
lim(b—x)*f(z) =1

r—b

hatdrértek létezik és véges.

b
Ha o < 1, akkor az / f(z)dz improprius integdl konvergens. Ha o > 1
a

b
ésl #0, akkor az / f(x)dx improprius integrdl divergens.
a



1.1.8. Tétel. (Dirichlet) Legyen f, g : [a,b) — R két valds figgvény.
Ha F(u) = / f(t)dt figgvény létezik, barmely u € (a,b) és korldatos,

a
b
g monoton és li;r%;f(x) = 0, akkor az / f(z)g(z)dz improprius integral
z a

konvergens.

Megoldott feladatok

1. Igazoljuk, hogy az

/ 4 IR, ]- T

Megoldas
1

fla) = 4+ 2)vV1—2a?

, [:[0,1) =R
fliggvény esetén

ii/fq(l —x)2f(z) = 53

1
Az 1.1.7 Tételt a = 3 megvalasztassal alkalmazzuk és kovetkezik a

konvergencia.

o0
2. Igazoljuk, hogy az / e da improprius integral konvergens.
0

Megoldas

Ismert, hogy e! > 1+t, (V) t € R. A t = 2% helyettesitéssel kovetkezik,
hogy . —&—le > e > 0.

Az 1.1.5. Tételt alkalmazzuk f(z) = e, g(z) = T2 figgveé-
nyek esetén |f(z)| < g(x), (V) z € [0, +00). Mivel /000 1+1$2d:1: = g
konvergens, kovetkezik, hogy /0 - f(z)dz = /0 - e~ dx szintén kon-

vergens.

* sinx

3. Igazoljuk, hogy az / dx improprius integral konvergens.

0
Megoldas



u
F(u) = /1 sin zdx fliggvény korlatos az [1, +00) intervallumon.

1
Ag(z) = - fiiggvény szigorian csokkend és xh_}n@lo g(z) =0.

Az 1.1.8. Tétel alapjan az improprius integral konvergens.

Kittizott feladatok

Vizsgaljuk meg a kovetkezs integralok konvergencidjat

/°° dx
S Va1

1 1
) / 201n? = dz
0 xr

o0
t
/ arctg ar 20
0 xn

5,/ I +2) 4
0

10.

11.

:En

/ sin(see?? x)dx
0

/ cos(e”)dx
0

Ha az / f(z)dz konvergens kovetkezik-e, hogy lim f(x) = 0.
0 Tr— 00

Igazoljuk, hogy a kovetkezd integralok konvergensek és szamitsuk ki

azokat:

*© zhnhzx
—d

/0 (1T+a23

*  dx
d
/2 z(Inz)3 v




2 g2 x

>* 1 1
12./ — sin — dx

jus

13. /2 In(sinz) dx
0

2
1
14. dx
/0 (@ + )i 22

1
x
15. dz
/0 (14+2)vV1—2at

Tanulményozzuk a konverginciajat a kdvetkezd integraloknak:
1
1 1
16. —cos— d
/0 vila
> sinx
17. d
/0 T\/T “
o] a—1
18. / SR
0 1 + 33‘2

™

19. /2 In|sin®z — k?| dz, k% < 1.
0

Igazoljuk, hogy konvergens

& 1
20- /1 z(x+1)...(x+n) de

21. / (\"/33”—1—1—33) dx, n > 3.
0

1.2. Paraméteres integralok

1.2.1. Ertelmezés. Legyen f : [a,b] x [c,d] — R egy z-szerint integ-

ralhaté figguény az [a,b] intervallumon, birmely y € [c,d] esetén. Az
b

F(y) = / f(z,y)dx, F : [c,d] — R figguényt paraméteres integralnak ne-
vezziik.

1.2.2. Tétel. Ha az f : [a,b] X [¢,d] — R fiigguény folytonos, akkor az

b
File,d] — R, F(y) = / f(,y) de



paraméteres integrdl minden y € [c,d] esetén létezik és az F : [c,d] — R

figguény folytonos.

1.2.3. Tétel. Ha az f, gf i [a,b] X [e,d] — R fiigguények folytonosak, akkor
Yy

b
az F :[c,d] = R, F(y) = / f(z,y) dx figgvény derivdlhato és

b
F(y) = g§<x7y>dx, ) y € [e.d].

1.2.4. Tétel. Ha az f, g—f : [a, b] x[e,d] — R fiiggvények folytonosak, azu,v :
Yy
v(y)
[c,d] — la,b] derivdlhatéak, akkor az F : [c,d] — R F(y) = / fz,y)dx

u(y)
figgvény derivdlhato és

v(y)
F(y) = / ) Z<x, gz + () f(o(y), ) — o (9) f (u(u), ).

1.2.5. Tétel. Ha az f : [a,b] x [c,d] — R figgvény folytonos, akkor az
b
F:le,d - R, Fly) = / f(x,y)dx figguény integralhato és

/ab (/Cdf(x,y)dy> dx:/Cd (/abf(m,y)dx> dy.

Megoldott feladatok

1
In(1
1. Szamitsuk ki az integralt / u dx.
0 1 + .'172
Megoldas
1
In(1 4+ yx)



T

1
Fly) = /0 1+ 22)(1 + y) dv =

1 1 1
-y 1 1 / x Y / 1
= d d d
1+y2/0 Tray Tl )y T2 T I )y Tr 2
1

—— In(1+azy)| + Lomop ¥ T
= —— N x —_— n J—
1+ 92 yo 1+y2x 1+y24
1 1
In(1+y)
b = [ [0,
W - [ re--[ B

1 1
1 1 us y
+ d +1n2—|—/ ——d
/0 1+ y? LD 4 o 1+y2 Y

- —F(1)+g ln2—|—g ln2:>F(1):g In2.

b 70

1
2. Legyen b > a > 0. Szamitsuk ki az / v dx integralt.
0

Megoldas

1,.b_ .a 1 b
/w v dr = / </ xtdt> dr =
0 lnx 0 a
b 1 b t+1
_ /(/x%§ﬁ2/<w
a 0 a t+1

1
dt =
0

3. Szamitsuk ki a hatarértéket:

/m In(1+ ;Uy)dy

lim Z2? 12/ =
x—0 x
>0
z In(1 + 22 In(1+ 23
/ Uy et n(e?)
TG T x _
x—0 2x
x>0
1 T In(1 4 22 In(1 4+ 23
gln(l—i—xy) + ( ;—w)_2n( ;—x)
= lim z? =1
x—0 2x



1.2.6. Tétel. Legyen f :[a,b) x [c,d] — R egy folytonos fiigguény.

b
Ha az/ f(x,y)dx improprius integrdl konvergens, (V) y € [c,d] és
a
baf .
az a—(x,y)d:v egyenletesen konvergens a [c,d] intervallumon, akkor az
Y
a

b
F(y) = / f(z,y)dz F : [c,d] — R figguény derivilhato és F'(y) =
b a
) gg(w,y)d%
1.2.7. Tétel. Legyen f :[a,b) x [c,d] — R egy folytonos fiigguény.

b
Ha az f(x,y)dx improprius integrdl egyenletesen konvergens a |c,d]

. a
intervallumon, akkor

/ab (/Cdf(x,y)dy> d:v—/cd </abf(3:,y)dx> dy.

Megoldott feladatok

. Sin ax

o0
1. Az F(B) = / e P dx, F : [0,4+00) — R fiiggvény segitségével
0

* sin ax
dx integralt.

szamitsuk ki az /

0 X

Megoldas

o -«
F'(B) = /0 e P sin axdr = pERD =
F(B) = —arctgé +c T T
o }:>+c:0:>c:
F(00) =0 2 2

*® sin ax T

dx = F(0) = 5

Tehat F(5) = T_ arc‘cgé és /
2 « 0 T

2. Széamitsuk ki az integralt:

0o ,—ax? —bz?
e — e
I:/ ————— dx.
0

22



Megoldas Az 1.2.5 Tételt alkalmazzuk:

[e%) b b 0
I = / < / ethdt> dx = / ( / ethdx> dt =
0 a a 0

= ;2*/\2 dt:ﬁ(\/l?—\/&>.

(Felhasznaltuk az / e dy = \g% képletet).
0

Kittizott feladatok

Szamitsuk ki az integralokat:

co ,—ax —bx
e — €
1. — dx
0 X

. In|—— | dzx
0 p+qe b

/°° cos ax — cos bx
0

[\)

dzx
x

oo
cos ax — cos bx
4. / —_—  dz
0

2

00 p—atTT _ ebe:):z
5. dx
0 xr

oo
o\
3
=3
)
no
_l_
8
no
S~—
QU
)

_[® 2 2 o2
10. I (m) —/ In(cos® z + m*sin” x)dx

jus 1 . 1
11, Ty(m) = /2 ln( —|—msmx> ' dz, m| <1
0

1 —msinz sinx




2 In(1
19. 13<m):/2 (1 +meose) bl <1
0 cos T
13. Ii(m) = / : arctg(m tew) 4
0 tgx
14 I5(m)—/g arctg‘(asinx) dx
0 sin x
15. I(a,b) / : ! d
Y= o (a?sin?x + b2 cos? )3 v

1
16. / e g,
0 1— 22
1.3. Dupla és tripla integralok kiszamitasa, teriilet

és térfogatszamitas

1.3.1. Tétel. Adott az f : [a,b] X [c,d] — R figgvény. Ha f integrdlhats az
d
[a,b] X [c,d] halmazon és barmely x € [a,b] esetén létezik az/ f(z,y)dy =

F(x) integrdl, akkor F integrdlhaté az [a,b] intervallumon és

/ab/cdf(x,y)d:cdy = /: (/jf(:c,y)d;;) dz.

1.3.2. Kovetkezmények. Ha az f : [a,b] X [¢,d] — R figgvény folytonos,
akkor létezik az // f(z,y)dxdy integrdl, ahol D = [a,b] X [c,d] és
D

//D fl@,y)dudy = /ab (/cdf(w,wdy) dz = /Cd (/abf(:c,)dx) dy.

1.3.3. Tétel. Legyen 1,02 : [a,b] — R két folytonos figguény, o1(x) <

v2(z), (V) x € [a,b]. A D tartomdny a kovetkezdképpen adott:
D ={(z,y) € R? | p1(z) <y < pa(2), € [a,b]}.

Ha f: D — R egy folytonos fligguény, akkor

f(z,y)dzdy = ’ SOQ(Q:)f(ac,y)dy dz.
1, L



1.3.4. Tétel. Legyen D C R? egy korldtos mérhetd halmaz és 1,9 : D — R
két folytonos figguény tgy, hogy 1(x,y) < w2(x,y), (V) (x,y) € D. Legyen

A= {(IL‘,Z/, Z) | (Pl(:E?y) <z< (102($7y)7 ($ay) € D}
Ha f: A — R egy integrdlhats fligguény, akkor

// fy. 2 dxdydz—// (/ - xy,z)) dudy.

1.3.5. Tétel. (A helyettesités modszere)
Legyen E C R™ egy nyit halmaz és g : E — R™ egy olyan folytonos
differencidlhato, injektiv fligguény, hogy

det(g'(z)) # 0, bdarmely x € E.

Ha A C E egy mérhetd kompakt halmaz és f : g(A) — R integrdlhatd fiigg-
vény, akkor f(g(x)) | det ¢'(x)| figgvény is integralhaté az A halmazon és

| a@)ldets' @ \dw—/ I

1.3.6. Példa. Legyen D = {(z,y) € R? | 2 > 0,y > 0,2% + ¢y*> < r?}.
Szamitsuk ki // (x + y)dzdy.
I. Megoldis

[[evnwa = [ ( /OW@ . y)dy) do =
1

_ (P2 +1<T2x_953> _
-3 0 2 3 0

_ r3+r3_2r3

3 3 3

II. Megoldas

Attérink poldrkoordindtdkra

= 0
T ey elonx [0.0] = D
y = psinf



// (xy)dzdy = // (pcos @ + psin ) pdpdf =
D
= / pPdp - / (cosf + sin)dh =

2r3

(sinf — cos 0) . 3

3
?
Feladatok

1. A Ditartomanyt az y = 22 és y = 2z + 3 gorbék zarjak kozre. Szamit-
suk ki az / / rydxdy integralt.
A

2. A Dy tartoményt az x =0,y = 1, y = 2, y = x egyenesek zarjak kozre.
Szamitsuk ki:
dxdy.

I s

Dy /12 + y?
Szamitsuk ki az integralokat a megadott tartoményon.

3. Dy ={(w,y) eR*[2? + (y—1)? < Ly <a* 2 >0}

I (1 )y

4 Dy={(z,y) eR*|122+y>0,-1<y<1}
// arcsin v/x + ydzdy.
Dy

5. D5 ={(z,y) eR* |z +y < 1,2 >0,y >0},

// 2P~y Y dady.
Ds

6. Dg = [0,7] x [0, 7],

// |sin(x + y)|dzdy
Dg

7. Dr={(z,y) eR? | 2” +y? < a’,y > 0},
// V(22 4+ y?)3dzdy.
D~

8. Dy ={(z,y) e R? |1 < a? +y? < €?},

In(2? + ?)
dxdy.
//Ds T2t y? ray



9. D xy)€R2|7r2<(x—1)+(y—1)2§47r2}
/ Vi(x—1)2 —1)2dzdy.
Dy

10. Do = {(z,y,2) € R3 | 22 +y? + 22 < R?},

/// (z —y)? + 2*|dadydz.
Do

11. D1 = {(z,y,2) € R3 | 22 +y? < az, 2%+ y* + 2% < 242}

12. D1y = {(z,9,2) € R® | 3(2? + 9?) + 2% < 3a?}

/// (Y2 4 22)dxdydz.
D12

13. Dig={(z,y,2) eR®| 2 <awy,y <z, o<1,z >0},

/// zy?2dedydz.
D13

Szamitsuk ki a kovetkezs gorbék altal kozrezart teriiletet:
14. y? =23, y?> = 8(6 — z)3
15. (2% 4 y?)? = 2d’zy

16. x =acos®t, y = asin’®t

Szamitsuk ki a kovetkezd feliiletek altal kozrezart teriiletet:
17 z=4—22 — 9% 22 =24+ 22+
18 2?2 +y? =22 22+’ =2,2=0

19. 2Ty? + 22 <1, 42 — 222 <0, 22 + 9% > k222

1.4. Gorbeiv hossza, els6- és masodfaji gorbe menti

integralok

1.4.1. Ertelmezés. Egy T : [a,b] — R" folytonos leképezés képét gorbénck
nevezzik.

Ha a T' gorbébe beirt térdttvonalak hosszai egy korldatos A halmazt képez-
nek, akkor a T' gorbe rektifikdlhatd és a T' gorbe hossza: Lp = sup A.



A T(t) = (x1(t),z2(t),...,zn(t)) gorbét simdnak nevezzik, ha az
T1,T9,. .., Ty fligguények derivdlhatok, derivdltjaik folytonosak és (x(t))? +
(@5(8))* + -+ (27,(1))* # 0.

1.4.2. Tétel. Ha a T : [a,b] — R™ gorbe sima, akkor a hossza:

b
Lo = [ V@) + @)+ + () dy

1.4.3. Ertelmezés. Legyen T : [a,b] — R™ egy sima girbe,

Le(t) = | \Jlal ) + (@) + .+ ()P,

D C R"™ egy olyan nyilt halmaz, hogy T'([a,b]) C D és F : D — R egy
folytonos fiigguény.
Az X
I :/ F(x1(t), zo(t), ..., xn(t))dLp(t)

Stieltjes integrdlt a I' gorbe mentén szdmolt elsdfaji gorbe menti integrdlnak

nevezziik és szimbolummal jeldlyiik.

1.4.4. Tétel. A sima gorbék esetén:

b
/ﬂmk:(/Fm®wwwumNWM®=
I a

b
_ / F(z1(t), 22(t), ..., xn(t))\/(x’l(t)2 b (1),

1.4.5. Megjegyzés. n = 2 esetén

b
/Ff(%y)dSZ/ Fl(t),y(t) - /(@' ()2 + (y/(¢))?dt

Ha a T gorbe az y = f(x), x € [a,b] egyenlettel adott, akkor:

b
[ s = [ fa sV TFT@PR

1.4.6. Ertelmezés. Legyen D C R™ egy nyit halmaz, T : [a,b] — D,
L(t) = (x1(t),...,xn(t)) egy rektifikilhato gorbe D-ben és F : D — R™
F = (F1, Fs,...,F,) egy folytonos leképezés.



Ha az b
/ Fk(xl(t),xg(t), . ,xn(t))dxk(t)

Stiltjes integrdalok léteznek minden k € {1,2,...,n} esetén, akkor a

n b
1= [ B0 aa(t), .. o (®)donlt)
n=172

dsszeget az F' fligguény mdsodfaji inegrdljanak nevezziik a I' gorbén.
A mdsodfaji gorbe menti integrdl jelolésére a | < F(x),dx > szimbdlu-
r

mot is haszndljuk.

1.4.7. Tétel. Legyen F : D — R" eqy folytonos fligguény.
Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az/ < F(x),dx > integrdl
r
értéke figgetlen legyen az uttdl (csak a T' gorbe kezddpontjdtol és végpontjatol
fiigg), az hogy az
dl’ >= Z Fk d:vk

kifejezés, valamely ¢ : D — R fiiggvény differencidlja legyen.

1.4.8. Tétel. Legyen D C R™ egy nyilt halmaz és F : 0 — R™ egy olyan

leképezés, amely komponenseinek léteznek a parcidlis derivdltjai és folytono-
sak.

Az / < F(x),dx > mdsodfajui gorbe menti integrdl, akkor és csak akkor

' OF, 0

fiiggetlen az 1ttdl, ha 8—% 0,

F,

—2 barmely k,p € {1,2,...,n}.
1.4.9. Tétel. Legyen D eqy eqyszerd zdrt tartomdny, D C Q C R?, Q nyilt,
0D = T rektifikdlhats. Ha P,Q : Q — R folytonos fiiggvények, P-nek y-
szerinti és Q-nak, T-szerinti parcidlis derivdltja létezik és folytonos 2-dn,

akkor 1gaz a kévetkezd egyenldség:

/ P(z, y)dx+Qxydy—// (wa];>dxdy.



1.4.10. Példa.

) ) T =acost
1. Szamitsuk ki az I = / xyds wntegralt o T : , T € [0,

r y = asint

kériven.

Megoldds

a? 2 . . 92
I = 2/ snntcost\/a2 sin®t + a? cos? tdt =

0

3 z 3
- a/Qsin2tdt:a.
2 J, 2

2. Szamitsuk ki az /:de + e®dy integrdalt, aholT : z = In(1+1t), y
r

V1+t,tel0,1] gorbe.
Megoldas

UIn(1 4 t) o Ay
dz + ¢%d :/dt+/ dt —
/Fx‘r c o 1+t 0 21+t

2 1 31
= ln(l;t) 0 ;(1?)2 = %(1[12)2 + %(\/é— 1).
Feladatok
Szamitsuk ki az els6faju gérbe menti integralokat
1. /1“ x2y2ds, I'i:x=acos’t, y = asin’t,
1
3a?
t € [0,27] E: 0
2. / (22 +yH)Inzds, [y : x = e cost, y = e sint, z = e
Iy
tel0,1] B 1323763
3. g |xylds, T's : x = acost, y = asint, a >0, b > 0,
3 8ab(a® — b°)

tefodrl  Bigo

2]



4. / (22 +y* + 2%)ds, Ty : x = acost, y = asint, z = bt
|
€ [0, 2]
5./zds,F5::U:tcost,y:tsint,z:t
s
€ [0, 27].

Szamitsuk ki a kovetkezd masodfaju gorbe menti integrélokat:

6/(56 — 2zy)dx + (y* — 22y)dy, T 1y = 22, -1 <z < 1.
I'g

Tty r—y 2 2 2
7. —dr — — dy, I'7: = R~=.
/th?erQ eyt v

Ellendrizziik, hogy a kovetkezd mésodfaji gérbe menti integralok fliiggetlenek

az attol és szamitsuk ki.

(2,3)
8. / xdy + ydx
(7172)

9. x+ydm+(m— y)dy

10. /
(2,1)

(2,3,
11. / xdx + y?dy — 23dz
(1,1,1)

1)

)

ydw xdy
4

(0,1,1)
12. / yzdr + xzdy + xydz
(1,2.3)

Szamitsuk ki a kévetkez§ masodfaju gorbe menti integrélokat:
13. (2 — 2%)dx + 2yzdy — 2*dz,
I'3
Tz:ox=ty=t> z=13tec|0,1].
14. / ydx + zdy + xdz
NP

I4:x=acosty=asint, z =>bt, t € [0,2m].

A Green-képlet alkalmazéasaval szamitsuk ki



15. / zy?dy — 2?ydx, Tis : 2% + y? = R?
s

22 P
16. / (z +y)dr — (v —y)dy, T'6: — + —2 =1.
I'ie b

Szamitsuk ki a kévetkez6 masodfaji gorbe menti integralokat:

Ty =2
17. / (x+y)dr —ydy, I'1: Sy =2z, x2>0.
Iy
y=73
x = a(t —sint)
18. / (2a — y)dx + zdy, Ty : t €[0,2n].
Ty y = a(l — cost)

1
19. / —dx —V2xdy, T3 : 2?2 +y> -2 =0,y > 0.
rs Y

1 2 2
20. /1—14 e 3dy7 F4 :az % + yz —1=0 eHipSZiS A(3,0), B(O, 2) pontok

kozotti része.

21. / (e® cosy + zy?)dx — (e siny + xzy)dy
I's

D ={(p,0):p<avecos20,0<60< T}, T's =0D.

3d_3d
22./ w T : :c3+ i = % , x>0,y >0.

2?2 +y? + 2% = dax
23. / (2 + 22 do 4 (22 +2?)dy+ (% +y?)dz, Ty
I'7 x2+y2:ax,z20

2,2, .2 2
Tty +z°=a

24. / yidae + 22dy + 22dx, Ty -
I's 2?2 +y? —ax =0



1.5. Feliiletdarab teriilete, feliileti integralok

1.5.1. Ertelmezés. Legyen D C R2, D kompakt és mérhetd. Az
S Yy = y(u’ ’U), (’LL,U) € D, (11)

egyenletekkel értelmezett feliletet simdnak nevezzik, ha az x,y, z fligguények
eqy olyan G nyilt halmazon értelmezettek, hogy D C G, az x,y, z fiigguvények-
nek léteznek az u és v szerinti parcidlis derivdltjuk, azok folytonosak és

0s 0s

ou Ov

rang % Oy = 2.

u Qv
0z 0z
ou v
1.5.2. Tétel. Ha az (1.1) dsszefiiggéssel értelmezett S feliilet sima, akkor

Ter(S) = //D VEG — F2dudv,

oz \ 2 oy 2 02\?
2= (o) () ()
Or Or Oy Oy 0z Oz

SR VR T R T

oz \? oy 2 02\ 2
o = (5) ()~ (&)
1.5.3. Megjegyzés. Ha az S felilet a z = f(z,y), (x,y) € D egyenlettel
adott, akkor:

Ter(S) ://D \/1+ (gi(:c,y)>2+ <g‘£(a:,y)>2d:cdy.

1.5.4. Ertelmezés. Adott az S :{ y = y(u,v), (u,v) € D sima feliilet.

ahol




Legyen F : G — R egy folytonos fiiggvény, ahol G C R? egy olyan nyilt

halmaz, amely tartalmazza az S feliiletet.

Az T = // F(z(u,v),y(u,v), 2(u,v))V EG — F? dudv integrdlt elséfaji

p
feliileti integrdlnak nevezziik és

I:// F(z,y,z)do
S
szimbolummal jeldlyiik.

22 2 22 22
1.5.5. Példa. Szdmitsuk ki az // — + 55 + = do integrdlt ahol S : —+
s Va b c a
2 2

o) + 2= 1 ellipszoid.
Megoldas
Felirjuk S parametrikus alakjdt:
x = asinfcos g
S yzbsin@singp 96[057‘-]’ 906[0’27[-]'
z = ccosf
sin?@cos2p  sin®fsin®p  cos2d
do = abc 5 + 5 + —5—sinfdfdy
a b c
22 Y2 22 sin?fcos?¢  sin?@sin®p  cos?f
AT as R R
B /sin? 0 cos? in2 0 sin2 2p
I:abc/2 <sln Zos p  sin 2111 L (3052 )sin&d&dgo:
0 a b c
4 1 1 1
:§7rabc E—i-bg—i-c—z .
Pu, v) = iz (u,v) + Jy(u,v) + kz(u,v)
I o I L. L.
Legyen i = % ésV = Pi+Qj+REk, ahol P,Q,R: G — R, G C R3,
or o, oF
Ju ov

G nyilt, G tartalmazza az S feliletet.
1.5.6. Ertelmezés. Az

i [ - [ (555
g S ‘87‘ or

du " Ov




elsdfaju felileti integrdlt, a V' fiigguény, S feliileten szdmolt mdsodfaju feliileti

integrdaljanak nevezzik és
I= // Pdydz + dzdx + Rdxdy
S
szimbolummal jeloljik.

1.5.7. Megjegyzés. Fendll az

P @Q R

or 0Oy Oz
S D

or oy 0z

ov Ov Ov

egyenldség.

1.5.8. Példa. Szdmitsuk ki az // xdydz + ydzdx + zdxdy integrdlt az 2% +
S
y? + 22 = R? gomb kiilsd feliiletén.

A gémb paraméteres egyenlete

x = Rsinfcosp, y= Rsinfsinp, z = Rcosf
$Z+ yj'+ 2k

0el0 0,2 TS
6[77[-]7906[’7‘-] U R

2,2, .2
I://ac +y +Zda
g R

I:R// do = RATR? = A7 R3.
S

Feladatok

1. Hatarozzuk meg a z = xy feliilet 22 + y?> = a? henger belsejébe es6

tertiiletét.

2. Hatérozzuk meg az x? + y? + 22 = R? gombfeliilet az z? + y> = Rx

henger belsejébe es6 részének teriiletét.

3. Szamitsuk ki az 22 + y? = 2az feliiletbsl az x? + y? = a? henger altal

kimetszett rész tertiletét.



4. Szamitsuk ki az (22 + y? + 22)? = a?(2? + y?) feliilet teriiletét.
5. Szamitsuk ki az (22 + y? + 22)(2? + 3?) = 4az?y? feliilet teriiletét.
Szamitsuk ki a kovetkez§ elséfaju integralokat:

6. (22 +y?)do az 2? + y? = 2z parabol6idbol a z = 1 sik altal kimet-

S
szett korlatos rész.

1
7.1 = d
/[gx2+y2+(R—z)2 7
S={(z,y,2) ER3 | 2?2 +9? + 22 =R% 2 >0,y > 0,2z > 0}.

1
I:// do
s /@2 +y? 4 422

S={(z,y,2) ER3 | 2?2 +y? + 22 = R?, 2 > 0}.
1= [ iy o
s Va2 +y*+a?
S={(z,y,2) ER3 |22 +y?>=2az, h>2>0}a>0,h>0.

10. Szamitsuk ki a S = {(z,y,2) € R3 | 22 + 462 = 22, 0 < z < 1} feliilet
tomegét, ha p(z,y, 2) = 2.

Szamitsuk ki a kévetkez§ masodfaju feliileti integralokat.

11. / 22dydz+y?dzde+2*dzdy, ahol S az (x—a)?4(y—b)>+(z—c)? = R?

S
gomb kiilsg feliilete.

1 1 1 oy 22 o
12. —dydz + —dzdx + —dxdy, ahol S az — + =5 + — = 1 ellipszoid
ax by cz a2 b2 2
kl'ifg()’ feliilete.

13. / (2% + y?)dzdy, S az x> + y*> = z paraboloid 22 + y?> = 1 hengerbe

es6 részének felss feliilete.

14. //S(y — 2)dydz + (z — z)dzdz + (x — y)dzdy

S={(z,y,2) ER3 |22 +y? =22, 0< z < h}.



1.6. Gauss-Osztrogradszkij képlet és Stoks képlet

Legyen D C R3 egy nyilt halmaz.

Tegyiik fel, hogy P,Q,R : D — R folytonosan differencialhato fliggvé-
nyek.

S C D, S kétoldalu sima feliilet darab, amelyet a I' zart gorbe hatéarol.

Ilyen feltételek mellett igaz a kovetkezs Osszefiiggés

cosa cosf cosvy

0 0 0
P = i il il

/G _ dx + Qdy + Rdz / /S o By 9 do,
P Q R

ahol n(cos a, cos 3, cosy) az S feliilet normalisa, a feliiletnek arra az oldalara

mutat, ahonnan nézve a I' gérbe koriiljarasa pozitiv.

Feladatok

A Stoks formulaval szamitsuk ki:

1. /ydm—i—zdy—i—xd:c, I'={(z,y,2) € R3| 22 +y? 422 = a®, z+y+2 = 0}
T

2. / (2% — y2)dz + (y? — z2)dy + (2* — zy)d=z
1)

T = acosy

Fy:¢dy=asinp, ¢ecl0,7]
h

ZZ%
3. / (y+ z)dx + (2 + 2)dy + (x + y)dz
I's
I's:2 =asin?t, y = 2asintcost, z = acos’t, t € [0, 7).

4. /F4(y —z2)dx + (z — 2)dy + (x — y)dz

Iy := {(m,y,z)€R3\x2+y2:a2,£+%:1}
a

I'4 olyan bejarassal vessziik, amely pozitiv az Ox tengely felsl nézve



5. / (y* + 262)dx + (2* + 2°)dy + (z° + y*)dz
I's

s ={(z,y,2) € R® |22 +y? + 22 = 2Rz, 2> + y* = 2ra} 0 <r < R,
z>0

A T'5 gorbét olyan bejarassal vessziik, hogy a géombfeliletbdl kivagott

kisebbik tartomany kiils6 oldala balra esik.
6. / 222 dx + 22atdy + x2yPdz
T's
T's:x=acost,y=acos2t, z=acos3t, t € [0, g] .

1.6.1. Tétel. (Gauss-Ostrogradszkij)

Legyen egy D C R3 halmaz.

Teqyiik fel, hogy P,Q, R : D — R folytonosan differencidlhato fligguények
és S egqy sima, zdrt, eqyszerd felilet (nincs dupla pontja) D-ben, amely a V

térbeli tartomdnyt zdrja kézre. Ebben az esetben

//(Pcosa—l—@cosﬂ—i—Rcosfy)dg =

(24222

Feladatok

Szamitsuk ki:

1. /wzdydz + y2dzdx + 2*dxdy, ahol S a [0,a] x [0,a] x [0,a] kocka
killS6 oldala.

2. 23dydz + y63dzdx + z3dxdy, ahol S az 22 + y62 + 262 = R? gomb
kiil3s oldala.

3. Szamitsuk ki az

// (2% cos o + y? cos § + 2% cosy)do
S

integralt, ahol S az 22 +y? = 22 kupfeliilet 0 < z < h egyenlétlenségnek

megfelel§ darabja.



4. Bizonyitsuk be, hogy az S egyszert, zart feliilettel hatarolt test térfo-

gata:
1
V= 3//(1:cosoz+ysinﬂ—|— z cosy)do.
S
22 2 22
5. Jelolje S az — + 5 + — =1 kiils¢ feliiletét. Szamitsuk ki az
a b c
// 22%yzdydz + Z2dzdx + xyz*dady
S
integralt.

1.7. Fourier sorok

1.7.1. Ertelmezés. Legyen H egy hilbert tér, jelolje (z,y) az x,y € H
elemek skaldris szorzatdt és ||z|| = /(z,x) az x vektor normdjdt.

A {pk | k € N} vektorrendszert ortonormdltnak nevezziik, ha (pg, ;) = 0,
ha k #1 és |lol? = (e, k) =1, (V) ke N.

1.7.2. Ertelmezés. A {¢, | k € N} ortonormdlt vektorrendszer teljes,
a H hilbert térben ha barmely x € H és barmely € > 0 esetén létezik

017 627 e 7C7L e R dg?!; hogy Hm - Z’Z:l ckSOkH < €.
1.7.3. Tétel. A H hilbert térben a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(a) a H hilbert térben a {py | k € N} vektorrendszer teljes;

o0
(b) barmely x € H esetén x = Z(l’, Ok )Pk
k=1
oo
(c) barmely x € H esetén igaz a Parseval képlet: ||z||* = Z(Jc, or)?
k=1

(d) ha (z,pr) =0, bairmely k € N, akkor x = 0.

Legyen [a,b] egy kompakt intervallum. Legyen I3[a,b] azon fiiggvények

b
halmaza amelyekre létezik és véges az / f?(z)dx integral, nevezziik ezt a

a
halmazt a négyzetesen integralhato fiiggvények halmazanak az [a, b] interval-

lumon.



Ha f,g € I3([a,b]), akkor A\f + pg € Iz([a,b]) tehat Iz([a,b]) az Ossze-
adassal és skalarissal valo szorzassal egy vektorteret képez.

1
Az |f(x)-g(x)] < §[f2(x) + ¢*(x)] egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy az

b
/ f(z) - g(z)dx integral is létezik.
¢ b
Az (f,g9) = / f(x)g(x)dx bsszefiiggéssel értelmezett miivelet teljesiti a

skalaris szorzat ttallajdonségait egy kivételével.

A tovabbiakban az Ix([—e, €]) esettel foglalkozunk.

1.7.4. Tétel. Az Is([—e,e]) vektortérben az

L UL e UL e

vektorrendszer eqy teljes ortonormdlt rendszer.

1.7.5. Tétel. Ha f € I([—1,1]) és
f(z) = % + ;an cos nl—ﬂ:c + ;bn sin ?:1:, (1.2)
akkor
1/ nm
ap, = l/ f(x) cos Txdx és
-1

1 l
b, = l/ f(x)sinzl:cdaz.
-

1.7.6. Tétel. Az 150, €] figguénytérben az {%} U {COS\/:ZTZE |n € N*} és a

sin 2y
{ L |n e N*} fiigguényrendszerek rendre teljes ortonormdlt rendszerek.

Ve/2
Ha f € I(]0,1]) és f(z) = 2 4 Zancosﬂx, akkor a, =
2 =~ l

9 ol
- / f(x) cos O da.
L Jo l

Ha f(z) = Z by, sin nllx, akkor b, = l/o f(z) cos nl—ﬂmdx.
n=1



Az (1.2) Osszefiiggésben szerepld fliggvénysort az f fliggvény Fourier so-
ranak nevezziik.

Természetesen feltevGdik a kérdés, hogy az egyenlGség igaz-e barmely
x € [—1,1] esetén. Ha nem igaz mindeniitt, akkor milyen = € [—[,1] esetén

igaz. Erre a kérdésre a kovetkez6 tétel ad részleges valaszt.

1.7.7. Tétel. (Jordan) Ha az f € I2[—1,1] figgvény korldtos vdltozdsi, akkor
az f figgvény, Fourier sora minden x € (—1,1) pontban konvergens az %[f(x—{—
0) + f(x —0)] értékhez.

A konvergencia egyenletes minden olyan zdrt intervallumon, ahol f foly-

tonos.

Feladatok

Fejtsiik Fourier sorba a kovetkez§ fiiggvényeket, a megadott intervallu-

mokon:
1. f(x) ==,z € (—m,7)
2. f(z) =|a|, z € (—m,7)
3. f(z) = e, x € (—1,1),
4. f(z) =sinaz, z € (—m,7), (a & ),
5. f(z) = sgn(cosz), z € (—,7),
6. f(z) = arcsin(cos z), = € (—, ),

7. f(l’) = (l’), T € (_7T77T)
(x) az x pont és a hozza legkozelebb es6 egész szam kozotti tavolsagot
jeloli.
1, halz| <«
8. flz) =

0, haa<|z|<n

Irjuk fel a Parseval képletet az f fiiggvényre.



sin? nz

o
9. Szamitsuk ki a Z

n=1

2 osszeget.

Fejtsiik z-szerint Fourier sorba a kiévetkezé fliggvényeket:

1—7rcosx
10. = Jrl < 1, x € R.
f(@) 1—2rcosxz +1r2 i v
1
11. f(z) = 5 In(1 — 2rcosz + %)
12. f(z) = arctg ST
1 —7rcosz
T >, sinnz sin® no
13. Igazoljuk, hogy a € (0, —) esetén a Z ———— sor Osszege al-
2 ot n

lando a (0, 2«r) intervallumon és a (2a, 7) intervallumon zéro.

14. Legyen ¢ € (0,7). Az f fiiggvényt a kovetkezképpen értelmezziik:

L, 0<|z[ <6
x) = és
0, 6<lz|<m

flz+2m) = f(z), (V)x eR.

a) Irjuk fel f Fourier sorat.

b) Igazoljuk, hogy

¢) Vezessiik le a Parseval tételbdl, hogy:

n2s 2

i sin?(nd)  w—4§

n=1

d) Igazoljuk, hogy

15. Fejtsiik Fourier sorba

f(x) —/Omlnw ctg;’dt, x € [—m, 7]




16. Hatarozzuk meg a

o0 (o) .
Z cosSnx Z S nax
n! n!

sorok Osszegét.
17. a) Hatarozzuk meg az
f(z) =mcosazx, a €7, x € |0, 27|
f(z+27) = f(x), (V) x € R fiiggvény Fourier sorat.

b) Bizonyitsuk be, hogy:

o0
n 20 |
TCosSTQ = — g ——_ és
a = a? —k?

™ 1 > k
: = —+ (-1)
sinarm  «

k=1

20
az _ k2'

18. Fejtsiik a kovetkezo fliggvényeket sinusz sorba a [0, 7] intervallumon.

2) f(x) = T, T € [0, ]’%}
0, xe€ (%,W]

b) f(z) = x(r — x)

c) f(x) :sing.

19. Fejtsiik a kovetkezs fliggvényeket cos sorba a [0, 7| intervallumon:

1, x€][0,h]
a) f(z) =

0, z¢€ (h,n]
b) f(z) =|cosz|, z € [0,7]

¢) f(z) = zsinz, z € [0,7].

1.8. Differenciilegyenletek

1.8.1. Ertelmezés. Legyen f : [a,n] — R, g : [c,d] — R két adott folytonos
fiigguény. Az
y' = f(@)g(y) (1.3)



differencidlegyenlet szétvdlaszthatd vdltozdji (szepardbilis) differencidlegyen-
letnek nevezziik. Ha létezik olyan y : [a,b] — [c,d] derivdlhatd fiigguény,
amely teljesiti az (1.3) egyenletet, akkor azt mondjuk, hogy y megolddsa (1.3)-

nek.

1.8.2. Példa.
ay =y*—y, y(l) =5

Ha ezt az egyenletet az (1.3) egyenlettel analdg alakra akarjuk irni, akkor
1

az f(x) = —, gly) = y®> —y egyenldségeket kell felirjuk. Az y fiigguény
x

/

meghatdrozdsihoz az y' = f(x)g(y) egyenletet az ?(J) = f(x) ekvivalens
9\y
alakba irjuk.
Innen az kéovetkezik, hogy:
/ym o= [ s
— dt = t)dt.
y(zo) g(t) o
A jelen esetben:
y(@)  q T q
[y
y(1) te —1 1t
-1 y(x)
In t ' =z =
3
—y(z) +1 1
n e nxr = y(x) 52

Feladatok
Ly=0+y*)Inz, y(1)=0
2. (22 = 1)y +22y®> =0, y(0) =1
3.y =x(y’* +2y), y(vV3) =1
4. 1+e")y-y =e€*

5. ¢y'sinz =ylny



1.8.3. Tétel. (Viltozéban homogén differencidlegyenletek) Legyen f
[c,d] — R adott folytonos figguény. Az y : [a,b] — R olyan, hogy 0 & [a, ],
y derivdlhato [a,b]-n és y(x)/z € [c,d]. Az y figgvény akkor és csak akkor

megolddsa az

egyenletnek, ha az

_ y(x)
w: [a,b] — R, )—7
megolddsa [a,b] —n az
u f(u) —u
B x

szétvdaldszthatd vdltozdju differencidlegyenletnek.

1.8.4. Példa.

Az y_ u helyettesitést alkalmazzunk:
x
y:ux:>y/:zu/+u
Az egyenletink igy alakul:

2 +u=u+e" <
zu =e¥ &
/ /dt

7u(a: ln v

0
x

1

Feladatok
1.9/ tcos2?
z x
2.y = LA



3 y’:glng
x x
2
1y =24\ (2) +1
x X
5. y’zl_%
1+ 2

Homogén egyenletre visszavezethetd

/ a1z + by +
= - 1.4
Y f<a2$+b2y+62> (14
alaku differencidlegyenletek.

Két esetet kiilonboztetiink meg:

a
)ag b2

ahol (zo,yo) az

ap b
ro % 0, akkor uw = x — xg, v = y — yo valtozdcserét alkalmazunk,

ax+biy+c =0
a2 + by +ca=0

egyenletrendszer megoldasa.

Ezzel a helyettesitéssel a (1.4) egyenlet a

@7}0 aju + by _ ap + b1
du asu +bov ) as +ba7
egyenletté alakul, amelyik v és v-ben homogén.

b
B [ L R ho_ k és a (1.3) egyenlet a kovetkezd alakba

b =
) as bg a2 62

irhato:

y, _ <k(a21‘ + be) —+c1

=g(asx + b
a2$+bzy+02) 9laz 24)

és az u = asx + boy helyettesitést alkalmazzuk.

1.8.5. Példa.
’ xty—2
—r+y+4
Megoldas
A= b =2+#0
-1 1 '




r+y—2=0

Az egyenletrendszer megolddsa: xo = —1, yg = 3.
—r+y+4=0
u=x+1 o .
helyettesitéssel a egyenlethez jutunk.
v=9y—3
A= helyettesitést alkalmazunk = v = uz = v/ = uz' + 2z és a
U

kévetkezd egyenlethez jutunk:

,_1+2zfz2
o z-1

=
z—1 1
P = du=
/1+2z—22 i /u “

w1422 - 2% =c=>

uz

(z+1)2+2@+1)(y—3)—(y-3)>=c (1.5)
Feladatok
T+y—2
1. ¢y = —" 22—
4 r—1
5 y,:3y—7:v~|—7
' 3x — Ty —3
3 = Y
' y—x—+2
4 ,__8:U+4y+1
Y 4z 42y+1
rT+y
5.y =—— 17
Y r+y—1

1.8.1. Elsérendii linearis differencialegyenletek

Legyen P, (@ : I — R két folytonos fliggvény.
Az

y' = P(x)y + Q(x)

egyenletet elsérendii linearis inhomogan differencialegyenletnek nevezziik.
Az



egyenlet, els6rendi, linearis, homogén differencidlegyenlet.
A homogén egyenlet a kovetkezs szétvalaszthatd valtozoju differencial-

egyenletté alakithato:

Integralassal a

ln\y]—/ P(t)dt + In|c|

o

egyenlethez jutunk, amely ekvivalens az

y = cef;'co P(t)dt

egyenlettel, ami a homogén egyenlet megoldasa.
Az inhomogén egyenlet egy megoldasat a konstans valtoztatasdnak mod-

szerével hatarozzuk meg:

y = c(x) - elzo PO,

Ezt helyettesitve az inhomogén egyenletbe a
c/(aj)ef'fo P(t)dt + ¢(z)P(x)e” f.:o P(t)dt _ P(w)c(a:)eef;o P(t)dt + Q)

Osszefiiggéshez jutunk.

Innen kévetkezik, hogy:

c’(m)—@() o PO
D+/ Qs f P(dt

Y = Deluo PO +/ Q(s)els PWtgg.

Ha az y(xg) = yo kezdeti értékd Cauchy feladatot kell megoldani, akkor
kovetkezik, hogy:

D:yo és
y(z) =yo - e /Q Jels POt g



1.8.6. Példa. Oldjuk meg az y' = yctgx + 2z sinx differencidlegyenletet.
Megoldas

Eldszor megoldjuk a homogén egyenletet

, dy cosx
Y =yclgr = — =
)

- T =
S r

In|y| =In|sinz|+In|c| = yp = csinz

Ez a homogén egyenlet megolddsa.
Az inhomogén egyenlet megolddsdt
y(z) = c(z)sinz  alakban keressiik } N

Yy =yctgxr + 2rsinx
= d(z)sinx + ¢(z) cosx = ¢(x) sinxctgx + 2x sinx
=d(z)=2r=c(x)=2>+D

2

= y = x”sinx 4+ Dsinx, az inhomogén egyenlet megolddsa.

1.8.2. Bernoulli tipusu differencialegyenletek

Az altalanos alak:
Y = P(z)y + Q(x)y*, (1.6)

ahol P, @ : I — R folytonos fiiggvények és v € R\ {0, 1}.

Egyszerti belatni, hogy az u(z) = (y(x))'~* helyettesitéssel az (1.6)
egyenlet a kivetkezd linearis, inhomogén elsérendii differencidlegyenletté ala-
kul:

W = (1 - a)[P(z)u + Q(x)],

amit az el6bb ismertetett médon oldunk meg.

1.8.7. Példa.
y = 2zy + x3\/gj

Megoldas

1 1 ) ) , 3
a=g dsazu= Y2 wdltozocserét alkalmazunk: == u' = zu + Eh

A linedris egyenlet megolddsa:

2 2?42
u=cez —
2




és az eredeti egyenlet megolddsa:

z2 ZE2 + 2 2
= 2 — .
Yy <C€ 5 >

1.8.3. A Riccati tipusua egyenletek

A Riccati tipusu differencidlegyenlet altalanos alakja:
y = P(2)y” + Q(z)y + R(x),

ahol P,Q, R : I — R folytonos fiiggvények és y € C[I]. Ha ismert a Ricatti
1

egyenlet egy 31 € C'[I] megoldasa, akkor az y = — + y; helyettesitéssel a
z

Riccati egyenlet egy els6rendd, linearis inhomogén egyenletbe transzformé-

lodik.

1.8.8. Példa. Az

rz—1
y =22y +y+

T2

1
egyenlet eqy megolddsa y = — adjuk meg az dltaldnos megolddsdt.
T
Megoldds

1 1
Az y = — 4+ — helyettesitést alkalmazzuk és a
z
2 =32+ 2x

egyenlethez jutunk.

Ennek az egyenletnek a megolddsa:

Innen kévetkezik, hogy:

Feladatok

Oldjuk meg a kovetkezs els6rend lineéris differencidlegyenleteket:

1. xy — 2y =224



2.y +ytgxr = 4o + 2y

3. 2%y +ay+1=0

4. xy + (x+ 1)y = 32%e™®
5.y — 2xy = 223

Oldjuk meg a kovetkez§ Bernoulli egyenleteket:

4
3

2
6. y + Y= 32y

2

v Sy = y?(1+ 23)sinz, y(0) = 1.

7.y
y+1+x

2
8. ¥+ -y=—y*lnzx
x
9. y +ytgx = y?
10. ¥ + 2y =2z/y
Oldjuk meg a kovetkezs Riccati egyenleteket, ha ismert egy megoldasuk:
11y —y? + 2e%y = €2 + €%, y; = €
12. ye ™ +y? —2ye® =1 — e, y; = €

2

13. v/ +y? — 2ysinz + sin?z — cosz = 0, y; = sinz

1

T

4. 22y =22y +ay+1, y1 = —

1.8.4. Egzakt differencidlegyenletek

Legyen D C R? egy tartomany és P,Q : D — R adott folytonos fiiggveé-
nyek. A
Pdx+ Qdy =0 (1.7)

egyenletet egzaktnak nevezziik, ha létezik egy olyan F': D — R differencial-
haté fiiggvény, hogy
dF = Pdz + Qdy.



Az y : I — R fiiggvény akkor megoldasa a (1.7) differencialegyenletnek, ha
létezik ¢ € R 1gy, hogy:

F(z,y(z))=C, (V) x € 1.
1.8.9. Tétel. Legyen P,Q : D — R folytonos parcidlis derivdltakkal rendel-
kezd két fliggvény. 0P 00

A Pdx + Qdy = 0 egyenlet akkor és csak akkor egzakt, ha iR
Yy x

1.8.10. Megjegyzés. Ha a Pdx+Qdy = 0 differencidlegyenlet egzakt, akkor:

x Y
F(x,y):/ P(t,y)dt+ | Q(xo,s)d.

o Yo

1.8.11. Ertelmezés. Ha pu: D — R, u# 0 egy olyan figguény, hogy
pPdxr 4+ pQdxr =0
egzakt egyenlet, akkor a u fiigguényt a
Pdzr + Qdy =0
egyenlet integrdlod szorzojinak nevezzik.

1.8.12. Megjegyzés. u akkor és csak akkor integrdlo szorzo, ha

S uP) = 2 (1),

Feladatok
Oldjuk meg a kovetkezs egzakt differencidlegyenleteket:
1. 2z +y)dz+ (z —2y)dy =0
2. 2zydr + (22 — y?)dy = 0
3. %dx + (Y +lnz)dy =0
Hatéarozzuk meg az egyenletek integralé szorzojat és oldjuk meg:
4. (1 —22y)dz + 22(y — x)dy = 0

p= p(z)



5. (z +sinz + siny)dzr + cosydy = 0

p= p(x)
6. (x —zy)dr + (y + 2*)dy =0

p=p(@*+y?)
7. (2% +y? — 1)dx — 2zydy = 0

p=py* —a?)

1.9. Linearis differencialegyenletek

Adott az L differencidloperator:

L:C™([a,b]) — C([a, b])
Ly) = y™ + a1y Y + apy™ D + ..+ any,

ahol a; : [a,b] — R folytonos fliggvények.

Az n-ed rendd, linearis differencidlegyenlet altalanos alakja:
v by 4+ tay =, (1.8)

ahol f : [a,b] — R egy folytonos fiiggvény.
Az (1.8) egyenlet az L(y) = f egyenlettel ekvivalens.

1.9.1. Tétel. (az (1.8) egyenlet megolddshalmazdinak a szerkezete)
Ha y, az (1.8) egyenlet egy sajdtos megolddsa, akkor az (1.8) egyenlet

bdrmely megolddsa felirhato
Y=Y T Yn
alakba, ahol yn az L(y) = 0 homogén egyenlet megolddsa.

1.9.2. Tétel. Az L operdtor egy linedris leképezés az L(y) = 0 homogén
egyenlet megolddshalmaza az L operdtor magtere, amely a C™ ([a, b]) vektor-

tér eqy n dimenzids altere.



1.9.3. Ertelmezés. Legyen y; € C™([a,b]). A

Y1 Y2 Yn
Wyt Yn) = " Y Yn
yinfl) énfl) 7(Ln71)
determindnst az yi, ..., yn fligguények Wronski determindnsdnak nevezzik.

1.9.4. Tétel. Hayy, ..., yn € C™([a,b]) figguények megolddsai az L(y) =0
egyenletnek, akkor a kévetkezd két dllitds ekvivalens:
a) az yi,. .., yn figguények a C™([a,b]) vektortérben linedrisan figgetle-

nek

b) W(y1,--- yn) #0

1.9.5. Kovetkezmények. Ha yi,...,y, € C([a,b])) megolddsai az
L(y) = 0 egyenletnek és W(y1,...,yn) # 0, akkor az L(y) = 0 egyenlet

bdrmely y megolddsa felirhato

y=cyr+...+ca¥n

alakba, ahol cq,...,c, € R.

Az A{y1, ..., yn} fliggvényrendszert alapmegolddsnak nevezzik.

1.9.6. Ertelmezés. Ha az L operdtor értelmezésében szerepld ay(z) fiiggué-

nyek dllanddak, azaz ap(r) = ar, € R, k = 1,n, akkor
k=1

egyenletet n-ed rendd dllandd egyiitthatds, linedris, homogén differencidl-
egyenletnek nevezzik.

AN+ Zak “XR =0 egyenletet a (1.9) differencidlegyenlet karakte-

k=1
risztikus egyenletének nevezziik.



1.9.7. Tétel. Ha A1, Ao, ..., A\x € R a karakterisztikus egyenlet py,...,pi €
N szeres gyokei p1 + p2 + ...+ pr = n, akkor az

fiigguényrendszer alapmegolddsa a (1.9) egyenletnek.
Ha M = a+1i8, Ay = a — i3 komplex szamok p1 = py = p szeres gydkei

a karakterisztikus egyenletnek, akkor az alapmegoldds elsd két sora helyett az

e cos fr, xe®® cos Bz, . .., P71 cos Bx
e sin Bz, xe®® sin Bz, . . ., xP "1™ sin Bz
fiigguények szerepelnek.

1.9.8. Tétel. (a konstans vdltoztatds modszere)
Hayi,. .., yn € C™ alapmegolddsa a (1.9) egyenletnek és Cy, - [a,b] — R
derivdlhato fiigguények kielégitik a

S @)y () =0, j=0,n—2
k=1

S Cr@)yy V(@) = f(a)
k=1

egyenletrendszert, akkor

megolddsa az

y™ + Yy ay" N = f(o)
k=1
mhomogén egyenletnek.

1.9.9. Megjegyzés. Néhdny esetben az L(y) = f(z) (L(y) = y™ +
ary™ D 4+ .+ any) inhomogén egyenlet ys sajatos megolddsdt egyszerib-

ben is meg lehet hatdrozni.



1. ha f(z) = Xox™ + ... + An—1Z + Ay és ay, # 0, akkor
Ys(z) = pox™ 4+ 1™ L A 1T F .
Ezt behelyettesitve az L(y) = f(z) egyenletbe az
anfto = Ao

appl + Map_1po = A\

egyenletekhez jutunk amibdl kiszdmithato o, p1, ... Stb.

2. ha ap =apn—1 = ... = ap—pt1 =0 €s ap—p # 0, akkor

1

ys = 2P (pox™ + ™ oo+ )

3. ha f(x) = e (Nox™ 4+ A\z™ L + ...+ \p) és a nem gydke a karakte-
risztikus egyenletnek, akkor

Yp = (o™ + ™ + o+ )

4. ha f(x) =e**(Nox™+...+ \p) €s a g-szoros gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, akkor
Up = €229 (10@™ + ...+ fim)

5. ha f(x) = e*Py(x) - cos Bz + e Py(x) sin fx és a+ i3 q-szoros gyike
a karakterisztikus egyenletnek (ahol q lehet zérc is), akkor y,(x) = e* a4
(Q1(z) cos Bz + Q2(x0sin fz) és gr(Q1) = grQ2 = max{gr(P1), gr(F2)}.
Feladatok
Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenleteket:

1.y —y — 2y = 4o — 2€7,

2.y +2y 4+ 2y = (x4 1)e,

3. y" — 4y + 5y =1+ 8cosx + €7,

/

4. " — o — 2y = 4x,



9. ¢v" -2y +y= 1522
Oldjuk meg a kovetkez6 Chauchy feladatokat:
10. " =5y’ +4y =0, y(0) =5, ¥'(0) =8
11. "+ 3y +2y =0, y(0) =1, y/(0) = —1.
12. y" — 4y + 5y = 222%e%, y(0) = 2, y/(0) = 3.
13. ¢y —y = =2z, y(0) =0, ¥/ (0) =1, y"(0) = 2.
14. y" + 4y = sin 2z, y(0) = y/(0) = 0.
Oldjuk meg és hatarozzuk meg az adott feltételt teljesité megoldast:
15. ¢y —y — by =1, ylin;o = Oé.

16. 3" + 4y’ + 4y = 2e*(sinx + Tcosx), zg@my(w) =0.

Az ax + b = €' alakt helyettesitéssel vezessiik vissza konstans egyiitthatos

egyenletekre és oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
17. 2%y + 2y +y = 2(6 — Inz),
18. 2%y — 2y’ + 2y = 2% — 22 + 2,
19. (z+1)3y" +3(x+ )%/ + (z + 1)y = 61In(z + 1),

20. (z —2)%y" — 3(x — 2)y’ + 4y = .



