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1. FEJEZET

Vektorgeometria

Az irdnyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik. A vektorokat
vastagitott betiikkel, vagy nagy bettivel jel6ljiik: w, v, x, 1, J, k, 1@,
AB (A a kezdeti, mig B a vektor végpontja). A vektorokat harom
dolog jellemzi: irany, iranyitas, hossz.

A (szabad)vektorokat eltolhatjuk. Ha két vektor irAnya, irdnyitasa
és hossza megegyezik akkor eltolassal a vektorok pontosan lefedik
egymast. Ebben az esetben a vektorokat ekvivalensnek u = v, vagy
egyenlGknek nevezziikk u = v.

A vektorok halmazan értelmezziik az dsszeadas miiveletet: v + v = w

ahol w az u és v vektorok ereddgje.

Vektorok dsszeaddsa: w=u+v Vektorok dsszeaddsa - paralelogramma szabaly

A vektorok 0sszeadasa kommutativ és asszociativ:

(1.0.1) u+v=v+u,
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(1.0.2) (u+v) 4w =u+ (v+ w).

A zérd hossziasaga vektort nullvektornak nevezziik és 0 vagy 0-vel
jeloljiik:

(1.0.3) v+ 0=nw.

A w-vel azonos irdnyu és hosszisaga de ellentétes irdnyitésa vektort
(—v) ellentett vektornak nevezziik

(1.0.4) v+ (—v) = 0.

Az emlitett tulajdonsagok igazak tgy a sikban mint a térben,
tehat a sik (R?) illetve a tér (R3) vektorai a vektorok dsszeadéasara
nézve egy kommutativ csoportot alkot.

Az R%-en (R3-ben) értelmezziik a vektorok valos szammal (skalarral)
valo szorzasat. Ha v egy nem-nulla vektor és A € R akkor \v egy
|A|-szor hosszabb vektor v-nél, vele azonos iranyitasi ha A > 0 és
ellentétes iranyitdsi ha A < 0. A vektorok kiilonbsége is skalarral

valo szorzatot jelenti u —v =u + (—1) - v:

Vektorok kiilonbsége: w=u-v



1. VEKTORGEOMETRIA 7

A skaléarral valé szorzasra nézve a kovetkezd tulajdonsagok érvényesiilnek:

(1.0.5) A+ p)v=Av+ pv
(1.0.6) Av+w) = v+ w
(1.0.7) (yw) v =7 (nv)
(1.0.8) l-v=no.

Ha u, v vektorok és «a, 5 skaldrok R-bél akkor az
(1.0.9) au + v
vektort az w és v linedris kombindcidjanak nevezzik.
1.1. PELDA. 2u + 3v, ju — 2v.
Ha két vektor parhuzamos (kollinearis) akkor az egyik felirhato a
masik szdmszorzataként
(1.0.10) u = \v.

A ) skalar egyértelmiien meghatarozott.
Ha a sikban az u és v vektorok nem parhuzamosak akkor barmely
w vektor a sikbol felbonthatd u és v vektorok (egyértelmi) linearis

kombinaci6jaként:
(1.0.11) w = au + fv.

1.2. DEFINICIO. Az wu,v vektorokat [linedrisan fiiggetleneknek

nevezziik, ha az

(1.0.12) au+ v =0
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egyenlGséghdl kovetkezik, hogy a =0 és g = 0.

A sikban 2 parhuzamos vektor linearisan fiiggé mert ha o # 0

au+ v =0 u = —év.
a
A térben 3 vektor linearisan fiigg6é ha a harom vektor egy sikban van
au+ v+ yw =0 u = —év— Jw.
@ @

1.3. DEFINICIO. Az u, v, w vektorokat linedrisan fiiggetleneknek

nevezziik, ha az
(1.0.13) au+pfv+yw =0

egyenl@séghdl kovetkezik, hogy o = =~ = 0.

1.4. DEFINICIO. A sikbeli (térbeli) vektorok egy linearisan fiiggetlen
vektorparjat (vektorharmasat) bdzisnak nevezziik.

A legismertebb az 7, j , k egységuektorok (hossziik=1) a tengelyek
mentén alkotta an. ortonormdlt bdzis.

A tér barmely vektora egyértelmiien bonthato fel az egységvektorok
segitségével:

(1.0.14) v =ai+ 87 + vk,
vagy

(1.0.15) X = 211 + 9] + T3k
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w3k

i

Az 11, 19, x3 szdmokat az x vektor koordindtdinak nevezzik és az
x
1 t
X=| a3 | = ( T1 To X3 > jelolést hasznaljuk.

Zs3

- - 0 - -
L&PEDAJLx:(%):%—BLO::<0>::W+Oj

b%:(1 00)%3:(0 10)i%:<o 01)5

A sik (tér) minden pontjahoz hozzatartozik egy (origd kozépponti)
helyvektor és forditva minden helyvektorhoz hozzarendelhets egy
pont. Tehat egy egyértelmd megfeleltetés létezik a sik pontjai és
a helyvektorok kozott.

Koordinatakra lebontva a vektorok kozotti tulajdonsagok:

e X =Yy & x; =1y 65 xy = Yo, ahol x1,20,y1,y2 az x = (i;),
illetve y = (g;) vektorok koordinatai;

e x+y=()+ () =00

® \x = ()‘xl) .

AT2

A térben hasonl6 tulajdonsagok igazak.

(:16) + (5)3) - (39)7

1.6. PELDA. 2( %) +3(1%) =
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2 -1 0
-1 | +2 3 =1 5
0 1 2

A vektorok koordinatait hasznalva az asszociativitas bizonyitasa
a kovetkezG (R%-ben)

(u+v)+w = <u1>+<vl>>+<w1>
Uz %) Wa
. U + U1 + w1 . U1 + v +wq
Uy + Uy Wa Ug + Vo + Wo

_ U1>+<U1+w1>:u+<v+w)_
U Vg + Wo

1.1. Vektorok normaéja

Egy v vektor hosszat normdnak nevezziik és ||v|-vel jeloljiik. Az
R? sikban a v = (Z;) vektor normajat a Pitagorasz tétellel szamitjuk
ki:

(1.1.1) |v]| = ¢/ v} + v3.
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AD? = AB* + BD?

Hasonloan jarunk el R3-ben

(1.1.2) loll = \/vf +v3 + 03,

(%1
aholv=| v, | € R

U3

1.7. PELDA. Ha v = (_43) akkor ||v|| = 1/4% + (—3)2 = 5.

A nullvektor az egyetlen vektor amelynek hossza nulla.

A sikban a Py (z1,v1) , P> (22, y2) pontok kozotti tavolsag egyenld

H J—
a P P= 2T n vektor hosszaval, vagyis
Y2 —
L13) AP P) = PRI = /(s — 20 + (32— 0)*.

A térben a Py (x1,y1, 21) , P2 (%2, y2, 22) pontok kozotti tavolsagot hasonldan

szamitjuk ki:

d(Py, Py) = || PPy = \/(@ — 1)+ (2 — 1)’ + (2 — 2)".
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1.8. PELDA. A P, (3,4,—1), P, (—2,6,0) pontok kozotti tavolsag

d (P, Py) = ||PPs| = \/(—2 32+ (6 —4)* + (0 + 1)2 = V/30.

Mivel A\v vektor |A|-szor hosszabb mint v kovetkezik, hogy
(1.1.4) [Av]l = [A]- ]|

A gyakorlatban gyakran észszeriibb ha a v vektor helyett a vele

ugyanabban az irdnyba mutato e¥ egységvektort hasznaljuk.

€3

€

)

€1

€

Az e¥ vektort tgy kapjuk, hogy az eredeti vektort elosztjuk a
hosszéaval:
1

(1.1.5) eV = —v.
v
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Valoban, a (1.1.4) képletbdl kovetkezik, hogy |le¥] =

1

v

LVH _

vl

vl = 1.

e

A sikban az e¥ = ( ! ) vektor koordinatait kifejezhetjiik mint
€2

er = |ley] - cosa = cosa, illetve es = cosf3, ahol «, 3 az €Y(v)

vektor hajlasszoge a tengelyekkel. Tehat a sikban az eV egységvektor

COS ¢

koordinatéi: eV = , mig a térben
cos 8
COS &
(1.1.6) e" =1 cosf |,
cos "y

ahol «, 3,7 a v vektor hajlasszoge a tengelyekkel. Az e¥ vektort a v

vektor irdnycosinusdnak is nevezik.

. . 6 .
1.9. PELDA. Szamitsuk ki a v = ( < >7 illetve u = 4
vektorok iranycosinusat!

6
BI1zZONYITAS. |v|| = 10 tehit a (1.1.5) képletbéle¥ = L ( X > —

10
1
3 2 3

5 | . Hasonloan e* = é 4 | = % O
5 4 %

1.10. PELDA. Szamitsuk ki az u vektor v vektorra esd vetiiletének
hosszat és a vektort

1.11. TETEL. Ha u és v két vektor akkor igaz az gy nevezett

hdromszdg egqyenldtlenség:

(1.1.7) lu + vl < flu] + (]|
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B1zONYITAS. A tétel mértani jelentése: egy haromszogben egy
oldal hossza mindig kisebb vagy egyenld a masik két oldal hosszanak
az Osszegénél. O

1.2. Vektorok skalaris szorzata

1.12. DEFINiCI1O. Két u, v vektor skaldris szorzatén a

(1.2.1) u - v = |jul| [|[v] cosp

szamot értjiik, ahol ¢ € [0, 7) a vektorok altal bezart szog.

1.13. TETEL. Két vektor merdleges eqymdsra akkor és csak akkor,
ha a két vektor skaldris szorzata zéro.

BIZONYITAS. u L v & =7 & cosp=0s u-v=0. OJ
1.14. PELDA. ;;:HEH HZH cos0 =1, hasonléan j-j =k -k = 1.
7 G-|[fl| 7] cos T =0, 7 - F=F - i=0.
1.15. TETEL. Azx = ( r1 Ty T3 )t,y = ( Y1 Yo Y3 )t vektorok
skaldris szorzata

(1.2.2) Ty = T1Y1 + TalYo + T3Ys.

BI1ZONYITAS. x-y = (3:1% + 3523 + ngE) (ylg + yJ + ygﬁ) = :UlyﬂQ—i—
T1yatd + ...+ x3y3E2 = T1Y1 + ToY2 + T3Ys3.

A skaléris szorzatot felhasznalhatjuk egy vektor hosszanak a kiszamitasara,
ugyanis:

X X = azf + x% +$§ = ||x|| ||x]| cos O

(1.2.3) Ix[ = vx - x.
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1.16. PELDA. Szamitsuk ki az alabbi vektorok skalaris szorzatat,
2 1

hosszat és az altaluk bezéart szoget: x=| -1 |, y=| -2

X y=2+2-1=3x-x=22+(-1)2+12=6,y - y=6=
Ix]| = V6. llyll = V6.

¢és a (1.2.1) képletbdl
X'y 3 1

<[yl v6v6 2’

cos p =
vagyis ¢ = 3.

1.17. PELDA. Hatarozzuk meg a k € R paramétert gy, hogy az

2 -1
x=1| 1 |,y=]| —2 | vektorok merélegesek legyenek egymaésra.
k k

B1zONYITAS. A mer6legességi feltételbsl x - y = 0 kdvetkezik,
hogy —4 + k? = 0, vagyis k = +2.
Az ismertetett jel6lésekkel bemutatunk alabb egy par ismert tételt:
() x Ly < ||x+y|I> = |x|* + |ly]|* (Pitagorasz-tétel);
(2) [x+ylI* + Ix = ylI* = 2[x|* + 2[lyl|* (paralelogramma
azonossag);
(3) |Ix —yl|I* = |Ix||* + ||y]|* — 2x - y (koszinusztétel);
(4) ||x]| = |ly|| akkor x+y L x—y (rombusz 4tl6i merglegesek).

O

1.3. Vektorok vektorialis szorzata

1.18. DEFINICIO. Két vektor x,y € R3 vektorialis szorzatan (jel.

X X y) azt a z = x X y vektort értjiik amelynek
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e irdnya meréleges az x és y vektorok sikjara

(1.3.1) z L (x,y);
e iranyitasa a jobb kéz szabaly szerint torténik;
e hossza

(1.3.2) 2]l = {1 - Iyl - sin e,

ahol ¢ € [0,7) az x és y vektorok hajlasszoge.

A z vektor iranyitasabol kovetkezik, hogy y x x = —(x X y).

1.19. TETEL. Két vektor akkor és csak akkor pdrhuzamos eqymdssal
ha vektoridalis szorzatuk eqyenld a nullvektorral.

B1zONYITAS. Feltételezziik, hogy x,y # 0. Ekkor x x y = 0 <
Ix <yl =0 < ||x]|-|lyllsing =0 < sinpg =0 < ¢ = 0 vagyis
x|y O
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A tételbdl kovetkezik, hogy

(1.3.3) ixXi=jxj=kxk=0,
illetve
(1.3.4) IXj=k jxk=1 kxi=j
Gxi= -k kxj=—i ixk=—]
Iy
A fenti Osszefiiggéseket figyelembe véve kiszamithatjukazx = | zy | =
T3
Y1
rii+a9j+askésy = | yo | = w11 +y2j +ysk vektorok vektorialis
Y3

szorzatat:
x Xy = (210 + 22] + x3k) X (y1i + yoj + ysk) = Try1i X i+ 21yt X j+
+ ...+ l’3y3]_€ X l;? = ZL‘lyQI_C — l’ly?)j +...— $3y257

amit determinans segitségével atirhato az alabbi alakra:

T g k
(1.3.5) XXYy=|x1 Ty I3
Y Y2 Y3
2
1.20. PELDA. Hax=| -2 |,y = 0 akkor
3 —1
i j k
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Ellenérizziik, hogy z = x X y valoban meréleges az x és y vektorokra:
z-x=4-104+6=0,z-y=2+0-2=0.

1.21. PELDA. Igazoljuk, hogy az ABC'D egy trapéz, ahol A(1, —1,2),
B(2,0,-1), C(2,1,—4), D(0,—1,2)!

Igazolni kell, hogy AB || CD vagy AD || BC. Mivel AB =

1 -2

1 ,CD = | —2 | észrevehets, hogy CD = —2AB, vagyis a

-3 6
vektorok parhuzamosak. Az aranyos koordinatak a vektorialis szorzat
determinans masodik és harmadik sordban jelennek meg, tehat a

vektoridlis szorzat nulla és a vektorok parhuzamosak.

ol

1
ABxCD=| 1 1 -=-3|=0.
-2 -2 6

Az (1.3.2) képlet mértani jelentése a kovetkezs: az ||y || sin ¢ egyenld
az x,y vektorok &altal alkotott paralelogramma m magassagaval (lasd
alabbi abrat), tehat ||z|| = [|x]| [|y||sinp = ||x|| - m, vagyis az x X y

vektor hossza egyenld a paralelogramma teriiletével:

(136) HX X yH = Tparalelogramma-
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m = [ly||sine

1.22. PELDA. Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét és a
magassagok hosszait ha a csticsok koordinatai A(1, —1,2), B(2,0,2),C(-1,—1,1)!

1
Az ABC haromszog teriilete egyenlé az AB = | 1 | és AC =
0
-2
0 vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilet felével:
—1
Tusc = 448 x 40
i j k —1
ABxAC=|1 1 0 |=—i+j+2k=| 1 |,
-2 0 -1 2
|45 x AC]| = V.

tehat az ABC haromszog teriilete egyenlé Typo = ‘/76.
Legyen AA’ az AB oldal magassaga. Ekkor

o Tapce V6 B V3
|AA'|| = = =—.
SAB] 245 2
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Hasonléan szamitjuk ki a tobbi magassag hosszat.

20



2. FEJEZET

Vektorterek, alterek, bazis

2.1. Vektorterek

Legyen K egy kommutativ test (leggyakrabban R, C, Z,).
AV # (), halmazon értelmeziink egy belss (Osszeadas +) és egy

kiilsG (skalarral valo szorzas -) miveletet:

e belsG miivelet +: V xV -V Vu,v eV =3Il u+veV;
o kiils6 mivelet - KxV - V. VAe K, veV =3l AveV.

2.1. DEFINICIO. A V halmazt K feletti vektortérnek nevezziik
(el (V,+, -, K)) ha:

(1) (V. +) kommutativ csoport;

(2) Yo, B € K, Yu,v €V
(V1) a(u+v)=a(ut+v);
(V2) (a+ B)v = av + Pu;
(V3) (aB)v = a (Bv);
(V4)

1-v=nuo.

Ha K = R akkor valosvektortérrsl, ha pedig K = C akkor komplex

vektortérrsl beszéliink.

2.2. PELDA. (R3 +, -, R) valos vektortér ahol + illetve - miiveleteket

komponensenként végezzik.

1 (1 1+ % 1 QT
o |+ v | = v2t+y2 |, | 22 | = | ax
T3 Ys T3+ Y3 T3 aTs

21
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PL
1 -2 —1 1 3
2 |+ 0 = 2 , 3 0 = 0
5.1 8.1 —2.2 —6.6

Altalanosan (R™, +, -, R) vektortér. Hasonléan (C", +,-,C).

2.3. PELDA. (My3 (R),+,-,R); Mo 3 (R) a 2x3-as matrixok halmaza
valos vektorteret alkot az ismert miiveletekre nézve (matrixok 6sszeadasa,

skalarral valo szorzéasa):

a b a v at+ad b+ a b aa ab
c d |+l  d |=]| ¢+ d+d |,al ¢ d | =] ac ad
e f e f et+e f+[ e f ae af

Altalanosan (M, , (R),+,-,R), (M., (C),+,-,C) vektorterek.

2.4. PELDA. (Pg,+,-,R); Py a legfeljebb masodfoki polinomok
halmaza vektorteret alkot az ismert miveletekre nézve (polinomok

Osszeadasa, skalarral valo szorzésa):

(aX?+bX +¢) + (dX*+ VX +)=(a+d) X+ (b+V) X +c+,
a (aX?+bX +¢) = aaX? + abX + ac.

Altalanosan (P, +,-,R) vektortér.

2.5. PELDA. (F,+,,R); F' = {f:R — R} a valos fiiggvények
halmaza valos vektorteret alkot az ismert miiveletekre nézve (fiiggvények

Osszeadésa, skalarral valo szorzésa):

(f +9)(2) = f(z)+g(x),
(f) (z) = af ().

2.6. TETEL. Vo, € K, Yu,v eV —
(i)O-UZOV, CY'OV:()V;
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(i7) a-v =0y = a =0 vagyv=_0y;
(17i) (—a)-v=a(-v)=—(a-v), (a=p)v=av—PFv, a(u—v) =
au — au.

BizoNYITAS. (i) 0-v=(04+0)-v=0-v+0-v = 0y =0-w.
(ii) Ha @ = 0 akkor a-v = Oy. Ha v # 0 akkor létezik a™!; beszorozva
az egyenletet kovetkezik, hogy ™' -a-v =a71-0y vagyis 1-v =v =
Oy. 0

2.2. Alterek

Legyen (V,+,-, K) egy vektortér és U részhalmaza V-nek: U C
V, U # 0.

2.7. DEFINICIO. Az U altere (résztere) a V' vektortérnek, ha
vektortér ugyanazon K test felett az 6rokolt miiveletekre nézve. Jel6lése
U<kgV.

2.8. PELDA. {0y} illetve V trividlis alterei V-nek: {0y} <g
V, V <k V.

a
2.9. PELDA. Ha U = b | eRP|c=0, = b R?2 <z
c
R? az ismert miveletekre nézve.

2.10. TETEL. U pontosan akkor altere V-nek, ha:
(i) Yu,v € U = (u+v) €U (zdrt a vektorok isszeaddsdra);
(i) Vo e K, Yv e U = «-v €U (zdrt a vektorok skaldrral valo

szorzdsdra).

2.11. KOVETKEZMENY. Ha U <g V akkor:
(i) veU = (—v) € U,
(17) a1, g, .oy € K, 01,09, .., 0, € U = aqvy + oo+ ...+ v, €
U.
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a
2.12. PELDA. Az U = b | eR|c=0, = b C
c 0
a a
R?® = V zart a vektorok Osszeadasara: b |.,| ¥V e U =
0 0
a a+a
+| ¥ | =1 b+b | €U észart askalarral valo szorzasra:
0 0 0
a a aa
acR, | b |eU=a]| b | =] ab | €U, tehat U résztere V
0 0 0
-nek U <g V.

2.13. PELDA. HaV =R?¢s U = {(z,y) e R? |22 +y? <2} CR?
akkor U «r V mert (1,1) e U de 2-(1,1) ¢ U.

2.14. DEFINICIO. Az ayv1+anva+...4+a,v, Osszeget a vy, vg, ..., U, €
U vektorok aq, as, ..., a,, € K egyiitthatokkal képzett linearis kombinaciojanak
nevezziik. A linearis kombinaciok halmazat (jel. lin (U) vagy (vy, ..., vn))

az U halmaz burkanak nevezziik:
lin(U) ={avy + agve + ... + av, |v1,v9,...,0, €U, a1, an, ..., € K}

Az el6bbi folyomany (ii) pontja szerint: U <x V = lin (U) <k
V.
Két altér metszete is altér viszont az egyesitésiik nem. Ugyanakkor

létezik egy legsziikebb altér ami tartalmazza mindkét alteret.

2.15. TETEL. Legyen Uy,Us a (V,4+,-, K) vektortér két altere:
Uy <k V, Uy <k V. Akkor a

U +U; = {u1+u2|u1 € U1, Uy € UQ}
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halmaz altér, mégpedig az Uy, Uy altereket tartalmazo legszikebb altér.

Az elbbi allitas altalanosithaté Uy, Us, ..., U, tetszGleges altérre.
Ui+Us+..+U, = {’LL1 + Uy + ...+ Uy |U1 e U, ug € Us,...,u, € Un} .

2.16. DEFINiC1O. Azt mondjuk hogy V a Uy, Us,...,U, alterek
direkt Gsszege (jel. V = U, & Uy & ... & U,), ha Yv € V pontosan
egyféleképp irhato fel

V=uU + U+ ... + Uy, u; €U, 1 =1,n.

2.17. TETEL. Eqy V vektortér akkor és csak akkor irhato két altér
Uy, Uy direkt dsszegére (V = Uy @ Uy), ha
(1) Uy + Uy =V, és
(1) Uy NUy = {0y }.

2.18. PELDA. A (M,, (R),+, -, R) vektortér felirhaté mint a szimmetrikus
S={Ae M, (R)|A" = A} és antiszimmetrikus A = {A € M,, (R) |A' = —A}

méatrixok halmazaval alkotott alterek direkt Gsszege.

B1zONYITAS. Igazoljuk, hogy S és A valoban M,,(R) alterei. Ha
A, B € S, vagyis A' = A, B' = B akkor (A+ B)' = A'+ B' = A+ B
tehat A+B € A. Haa € Rés A € M, (R) akkor (aA)" = aA! = aA
tehat «A € A ahonnan A <z M, (R). Hasonloan S <g M, (R).
A M, = Ad S felbontast az elbbi tétel segitségével igazoljuk.
Barmilyen A matrix felirhat6 a kdvetkezé matrixok Osszegeként A =
ATAL | AL 65 igazolhato, hogy 2 (A+ AY) € Aés L(A— A e S:

(A+ AN = A4 A=A+ Alées (A— A = A'—A=—(A—A"). O

2.3. Lineéaris fiiggetlenség, bazis

A (V,+,-, K) vektortérben legyen {vq,vs,...,v,}, v; € V egy

vektorrendszer.
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2.19. DEFINICIO. A {vy, v, ..., v, } vektorrendszert linearisan fiiggetlennek

nevezziik ha:
a1V + oV + ... +av, =0y = o =ay=...=q, =0.

Ha a rendszer nem lineérisan fiiggetlen akkor linearisan (Gssze)fiiggének

nevezzik.

2.20. PELDA. (R?, +, -, R) vektortérben
2

1
(i) v, = ) ) , Uy = < 5 ) vektorokbol allo rendszer linearisan

fiiggetlen mert;

2 1
a1v; + v = Oy = oy ( 1 ) + o < 5 ) =0y =
20 las 2001 + g 0 200 + g =0
+ =0y = = = ,
Loy 20 ay + 2ap 0 a1 +2ay =0

tehat egy homogén linearis egyenletrendszerhez jutottunk aminek a
determinansa det A = 3 # 0, kovetkezik, hogy az egyenletrendszernek

egyetlen megoldésa van - a trividlis- a; = ap = 0.

3 —6
(17) wy = < . ), Uy = ( 2) vektorokbol allo rendszer

linearisan fiiggs. Ugyszintén linearisan fiiggs a {w;, we, w3} vektorrendszer

()2 (2)

2.21. PELDA. A (Py, +, -, R) vektortérben a {1, X, X2} vektorrendszer

lionearisan fliggetlen mert

041'1—|—062X—|—CY3X2:O = a1 =ay =a3=0.
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2.22. PELDA. A (F,+, -, R) valos fiiggvények vektorterében a {cos2 x,sin? z, 2}

fiiggvények linearisan dsszefiiggék mert az
2 .2 _
1 -COs“ T+ g -sin“x+as3-2=0

egyenlGség nem csak a; = as = a3 = 0 -ra teljesiil, hanem a; = 1,

— _ _1
062—1, a3 = —3.

Haa {fo, f1,.--, fn_1} vektorrendszer fiiggvényei (n — 1)-szer folytonosan
derivalhatoak, f; € C" 1, i =1,...,n — 1, akkor a rendszer linearis

fiiggGségét a

fo () fi(z) fno1 (z)

03 weo| B @ @

O CON S )
Wronski-féle determinéans segitségével targyaljuk, ugyanis a agfy +
arfi + ...+ ap_1fuo1 = 0 egyenlGség igaz kell legyen a trivialistol
(ap = 0,7 =1,...n) eltérd értékekre is. Az egyenlGséget derivalva
kovetkezik, hogy

Ozof(l) + lelf{ 4+ ...+ CJén_lf;L_l =0

aof" ™V +onfi"V 4 e Y =0
vagyis a
(2.3.2)
Jo () fi(z) fn1 (2) Qo 0
o () fi(x) no1(2) ay 0
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homogén linearis egyenletrendszernek a trivialistol eltéré megoldasa

kell legyen, tehat a determinénsa egyenlé nullaval.

2.23. TETEL. (i) Ha {fo, f1, ..., fn_1} rendszer linedrisan dsszefiiggd
akkor W(x) = 0.
(11)) Ha W (z) # 0 akkor a {fo, f1,- .., fu_1} vektorrendszer linedrisan
fiiggetlen.

BIzONYITAS. (ii) A apfot+aq fit+. . . 4an_1fn_1 = 0-bdl derivalassal
a (2.3.2) homogén linearis egyenletrendszerhez jutunk és ha a determinansa
nem nulla W (x) # 0, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldésa
van, a trividlis o = a3 = ... = a,,—1 = 0, vagyis a fiiggvények
linearisan fiiggetlenek. 0J

2.24. PELDA. Az {1, cos z, sin z} vektorrendszer linearisan fiiggetlen
1 cosz sin
mert W (z) = | 0 —sinz cosz | = sinz + cos’z = 1 # 0.
0 —cosx —sinx
Hasonléan az

{1, cos z,sin x, cos 2z, sin 2z, . . . , cos nx, sinnx}

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Az el6bbi példa esetében nem hasznalhatjuk a tételt ugyanis W(z) =

cos? x sin? z 2
—2cosx-sinx 2cosx-sinxz 0 | = 0, de a tétel nem rendelkezik
—2cos2x 2cos2x 0

mi torténik ha a Wronski-féle determinins nulla.
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2.25. TETEL. Ha {vy,vs,...,v,} vektorrendszer linedrisan fiiggd
<= az eqyik vektor felirhatd a t6bbi fiigguényében: Jvy u.h.

Vg = Z ;U;.
1=1
i 4k

2.26. PELDA. A (2.20) Példa (ii) alpontjanal szerepls vektorok

esetében: uy, = —2uq, wy = wy + ws.

2.27. ALLITAS. (i) A {0y, vy, ..., v, } vektorrendszer linedrisan fiiggd.
(17) A {v1,v1, 09, ..., 0.} vektorrendszer linedrisan figgd.
(1ii) Ha {v1,vq, ..., v, } vektorrendszer linedrisan figgetlen => {vq, ..., v, }
vektorrendszer is linedrisan filiggetlen.
(iv) Ha{vy, vy, ...,v,} vektorrendszer linedrisan fiiggd =—> {v1, v, ..., vp, w}

vektorrendszer is linedrisan fiiggd Yw € V.

2.28. DEFINICIO. A {vy,vq,...,u,}, v; € V vektorrendszert generatorrendszerne
nevezziik, ha Vw € V elGallithatd a v;, i = 1,...,n vektorok linearis

kombinaci6jaként.

2.29. PELDA. A {?}171}2,1}3}

(1) (3) ()

4
generatorrendszere (R?, +, -, R) vektortérnek. A w = ( . > € R?
vektor felirhato

w = 201 + 3vy — v, vagy w = v1 + 2vy — Qvs.
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Kiilonos jelentdségiik van az olyan generatorrendszereknek amelyek
segitségével egy tetszoleges vektor egyértelmien allithato elg. Ezek

az ugynevezett bazisok.

2.30. DEFINICIO. Egy (V) +, -, K) vektortér {vy,va, ..., 0.}, v; €
V' vektorrendszerét bazisnak nevezziik, ha linedrisan fliggetlen és

generatorrendszer.

2 1
2.31. PELDA. A v, = ( ) >, Vo = (2> vektorok bazist

alkotnak (R?, +,-,R) vektortérben.

Egy vektortérnek tobb bazisa is lehet; ezek koziil kiilondsen fontosak

az ugynevezett kanonikus bazisok.

2.32. PELDA. (i) A (R3, +, -, R) vektortérben {e, ez, €3} kanonikus

1 0 0
e1r=| 0 [,e2=]111],e=1|0
0 0 1

(17) Az (Mo (R), +, -, R) vektortérben { E, Es, Fs3, E,} kanonikus bézis

1 0 01 0 0 0 0
E1: 7E2: aE3: 7E4: .
00 0 0 1 0 0 1

(1ii) A (Pg,+,-,R) legfeljebb mésodfoki polinomok vektorterében
{1, X, X?} kanonikus bazis. Ugyszintén bazisa {1, (X —a), (X — a)g}
vektorrendszer.

(v) Az (F, +, -, R) valos fliggvények vektorterében a {1, cos z, sin x, cos 2z, sin 2x
rendszer bazist alkot.

2.33. TETEL. Ha B = {vy, v9, ..., v, } bazisa a (V,+, -, K) vektortérnek
akkor minden w € V vektor egyértelmiien irhato fel a B bdzis vektoraival
NVw eV, Jay,...,a, € K d.h. w=aqv; + ... + a,v,).
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B1zONYITAS. Mivel {vy,vs,...,v,} generdtor rendszer a linearis
kombinaci6juk el@allitja a w vektort w = ajv; + ... + a,v,. Az
egyvértelmiség bizonyitasahoz feltételezziik, hogy létezik egy mésik
felirasa a w vektornak: w = vy + ... + B,v,. Kivonva egymésbol az

egyenleteket kapjuk, hogy

0= (a1 —B1)v1 + .o+ (0 — Ba) U,
vagyis, a vy, ..., v, vektorok linearis fiiggetlenségét figyelembe véve

kovetkezik, hogy a; — 3; =0, i = 1,n. O

2.34. DEFINICIO. Ha egy w vektor felirhato a B bazisban mint
w = av; + ... + a,v,, akkor az aq,...,q, skalarokat a w vektor

koordinatainak nevezziik a B bazisban. Jeldlés: [w], = (a1 ag...ap)".

2.35. TETEL. Ha {vy,vs,...,v,} linedrisan figgetlen rendszer és
{uy, ug, ..., un } generdtorrendszere a (V,+,-, K) vektortérnek, akkor

n <m.
B1ZONYITAS. Feltételezziik, hogy n > m. Mivel {uy,ug, ..., up}

generatorrendszer a segitségiikkel elgallithatok az vy, . .., v,vektorok:

v1 = knur + kayug + .+ Kty

(233) Unp = k:lnul + anUQ + ...+ kmnum
A {vy,v9,...,v,} vektorok linearisan fiiggetlenek tehat
a1 +...+tav,=0=2a0=...=qa, =0,

majd behelyettesitve a (2.3.3) képleteket és u; szerint rendezve kapjuk,
hogy:

(arkin + ...+ ankiy) ur + o+ (Qikms + ..o+ ankipn) Uy = 0.
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Ha a fenti képletben az w; vektorok egyiitthatoi mind nulldk (nem
sziikségszert hiszen wu; vektorok nem linearian fiiggetlenek) akkor az
allitas igaz és a kovetkezd m-soros, n -oszlopos (m < n) homogén

lineéris egyenletrendszerhez jutunk:

Oélk11+..-+06nk1n =0

alkml —|—+Oénk'mn =0

Kovetkezik, hogy a linearis egyenletrendszer hatarozatlan tehat a
trivialistol (o; = ... = a,, = 0) méas megoldésa is van, ami ellentmond
a v; vektorok linearis fiiggetlenségének.

Az el6bbi tétel kovetkezményeként allithato, hogy: O

2.36. TETEL. A (V,+, -, K) vektortérnek minden bdzisinak ugyanannyi

vektora van.

2.37. DEFINiC10. Egy vektortér dimenzidjan a bazisban 16v6 elemek
szamat értjiik, jelolése: dim V.

2.38. PELDA. A 2.32. Példaban a vektorterek dimenzidja rendre
dimR3 = 3, dim My = 4, dim Py, = 3, dim F' = oo.

A nullvektorbol allo vektortér dimenzidja zérd: dim {0y} = 0.

a
2.39. PELDA. Legyen V = R valos vektortér és U = b | eR¥|e=0, =

c

b . Mint lattuk U résztere V -nek: U <g V, tehat vektortér.

0
Az U dimenzidja egyenld a bazisaban 1év6 vektorok szaméaval, ugyanakkor
a

barmilyen w = | b | € U vektor felbonthato (generalhat6) mint
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1 0 1 0
w=al| 0 | +0b| 1 |, és igazolhato, hogy 01,
0 0 0 0
1 0 0
linearisan fiiggetlen vektorok: ay | 0 |+ | 1 | =1 0 | =
0 0 0

a1 = agp = 0, tehat béazist alkotnak az U térben. Kovetkezik, hogy
dimU = 2.

Az eddigi eredményekbd az alabbi (vektorrendszerek kozotti) osszefiiggések

igazolhatok:

2.40. ALLITAS. Ha egy V vektortér dimenzidja n (dimV = n) és:

(1) ha a {vy, vy, ... ,v,} rendszer bazis (tehdt linedrisan figgetlen)
akkor a rendszerbdl vektorokat kihagyva linedrisan fiiggetlen rendszert
kapunk (ldsd Allitds 2.27 (iii));

(11) ha a {vy,ve,...,v,} rendszer bdzis (tehdt generdtor rendszer)
akkor a rendszerhez vektorokat hozzdadva generdtor rendszert kapunk;

(ii1) ha az adott térben (dimV = n) n vektor vy, vy ..., v, linedrisan

figgetlen, akkor a {vi,vs, ... v,} rendszer bdzis.

2 1
2.41. PELDA. Az M, térben dim My =4 és a A, = N

1 2 11 11

A= LA = LA = , vektorok linearisan
11 2 1 1 2

fiiggetlenek tehat { Ay, Ay, A3, Ay} béazist alkot. Az {As, A3, Ay} vektorrendszer

linearisan fiiggetlen, mig a {A;, Ay, Az, Ay, B} generator rendszer
VB € M.
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2.4. BAazis transzformacid

Ha (V) +, -, K) vektortér dimenzi6jan = dimV és B = {ej, ea, ..., e, },
illetve B’ = {¢€, €}, ..., el } két bazisa akkor:
(2.4.1)
ey = tyier +tares + ... +thie,

6/2 = tlgel + t22€2 + ...+ thQn

GQL = tlnel + tgneg + ...+ tnnen

2.43. DEFINICIO. A (t;;);,_, = T € M, (K) matrixot dttérési

vagy transzformécios matrixnak nevezziik (a B bazisbol a B’ bazisba).

2.44. TETEL. Ha [7], = (21,29, ..., )", illetve [x] 5 = (2, 2, ..., )"

eey n

eqy © € V wvektor koordindtdi (oszlop mdtriz) a B, illetve B’ bdzisban,
akkor

(2.4.2) (2] =T [2]p

ahol T az dllérést matlrix.

BI1ZONYITAS.
x
r=x1€1 + ... F e, = (€1 ... €) : = (e1...e,) [7] 5
xn
Ty
=i totae, = (e e) | | = (e e) [zl = (61 en) Tz
x/
(61 en) [x]B = (61 en) T [I]B’
=
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Mivel T attérési métrix két bazis kozott kovetkezik, hogy az
oszlopai linearisan fiiggetlenek, tehat a 7' matrix regularis (det(7") #
0) és létezik az inverze. Beszorozva a (2.4.2) képletet balrol T '-el

kapjuk, hogy:

(2.4.3) (2] =T " [7]5.

2.45. PELDA. (R?, +, -, R) vektortérben B = {e1,ex}, €1 = ((1))762 —
(5). illetve B' = {}, 2}, ¢ = (1), ep = (). s v = (3)).

1 -1
e = e1—2e, 6’2:—€1+3€2:>T:( 5 3 )

—1
r = —e+4dey, v =€)+ 2e vagyis [z]p = < ), [©] g =

Ellen6rzésképpen: [zl =T"[z]g .

Az alabbi eljaras segitségével egy (V) +, -, K) vektortér B = {ey, e, ..., €,}

bazisvektorait egyesével kicserélve 1ij bazist kapunk.

2.46. TETEL. [Kicserélési tétel] Legyen B = {ey, e, ....,en} eqy
(V,+, -, K), vektortér bazisa és [v]z = (21,20, ., zn) egy z € V
vektor koordindtdi a B bdzisban, vagyis © = x1e1+...+x6;+...+ T €,.
Akkor:

(1) ©; #0 < B* ={ey,e9,...,€i_1,T,€i11, ..., €, } vektorrendszer
bdzist alkot.

(i) Ha (y1,y2, - 4n)" = [Wlp s Wi ys un) = Wlp eqyy €V
vektor koordindtdi a B és B* bdzisokban, akkor

vi .

y* _ zi ) ] =1
J TiY;—T;Yi . .

L #

Tablazat alakban a tétel a kovetkezSképpen alakithato:
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T Y z Y
Ty —T1Y;
€1 T Y1 €1 0 ¢ o L
vi
o |[E — v AL
wn 0]
-C% % .§
M | | = |
) . ) ) . TiYiTTiYi
ej | T, Yj e |0 o
en In yn en O xiyn;iznyi

B1zZONYITAS. (i) Feltételezziik, hogy x; # 0 és igazoljuk, hogy

{e1,...,x, ... es} linearisan fiiggetlen.
aer+...+ar+...+a,e, =0

alel—i—...—l—ai(mlel—}—...+xiei+...+x3€3)+...+anen:O
(1 + yzy) ey + ...+ auie; + ..+ (a + ) e, = 0.

Mivel eq, ..., e, linearisan fiiggetlenek = (o + a;x1) =0, ..., q;x; =
0, ...(y + ayx,) = 0. A feltételezés szerint x; # 0 tehat a; = 0,
kovetkezik, hogy a1 = ... = a,, = 0.

(17) Egyfeldsl
Yy =1e1r + ...+ Y€+ ...+ yney
y=vyier+..+yiz+..+yre, =yier + ...+ vy (xier + ...+ xie; + .o+ Then) + o
e ynen = (Y Fyiz) en o+ (Yiw) €+ 4 (Y + YT e

és mivel a feliras egyértelmi = y1 = (v +yix1), .y = (YTi)yeesy

Yn = (Y, + yi ) vagy kifejezve yi = .. O

A lemma alkalmazésai: bazis ellenérzés, linearis egyenletrendszerek

megoldasa, matrix inverzének, illetve rangjanak a kiszamitéasa.

2.4.1. Bazis ellen6rzés
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. ) 2 1
2.47. PELDA. Igazoljuk, hogy vy = ) , Vg = 5 vektorok

3
bazist alkotnak a R? vektortérben. Fejezziik ki a w = ( 0 ) vektort

ebben a bazisban.
Az R? térben a kanonikus bazisbol indulunk ki By = {e;, ez}

1 0
ahol e¢; = 0 > as eg = ( . > . Ebben a bazisban a v, vy vektorok
felirdsa a kovetkezd
V1 = 261 + €9,V = V1 + 21)2,10 = 361

amit a tablazat oszlopaiba irunk

‘vl vg‘w ‘Ul Uz‘w ‘vl vg‘w
] 2] 1 3 2]
Seall2 1325wl 515 2§ ol 02
Do 12 OQ620—3 D o0 1|1

Az utolso téblazatbol kovetkezik, hogy {vi,va} vektorrendszer

bazis és ebben a bazisban w = 2vy + (—1) vs.

2.4.2. Matrix rangja A B = {vy, vy, ..., v,} vektorrendszerbdl
maximalisan kivalaszthato r linearisan fiiggetlen vektorok szamat a
vektrorendszer rangjanak nevezziik. Egymasmellé helyezve a v; € R™
oszlopvektorokat egy A = (vq |vo|...|v,) € M, matrixot kapunk
aminek a rangja rang (A) értelmezés szerint azonos az r vektorrendszer
rangjaval.

A matrix rangjara a kovetkezd allitasok igazak: r < min {m,n},
rang(A") = rang(A).

A kicserélési tételbdl kovetkezik tehat, hogy a métrix rangja egyenls

a maximalisan kivalaszthato f6elemek szamaval.
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1 -1 -2 0
2.48. PELDA. A = -2 1 4 -1
2 3 —4 5

vy, Vg, U3, Uy -Vel jelolve az A matrix oszlopvektorait a kovetkezs

béaziscserét eszkozoljiik a B = {ey, eq, €3} kanonikus bazissal:

V1 Uy U3 Uy ‘vl Vg U3 U4
Sea/llJ 120 Swuil -1 20
M2 1 4 -1 B el0 [-1] 0 -1

e3| 2 3 —4 5 es| 0 0 5

V1 Uy U3 Uy
é w1l 0 -2 1
[0 1 0 1

e/ 0 0 0 0

A tablazatokbol kitiinik, hogy csak kétszer valaszthatd féelem
tehat rang (A) = 2. A fGelemek kivalasztasabol kovetkezik, hogy v,
és vy linearisan fiiggetlenek és (az utolso két oszlopbol) vy = —2uvy,

illetve vy = vy + vs.
2.4.3. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

2.49. PELDA. Oldjuk meg az alabbi hatarozott linearis egyenletrendszert!

2v4+y =3
r+2y =0

Az egyenletrendszert felirhatjuk mint
2 N 1 3
x = ,
1) T 2 0

v+ Y- v =W,

vagyis
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1 3
ahol vy, = ) , Vg = ) ,W = 0 és a feladat visszavezetddik

a w vektor elGallitasara a vy, vy vektorok linearis kombinaciojaként.

Az el6bbi példaban ennek a feladatnak a megoldasa: 2v, + (—1) ve =
=2
w tehéat azonosithatjuk a megoldast: { v L
Yy =-
2.50. PELDA. Oldjuk meg az alabbi hatarozatlan linearis egyenletrendszert!

3x1—2x2—4x3 =2
—x1+3x9+1x3 =1

Az egyenletrendszert felirhatjuk mint
3 N -2 n —4 2
xr x €T — ,
! “\ 3 A1 1

T U1+ To - Vo + X3V3 = W,

ahol 3 =2 —4 2 és a
V] = , Uy = , U3 = LW =
! —1 2 3 s 1 1

feladat visszavezetddik a w vektor elGallitasara a vy, v, v3 vektorok

vagyis

linearis kombinaci6jaként.

(o (0 vg‘w ‘vl Uy V3 ‘w
Sea| 3 -2 425 ea|0 7 [ 5 =
Moepf|=1] 3 1|1 & oy |1 -3 —1]|-1

V1 Ug vg‘w
S0 =T 1|5
R oy |1 —-10 06
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Az utolso tablazatbol kovetkezik, hogy {vq, v3} bazis, v = —10v;—

7?]3 és

Y

—Txo+x3 = =5

ry— 10y, = —6
ahonnan zo = t jeloléssel kapjuk a x1 = —6410t, x5 = t, 3 = —5+7t,
t € R hatarozatlan megoldast.

2.51. PELDA. Oldjuk meg a (Z2,+, -, Zs) vektortérben az alabbi

egyenletrendszert:

2.4.4. Linearis programozas Egy asztalos miihelyben két terméket
gyartanak széket és asztalt és két alapanyagot hasznalnak: PAL
lemezt és deszkat. Egy szék eléallitasahoz 1m? PAL lemezt és 1m?
deszkat hasznalnak, mig egy asztal el6allitasahoz 1.5m?, illetve 0.5m?-

t. PAL lemezb6l 18,mig deszkdbol 8 m?van raktaron. Hatarozzuk
meg az optimalis gyartast ha egy széket 4 egységért, mig egy asztalt
5 egységért lehet értékesiteni!

szék | asztal raktar

r+ 32 <12

PAL lemez| 1 | 1.5 12 2Y =
deszk 1 | 05 8 Ty =8
esSzKa . x’y Z O

f =22+ 3y — max

bevétel 4 5)

2x + 3y <24
21 +y <16
z,y >0

f =4z + 35y — max

2.52. PELDA. Ahhoz hogy egy gyogykezelés hatasos legyen egy
betegnek 3 féle hatéanyagbol hy, he, hg, naponta legalabb 12,21, 60
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g -ot kell beszednie. A hatoanyagokat 2 gybgyszerben A és B -
ben talalhatok; az A -ban 1,3, 10 pug van a hy, he, h3 hatéanyagokbol,
mig a B gyogyszerben 6, 7,6 g ugyanazokbol a hatéanyagokbol. Ha
az A, illetve B gyogyszer egységara 5, illetve 18 akkor adjuk meg a
gyogyszerek optimalas adagolasat! (3.8,1.3) megoldas

A B
hi| 1|6 12
h2| 3| 7 21
h3 10| 6 60
f|5]18
( T+ 61’2 Z 12
3[L‘1 + 71‘2 Z 21
(P) 1021 + 625 > 60
T1,T9 = 0
\ f =5x1 + 18xy — min
Y1 + 3y2 + 10y <5
6y1 + Ty2 + 6ys <18
(D)
Y1, Y2, Y3 >0

g = 12y + 21y, + 60y — max



3. FEJEZET

Euklideszi terek

3.1. Skalaris szorzat

Legyen (V,+,-,R) egy valos vektortér.

3.1. DEFINICIO. Az (-,-) : V x V — R leképezést valos skalaris
szorzatnak nevezziik, ha Vu, v, w € V vektorokra teljesiilnek az alabbi
feltételeket:

(Ssz1) nemnegativ
(uyu) >0, (u,u) =0 < u=_0y;
(S5522) szimmetrikus
(u, v) = (v,u);
(5523) additiv
<u+vvw> = <u’w> + <U7w>;

(SSz4) homogén
(ku,v) =k (u,v).

Egy V vektorteret amelyen egy skalaris szorzat van értelmezve euklideszi
térnek neveziink. Jelolése (V, (-, -)).

3.2. PELDA. Az R” térben a (-,-) : R* x R* - R

(3.1.1) (u,v) = ugvy + ugvy + ... + Uyv, = Z wiv; = u'v,
i=1

42
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U (%1

u = : LU= : € R" leképezés teljesiti a skalaris szorzat

négy feltételét. Ezt nevezziik euklideszi vagy standard skalaris szorzatnak.
Az u = (-2,1,3) és az v = (2,2,1) vektorok euklideszi skalaris
szorzata (u,v) = —2-2+1-2+3-1=1.

Altaldnosabb skaldris szorzatot kapunk ha a (3.1.1) képletben a
tagokat stilyozzuk w; € R, i = 1, n stlyokkal:

(3.1.2) (u,v) = WUV + WallgVs + ... + Wy Uy Uy,

3.3. PELDA. Az M,,,,, (R) matrixok terében értelmezhets a kovetkezd

skalaris szorzat:

(3.1.3)

(A, By = a11b11 + aiabia + ... + amnbimn ZZGU ij = ATB)
=1 j=1

ahol A = (aw) L EMy (R), B= Z]” Y E My (R).

A:(l 2) < > )=1-24+2-0+3-
3 4

4+4-(-5) = —6.

3.4. PELDA. A legfeljebb n-ed fokt polinomok PP, terében értelmezhetd
a kovetkezd skalaris szorzat:

n

(314) <P, Q> = aobo + a1b1 + ...+ CLnbn = Z aibi,
i=1
ahol P=ag+a; X +...4a, X" €P,, Q=by+0X+...+b,X" € P,.
P=2-3X+4X% Q=1+3X = (P,Q) =2-1+(—3)-3+4:0 =
—T7.
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3.5. PELDA. A C [a, b] folytonos fiiggvények terében értelmezhetd
a kovetkezd skalaris szorzat:

(3.1.5) (f. ) = / f (@) (e)du
ahol f,g € Cla,b].

fg'[ﬂﬂ%R f(x) = sin
= f@)g(@)de= [T 5si
3.6. TETEL. Ha (-,-) : VXV — R egy skaldris szorzat és u,v,z €
V., k € R, akkor:
1) (u,0y) = (Oy, u) = 0;

(2), g(x) = cos (z) =
sin (2r) dr = —3 cos (2z) |*, = 0.

B1ZONYITAS. (u,0y) = (Oy,u) szimmetria. (v,u) = (v,u) =
(v,u) — (v,u) =0 = (v,u) + (—v,u) =0 = (v —v,u) = 0 =
<Ov,u> = 0.

(U, v+ w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w) , stb. O

3.2. Norma, tavolsag, szog

3.7. DEFINICIO. A (V,(-,-)) euklideszi térben egy v € V vektor
norméjan az alabbi értéket értjiik:

(3.2.1) o)l = v/,
Egy egység hosszusagu vektort(||u|| = 1) egységvektornak neveziink.
3.8. DEFINICIO. Két vektor kozotti tavolsag (metrika):

(3.2.2) d(u,v) = ||lu—v|.
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3.9. PELDA. v = (=2,1,3) = |v|| = VA +1+9 =14, A =
1 2

( ):>||A||:\/1+4+9+16:\/30.P=2—3x+5m2:>

3 4
IP|| = VA+9+25 =38 u=(1,1,5"= d(uv) = |u—v| =
1(3,0,2)|| = vVO+0+4=V13.

3.10. TETEL. A norma tulajdonsdgai:

(V1)
lull >0 és |lul| =0 < u=0y;
(N2)
[Eull = k] - flull
(V3)

lw + ol < Jlull + o

3.11. DEFINICIO. Egy V vektorteret norméalt vektortérnek neveziink,
ha értelmezve van rajta egy norma ||-|| : V' — R mely rendelkezik az
(N1),(N2),(N3) tulajdonsagokkal.

A fenti tétel értelmezésként is hasznalhato.
Egy tetszéleges u vektorbol tigy kapunk egy vele azonos irdny,

egységvektort ha elosztjuk u-t a normajaval:

(3.2.3) e=——u.

Valoban |e|| =

1l =
Ju]

3
3.12. PELDA. u = ( > — o= L1y =

ot
Y
-~ w
SN—
I
VY
Tt ot
SN—

3.13. TETEL. A tdvolsdg (metrika) tulajdonsdgai:
(D1)
d(u,v) >0 ésd(u,v) =0 < u=uv;
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(D2)
d(u,v) =d(v,u);

(D3)
d(u,v) <d(u,w)+d(w,v).

3.14. DEFINiC1O. Egy H halmazt metrikus térnek neveziink ha
értelmezve van rajta egy d : H x H — R tavolsag (metrika) mely
rendelkezik a (D1),(D2), (D3) tulajdonsagokkal.

3.15. PELDA. A skalaris szorzat, illetve norma tulajdonsagait

felhasznéalva:

o szamitsuk ki:

(u+2v,3u — 4v) = (u, 3u — 4v) + (2v,3u — 4v) =
(u, 3u) + (u, —4v) + (20, 3u) + (2v, —4v) = 3 (u,u) — 4 (u,v) + 6 (v,u) — 8 (v, v) =
= 3 ||ull* + 2 (u, v) — 8][v|1%;
e igazoljuk a paralelogramma egyenlGséget:
|z +yll* + |z — ylI* = 2[|z)* + 2 |y|>
3.16. TETEL. (Cauchy-Schwarz)

(3.2.4) [(u, )| < lull - lv]].-

B1zoNYITAS. Ha u = Oy akkor igaz az egyenlGség. Feltételezziik,
hogy u # Oy és legyen t € R, =

0 < (tu+v,tu+v) =t* (u,u) + 2t (u,v) + (v,v) = at® + 2bt + ¢

ahol a = (u,u),b = (u,v),c = (v,v). Mivel a méasodfoku fiiggvény

nemnegativ = a diszkriminansa A = b? — 4ac < 0 vagyis

4 (u, ) — 4 (u,u) (v,0) <0 = |(u,v)] < {u,u) (v,v).
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A tételbdl kovetkezik, hogy:
< )y
[[ull - [|o]
3.17. DEFINiC1O. Ha u,v # 0Oy egy V euklideszi tér vektorai,

akkor a kozbezart szogiikon azt a ¢ € [0, 7] szoget értjiik, amelyre

()
Tl ol

3.18. PELDA. u=(1,2,3),v = (~2,1,2) = (u,v) = 6, |[u| =

V14, vl =3 = cos () = 57

(3.2.5) cos ()

Ha a bezirt szog ¢ = 7, akkor a vektorokat ortogonélisnak

nevezziik (jel. uLlv). Ebben az esetben cos (¢) = 0.

3.19. TETEL. Egy (V,(-,-)) euklideszi térben az u és v vektorokat

ortogondlisak ha
(3.2.6) (u,v) = 0.
Az {e1, eq, ..., e,} vektorrendszert ortogondlisnak nevezink ha e; L e;,
Vi # .
3.20. PELDA. u = (3,-1,0,2), v = (1,2,5,—3) = (u,v) =0

(euklideszi skalaris szorzat)=—= u L v.

2 - 2
A= ; , B= 0 — (A,B)=0= A1l B.
0 1 4 6
P=2-X+3X2 Q=445X - X>= (P,Q)=0= P L Q.

1 0 —1
3.21. PELDA. Ha e1 = 0 , €y = 1 , €3 = 0
1 0 1

akkor {ey, eq, e3} ortogondlis vektorrendszer R? vektortérben. A P,

vektortérben az {1, X, X%} egy ortogonalis vektorrendszer (bézis).
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3.22. PELDA. A folytonos fiiggvények esetében néhany fontosabb
ortogonalis rendszer: Fourier={1, cos x, sin z, cos 2x, sin 2z, ...} a C' [—m, 7]
vektortérben, Legéndre={1,z, 5 (32% — 1), (52* — 3z) , & (352" — 302* + 3) , ...}
a C'[—1,1]-ben, Csebisev={1,,22% — 1,423 — 3z,82* — 822 + 1,...}
a C'[—1, 1]-ben, stb.

3.23. PELDA. Pitagorasz tétel
2 2 2
rly < o +yl” = llzl”+ llyl™-

A merdlegességi feltételbdl kovetkezik, hogy (z,y) = 0, tehat ||z + y||* =
(@ +y.x+y) = (e,y) +2(y) + () = ]+ Jyll*

3.24. TETEL. Ha a{ey, ..., e,} vektorrendszer ortogondlis (ei # 0y, 1 = L_n),

akkor linedrisan fliggetlen.
B1zONYITAS. Ha
1] + ases + ...+ ape, =0
akkor ki kell mutatni, hogy oy = ay = ... = 0. De Ve;-re
0=1(0,6;) = (v1e1 + ages + ... + anén, €;) =
= (e1,6;) + ag {eg,€;) + ... + (€, €;) + ... + i (€n, €:) = ; (€5, €;)
és mivel (e, e;) > 0 (e; # Oy) kovetkezik, hogy a; =0, i =1,n. O

3.25. DEFINICIO. Egy vektorrendszert ortonormaltnak neveziink

ha a vektorok ortogonalisak és egység hosszlisdguak:

1, 1=

(3.2.7) {aq1,...,qn} ortonormalt <= (g;,q;) = 9d;; = R
0, 1#

3.26. DEFINICIO. Egy

(3.2.8) Q= (q1la2 |- [an)

maéatrixot ortogonalisnak neveziink ha oszlopai ortonormalt vektorok.



3.3. GRAM-SCHMIDT ORTOGONALIZACIO 49

3.27. PELDA.
010
(1) P=| 1 0 0 | permuticiés matrix.
001
0 —sind
(2) Ry = C?S S f-sz0gt forgatas
sinf  cos#
1/vV2 0 —1/v2 4/5 0 —3/5
BQe=| 0 1 0 , Q=1 0 1 0
1/vV2 0 1/V2 3/5 0 4/5
1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1
4P =L A=1
@ V2 ( 1 -1 > 1 11 11
1 -1 1 -1
Adhemar

3.28. TETEL. Ha Q) ortogondlis akkor
QT ) Q = In

3.29. KOVETKEZMENY. Ha @ € M, (R) ortogondlis akkor:
a)det QT det Q = 1 = det Q = +1.
b Q= Q.

3.3. Gram-Schmidt ortogonalizaci6

3.30. TETEL. Minden valds euklideszi térben létezik eqy ortonormdlt

bazis.

B1ZONYITAS. Legyen B = {ey,...,e,} egy bazis az n dimenzids
/

V' vektortérben. ElsG lépésben egy B’ = {e,...,e,,} ortogonalis

o Cpy

bézist hozunk létre, majd normalési eljarassal létrehozzuk a B” =
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{q1, 2, ..., gn} Ortonormalt bazist.
e = e
(3.3.1) ey = ey + ae)
ey = e3+ fey+ e

(3.3.2)

ahol a—t ugy hatarozzuk meg, hogy ¢, L €}, vagyis (€}, ¢}) = 0 <=
(ea + e, €]) = 0 <= (e9,€)) + a (€], e]) =0 =
_<€276'1> _ _<€27€'1>
(ehel) el
A pés vt oaey L o€, illetve e L e, merdlegességi feltételekbdl
hatdrozzuk meg. (e5,e)) = 0 <= (e3+ pe, + e}, e)) = 0 <
<%£9+5§éﬁg+7®bé>zozﬁ

=0

<63,€/1> _ _<€37€€L>

(€1, e1) leq I”

Hasonloan (e, eh) = 0 <= (e3 + fe, + vel,eh) = 0 <= (es,€h) +

B ey, eh) +v el ep) =0= f = —
=0

=

<€3,€’2>

2 .
/
e

8= _<€3>€,2> _ _<e3uel2>
(€3, €3) leal”

Az €, ..., el vektorokat hasonldan szamitjuk ki.

A normaélashoz a (3.2.3) eljarést alkalmazzuk, vagyis:

_ 1 e’ — ¢! 1 e’
D= 27 e 2|| S AT
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A Gram-Schmidt eljarasbol kovetkezik, hogy g, meréleges az {eq, ...,ex_1}, k >
2 vektorok altal alkotott hipersikra

q2 L lin(er),qs L lin(er, e2), ..., qr L lin(ey,...,ex—1)
vagy sajatos esetként

(333) q2 1 €1,

a L ey, .qr Lep 1.

1 2
3.31. PELDA. Ha B = {vy,vg,v3} aholv; = | 1 | ,vy = ( 0 |,v3=
0 0
1
2 | ,akkor B = {v], v}, v4} ortogonalis bazis ahol v} = | 1 |, v} =
0
1 0
-1 |, =10 |.B" = {q1,q,q3} ortonormalt bazis, ahol
0 3
1 1 0 0
CJ1=\/% 1 7922\/% -1 [,¢s=3]10|=]0
0 0 3 1

3.32. PELDA. A B = {f1, fo, f3} = {1, X, X?} bézisra alkalmazva
a Gram-Schmidt ortogonalizalasi modszert (a V = C'[—1, 1] térben)
a kovetkez6 bézist kapjuk: B = {f{, f3, fi} = {1,X,X? -3} . Ha
a fiiggvényeket fi (1) = fo(1) = f3(1) = 1 eljarassal normalizaljuk
akkor a Legéndre-féle ortogonalis fiiggvényeket kapjuk (lasd a (3.22)
példat).
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3.4. Alkalmazasok

3.33. TETEL. Ha a 'V euklideszi vektortérben {qi, ..., ¢, } egy ortonormdlt
bazis, akkor Yu € V' vektor kifejezhetd az aldbbi alakban:

(3.4.1) u=(u,q1)q + (u,q2) g2 + ... + (U, qn) .
B1zONYITAS. Mivel {qi, ..., ¢, } bazis kovetkezik, hogy u felirhato
U= 1q1 + Qaq2 + ... + OpQn.
Kimutatjuk, hogy o; = (u,¢), i = 1,n. Minden g;-re
(u, i) = (1q1 + a2qa + ... + G, @) =
= a1 (qu, @) + 2 (2, i) + - + i (Gis @) + o+ W (G, @) =
= a; (g, ;) = .
O

A (3.4.1) képlet segitségével egyszertisodik egy vektor felirasa egy

adott bazisban.

4/5

3.34. PELDA. Ha B = {q1,¢q2,q3} ahol ¢ = 0 , @@ =
3/5

0 —3/5 1

1 1,q¢= 0 ésu= | 1 | akkor

0 4/5 1

(w,qu) = T7/5, (u,q2) = 1, (u, q3) = 1/5,

tehat

7 +q2 + L
U= - —qs3.
591 q2 5@3

3.4.1. QR faktorizacié Legyen A € M,,, (R) egy matrix melynek

oszlopai A = (uq |ug |... |u,, ) linearisan fiiggetlenek és legyen {q1, g2, ..., ¢n }
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az A oszlopvektorainak egy ortonormalt rendszere, illetve Q = (q1 |g2 |
az (oszlop)vektorok altal alkotott ortogonalis matrix.
A 3.33 tételbdl kovetkezik, hogy

up = (u,q) @+ (U1, q2) @2 + oo+ (U1, Gn) Gn
Uz = <u27Q1> ¢+ <u27q2> g+ ...+ <u27Qn> An

Up = <un7 ql) q1 + <un7 Q2> q2 + ...+ <un7 qn> 4n

vagy matrix alakban:

(ui,q) (ug, q1) oo Uy 1)
| 1) = (g | g | %) () ()
@) () )
Ha R-el jeloljiik a
(ui,q1) (uz,q1) oo (Un,qu)
R (ulicm (u2, g2) (Un, G2)
i) (e an) - i)

matrixot azt kapjuk, hogy A felbonthaté mint:
A=QR.

Figyelembe véve az (3.3.3) Osszefiiggéseket kovetkezik, hogy az R
matrix atlo alatti tagok nullak:

(ur, 1) (u2,q1) o (Un, q1)

(3.4.2) R = 0 <u2’ q2> <un> Q2>

0 0 coe Upy Q)
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vagyis R egy fels6-haromszog métrix.

3.35. TETEL. Ha A € M,,, (R) egy mdtriz melynek oszlopai linedrisan
fiiggetlenek, akkor az A mdtriz felirhato

(3.4.3) A=QR

mdtrix szorzatként, ahol QQ € M,,, (R) egy ortogondlis mdtriz és R €

M., (R) egy felsé-hdaromszog mdtriz.

3.36. PELDA.

A:

—_ = =
)

0
0 | =QR
1

1/V3 =2/v6 0 3/V3 2/v3 1/V3
Q=1 1/V/3 1/v6 -1/V2 |,R= 0 2/V6 1/V6
1/vV3 1/V/6  1/v2 0 0 1/V2

A QR faktorizacios modszerrel Az = b egyenletrendszert
QRxr =10
ahonnan a
Rx = Q',

(Q71 = Q) fels6-haromszog egyenletrendszert kapjuk amit visszahelyettesitési

modszerrel megoldunk.

r1— To+ 2.773 = -1
3.37. PELDA. r1+ 2x0+ 2x3= 5
—ZL’1—|— ZL’2+ 3$3 = —4
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1 -1 2
Az A= 1 2 2 | matrix A= QR felbontésa
-1 1 3

V3 —1/V6 1/v2\ (3/V3 0 1/V3
A=1 1//3 2/vV6 0 0 6/vV6 5/V6 |,
—1/v3 1/v/6 1/2 0 0 5/V2

ahonnan az Rr = Q'b egyenletrendszer

A=
megoldasat visszahelyettesitéssel oldjuk meg: x5 = —1, 29 =2, 11 =
3.
3.4.2. Fourier sor AV = C[—m7, x| folytonos fiiggvények vektorterében
a {1, cosx,sinz, cos 2x,sin 2z, ..., cosnx,sinnz, .. .} fliggvények ortogonalisak

iy
/ cosnz -sinmxdr =0

—T

™
/ cosnz -cosmxdr =0

—Tr

T
/ sinnz -sinmxdx =0

117 :/ ldx =27

|cos nz||* = ||sinmz||* = =

ha m # n. A norméjuk

tehat { fl 5 cos, f sin x, \f cos 2z, — 7 sin2z, ..., f cosnx, f sin nx, }
ortonormalt bazis. Barmilyen f € C [—m, 7] fiiggvény felirhato ebben
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a béazisban

1
cos2x +c4—=sin2x + ...

VT

1
flx) = 4+ ¢cj—=CosT + cop—

Wt v

1
o+ czn,lﬁ COSNIT + Cyp,—=SINNT . ..

N

ahol az egyiitthatokat a (3.4.1) képletbdl szamitjuk ki:

1 1 i
Coz<f,\/%>:\/%/;ﬂf(l’)d$
Col—1 = <f,%coskx> = %/W f(z) - coskx dx
Col = <f,%sinka:> = %/ﬂ f(z) - sinkz dx.

Behelyettesitve a kovetkezd felirast kapjuk

sinx + c3

1
Jr

(3.4.4)
f(:zc):%—|—alcos:v+blsinx+agcos2x+bgsin2x+...
..—i—ancosnx—l—bnsinnx...:%+Z(akcoskx+bksinkx)
k>1
ahol
L[ faya
ap = — x) dx
0= B
1 vy
(3.4.5) ak:—/ f(z) - coskx dx
m —T
1 /™ .
by = — f(x) - sinkx dx.
7r —T7

A (3.4.4) az f fiiggvény sorfejtése a (3.4.5) Fourier egyiitthatokkal.

3.38. PELDA. f(z) ==z, z € [-m, 7).
Mivel x - cos kx paratlan fliggvény ezért a = % ffﬂ x-coskxdr =

0, Vk > 0. Ugyanakkor z - sin kx paros fiiggvény tehat b, = 1 [7 -
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sinkrdr =2 [T asinkrde = 2 ((a=22) [T + 1 [T (= coskz) dz) =
k41
2 (HT”> = (=) 2. Tehat az f fiiggvény Fourier sorfejtése a

kovetkezo:
1
f(z) =2sinz — sin 2z + gsinihj — Esinélx + gsin5x — ...

Az alabbi abran az f az egy, két, stb tagu ( f1, fo,- .., fio ) kOzelitése
lathato.




4. FEJEZET

Linearis transzformaciok

Legyen (V,+,-, K) és (W, +, -, K) vektorterek.

4.1. DEFINICIO. Az f : V — W leképezést linearis transzformacionak

vagy homomorfizmusnak nevezziik, ha Vx,y € V, Va € K-ra az f
o additiv (Osszegzl) azaz
flaty)=f@)+f):

e homogén azaz

flax) = af (z).
A lineéris transzformaciok halmazat Hom (V,W) ={f:V — W |f = lin.

vel jeloljiik. Ha V' = W akkor f-et endomorfizmusnak nevezziik
és a halmazat End (V)-val jeloljik.

Az f additivitasa és homogenitésa az alabbi egyenlGséggel ekvivalens:
flax+ By) = af (x) + 61 (y)
Ve,y € V,Va, p € K.

4.2. PELDA. (1) [ R =R, f(z)=—a1+ 21, 2= () €
R2.

g:R?’%Rz,g(x):(il:f),x: zy | €ER?
(2) D:C'[a,b] = C%[a,b]R, D(f)=f".
(3) I:C°[a,b] = C'[a,b], I(f)= [’ f(x)dx.

58
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4.3. PELDA. Geometriai transzformaciok a sikban f; : R? — R
1
x = :
T2

T
e identikus transzformacio: fi (z) =z = < ! )

T2
T
o tiikkrozés az elsd tengelyre fo (z) = (
e vetités az elsG tengelyre f3 (x ( )
o tiikrozés az elsG-szogfelezbre fy (x) = )

léptéek valtas (K > O-paramétert skalazas, k > 1 nagyités,
]{Zﬂfl

k € (0,1) kicsinyites) s (x) = kx = (

kl’g

0 — easind
o forgatas (0-szogll) Ry (z) = ( zl (;)ITQ + :ff(l)ze >
1 2

4.4. TETEL. Ha f:V — W linedris transzformdacio, akkor:

(1) f(Ov) = Ow;

(2) f(=z)=—f(2);

(3) L<kxV = f(L) <k W;

(4) {z1,...,x,} dsszefiiggd vektorrendszer = {f (x1), ..., f (zn)}

i1s 0sszefiiggd vektorrendszer.

B1zONYITAS. (1) f(Oy) = f(0-v)=0- f(v) =0w, (2) f(—2) =
FU(=1)-2) = (=1)- f(x).

(3) x1,09 € L =x1+29 € L= f (21 +12) = f(21)+f (x2) € W,
re€l=arel= flar)=af (x) e W. O
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4.5. DEFINICIO. Az alabbi halmazokat az f : V — W linearis

transzformacié magterének, illetve képterének nevezziik:

(4.0.6) ker f={z €V [ f(z)=0w}=f"({0w}),
(4.0.7) Imf={yeW|JzeV:y=f(x)}.
4.6. PELDA. (1) f: R® = R f(x) = (ml :“ ) =

zo | € R3 linearis transzformécio =

T3
ker f = {(331>$2,373)t€R3

) e

(2) f:R* = R? f(x)z( 0 ),x:<x1>€R2 (vetités a

X2 T2

X2

{( xol ) | 21 € R} —elsé tengely.

xl ’ .
Imf = {(z;) < R2 | 3 ( . ) € R2 - (ZZJJ;) = (3502) } —masodik
tengely.
(3) D

méasodik tengelyre) = ker f = 1 ) c R? ‘ f(x) = (8) } _

4.7. TETEL. Ha f:V — W linedris transzformdcio akkor
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(1)
ker f <g V; Imf <x W.

(2)
dimker f +dim Imf = dim V.

B1zONYITAS. Ha z,y € ker f akkor f(z) = 0, f(y) = 0 és az
additivitasbol f(x +y) = f(z) + f(y) = 0, tehat x + y € ker f.
x € ker f akkor f(x) = 0 és a homogenitasbol f(azx) = af(x) =0,
kovetkezik, hogy ax € ker f, a € R. [

A magtér dimenziojat (dimker f) az f linearis transzformécio
nullitdsanak, mig a képtér dimenziojat (dim Imf) az f rangjanak

nevezzik.

4.1. Izomorfizmus, linearis transzformaciék kompoziciéja

4.8. TETEL. Ha f:V — W linedris transzformdcio akkor:
(1) f injektiv < ker f = {0y };
(2) f szirjektiv < Imf = W.

BIZONYITAS. (1)” =7 A 4.4.Tétel (1) pontjabol = f (0y) = Oy,
tehat 0y € ker f. Feltételezve, hogy létezik még mas eleme is ker f
-nek: z (# 0y) €ker f, mivel f injektiv = f(x) # f (Oy) = Oy tehat
x ¢ ker f.

"= Legyenrye Vi Fy=>r—-y# 0y = fr—y) # 0w
(kiilonben ker f egy nem-nulla vektort tartalmazna) = f (z)— f(y) #
Ow, tehat {z £y = f(x) # f(y)}, vagyis f injektiv. O

4.9. DEFINiIC10. Haaz f : V' — W linearis transzformécié bijektiv
leképezés akkor izomorfizmusnak nevezziik. Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy V' izomorf W térrel és V = W-el jeloljiik (gorogiil
izo—azonos, morph=alak). Ha f bijektiv és V' = W akkor f-et

automorfizmusnak nevezziik és a halmazat Aut (V')-val jeloljiik.
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0 1
4.10. PELDA. 1. f R} = R3 f(x)=| 2o |, 2= 2o | €
T3 T3
o
R3 nem injektiv mert ker f = 0 ||a€R ) #0gs
0

4.11. TETEL. Ha (V,+,-, K) vektortér dimenzidja n = dimV,
akkor V = K™,

B1zONYITAS. Ha B = {ej,es,...,e,} a V vektortér egy bazisa

akkor Vv € V egyértelmiien irhato fel a bazisvektorok linearis kombinacidjaként:

V= Q€] + Qs + ... Qpe,.

aq
Az f:V — K" f(v) = : leképezés bijektiv, tehat V =
Qn
K™, O
a1
412. PELDA. f : My (R) — RY, f(A) = | “? | ahol A =
a1
22

< du ) bijektiv leképezés, tehat Mo (R) = R*.

Q21 G22
4.13. DEFINICIO. Az f; : U — V, fo : V. — W fiiggvények
kompoziciojan a
foo fr: U= W (fa0 fi) (z) = f2(fi(z)), z €U,

leképezést értjiik.
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4.14. TETEL. Ha f1, : U =V, fo : V. — W linedris transzformdciok

akkor a kompozicidjuk fy o f1 is linedris transzformdcid.

B1ZONYITAS. Additivitds: (foo fi) (x+vy) = fo(fi(z +y))
o (fi(2) + i) = fo (fs (@) +fo (f1 (W) = (f20 f1) (x)+(f2 0 f1)
Homogeénitas: (f2 0 fi) (ax) = fo (fi (ax)) = f2 (afi (z)) = af2 (fi
a(fzo fi)(z).

4.15. DEFINICIO. Ha f : U — V bijektiv akkor az inverze = :
VU (fof™)=idy, (f~'of)=idy.

y) -
) =

D/\

0 — z9sin6
4.16. PELDA. Az Ry : R* —» R? Ry (z) = < ¥1COSU — Tp 81N )

x18in @ + x5 cos 6
théta szogi forgatas inverze a (—0) szogi forgatas: R,' = R_,.

4.17. TETEL. Ha f1 : U =V, fo : V. — W linedris transzformdciok
bijektivek akkor a fy o f1 : U — W kompozicidjuk is bijektiv és
(fao fr) ' =fito fit.

4.2. Linearis transzformacidok matrixa

2
4.18. PELDA. Az f : R® - R? f (z) = T transzformaciot
T — 2?[72 + 31’3

X
2 0 1
a kovetkez6képpen lehet megadni: f (z) = < ) Ty |, 7€

1 -2 3
T3

R3 vagyis
(4.2.1) fx)=A x,

2 0 1 . 3 i
ahol A = L Tetsz6leges © € R° vektor esetében a
(4.2.1) képlet ekvivalens az alabbi egyenlGséggel
(42.2) [ (@)lp, = Al .
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ahol [z] By, letve [f (x)] B, 82 T, illetve f (x) vektorok koordinatai

a Bps, Br2 kanonikus bazisokban.

Az A matrixot az f lineéris transzformacio- kanonikus bazisoknak
megfelel6- matrixanak nevezziik.

Altalanosabban, ha (V, +, -, K) és (W, +, -, K) vektorterek, dim V =
n, dimW = m, By = {v1,...,v,}, Bw = {wy,...,w,} bazisok az

adott terekben és f: V — W linearis transzformécio, akkor

f (’Ul) = a11W1 + a21W2 + ...+ A1 Wiy,

f (’Ug) = A12W1 + A29W2o + ...+ A2 W,

<
f(vn) = arpwy + agpws + ... + Ay,
(4.2.3)
a1;  Aa12 Q1n
Q21 A22 Q2n,
(f (1) fo(v2) - flon)) = (w1 wa ... wp)
Am1  Am2 Amn

4.19. DEFINICIO. Az A = (a;;),[] L) € My, (K) métrixot az

f linearis transzformaciohoz hozzarendelt matrixdnak nevezziik a

By,Bw __
Af

By, By bazisparban. Jelolés: A = = [flBy By -

4.20. TETEL. Minden f : V. — W (dimV =n, dimW =m)

linedris transzformdcichoz eqyértelmiien rendelhetd hozzd eqy mdtrix:

Hom (VW) = M, (K).

A (4.2.2) képlet altalanositasakent felirhatjuk, hogy:

(4.2.4) [f @)y, = By 5y - 2], 5



4.2. LINEARIS TRANSZFORMACIOK MATRIXA 65

ami lehetdséget ad arra, hogy fiiggvény (linearis transzformécio) kiértékelés

helyett matrix szorzatot hasznaljunk.

2
4.21. PELDA. [:R* = R? f(z) = ntomo)
xr1 — 21’2 -+ 31’3

(1) Brs = {ei1,ea,e3}, Bre = {e€},e5} kanonikus bazisok—-
f(el> = (?) = 26/1 + 16/27 f (62) = (BQ) = 06,1 - 26/27 f(e?)) -

2 0 1
(:1,)) = lé} + 3¢e,, = [f]R;;’Rg = < ) . Egy x =

1 -2 3
1
2 | vektor képét (a kanonikus bazisparban) fiiggvény
3
kiertkeléssel: f (1) = ( 2143 > _ ( 5 ) _
1-2-243-3 6

be1+6es, vagy a (4.2.4) képletnek megfelelGen matrix szorzattal

1
2 1
szamithatjuk ki: ( 0 ) 2 | = ( o ) .
1 -2 3 6
3
1

(2) By = {v1,v9,v3}, By = {wy, wy} bazisok aholv; = | —1 |,
0

-1 0
0 5 1 2
V. = V' = w — w f—
2 s U3 ) 1 1 ; W2 1
1 1

= f (Ul) = (?’)) = ?w1+§w27 f (02) = (_21) = %‘:’wl—i—%wg,
-5
fvs) = (1) = 1w + 0w, = [fls, B, =

|
wlo wlg

1
0

L= o::l
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1 2
Azz=| 2 | =2v +1vg+2v3 ([2]g, = | 1 |) vektor
3 2

képének a koordinatait (a By, By bazisparban) fiiggvény

2-1

kiértékeléssel: f(z) = 3 _(°) =
1-2-2+3-3 6

7

—fwy + Fw,, vagy a (4.2.4) képletnek megfelelSen matrix
2
= , .
0 5 5

r1c0860 — xo9sind )
xr =

| |
W~
o

=l

szorzattal szamithatjuk ki: (

wlot Ww
olm wl'

4.22. PELDA. Ry : R? — R?, Ry (z) = .
x18in 6 + x5 cos b

€

6 —sind
, Brz = {e1, e2} kanonikus bazis = [Ry|p: p» = < o8 i ) :

Ta sinf cos6

Egy P (3,2) pont koordinatait az Ry transzformacioé kovetGen (pl.

3
= T -re) fiiggvény kiértékeléssel szamithatjuk ki: Ry (( 9 )) -

0
3 T 2 s ﬁ
< cos 7§ sin — 5\[ , vagy a (4.2.4) méatrix szorzattal:

™

sm T 1+ 2cos 1

T V2
cosy —sinZg 5 i e
= , tehat a P pont 0§ = T szogd
( sin % COS z M P 4 &
2

pontot eredményezi.

Ié

forgatasa a P’ —,

2 2

4.23. PELDA. A D : P3 — Py, D (ao + a1 X + (12X2 + CL3X3) =
ar + 2a;X + 3az3X? (derivalasi) transzformicié matrixa a Bp, =
{1, X, X? X3} Bp, = {1, X, X?} kanonikus bazisokban a kivetkezs:

(Dl 5, = . Egy P =5+4X +3X2 —2X3 € P,

o O O
O O =
S NN O
w o O
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t
polinom koordinatéi a kanonikus bazisban [PLBP3 = < 5 4 3 =2

A P polinom D—transzforméltjanak a koordinétait a (4.2.4) képlettel

5
010 0 4
szamithatoki: | 0 0 2 0 . | = 6 |,vagyis D (P)=
000 3 6
-9

446X — 6X?% ami leellendrizhetd klasszikus derivalassal.

4.24. PELDA. [ : P [X] — R?, f(P) = (5((11)) ), Bp, =

1 11
{1, X, X?}, Bge = {e1, ez} kanonikus bazisok=- [f]p, > = 01 9 ) :
4.25. TETEL. Ha az f : U — V, illetve g : V. — W linedris

transzformdciok, akkor a go f : U — W linedris transzformdcichoz
hozzdrendelt mdtriz eqyenld a g, illetve f transzformdciokhoz hozzdrendelt
mdatrizok szorzatdval:

(4.2.5) [go f]BU,BW = [Q]BV,BW ) [f]BU,BV :

4.26. PELDA. Ha f, g : R? — R? f—els6-felezs szerinti tiikrozeés

01
f(x) = (xQ ) = < Lo ) (2) és g=vetités az Oy tengelyre

0 00 . (=
g(a:)z( >:<O 1>(m2)ah01x—<$2),akk0r

T2 0 0 0 1
(gof)(x)zg(f(w))zg«xl )) :(zl ) _ ( ' ) ()

A B kanonikus bazisokban hozzarendelt métrixot a (4.2.5) képletbdl
is kiszdmithatjuk:

00 0 1 0 0
[Q]B,B'[f]B,B:<0 1)(1 0>:<1 0>.
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4.3. Endomorfizmus matrix valtozasa baziscsere esetén

Legyen (V,+,-, K) egy n dimenzios vektortér, f : V — V egy
endomorfizmus, x € V egy vektor V-b6l és y € V ennek képe az f

linearis transzformaéacion keresztiil:

(4.3.1) y=f(x).

Az f-hez tartoz6 matrix fiigg a kivalasztott bazisoktol. Legyen B =
{v1, .., vn}, B ={v],..., v} a V vektortér két bazisa.

I T Y1
Jeloljiik [z]; = : |z = :  illetve [y] 5 = : Jylg =
Tn T, Yn
Y
-vel az x és y vektorok koordinatéit a B, illetve B’ bazisokban,
Yn

¢s A= [flgp, D = [f]p p-vel a linedris transzformaci6 matrixait a
két bazisnak megfelelGen. Akkor a (4.3.1)-bdl kovetkezik, hogy

(4.3.2) g = [ﬂB,B (] vagy [ylp = Alz]p,

illetve

(4.3.3) Wlp = g s [2]p vagy [yl = Dlzlp -

T = (tij); j_4-vel jelolve a két bazisnak megfelel6 attérési métrixot,

felirhatjuk, hogy:
[2]p =T [x]p g =Ty
Felhasznalva a (4.3.2) és (4.3.3) képleteket kovetkezik, hogy:
Azl =Tylg = AT [z]g =TD [z] 4

vagyis
AT =TD,
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ahonnan

D =T 'AT.

4.27. TETEL. Az f € End(V) -hez tartozé mdtriza B — B’

bdziscsere esetén a kévetkezdképpen alakul:

(4.3.4) flp s = T NesT,

ahol T a B, B’ bazisoknak megfeleld dttérési mdtriz.

Az eljarés az alabbi diagramon szemléltethetd

2l T [F ()]s
V1 !
Wy [ (@)

ahol

[f @) = Dlalp=T"[f(2)]s.
Az utolso egyenldségbdl kovetkezik, hogy
DT 'zl =T 'Alz],

vagyis
DT '=T71'A = D=T"1AT.

3
428 PELDA. f:R2 S R2 f() = [ 77" ) B={eyen)
2.%'1 -+ 21’2

kanonikus bazis, B’ = {e},e,} ahol €] = (}),e, = (}). Akkor A =

1 3 2 1 2 1
6s T = T1:<3 3).:>[f],,:
) 2 B'.B
(2 2) (1 2) -1 2
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4 8
T'AT =1 ( - s ) . Ellenérzés: f(e)) = (J) = 2ei+Leh, f(eh) =
() = 3+ 3
4.29. DEFINICIO. Az A, B € M, (K) matrixokat hasonloknak
nevezziik (jel. A ~ B), ha
T € M,, (K) wh. B=T""AT.
A Tétel 4.27 atfogalmazva:

4.30. TETEL. Ha a (V,+,-, K) vektortérben, B, B' bdzisok és f :
V' — V endomorfizmus, akkor

[f]B,B ~ [f]B/,B’ )

vagyis, eqy adott endomorfizmus mdtrizai hasonloak.

A hasonl6 méatrixok tanulményozéisa azért indokolt, mert ezen
méatrixok determinansa, rangja, nyoma, karakterisztikus polinomja
megegyezik.

4.31. TETEL. Ha A és B mdtrixok hasonloak A ~ B, akkor:

1) det(A) = det(B);

2) rang(A) = rang(B);

3) Tr(A) =Tr (B);

4) Py (N) = Pg(X). (ldsd a 5.5 tételt)

BIZONYITAS. (1) A matrixok hasonloak tehat 37" € M, (K) a.h. B =
T7AT =

N N /N /N

det (B) = det (T7'AT) = det (") det (4) det (T') =
= det (T7") det (T') det (A) = det (T'T) det (A) =
= det (I,,) det (A) = det (A).
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(2) Egy mdtriz rangja egyenld a megfeleld linedris transzformdcid
képterének a dimenzidjdval. Mivel A ~ B ezért A és B ugyanannak
a linedris transzformdcionak a mdtriza (kilonbézd bazisban) tehdt a
képtér dimenzioja, illetve rangja megegyezik.

(3) Figyelembe véve, hogy VM € M,,,,, N € M,,,-re Tr (MN) =
Tr (NM), kovetkezik, hogy

Tr(B)=Tr (T'AT) =Tr (AT)T") =Tr (ATT") =Tr (A).
O

Adott endomorfizmus esetében: f € End(V), olyan B’ bazist
keresiink amelyre (a [f] -vel ekvivalens) [f]p, 5 matrix minél egyszertibb
alakt, példaul atlo-, haromszog-, Jordan-alaku stb.

Adott endomorfizmus esetében: f € End(V), olyan B’ bazist
keresiink amelyre (a [f] g-vel ekvivalens) [ f] 5, matrix minél egyszertibb

alaku, példaul atlo-, haromszog-, Jordan-alaku stb.

1+ 329

4.32. PELDA. f: R? — ]R2, f (x) = , B = {61, 62}
21’1 -+ 2%2
kanonikus bazis, B” = {e], ¢4} ahol ] = (3}). €5 = (]). Akkor [f], =
1 3\ . -3 1 . —1 1\
A= és T = , ahonnan 7! = A
2 2 2 1 2 3
-1 -1 0 112 o PR I
= [flgn =TAT = 0 4 egy atlos matrix. Ellendrzésképpen:

det ([f]p) = det ([f]gn) = =4, rang([f]g) = rang([f].) = 2, Tr ([fl5) =
Tr([flp.) =3

Az endomorfizmus esetében ismertetett eredmények altalanosithatok

tetszéleges linearis transzformacio esetére.
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4.33. DEFINICIO. Az A, B € M,,, , (K) méatrixokat ekvivalensnek
nevezziik (jel. A~ B), ha

AP e M, (K),Q € M,, (K) twh. B=QAP.

4.34. TETEL. Ha (V,+,-, K) és (W, +, -, K) vektorterek, By, By,
bdazisok V-ben, Bw, By, bazisok W-ben és f : V' — W linedris transzformdcid,
akkor

[f]BV,BW ~ [f]Bg/,B;V .

(Egy adott homomorfizmus mdtrizai ekvivalensek).

4.4. Alkalmazasok- Geometriai transzformaciok a térben
T
i RR=R 2=y
z
1) Vetités az alapsikokra:

x
Pray (T) = y |, pre-(T) = 0 |,pry- (@)= |y
0 z z

A transzformaciok matrixai a B kanonikus béazisparban:

1
[Pray (f)]B,B =10
0
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1
4.35. PELDA. Az A ( 1 2 3 ) pont (z = | 2 | vektor) vetiileteit

a harom alapsikra matrix szorzattal szamitjuk ki:

100 1 1 100
2 2 1,A4=100 0 2 | =
3 0 0 01 3
1 0
2 2
3 3
2) Tiikrozes az alapsikokra:
—x x —x
L@ =1 v |, L@=| -y |. s@=] y
z z —z

3) Forgatas. A térben a forgatést a jobbkéz-szabaly szerint torténik,
vagyis a nagy ujj az T forgatasi tengely iranyat mig a tobbi ujj a
forgatasi iranyt mutatja.
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- forgatas az Ox tengely koriil:

x 1 0 0
Ro0:(Z) = | ycosf —zsind | ,[Roos(T)]lgp=1] 0 cos —sinf
ysinf + zcosf 0 sinf cosf

- forgatas az Oy tengely koriil:

zcosf + zsind cosf) 0 sinf
R0y (7) = ) : [Ro.0y (f)]B,B = 0 L0
—xsinf + zcos 6 —sinf 0 cos@

- forgatas az Oz tengely koriil:

xcosf —ysind cos —sinf 0
Roo. (%)= | wsinf+ycosd |,[Roo:(Z)]gp=| sind cosé 0
z 0 0 1
a
- forgatas az u = | b | egységvektor koriil
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[RG,u (‘@]B,B =

a’(1 —cosf) +cos ab(l—cosh) —csinf ac(l—cosf)+ bsinb
ab(1 —cos) +csinf  b* (1 —cosf) +cosh be(l —cosf) — asinb
ac(l —cosf) —bsing be(l —cosf)+asing (1 —cosf) + cos b
A forgatast az el6bbi harom alap-forgatas kombinaci6jaként lehet

meghatarozni.



5. FEJEZET
Sajatérték, sajatvektor

Legyen (V. +, -, R) egy valos vektortér, dim V' = n, By = {vy,...,v,}
egy bazisa és f : V — V lineéris transzformécio (f € End(V)).
Jeloljiik A = [f]p 5, € My (R) a linedris transzformécio métrixat
az adott bazisban.

5.1. DEFINICIO. Az z € V, x # 0y vektort a lineéris transzformécio
(ill. a hozzarendelt matrix) sajatvektoranak nevezziik, ha I\ € R
sajatérték u.h.

(5.0.1) f(z) = Az ie Az = Az

5.2. PELDA. (V,+,-,R) vektortérben f : R*? — R? f(z) =

w1+ ) 2 1 1 1
e = remamyea- (33 )a( ] ) -0 ( 1),

1
tehat ) sajatvektor, A = 3 sajatérték.

A sajatvektor mértani jelentése: az X sajatvektora az f transzformécionak
ha a képe f-en keresztiil ugyancsak az X tartoegyenesén marad.
A (5.0.1) definiciobol kovetkezik, hogy:

Av =X x & Arv =M,z & AX -\, X =0y &
(5.0.2) (A= M) X =0y.

76
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A (5.0.2) (karakterisztikus) egyenletrendszer matrix alakja:

ap — A 12 ce A1n X1 0
a1 agy — A Aop X2
(5.0.3) , .| =
(07951 an2 Ann — >\ Tn 0

Ennek az egyenletrendszernek akkor van a trivialistol kiilonb6z6 megoldasa,

ha a (karakterisztikus) determinansa nulla:
(5.0.4) det (A — \I,) = 0.

5.3. DEFINICIO. A Py (\) = P4 () = det (A — A[,) n-ed foka
polinomot karakterisztikus polinomnak nevezziik.

Tehat a sajatértékek a P4 (M) karakterisztikus polinom gyokei.

2 1 2—A 1
5.4. PELDA. A = , Pa(\) = det =
1 2 1 2—A

0 (2-XN-1=0aX =1 =23

5.5. TETEL. A P4 (\) karakterisztikus polinom nem figg a kivdlasztott
bdzistol.

BizoNYITAS. Legyen A = [f]g 5 és A" = [f]p/ p az f endomorfizmus

két matrixa a B, illetve B’ bazisparokban. Az A’ = T~ AT karakterisztikus

polinomja:
Py (N) = det(A" = \,) =det (I AT — \I,,) =
= det (TT'AT = XT7'T) =det (T (A= AI,)T) =
= detT 'detTdet (A — \I,,) = det (A — \I,) = Py ()\).
O]

5.6. TETEL.

(5.0.5) Pa(A)=(=1") (A" = SIA" "+ SA" 2 — L+ (-1)" S,),
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ahol S; a fddtlon elhelyezkedd i X © minorok dsszege:

51 == a11+a22+...+am :T’I“A,

11 A2 11 a3 p—1n—-1 Qn—-1n
Sy = + + .+
Q21 A2 a31 ass Apn—1 Qpn
ay;y a1 ... Qaip
Qo1 Q22 Q2n,
Sp = ] = det A.
An1  Ap2 Ann

BI1zONYITAS. A bizonyitas n = 3-ra végezziik.

apj; — A 12 @13
PA (/\) = det (A — )\Ig) = 921 a929 — A 923 =
asi 32 asz — A

(a1 — A) (ag2 — A) (agzs — A) + a12a93a31 + a13a21a32—
—a13a31 (a22 - )\) — A12G21 (@33 - )\) — A23G32 (6111 - /\) =

= <_1)3 ()‘3 - )\2 (all + G99 + a33) 4+ ... = det (A)) .

A (5.0.5) képletbdl a Viéte Osszefiiggések szerint:

(5.0.6) MFX+ ..+ N =Tr(A4)
és
(5.0.7) AAg.. A, = det A.

A (5.0.7)-bol kovetkezik, hogy det A = 0 < 3j index G.h. \; = 0,
vagyis A invertalhaté ha sajatértékei kiillonboznek nullatol.
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5.7. DEFINICIO. A sajatértékek halmazat a transzformécié spektruméanak
nevezziik, jelolése o (f) vagy o (A). Ha A tobbszoros (r-szeres) gyoke
a P4 (\) karakterisztikus polinomnak, akkor r-et a A sajatérték algebrai

multiplicitdsanak nevezziik, jeldlése mg, (A) = 7.

5.8. TETEL.

(1) Minden \ sajdtértéknek tobb sajatvektor felel meg.
(2) Minden x sajdtvektornak csak egqy \ sajdtérték felel meg.

B1ZONYITAS. (1) Ha x a A-hoz rendelt sajatérték, akkor kx, (k € R)
is sajatértéke mert:
A(kx) = kAx = kXx = X (kx) .

(2) Feltétezziik, hogy x sajatvektorhoz két: A és X sajatérték felel
meg: Av =Xz, Av =Nz = =N = A-XN)xz=0y
= A— XN =0vagyis A = \. O

5.9. DEFINICIO. A V () = {2z € V: Az = Az} halmazt a A-hoz
tartozo sajatvektorok halmazanak nevezziik.

5.10. PELDA. Az el6bbi példaban \; = 1 sajatértéknek feleltessiink

Iy ., 11 Al 0
meg egy T = sajatvektort = — —
T2 L1 T2 0

1
T+ =0=> 29 = —11 => 2 = 901 =1 VA=1)=

()

5.11. TETEL. A V' (\) halmaz (a nullvektorral kiegészitve) részteret
alkot V -ben:

DUV () <gV.
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B1ZONYITAS. Ha z,y € V (A\) akkor A(x+vy) = Az + Ay =

Ax 4+ Ay = Az +y) vagyis (x+y) € V()\). Hasonléan ha o € K,
akkor ax € V(). O

5.12. DEFINICIO. A V (\) vektortér dimenziojat a A sajatérték

geometriai multiplicitdsanak nevezziik, jelolése mgeon, (A) = dim V' ().

2 1 1
5.13. PELDA. (1) A= | 9 akkor \y =1, X =2

V(Azl)z{&(jl)}és)\gz?),Y:y(1),‘/(/\:3):

1
o] ) )} , tehat Mgeom (A =1) = 1, és Mygeom (A =3) =
2
1
1

N

11 1
(2) A= 2 1 | akkor Ay = X =1, X = x4 1 +
1 2 —2
1 1 1
x| -1 |, VOA=1)=<al| 1 +6] -1 ||le,BeR
0 —2 0
0 0
és3=4Y=y| 1 |, VOA=4)=<S~v]| 1 ||7yeR,,
1 1
tehat Myeom (A =1) =2, &8 Myeom (A =4) =1

5.1. Diagonalizalhat6 endomorfizmusok (matrixok)

5.14. DEFINICIO. Az f € End (V) endomorfizmusrol, illetve ennek
A matrixarol azt mondjuk, hogy diagonalizalhato, ha 3By = {vy, ve, ..., v, }

bézisa V-nek, amelyben a [f]5 5 = D linearis transzforméci6é matrixa
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diagondlis alak,

M O .0
0 X 0
D = diag (A1, Mgy ooy Ap) = .
0 0 An

Ha T-vel jel6ljik az attérési matrixot a By kanonikus bazisbol a

By bazisba, akkor az elébbi definicié ekvivalens az alabbival:
A diagonalizalhaté < 3T regularis 0.h T AT = D = diag (A1, Ao, ..., \n) -

Az alabbi tételben igazoljuk hogy, ha A-nak n linearisan fiiggetlen
sajatvektora van, akkor ezek alkotjak a keresett By bézist.

5.15. TETEL. Az f € End (V) , dimV = n, endomorfizmus diagonalizdlhatd
akkor és csak akkor ha az A mdtriznak n linedrisan fiiggetlen sajdtvektora

van.

B1zONYITAS. A diagonalizalhat6 < 3T reguléaris matrix (det T' # 0)
tigy, hogy T'AT = diag = D. A tovabbiakban igazoljuk, hogy a T'
matrix oszlopai pontosan a sajatvektorokbol all, és mivel T regularis

kovetkezik, hogy a sajatvektorok linedrisan fliggetlenek.

t11 tia ... tin A 0 ... 0
t t ton, 0 A 0
AT — TD— ?1 22 2 | 2

tnl tn2 tnn O O An

AMtin Atz ..o Aplin

Aitor  Aatag Anton _ _

= X . = < Mt | Aate | | Autn )
>\1tn1 )\Qth )\ntnn
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ahol ¢; a T matrix i-edik oszlopa. Tehat
AT B 5 )= (N M| M)
ahonnan
Aty = Mty Aty = daty, oy Al = Aol
vagyis \; sajatértéke és t;, i = 1,n sajatvektora az A matrixnak. [

5.16. TETEL. Kiilonbozd (pdrosdval) sajdatértékekhez (A1, Ao,y ..oy An)
(Ni # N\, Vi # j) tartozo sajdtvektorok (X1, Xo, ..., X,,) linedrisan fiiggetlenek.

B1zONYITAS. Feltételezziik, hogy X1, ..., X,, sajatvektorok linedrisan
fiiggdek. Ezekbdl kiemeljiik a maximélis szamu linedrisan fliggetlen
vektorokat, példaul az els6 r-et (r < n): X, ..., X,.. Akkor X, felirhato

mint
(5.1.1) X =a X1+ ...+, X,
amit A-val beszorozva és felhasznalva, hogy AX; = \; X, kovetkezik,
hogy
(5.1.2) oM Xy + .o+ a X, — N1 X, = 0.
Kivonva a (5.1.2)-bol a (5.1.1) képletet amit el6z6leg A, 1-€l szoroztunk
kapjuk, hogy
ar (M= A1) Xi+ o+ (A — A1) X, = 0.
Mivel Xi,..., X, linearisan fiiggetlenek = a3 (A — A\py1) = ... =

ar (A —Apy1) = 0 és mivel \; # \; = oy = ... = o, = 0 vagyis
(5.1.1)-ben X, ; =0, (hamis). O

A tételbdl kovetkezik, hogy ha a sajatértékek mind kiilonboznek,
akkor az n dimenzios V' vektortérben az { X1, ..., X, } linearisan fiiggetlen
vektorok egy bazist alkotnak, bazis amelyben az endomorfizmus métrixa

diagonalis.
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5.17. KOVETKEZMENY. Ha az A mdtriz A, ..., \, sajdtértékes

pdrosdval kilonboznek egymdstol \; # N;, akkor az A diagonalizdlhato.

2 -1 1
518. PELDA. A= | —1 2 1 | sajatértékei: \; =1, Ay = 2,
1 -1 2

A3 = 3 tehat A diagonalizalhaté és D =

O O =
o NN O
w o o

A diagonalizélashoz nem sziikséges, hogy a sajatértékek mind
kiilonb6zzenek.

5.19. TETEL. Az f € End (V') endomorfizmus (A mdtriz) diagonalizdlhaté
ha:

(1) a Pa(X\) karakterisztikus polinomnak n gyoke van K-ban:
)\1, )\2, ceny )\n;
(2) Malg ()\z) = Mgeom (>‘z> ) Vi = 17_”

2 11
5.20. PELDA. A= | 2 3 2 |, PA(A) = N =9\ + 15\ — T,
3 3 4
-1
M2=1A=T= mu, (M) =2, mgy (A3) =1. X; =« 0 +
1
-1 1
B 1 |, Xo=79] 2 | = Mgeom (A1) = 2, Mgeom (A3) = 1 =
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1 00
A~D=1 0 1 0 |.A keresett bazis: By = {vy,vq,v3}, ahol
007
-1 -1
v = 0 , Ug = 1 , Ug = 2
1 0 3

Igazoljuk, hogy:

1 00
(1) A= 1 2 0 | nem diagonalizalhato;
-3 5 2
b
(2) A= g > nem diagonalizalhato;
a
b
(3) A= ¢ p ) diagonalizalhato ha (a — d)* + 4bc > 0.
c
-2 1 - 1 1 -1 3 2 -1
WA= -4 3 -1 |, A=| 46 -4 |.A=|3 8 -3
8§ =2 4 —4 4 =2 8§ 16 —6
-6 2 =2
A: —20 7 —5 )\1:)\2:2, )\3:1
8§ =2 4

5.2. Szimmetrikus matrixok diagonalizilasa
Kiilonleges tulajdonsagaiknak készonhetGen, a szimmetrikus métrixok
diagonalizalasa sajatos
5.21. DEFINICIO. Az A € M, (R) matrixot szimmetrikusnak

nevezziik ha szimmetrikus a f6atlora nézve, vagyis

(5.2.1) A= AT
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1 5 7
5.22. PELDA. A = 5 2 —g szimmetrikus matrix.
7T -2 -2

Mivel az ortogonalis métrixok inverze megegyezik a transzponéaltjukkal
(@' = Q7) , felmeriil a kérdés milyen feltételek mellett diagonalizalhato

egy A matrix egy ortogonéalis matrixszal vagyis T AT = diag = D
és T ortogonalis. Ha egy ilyen T = () matrix létezik akkor A =
QDQ ! =QDQ! és

At — (QDQt)t — (Qt)tDtQt — QDQL‘ _ A
tehat A szimmetrikus.

5.23. TETEL. Ha az A € M, (R) mdtriz szimmetrikus: A =
AT akkor a sajdtértékei valdsak és kiilonbozd sajdtértékekhez tartozo
sajdatvektor-halmazok ortogondlisak:

BIZONYITAS. Legyen X; € V (\;) és X; € V () két kiilonbozd
Ai # A sajatértékhez tartozo sajatvektor. Figyelembe véve, hogy

két, u és v, oszlopvektor skalaris szorzata felirhato mint

(u,v) = v’ -,

kovetkezik, hogy
(AX;, X)) = XT - AX, = (ATX;) Xi = (X, ATX;) = (X,, AX;) |

Innen, az AX; = \X;, AX; = )\ X, egyenlGségeket felhasznalva
kapjuk, hogy:
NiXi, Xj) = (X3, ;X5

vagyis
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OJ

Tehat az A méatrixot ortogonalizalé () matrix oszlopai vagy eleve

ortogonalisak (ha kiilonb6z6 sajatértékhez tartoznak), vagy ortogonalis

alakra hozhatok példaul Gram-Schmidt eljarassal.

(5.2.2)

A=QDQ'

ahol @) ortogonalis métrix, D pedig diagonélis matrix amelynek 4tlojan

sajatértékek vannak.

21 1
5.24. PELDA. (1)A:<1 2),:)\1:1—>X:x1< 1)

1 1
éS)\QIS%Y:y1<1>MlVGl)\l#)\2:>< 1>J_

1
1

1 1
abB= {( ) > , ( ) )} ortogonalis bazisban diagonalis

10 1 1
alaki: A~ D =T TAT = ahol T' =
0 3 -1 1

az attérési matrix a kanonikus bazisboél a B bazisba. Normaléssal,

, ami szamitassal is igazolhat6. Tehat az A matrix

a B bazis helyett hasznalhatunk egy ortonormdlt bézist:

L 1
B = {( ‘_/? > : ( \{5 )} amely egy ortogonalis attérési
V2 V2

1 1
- A1
matrixhoz vezet: () = v R
4 2 2 -1 -1 1
A = 2 4 2 3 ]- 9 O < 2, ]_ <>
2 2 4 0 1 1

bl
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1
3) A= 2
2

5
3
4) A= | 2
2

7

2

NN

W NN

S

(

\

(

\

)

— —1,

J
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Az (5.2.2) képletben a ) matrixot ortogonalis vektorokra felbontva
az A matrix ugy nevezett spektralis felbontasat kapjuk:

A 0\ (¢
A2 a5
A:<Q1| | |qn> . N
0 An q
a
¢
=(A1q1\ A2qa| M%) T =
3
(5.2.3) A= Mg + Mgads + .o+ Mgnd,.
) 2 1 AP
5.25. PELDA. A = (M=l X = V2 Jés =
1 2 =
2
- Lo AV
_ V2 — 1 — 1. 1 1
3ov=| ¢ )e=5( 4= 8 (N@ L
V2 V2
1 =1 11
() (% s a4 T )1
2 2 2 2
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5.3. Alkalmazasok
5.3.1. Matrix hatvany, matrix exponencialis Ha egy A matrix

diagonalizalhato: A = T DT~ akkor a k-ik hatvanyat a kovetkezképpen

szamitjuk ki
A*=TDT Y. TDT™.. ... TDT ' =TD*T !,
tehat
A0
(5.3.1) Ab=T| 0 X T

1 2 1
5.26. PELDA. SzémitsukkiAthaA:<2 _1>,A: 10 3
01 00 -2
-1 7 -1
A= O 1 0
0 15 -2

Matrix exponencidlis

5.27. DEFINiC1O. Egy A matrix exponencialis alakjan az alabbi
kifejezést értjiik:
¢ t? t3
tA 2 3
et =1+ 1!A+2!A +3!A +...

Ehhez hasonlé matrixok a linearis differencial egyenletrendszer

kapcsan meriil fel ugyanis a

t(t) = Az (t)
z (0) = xg

differencial egyenletrendszer megoldéasa x (t) = e .
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Az e kiszamitasdhoz hasznaljuk az A = T DT ! felbontast, tehat

) 1 1
ed =ePT =1+ FTDT + 5 —TD*r '+
. . e
:T(I+1‘D+2'D2 )T—lzT 0 e T,
Hasonloéan
eMt ()
(5.3.2) =T 0 e T

—_

)

5.0 2.350
—4.700 —1.982

Ty (T Ty (1
5.29. PELDA. Oldjuk meg a 1) 2 () te

—_

)
RSENCERS
)=

T (0) =

0.1] :
U 0= 3

differencial egyenletrendszert!
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A differenciél egyenletrendszer atirhaté i (

1
( = ) , Ty = < ) alakra ahol A = ( ) z A métrix
) 3
felbontasa
1 1 1
A= 0
1 2 0 2
ahonnan

JA 11 et 0 2 -1\ [ 2'—e* —e4e*
1 2 0 e* -1 1 2et — 2% —el + 2e%
és a ddifferencial egyenletrendszer megoldésa:
9l _ o2t gt 2t 1 et 192t
z (t) = etzy = c° cte = ¢ +2e te0,1],
2et — 2% —el + 2e% 3 —e + 4e*
ami derivalassal ellenorizhetd.

5.3.2. Fibonacci sorozat

5.30. DEFINICIO. Fibonacci sorozatnak nevezziik a

Pn+1 = Pn + ©n—1,

rekurziv képlettel megadott sorozatot ahol ¢y =0, p; = 1.

5.31. PELDA. w92 = 01+ o = 1, p3 = w2 + 1 = 2,... tehéit a
Fibonacci sorozat els6 tagjai: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

5.32. TETEL. A Fibonacci sorozat dltaldnos tagja

() -(59)
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BIZONYITAS. A (¢, 1, @2, ...) sorozat két egymasutani tag: a,b

segitségével a kdvetkez6 tagot az alabbi médon allitjuk eld:

(n—1).1épés a b — a—+b
(n). lépés a b —a+b

Ennek érdekében értelmezziik az F : R? — R?

(1)-(%)

endomorfizmust, amelynek matrixa a kanonikus bazisban:

01
[F]Bk:A:<1 1)'

Az F transzformécionak a segitségével a Fibonacci szamokat a kovetkezGképpen

hozzuk létre:

()-(2) e (2)- () )- ()

A transzformacié kompozicidjat hasznalva a tagok kiszamitasa visszavezethetd

az elsG két tagra
¥1 _ 20
P2 ®1
¥2 _ F ¥1 —rlF %0 _ 2 Yo
¥3 P2 Y1 ©1

() () r (o5 (7).
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Y1 1
matrix sajatvektoraibol alkotott ortogonalis bazist hasznaljuk. A

0
A ( 70 ) = € R? vektor felirdsahoz az A (szimmetrikus)

karakterisztikus egyenletb6l

—-A 1

=—-A(1-XN)—-1=0
1 1-A ( )

Py (A) = det (A — \I) = ‘

kiszamitjuk a sajatértékeket:

)\1,2 = 9

majd az AX = \ X, illetve AY = \Y egyenletekbdl kiszamitjuk az

X,Y (ortogondlis) sajatvektorokat és a hozzéatartozé sajatvektorok

1++/5 1 1—+5 1
AL = 5 —>X:<1+\/5>,)\2: 5 —>Y:<1_ >

2 2

1 1
AB= {( B ) : ( oy )}ortogonélis bazisban a ( (1) ) vektor
2 2

felirdsa a kovetkezd

() ) o)

ahol o = 5, [ = ——=. Tehat az F additivitasat és homogénitasat

S

felhasznalva kovetkemk hogy

F”<(f)IF”<aX+mf>:aF"<X>+ﬂF"<Y>=

=aA"X + A"Y = a\TX + SAYY =

A7) () - (50) ()
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Tehéat
() ) ( ()
©n o i 2 o 2
< Pnt1 ) RYE (1+2¢5>”“ (1—;/5)”“ ’
ahonnan

5.33. GYAKORLAT.
(1) fl = 1a fl = 17 fn-i—l = fn +2fn—1-

(2) fO = Oa fl = 17fn+1 = 2fn +fn71 .
(3) Lo=2, Ly =1, L,11 = L, + L, Lucas -féle szamok.



6. FEJEZET

Bilinearis alakok, négyzetes alakok

6.1. Bilinearis alakok

Legyen (V,+,-, K) egy n dimenzids vektortér.

6.1. DEFINICIO. A B:V x V — K leképezést bilinearis alaknak

nevezziik, ha linearis mindkét valtozojara nézve:

(611) ﬁ (xl + {L’27y) = 5 (m17y) + ﬁ <x27y) ) 5 (axvy) = O[B (ZE,y) ;
6(xay1 +y2) = 5 (ZL’,y1> +B($,y2), B(m,ay) = O./ﬁ (ZL’,y) :

A bilinearis alakok halmazat § (V, K) = {f : V x V. — K |f bilineéris }-
val jeloljiik.

6.2. PELDA. 8 : R? x R® — R, B(z,y) = 7191 + T2y2 + T3ys3,
Vo = (21,29, 73)" ,y = (y1,92,y3)" € R

6.3. TETEL. A §(V, K) halmaz vektoteret alkot.

B1ZONYITAS. Ha 31, 32 € 5(V, K) ésa € K akkor (81 + (B2) (z,y) =
Bl(zay)+62(xay)7 (aﬁ)(m,y)zaﬁ(m,y) O

A linearis transzformaciokhoz hasonldan, a bilineéris alakokat is
métrixokkal azonositjuk.
Az n dimenzios V vektortérben legyen B = {ej, e, ....e,} egy
béazis és (z1,..., )", (Y1, ..., yn)" az z illetve y vektorok koordinatai
94
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az adott bazisban. Akkor a f:V x V — K bilinearis alak felirhato:

B(x,y) =B (181 + ... + Tpen,y) = B (z1€1,Y) + ... + B (Tnen,y) =
=B (e, y) + ... + zaf(e1,y) =
=x18(e1, 161 + oo + Ynen) + ... + 0 (e1, 1161 + .. + Ynen) =
=z (e1,e1) 1 +x10 (e1,€2) Yo + ... + x5 (€, €0) Yn =
air Qiz -+ Qin

Y1
Q21 Q22 -+ Q29 .

Yn
ap1  Ap2 Qpn

ahol Q55 = ﬁ (6,’, Gj) .

6.4. TETEL. A B:V xV — K bilinedris alak felirhato az aldabbi
alakban.:

apnn aiz ... Qin

ag1 Ag92 ... A921
(6.1.2) B (r,y) =" v,

Ap1 Qp2 ... QApp

ahol x = (a1, .., 2,) €V, y= (y1, ..., yn) € V.

6.5. DEFINICIO. Az (ay), ;_,, = A = [8]p métrixot a 3 bilinedris

alak matrixdnak nevezziik a B béazisban.

6.6. PELDA. Ha 8:R?2 x R?2 - R, B8 (x,y) = 21y2 + 2T9y1, V1 =

(13171’2)75’31 = <y1,y2)t € R?, akkor 3 (z,y) = (z1 x2) ( g (1) > ( 3;1 )
2

01
vagyis a B kanonikus bazisban [5] 5 = 5 0 ) miga B = {e],¢e,},
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1 1 1ot A,
e) = ,eh = bazisban [[] 5 = g (6,176,1) b (6/176/2) =
1 1 B ey, ey) B(eh ey)
3 -1
1 -3/
6.7. TETEL. A bilinedris alakok halmaza izomorf az n X n-es
mdtrizok halmazdval:

(6.1.3) BV, K) =M, (K),

vagyis (egy adott bdzisban) minden bilinedris alakhoz egyértelmien

rendelhetd hozzd egy n X n-es matrix.

6.8. DEFINICIO. A [ bilinearis alakot szimmetrikusnak nevezziik
ha B (z,y) = B (y, x) , és antiszimmetrikusnak ha g (z,y) = =5 (y, z) ,
V(z,y) e VxV.

6.9. TETEL. A (8 bilinedris alak szimmetrikus < A = ]z szimmetrikus
(A= AY.

A kovetkezkben vizsgaljuk hogyan modosul a bilinearis alak métrixa
béaziscsere esetén. Legyen B = {ejy, e, ...,e,} és B' = {€), e}, ....e.}
két bazisa a V vektortérnek és T az attérési matrix a B és B’ bazisok
kozott.

6.10. TETEL. Ha [B|g és [B]g-vel jelljik o 5 : V xV — K

bilinedris alak mdtrizait a B illetve B' bdzisokban akkor:

(6.1.4) By =T (BT,
. . 01 1 -1
6.11. PELDA. Az el6bbi példaban [3]; = ( 5 0 ) , T = < )

=¢wqu=<fj;>=mg.
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Kiemelt fontossaguak az olyan bazisok amelyben a bilinearis alak
matrixa diagonalis [8]z = diag (M, ...,\,). Ebben az esetben a
bilinearis alakot kanonikus alakiinak nevezziik és (-val jeloljiik:

(6.1.5)
A1 0 Y1

0 An Yn

6.12. DEFINICIO. Az u,v € V vektorokat ortogonalisnak nevezziik

a [ -ranézve ha f (u,v) = 0. A {vy, ..., v, } vektorrendszer ortogonalis
ha 6 (UZ’,U]‘) = 0, Vi 7A j

6.13. PELDA. Ha 3 : R? x R? — R, B(x,y) = x1y2 + 229¥1,

-2 1
Vo = (xl,xQ)t,y = (yl,yg)t € R?, akkor v, = | — .

ortogonalisak f-ra nézve mert [ (vy,v9) = 0.

6.2. Négyzetes (kvadratikus) alakok

Legyen B : V x V — K egy szimmetrikus bilinearis alak ahol V'

egy n dimenziés vektortér.

6.14. DEFINICIO. A ¢ : V — K, q(x) = p(z,z), x € V

leképezést a [-hoz tartozd négyzetes alaknak nevezziik.

6.15. PELDA. Ha 8 : R? x R? - R, B(z,y) = z1y1 + 2112 +

1 2
2$291:($1$2><20)<zl>:
2

1 2 x
q (I’) = 6 (I‘,CIJ) = (‘rl .1:2) ! = QJ% + 41’11‘2.
2 0 T2
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6.16. TETEL. A ¢ : V — K négyzetes alak felirhaté az aldbbi

alakban:
(6.2.1)
q(z) = anxf—l—amx%%—...—l—amxi—i—Zalgxlxg—i—...+2an_17nxn_1xn = Z Z ;T 5,
i=1 j=1
vagy mdtrix alakban:
(6.2.2)
aix Q2 -0 Qin I
asy @ Qon .
q(x) = (21 ... T) AT ? : = 2'Az = (x, Az),
Tp
Gp1 Qp2 - App
x
ahol x = : €V és A egy szimmetrikus mdtriz a;; = aji, Vi, J.
Iy

A ¢ alakjat kanonikusnak nevezziik ha a matrixa diagonalis ¢ (z) =
2'Dx, D = diag (A1 ... \n) :

(6.2.3)
A1 0 1

q(z) = ( Ty ... Ty ) Do = ol AR,
0 An Tn

A tovabbiakban olyan

(6.2.4) z =Ty,

linearis transzforméaciokat keresiink amelyre a négyzetes alak kanonikus

format olt

' Ax = (Ty)' A(Ty) = y'T' ATy = ' Dy,
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ugyanis ekkor a (6.2.3) képletbdl kovetkeztethetiink a ¢ elGjelére,
példaul ¢ (x) > 0 ha Aq,..., A\, > 0, illetve ¢ () < 0 ha Ay, ..., A\, <O0.

6.17. DEFINICIO. Egy ¢ : V — R valés négyzetes alak
a) pozitiv definit (PD) ha ¢ (z) > 0, Yz # 0;
b) negativ definit (ND) ha ¢ (z) < 0, Vz # 0;
¢) pozitiv szemidefinit (PSzD) ha ¢ (z) > 0, Va;
d) negativ szemidefinit (NSzD) ha ¢ (z) < 0, Vu;
e) indefinit (I) ha ¢ () nem elGjeltarto.

6.18. PELDA. ¢ : R® = R, ¢(x) = 23 + 223 + 223 PD, ¢ (x) =
—% — 323 — 22 ND, q(z) = 2% + 223 PSz, q(z) = —23 — 422 NSz,
q(z) =23 —223 1.

6.19. PELDA. Ha a ¢ : R*> — R, ¢(z) = 223 + 223 + 21129

0 3

lineéris transzformaciot hasznaljuk akkor a ¢ négyzetes alak a kovetkezs

1 _l
négyzetes alakban a x; = %yl—%yg, T = %y% vagyisx = [ 2 ) Y,

kanonikus alakba irhat6: ¢ (y) = syf + 2y3. Ha pedig a x1 = y; —
1

%yg, To = Yo, Vagyis xr = 2 |y, linearis transzforméaciot

0 1
hasznaljuk akkor a ¢ a kovetkezd kanonikus alakba irhato: ¢ (y) =
2y7 + 35
Habér kiilonb6z6 transzformaciok kiilonb6z6 kanonikus alakot eredményeznek,

a négyzetes alak elGjele (signaturaja) nem modosul.

6.20. TETEL. (Sylvester tehetetlenségi tétele) Eqy négyzetes forma
kanonikus alakja, transzformdciotol figgetlendl, mindig ugyanannyi

pozitiv, negativ és nulla tagot tartalmaz.

6.2.1. Négyzetes alakok kanonikus alakra hozatala
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6.2.1.1. Jacobi modszer Legyen q : R® — R egy négyzetes alak
T 11 Ain

Q(x) = (xl xn)A 5 ahol A = , Qi =
T QAn1 Ann

@11 A12

(625) AQ = 1,A1 = |G,11‘ ,AQ == g eery An = det A.

Q21 A22

6.21. TETEL. (Jacobi-Sylvester) Ha A; # 0, Vi = 1,n, akkor

létezik eqy x = Ty transzformdcio amely kévetkeztében q kanonikus

alakja:
AO 2 A1 2 n—1 9
6.2.6 = — -— .
(6.2.6) aW) =ttt
t
AT:(Tf\TQ"\...\T;Z)tmnszforma’ciétazei:(O 0 ... 1 ... O)

kanonikus vektorok segitségével dllitjuk eld:
Tlo = (C11€1
Ty = ca1e1 + c2e9

(6.2.7) T3 = cgie1 + caen + Ca3€3
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ahol
c11 = Bo
1 = A,
0 a2 a;r 0
L ag azn 1 Aq
Co1 = A, , Cog2 = A, = A,
0 app a3 a;; 0 az ap; aiz 0
0 ap asz az; 0 asz as; a0
|1 axn ass a1 ass Clam a1 A,
C31 = As y €32 = As C33 = As = A_g

6.22. KOVETKEZMENY.

(1) Ha A; > 0, Vi = 1,n, vagyis
A >0,A0>0,A3 >0,...=q PD.
(2) Ha (—1)iAi > 0, Vi =1, n, vagyis
Ay <0, Ay >0,A3<0,...=q ND.

6.23. PELDA. (1) Legyen ¢ : R?> — R, q(z) = 222 + 223 +
201109 =
r)=( o = :
q 1 T2 1 9 -
2 1 )
A =12=2>0,Ay = | 9 =3 > 0, tehat g (z) > 0
1 _1
pozitiv definit. Az x = Ty ahol T = (2) ,> | transzformécio
3

kovetkeztében a négyzetes alak atalakul ¢ (y) = ¢'T' ATy =
1

y'Dy ahol D = (2) ) ,tehat q(y) = syf + 23y3. A T

Wiy O
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transzforméciot a (6.2.7) képlettel hatarozzuk meg: T7 =
01 2 0

12 11 1
T2 = s e + Ay €y = 9 =
3

O Nl

Wl /
N—— -

2
3
(2) Legyen q : R®* = R, ¢ (z) = 32% + 323 + 423 — 4119 — 27123,

3 -2 -1 X1
q(x)z(xl To x3> -2 3 0 To
-1 0 4 T3
3 -2
A1:‘3’:3>O,A2:‘2 ‘:5>O,A3:
3 -2 -1
-2 3 0 | =17 > 0, tehat g pozitiv definit. Az x =
-1 0 4
1 2 3
3 5 17
TyaholT = | 0 2 2 | transzformécio kivetkeztGben a
00 2
¢ kanonikus alakja: ¢ (y) = 3yi + 25 + 3.

6.2.1.2. Gauss-Lagrange mddszer Legyen ¢ : R" — R, q(z) =
i GijTiT; egy négyzetes alak.
(1) Feltételezziik, hogy Ja;; # 0. Legyen aq; # 0, akkor

1
¢(z) = anai + 221 (-.) +.. = — (af, 2] + 20nwr; +w? —w?) + .. =
~ an
1 w?
= — (CLHIl + U))2 -+ ...
ai ail

=q1
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ahol ¢; nem filigg x1-t6l stb. Az eljarast ¢;-el folytatjuk mig egy

valtozo marad.

Yy = T+ T2
g . Y2 = T1— T2
(71) Ha a;; = 0, Vi akkor valtozocserét alkalmazunk: y .
3 = 3

és ezzel y? egyiitthatoja # 0, majd folytatjuk az (i) lépéssel.

6.24. PELDA.

q(x) = 527 + 623 + 422 — 4o179 — 4v103 = 527 4 221 (—229 — 203) +625 + das =
N~—_— —

=w

2

1 1
=% (5%% + 2715w + w? — wz) + 625 + 423 = R (51 + w)2 — % + 625 + 423 =
1 —225 — 273)°
== (5a) — 29 — 213)° _ (=2 E zs) + 625 + 473,
—n
1 26 16 8
=z (—2xy — 213)° + 622 + 422 = Ex% + Ex% — p %% =
5 ( (26 26
Yy = 5%1 — 2372 — 2133
Tehdt q = Syt + 5505 + 1303 abol § 4y = Pay — fuy
Y3 = T3

6.2.1.3. Sajdtérték, sajdtvektor mddszer Mivel ¢ (x) = x' Ax négyzetes
alak A € M,, (R) matrixa szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak

és az A matrix diagonalizalhato egy () ortogonalis matrixxal:

QtAQ =D = dlag (>‘17 >‘27 e An) ’



6.2. NEGYZETES (KVADRATIKUS) ALAKOK

ahol \; az A sajatértékei. Az

(6.2.8) = Qy

valtozocserét eszkozolve kovetkezik, hogy

g'Ar = (Qy)' A(Qy) =y'Q'AQy = y'Dy =

AN O 0
0 A

= (Y1 Y2 - Yn)
0 p

= MY+ Nays + o+ Ay

vagyis

(6.2.9) q(y) = My2+ Aoy + oo + Ayl
6.25. TETEL. (i) ¢(z) >0 & X\ >0, Vi =1,n;

(ii) q(z) <0 & N\ <0, Vi=1,n;
(i) ¢(x) >0 & N\ >0, Vi=1,n;
(iv) ¢(z) <0 & N\ <0, Vi=1,n;
(v) q indefinit < 3k, 1 indexek i.h. Mg < 0.

6.26. PELDA. ¢ (z) = 2% + 4x129 + 423 = A =

2
0—>X:<f§>,)\2:5_>}/:<

= QIAQ = 8(5)

Sl Sl

transzformaciobol kapjuk

xZQy=<

SILgh
Shesi-

)

1
2

)~

=D = q(y) = (yl y2>D

Sy2 > 0 (PSz). Az x és y valtozok kozotti kapesolatot a (

=~ DN

Sl

—_

S

S s

VR

1
Y2

),A

104

=

8)
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vagyis
{ Ty = %5% + \/%yz
T = :/—%1/1 + \/lgy2 .
Mivel @ ortogonélis kovetkezik, hogy Q' = Q', tehat y = Q'z,
ahonnan kifejezhet6 az y valtozo:

Y2 = \%301 + \/lgxz

6.3. Alkalmazasok: kiipszeletek

Egy kip metszete egy sikkal lehet: ellipszis (kor), hiperbola,

5

|

|
—_———

|

|

|

|

_

Ezeket (nemelfajult) kupszeleteknek nevezziik. Az alabbi dbrakon

lathatoak az emlitett gorbék és a kanonikus egyenletiik.

parabola.
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2 2

kor: & + % =1, (a > 0) ellipszis: %5 + % =1, (a,b > 0)
2 2

0)

|

hiperbola: 4 — % =1, (a,b >
0)

|

parabola: y* = kx, k > 0

parabola: y? = kx, k <0
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3

]

parabola: 22 = ky, k > 0 parabola: 22 = ky, k <0

Az ismertetett elemi kupszeletek sajatos alakjai az
(6.3.1) az® + 2bry + ey’ +dr +ey+ f =0

altalanos alaknak, mely atirhat6 matrix alakba

waala o) (5 (5 )0 (o ) () er -

(6.3.3) & TAT+ KT+ f =0,

ahol

(6.3.4) fz(j),Az(Zi),Kz(d ¢ ).

A
q(f):aa:2+26xy+cy2=<x y)(a b><x):_tAf,
b ¢ Y

kifejezést a kipszelet négyzetes alakjanak neveziik.

Mint lattuk, a kupszeletek kanonikus képletében nem szerepel
egyidében 22 és z, illetve y? és y tag. Ha a képletben el6fordul, akkor
teljes négyzeteket képziink ami mértanilag a kupszelet eltolasaval

ekvivalens.
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Ha a képletben az zy vegyes szorzat szerepel, akkor a kipszelet
tengelyrendszere a standard alakhoz képest 6 szoggel el van forgatva.
Kovetkezésképpen, egy forgatassal és egy transzlaciéval minden kapszelet
kanonikus alakra hozhato.

Hataresetekben a kupszeletek egyenesekre, pontokra, iires halmazza

fajul. Ezeket elfajult kipszeleteknek nevezziik. Pl. %2 — yb;; =0 —
két osszefuto egyenes, 22 — k? = 0 vagy y? — k? = 0 —két parhuzamos
egyenes, 22 = 0 vagy y? = 0 —két egybeess egyenes, fl—lj + %22 =0 —
egy pont (origo), %22 - %22 = —1 — iires halmaz.

6.27. PELDA.

222 + 4y — 8 — 6y +13=0
Ahhoz, hogy felismerjiik a kupszeletet kanonikus alakba kell felirni:
202 — 8z 41y —6y+13=2(x—2)° + (y—3)° —4=0.

Az o/ =2 —2, y =y — 3 valtozdcserét eszkozolve kapjuk, hogy:
2 2 2 2

€T i
22ty =4+l 1 +?;—2

2 4 \/52

vagyis a kupszelet egy ellipszis melynek féltengelyei v/2, illetve 2—vel

=1,

2
egyenlGek és az ellipszis kézéppontja 5 vektorral van eltolva.
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N
O

6.28. PELDA.
202 —5y? — 122 — 10y +23=0=2(z—3)°=5(y+1)°+10=0
(y+1)* (@-3)" ] y?  a”

2 2 ===l
V2 V5 V2 VB

A kupszelet egy hiperbola melynek tengelyrendszere (

> vektorral

van eltolva az eredetihez képest.

\y v
o~ ,
6.29. PELDA.
2 2 1) 2
2_ 0,2 _ (=27 -1~ _ =yt
42 =9y —162+18y—29 =0 & = 3 =1 Frae)

2
A hiperbola tengelyrendszere ( ) ) vektorral van eltolva:
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=

6.30. PELDA.

¥ —5r—6y—1=0< (y—3)°=5(x+2) < y? =52

-2
A parabola tengelyrendszere < 3 > vektorral van eltolva:
v’ /
{ x'
\ o _ x

A vegyes szorzat kikiiszoboléséhez a négyzetes alakot kanonikus
alakra hozzuk a sajatérték-sajatvektor modszerrel.

Ennek érdekében a
(6.3.5) T=Q 7
transzforméciot (forgatast) alkalmazzuk, ahol @ a kupszelet ¢ (T) =

b
amz + bey + Cy2 — ( Ty > ( Z ) ( flf > négyzetes alakjénak
C Yy

az ortogonalis matrixa: Q 1AQ = Q'AQ = diag.
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A forgatast koriiljarasi iranyt megtarténak neveziik ha
det ) =1,

ezért sziikség esetén (ha det @ = —1) két oszlopot felcseréliink, vagy

az elsG oszlop elGjelét megvaltoztatjuk.

Tehat, ha A = Z b akkor

C

AR A VI
(6.3.6) QAQ_( . A2>

ahol A1, Ay az A matrix sajatértékei, ahonnan
q(7) =7 AT = (Q7) A (Q7) = 7" Q' AQY =

— ([ A 0\ —
=7 ( 01 \ ) o’ = M + Aay?,
2

vagyis 'y’ vegyes szorzat mentes.

0 —sind
Az X'OY’ elforgatott tengelyrendszer 6 szogét a () = C?S S
sinf)  cos@

forgatasi matrixbol kapjuk.

6.31. PELDA. 522 — 42y + 8y?> — 36 = 0

(50 (0)-meo

Py () = det (A — \L)

)\1:4(—> X =

S
/|
N~
S~—
&

I

Ne)

I

>.<

I
Gl- x
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2 =1
A sajatvektorokbol kiindulva a Q) = ( */15 \f ) ortogonalis (forgatasi)
NCERE

méatrixot kapjuk amelynek determinansa =1, tehat a (6.3.5) képletnek

megfelel§ transzformécio:
2 =1 /
12 0]
Y NV Y
Behelyettesitve az eredeti egyenletbe kévetkezik, hogy:
2 2 -1
=1 -2 8 12 y'
V5 Vs Vb
l./
<x’ y’) ) =836 =0 = 42 + 9y” = 36.

Y
Ismerve, hogy Q'AQ = diag(\i, \2), a Q" AQ szorzast nem sziikséges

elvégezni, viszont fontos, hogy a sajatértékek sorrendje megfeleljen a

o
Sl &l
© o

sajatvektorok sorrendjével.

A kuapszelet kanonikus alakja

I/Z y/2

T A

9 1
ami egy 3 és 2 féltengelyfi ellipszis. A 6 szoget a () forgatési matrixabol
szamitjuk ki: cosf = \%,sin& = \/Lg = 0 = arccos (%) ~ 26.565°.

y' y
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6.32. PELDA. 222 — 4oy — > +8 =0

2 =2 1 1 1 -2
A= >AM=-2X=— A =3Y =—
(-2 —1> 1 ﬁ(2> : ﬁ<1>

tehat a forgatast a () = (

S-Sl

) (det @ = 1) ortogonalis matrixxal

) (3 5) () s =

Skl

végezzik =

A 0 szoget a () forgatasi matrixabol szamitjuk ki: cos = \/LS’ sinf =

2 = ¢ = arccos (%) ~ 1.1071rad = 63.432°.
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