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1. FEJEZET
Szamabrazolas, hibaszamitas.

1.1. Szamitoégépes szamabrazolas

Tradicionélisan az emberi gondolkodas a szamokat tizes (decimalis)
szamrendszerben kezeli-értelmezi. Péld4ul 1205 = 1000+2004+0+5 =
1-1034+2-10%+0-10'+5-10°. Altalanosabban, ha r jeloli a szimrendszer

alapjat akkor egy a szam felirasa a kévetkezs:
A=y "™+ Qg -+

ahol a; € {0,1,2,....,7 — 1}.
A szamitogépek binaris, oktélis, illetve hexadecimélis szédmrend-

szert hasznélnak

Szamrendszer | Alap=r | Szimboélumok=a;

decimélis 10 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

binaris 2 0,1

oktalis 8 0,1,2,3,4,5,6,7

hexadecimalis | 16 0,1,2,...,8,9,A(=10),B (= 11),C (= 12),D, E, F
1. PELDA.

100101101019y =1-2°+0-2" +1-2240-2° +1-2* + 1- 2>+
+0-2°41-2740-2%40-27+ 12" = 1205,

22655 =5-8"+6-8' +2-8" +2-8 =12050y)

4B516 =5-16"+ B- 16" +4-16° =5-16° + 11 - 16" + 4 - 16° = 12051

Decimalis szémrendszerbdl egy r szamrendszerbe vald attérést mara-
dékos osztassal kapjuk meg (mod r). Az els6 maradék a szam legkis-
sebb helyiértékd szamjegyet adja, stb. Példaul decimélis szdmrendszer-
bél binarisba valo atszamitaskor a keresett szam szémjegyei a kettével
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valo osztasi maradékok, melyeket forditott sorrendbe olvasunk. PI.
1205(10) = 10010110101 ) mert

oszt6 | maradék

1205 | 1
602 |0
301 |1
150 |0
75 1 . .
T . Az osztast addig végeziik amig a hanyados nulla.
18 0
9 1
4 0
2 0
1 11
oszté | maradék
1205 | 5
Hasonloan 1205(;9) = 2265() mert | 150 | 6 , 1205(10) =
18 2
2 27T
oszt6 | maradék
4B5(16) mert 120515
75 11=B
4 41

Az oktalis, illetve hexadecimalis szamrendszerek elénye a tomor-
ség, vagyis egy szam abréazolasahoz kevesebb szimbolumra van sziik-
ség. Ugyanakkor, a kettes szdmrendszerbdl nagyon konnyd az atté-
rés az oktalis (2% = 8), illetve hexadecimalis (2* = 16) szamrendszerbe.
Egy binaris szam oktalis alakjat tgy kapjuk meg, hogy a binéris szam
szamjegyeit harmasaval csoportositjuk (jobbrol), majd a megfelels ok-

talis értéket
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@)
000

001
010
011
100
101
110
111

(8)

| O O b= W N | O *|

rendeljiik hozza. Példaul 10 010, 110, 101, (9) = 2265(5). A binaris-
=N~
hexadecimalis atalakitas hasonldoan torténik, csak a binaris szamjegye-
ket négyesével csoportositjuk, példaul 100 10110101 (o) = 4B56).
Tizedes alakt szamok atalakitasa hasonléan torténik:

12.34(10) = 1- 10" +2-10°+3- 107" +4- 107",
11001y =1-224+1-2"40-2°+0-27" +1-272 = 6.25(
A valos szam egész részének decimalis szamrendszerbdl binérisba

mar lattuk, hogy osztassal torténik. A szam tizedes részét osztéssal

kapjuk, példaul 0.25 binaris alakja:

X2 | egész rész
2
2. PELDA. 025104
0.5 |1
0

3. PELDA. A %0 = 0.1(10) binaris alakja:

1
o= 0.000110011001 ... =1-2"*4+1-2°40-27%40-277+1-27 % +1.2794 ..,
1

o= 1.10011001...- 27 =27 (1+ 27" 427" 4277 + .. )

Egy masik kiilonbség az emberi, illetve a szamitogép szamabrazo-
lasa kozott a valos szamok abrézolédsanal jelenik meg, nevezetesen az
emberek fixpontosan értelmezik a szamokat, a szamitogépben pedig
lebeg&pontosan. A fixpontos mddszert a gépek csak egész szamok ab-

razolasara hasznaljak.
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Egy valos (tizedes)
Ha egy a szam nem fér el a fixpontos abrazolasi tartomanyban ak-
kor &t kell térni lebegépontos szaméabréazoldsra. Egy decimalis szam

lebegépontos felirdsa a kovetkezéképpen lehetséges:
(1.1.1) a=(=1)°-0.f-r

ahol s =el6jel (sign), f =a szam tortrésze (mantissza) normalizalt
alakban, r =a szamrendszer alapja, e =a szam kitevGje (exponent).
Példaul a —1234.5 = (—1)"-0.12345-10* sz4m egy 8 bites regiszteren

a kovetkezSképpen abrézolhato:

[1fo4]1][2][3]4]5]}

Tehat a 8 bitbdl egy bit a szam elGjele (az els6 1 vagyis negativ), két
bit a kitevs (04), 6t bit pedig a mantissza (12345). Mivel a kitevst két
biten abrazoljuk az altala leirt tartomany 0 : 99. Tovabbi bitre volna
sziikség a kitevs elGjelére. Ezt egyszert eltolassal megoldhato, vagyis a
kitev6hoz (04-hez) hozzdadunk 50-et, a kitevs tartomany felét, igy az

el6bbi szam a kovetkezSképpen abrazolhato:

[1][5]a[1][2]3]4]5}

Tehat a kitevst tgy szamitjuk ki, hogy a regiszterben szerepld ér-
tékbdl kivonunk 50-t.

4. PELDA. A

[0f5[5]5[4]3[2[1]

nyolc bites abrazolas a +0.54321 - 10%°~°° = 54321 szamot jeloli,

mig

[1[4]8]2]4]6[8]0]

a —0.24680 - 1087°0 = —(0.0024680 szamot.
A 357.02468 szam 8-bites abrazolasdhoz a kovetkezd lépéseket vé-

gezziik:
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- normal alakba frjuk: 0.35702468 - 10~3;
- a mantisszat 6t jegytre vagjuk: 0.35702 - 1073;
- abrazoljuk: |04 |7[3|5[7]0|2|

A szamitogépekben a valos szamok abrazolédsa hasonldéan torténik
a leirtakkal, csak nem tizes- hanem kettes szdmrendszerben, és nem 8
biten hanem (altalaban) 32 vagy 64. Kettes szamrendszerben a szam

lebegépontos abrazolasa a kovetkezs:
(1.1.2) a=(—=1)"-(1+f)-2°=(=1)°-1.f-2°
ahol az s, f, e paraméterek jelentGsége ugyanaz mint a (1.1.1) képletben.

5. PELDA. 3.55(19) = 11.10001100110011... = (—1)0-1.110001100110011...-
21

Ahhoz, hogy kiilonb6z8 processzorokon végzett szamitasok eredmé-
nyei ne térjenek el egyméstol szamottevéen, a lebegépontos dbrézolést
1985-ben szabvanyositottak (IEEE Standards 754).

A 64 bites regiszter esetében (double precision) egy bit a szam el6-

jelét tarolja, 11 a kitevdt és 52 a mantisszat:

Islelefelefefelelelele[e[f[f[F[F[E[F[F[F[E]F[F]F]..]

Mivel a kitevs tartomanya 0 és 20 + 21 +...219 = 21 1 k6z6tt van,
a kitevs elGjele szabéalyozhato ha eltoljuk a tartomény felével vagyis
1023-mal. A binarisan abrazolt mantisszat mindig 1-re normalizaljuk.
Innen kévetkezik, hogy még egy bitet spérolhatunk meg ha ezt az 1-t
nem abréazoljuk (implicit-bites dbrazolas).

6. PELDA. A 11.34(;p) = 1011.010101110...(9y = 1.011010101110... -
23 szam elGjele + (s = 0) , a kitevSje 3+1023 = 1026(19) = 100000000102,
és a mantisszaja 011010101110..., tehat a szdm abréazolasa:

Olr]o|lo]lolo|o]o|lo]lo|1|o|Of1]{1|0]1|0]1|0]111]11/0

7. PELDA. Az

l1l1|o]lo|lo|ojo|o|o|lr|ofx|l|1|1]0|1]1]0|1]1]1]01]0

abréazolas esetén az eljel negativ (s = 1), a kitevé e = 10000000101 5y =
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210 192 4 20 = 102910y, a mantissza 1.f = 1.111011011100... tehat az
adott binaris szam ——1.111011011100... - 2192971023 — _193 45 szamot

jeloli.

A deciméalis a = 1 felirasa binarisan a kovetkezd:
1.0...00=1-2"40-27'4+0-2724+...+0-27°%

A kovetkezd abrazolhato szamot tgy kapjuk, hogy az utolsé bitet egyes-
re cseréljiikk. Az igy elGallitott névekmény nagysaga 27°2. Ezzel a no-
vekménnyel generalhato a [2°, 2!] binaris intervallum sszes Abrézolhato
szama.

Gépi epszilonnak nevezziik az a = 1 és a rakovetkezs abrazolhatd

szam kiilonbségét:

eps =272 ~22.10716 (10)

8. PELDA. A gépi epszilonnak a generalésara a kévetkezd miivelet-

sort lehet hasznalni:
a=4/3, b=a—1,¢=3-b,d=1—c.

Pontos szamitassal a d értéke nulla, viszont a kozelitések miatt d = eps.

Kiilonbozo [2¢, 26T intervallumokon a névekmények valtoznak. Pél-

daul a [2!,2?] intervallumban, a 2 felirdsa:
2=102 =1.0...002" =2"(1-2°+0-27"+0-272 + ... 40-27%),

tehat az utolsé bit cseréjével a [2!,2?%] intervallumban az abrazolhato
szamok 2'7°2 novekménnyel generalhatoak. Altalanosan, a [2¢,2°F1]
intervallumon a névekmény 26752,

A kitevs (eltolt) két szélsGértéke: —1023 és 1024, kiilonds jelents-
séggel birnak, ezért ezeket csak sajatos esetben hasznaljuk. Tehat a

szamok abrazolasahoz a kitevé hasznalhato tartomanya:

—1022 < e < 1023.
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Innen kovetkezik, hogy a legkisebb (pozitiv) abrazolhato szamot (jel.
realmin) az e = —1022 és f = 0 értékekre kapjuk, vagyis

realmin = 2719 (5) ~ 2.2251 - 107°% ().

A legnagyobb szamot e = +1023 és f = 0.11...1 értékekre kapjuk,
vagyis:

realmaz = (2 — eps) 2'%%° ~ 1.7977 - 10°* (49).
Tulcsordulasrol beszéliink ha a szamitasok sorédn egy eredmény na-
gyobb realmaz-nal, illetve alul-csordulésrél ha az eredmény kisebb

realmin-nél.

9. PELDA. Ha egy vizsga végsé jegye az irasbeli kétharmadabol,
illetve az szobeli harmadabol all és a jegyek 7.75 illetve 7, akkor szé-
mitsuk ki (a megszokott kerekitéssel) a vizsga jegyet!

A pontos megoldas

2 1 1 45 15
5'7.75—1—5-7:5-7:?:7.5,
tehat kerekitve a vizsga jegye 8. Szamitogéppel viszont az eredmény
7.4999999, tehat kerekitve 7.

1.2. A hibaszamitas alapfogalmai

A gyakorlatban, a miiveleteket altaldban a szamok kozelits értékével
végezzik, és az eredmény is kozelits értékd lesz. Lényeges kdvetelmény,
hogy mindig becslést tudjunk adni a kozelités pontossagarol.

Hibaforras lehet mar a bemend adat; ez bekovetkezhet a hibas mé-

rés, vagy a pontatlan miiszerek miatt.

1.2.1. A kozelits érték és hibaja Tekintsiik az A pontos érté-
ket. A gyakorlatban A helyett ennek egy kézelitd értékével dolgozunk,

jeloljiik a-val.

10. PELDA. A 7 kozelits értékének az a = 3.14 értéket lehet tekin-

teni.

A pontos es a kozelits érték abszolut kiilonbségét az a szdm abszolit

hibdjénak nevezziik: |A —a| = A.
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Mivel a pontos érték legtobbszor ismeretlen ezért az abszolut hiba

is ismeretlen. Helyette egy « legkisebb hibakorldtot fogunk hasznélni:
A=]A-a|l<a.
A fenti képlet felirhato a kovetkezSképpen:

a—a<A<a+ .

11. PELDA. Ha egy tetsz6leges mérésnél egy bizonyos 0.1 grammért
szavatolunk tugy 0.1 gramm a hibakorlat (A = a £0.1).

Az abszolut hiba es a hibakorlat a mérés és szdmolas pontossaganak
a jellemzésére nem elegendd. Példéul ha mérések alapjan Ly = 145ecm=+
0.1cm, Ly = 6.2¢cm=£0.1cm, habar a két hibakorlat azonos, az els6 mérés
mindgsége jobb, mint a masodiké.

Az A érték relativ (viszonylagos) hiba értelmezése a kovetkezo:

v_2 _A-d
lal |al
A gyakorlatban, hasonléan az abszolut hibahoz, nem a relativ hibat
vizsgéljuk hanem annak a legkisebb korlatjat. Ezt nevezziik relativ
hibakorldtnak és jeloljiik d-val:
A

ja

VvV <6

Ismerve az abszolit hibakorlatot mivel A < « felirhatjuk:
e
lal’
12. PELDA. Az el6bbi példét felhasznalva 6; = &L = 6.8966 x
1074, 6, = 23 = 1.6129 x 1072

A tovabbiakban az abszolut, illetve relativ hibat A, illetve §-vel

azonositjuk.

1.2.2. A helyes jegyek szama A szamok relativ hibaja konnyen
kiszamithato ha ismert e szamok tizedes alakja illetve a helyes jegyek

szama.
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Elsd értékes szamjegynek nevezziik az els6 nem nulla szamjegyet

amit balrél jobbra haladva taldlunk.

13. PELDA. A 3.14 =3x10°4+1 x 107! +4 x 1072 szamnak az elsé
értékes szamjegye a 3, a 0.0027 = 2 x 1073 4+ 7 x 10~ %-nek pedig a 2.

Altalanosan egy a = a,, X 10™ + a,,—; x 107! + ... szamnak az els6

értékes szdmjegye a,,. Innen kovetkezik, hogy:
an10™ < a < a,10™m +10™ = (1 + a,,)10™.

A tizedestort alakjaban felirt a szam valamely meghatérozott jegyének
helyén all6 mindegyik egységnek megvan a maga helyi-értéke: az elsé
helyen all6 egység 10™-el egyenls, a masodik 10™ ! ..., az n-edik helyen
allo egység egyenls 10m—"F1,

14. PELDA. A 3.141 szamban a harmadik jegy helyi-értéke 1072,

mig a 0.3141 szAmban ugyanannak a jegynek 1073 helyi értéke van.

Hogy egyszertibbé tegytlink egy tizedes szdmot hasznélhatjuk a cson-
kitast szabdlyt, azaz, elhanyagolhatunk bizonyos szamu szamjegyet a
végérdl. Az abszolut hiba, amelyet ebben az esetben elkévetiink, nem

fogja meghaladni a meghagyott jegyek utolsdjanak helyi értékét.

15. PELDA. Ha a 2.10527 szamnak az els6 hdrom jegyére szoritko-
zunk, akkor a 2.10 szamot kapjuk, az elkovetett hiba pedig kisebb mint
1072

Ha nagyobb pontossagot szeretnénk elérni hasznalhatjuk a kereki-
tést szabdlyt. Ez abban &ll, hogy a meghagyott szdmjegyek utolsojat
valtozatlanul hagyjuk vagy noveljiik egy egységgel attol fliggéen, hogy
az elsé elhanyagolt szamjegy kisebb (<), vagy nagyobb vagy egyenld
(>) 5-el. Ebben az esetben, az elkovetett abszolut hiba nem haladja
meg a meghagyott jegyek utolsojanak helyi értekének a felét.

16. PELDA. Ha a 2.10527 szamban, a kerekitési szabélyt alkalmaz-
va, az elsé harom jegyet tartjuk meg, akkor kapjuk a 2.11 szémot, az
elkdvetett hiba pedig kisebb mint 1/2 x 1072,



1.2. A HIBASZAMITAS ALAPFOGALMAI 14

Altalanosan, ha az A szamot az a érték n helyes szamjeggyel kozeliti

meg, akkor az abszolut hibara a kévetkezd egyenlStlenségeket kapjuk:

A = |A—al <10™ " csonkitasi szaballyal ill.
1
A = |[A-a| < 510’”‘”“ kerekitési szaballyal.
Ezen feltételek mellett kifejezhets természetesen a relativ hiba is:
10m7n+1 10m7n+1 1 o
o6 = |a| S amlom — 0 S m csonkitas ill.
1 "y
0 < %0 101 kerekités esetben.

Nagy vagy igen kicsi szamokat ajanlatos 10-nek a hatvanyai szerint

irni.

17. PELDA. A 12345678 szamot harom helyes szamjeggyel a kovet-
kezképpen irjuk: 123 x 10°. Hasonléan a 0.000001234 szadmot harom
helyes jeggyel =12.3 x 1077.

A probléméat forditva is meg lehet fogalmazni, vagyis egy adott

pontossagra hany helyes szamjegyet kell szamitéasba venni.

1.2.3. Hibaterjedés

1.2.3.1. Az alapmiveletek hibdi Legyen ay,as az Ay, A3 pontos sza-
mok kozelits értékei. Ismerjiik tovabbé az eltérés hibakorlatjait: aq, ag
illetve 01, do. Szeretnénk meghatéarozni a hibakorlatokat abban az eset-

ben mikor az A;, Ay értékekkel a négy alapmiiveletet végezziik.
e Az Gsszeg hibakorlatja

Ebben az estben az A = A; + As; mennyiség megkozelitéséiil szolgalo

a = a1 + ay 6sszeg « abszolut hibakorlatot hatarozzuk meg.

|A—a|=|A1 —a; + Ay —as| <A1 —aq| + |Ag —as] < a1 + ay

vagyis az « hibakorlatot egyenlének lehet venni az aq, as hibakorlatok

Osszegével:

(1.2.1) a=ag + as.
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e A kiilénbség hibakorlatja

Hasonloan lehet eljarni mint az el6bbi pontnal: A = A — Ay |, a =

a; — Qg —

|A—a|=|A1 —a; — Ay +as| <A1 —aq| + |As —as] < oy + ay

vagyis, mint az el6bb, az « kiilénbség hibakorlatjat egyenlének lehet

venni az o, ap hibakorlatok Gsszegével:
(1.2.2) a=a;+a;.

Kiilon figyelmet kell szentelni ha A; es Ay kozeli értékek ugyanis, ebben

az esetben sokat veszithetiink a pontossagbol.

18. PELDA. Ha 215 =1+ /1 4+ 10716 akkor:

(1) adjuk meg azt a masodfoku egyenletet amelynek gyokei 1, xo.
(2) szamitsuk ! ardnyt
A Viéte Osszefiiggések szerint S = x14+x9 =2, P = x1-29 = 0, (z2 = 0!)
tehat az egyenlet 2? — 2o = (0 aminek a gyokei 0, illetve 2. Egyszerii
behelyettesitéssel az i—; arany inf értéket fog mutatni mikézben a pontos

2
1o _ (HVIFIO ) e
1—/1410-16 —10-16 :

értéke

19. PELDA. Szamitsuk ki két kocka Vi, Vs térfogatainak kiilonb-
ségét ha oldalaik 0.120m ill. 0.121m. A térfogatok négy tizedessel
(csonkités) a kovetkezok lesznek: Vi = 0.0017, V4, = 0.0017, ahonnan
a kilonbségiik V5, — Vi = 0. Hogy elkeriiljik az értékes tizedesek el-
hagyésat hasznéljuk az a® — b% = (a — b) (a® + a - b+ b*) képletet ahol
a = 0.121 b = 0.120, ahonnan

Va—V1 = 0.001-(0.121% + 0.121 - 0.120 + 0.12%) = 10~*.0.0308m° = 30.8cm”.

Egy maésik lehetGség az értékes jegyek megtartasara a Taylor képlet

hasznélata:

fla+ Ax) — f(z) = f/(2) - Ar,
ahol f(z) = 2%, x = 0.120, Az = 0.001 azt kapjuk, hogy: Vo — V| =
3-0.120% - 0.001 = 0.0432 - 1073 m?3 = 43.2 ecm?.
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e A szorzat hibakorlatja

|A1 Ay — aras] = |A1As — Ajas + Ajas — aras| = |A; (As — ag) + (A1 — a1) ag| <
< AL |Ag — as| + |ag| |A1 — a1| < A Ay + |ag| Ay .

Az ismeretlen |A;| tagot majoraljuk a kovetkezd taggal:
A = |AL — a1 + ay| < AL — ar] + |ag| < Ay + aq

tehat A < (Al + ]a1|) Ag—l- |a2\ Al = A1A2—|— ]a1| AQ—l— |a2\ Al- Elosztva
az egyenlGtlenség mindkeét oldalat |ajas| taggal kapjuk, hogy:
A < JANPAV S CEEAV

layas| ~ [aias] W @

vagyis:
5 = 51(52 + (51 + 52.

Mivelhogy a relativ hiba kicsi szokott lenni ezért a 6,0, szorzat elha-
nyagolhato és a szorzat relativ hibajanak vehetjiik a &1, do relativ hibak

Osszeget:
(1.2.3) 0 =01+ 0.

e A hanyados hibakorlatja

A1 ar| _ |Aia2—Asa;

Az az Azaz
|[A1—ail|az|+|ai||az—As|
| A2||az]

Az | Ay| ismeretlent minoraljuk a kévetkezs képpen:

|a2’ = ‘az — Ay +A2’ < |a2 — A2‘+‘A2‘ — |A2‘ > ‘a2|_‘a2 _ A2| ahonnan
A = |[AL _ a| < Aifazltlar|Ar

_ |Araz—aiaptarap—Asar| _ |[(Ar1—ai1)astai(az—As)| <
[Azaz] |Azaz] -

Ay az| — ag[(Jaz|-Az) -

ai
a2

Hogy a relativ hibakorlatot megkapjuk, elosztjuk A-t -vel es azt

kapjuk, hogy:

A A
A Ailag| + ] Ag Jao| T el
= ag| (lag] — Ag) Jar|  1- 22

ar
a

|az]

Figyelembe véve, hogy @—; elhanyagolhato 1-hez képest azt kapjuk,
hogy:
(1.2.4) 0 =01+ 0s.
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20. PELDA. Egy fém egyeneshenger magassaga h = 8.5 £+ 0.01cm,
atmérGje d = 4.04 + 0.01em. Szamitsuk ki a henger térfogatat és be-
csiiljiik meg az elkdvetett hibat! Ha a henger témege m = 2103 £ 1g,

szamitsuk ki a henger stirtiségét és becsiiljiik meg a hibat!

B1ZzONYITAS. A megadott adatok abszolut és relativ hibai:
0.01

A, = 0.0lem, 6, = 55 - 0.0012 =1.2-1073,
0.01 "
Ny = 0.0lem, 6= —— ~0.002475 = 2.475- 1073,
4.04
A
2
V =n—h,

4
térfogat képlethez sziikséges 7 értékét az eddigi értékek kozeli nagysag-

renddel (csonkitassal) kozelitjiik meg: m ~ 3.141, ekkor

0.001
A, =103 6§, =—==0.318-10°
’ 3.141 0.318 ’

tehat
4.042

V = 3.141 8.5 ~ 108.94cm?,

és a hiba:
Sy = 0r + 204+ 6, =6.468-1073, Ay =V -6y = 1.036548744cm>.
amit V' = 108.94 & 1.0365¢m? alakban irhatunk. A stirtiség

m 2103 g kg
_m_ ~19.3042-L — 1930024
P~V T 108.04 om? m3

O

1.2.8.2. Figguény hibakorlatja Ebben az esetben szeretnénk meg-
vizsgélni hogyan befolyasolja a valtozé hibakorlatja a fiiggvény hiba-
korlatjat.

Legyen f : R® — R egy derivalhato fiiggvény, illetve X0 =
(X?, X9, ..., X?) € R" egy pontos érték. Kérdés mennyi f (X°) =?

Az X© idedlis értéket megkozelitjiik egy 2° = (29,29, ...,2%) € R
ponttal, illetve az f (X°) értéket az f (2°) értékkel. A fiiggvény megko-
zelitésében elkovetett abszolut hibét jeloljik Af (2°) = | f (X°) — f (29)].
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A kozépérték tételbsl:

F(X?) = f(2%) =df (&) (X°—2%), €€ (X°2")
kovetkezik, hogy:

- gk -

Tételezziik tovabba fel, hogy X° pontnak létezik egy olyan Q kérnyezete

amelyre 2° € Q es f parcialis derivaltjai korlatosak, vagyis:

of
o (©

sup =M, e R.

e

Kovetkezik, hogy:
(X)) =Af(x ZM X7 -

Ha € egy elére megadott pontossag akkor kikotjiik, hogy:
‘X R

ahonnan az el6bbi egyenlGtlenség alapjan kapjuk:

[f(X0) =1 (@) < e

Ha f(z) = 1 + x9, akkor M; = 1 és visszakapjuk az Osszegre
vonatkozo hibakorldtot, z = (z1,72) € R% Hasonléan, visszakapjuk

a hibabecslést a kivonasra, szorzasra, osztasra ha f(z) rendre f(z) =

X1 — T2, f(x) = T1X9, f(x) — 1

T2 "

21. PELDA. Legyen f : R? — R, f(x) = 27 + 222 + 2129, ahol
T = (71,79) € R%

Af (130) = MlAl’l + MQAI‘Q

ahol M, = sup ’g—gfl‘ = sup |2x1 + 3|, My = sup ’68_9{2‘ = sup |[4xs + 21 .
Konkrétan ha z° = (0,0), X° = (0.1,-0.025), Q@ = [-0.1,0.1] x

[—0.025, 0.025], akkor My = sup,cq |221 + x2| = 0.225, My = sup,cq |4xs + z1| =



0.2 ahonnan

1.2. A HIBASZAMITAS ALAPFOGALMAI

Af(2°) =0.225-0.140.2-0.025 = 0.027 5.

19



2. FEJEZET

Szamsorok

22. DEFINICIO. Szamsornak nevezzik az alabbi végtelen Gsszeget:

(2.0.1) Zan:a1+a2+...+an+...

n=1
A sor természetét -konvergencia, divergencia- az (.S,), részletosszeg

sorozat segitségével tanulmanyozzuk
(2.0.2) S, =a;+as+..+a,.

Ha az (.S,),, sorozatnak van véges S = lim,,_,, S,, hatarértéke, akkor a
> > | an sort konvergensnek nevezziik és a sor Osszege egyenls S-el; ha
viszont ez a hatarérték végtelen, vagy a sorozatnak nincs hatarértéke,

akkor a sort divergensnek nevezziik.

Kénnyen belathat6é hogy ha az (a,), sorozat nem konvergél zéro-
hoz akkor a sor divergens, tehat sziikséges (de nem elégséges) feltétele

annak hogy a Y 7 | a, sor konvergens legyen az hogy:

(2.0.3) lim a, = 0.

n—o0

23. PELDA. A
0.01 + v0.01 + ... + V0.01 + ...

sor altalanos tagja a,, = v/0.01 — 1 # 0, tehat a sor divergens.

24. PELDA. Az ugynevezett harmonikus sor esetén:

SRR
n 2 3 7

n=1

20
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annak ellenére hogy a,, — 0, a sor divergens. Az éltalanositott harmo-

nikus sor:

[e.e]

1
(2.0.4) —
n=1 ne

konvergens ha a > 1 és divergens ha a < 1.

A konvergens sorok Osszegének a megkozelitéséhez a sor elsé n tag

Osszegét hasznéljuk:

(2.0.5) Zan:a1+a2+...—|—an,

n=1

és ekkor az elkovetett hiba a kovetkezd lesz:
(206) Rn = ’an+1 + an+2 + ’

Természetesen, minél t6bb tagot vesziink figyelembe a (2.0.5) kozeli-
téshez, annal pontosabb eredményt kapunk, de az 6sszegezendd tagok
szamat ugy fogjuk meghatarozni hogy az abszolit hiba egy bizonyos

€ > 0 ponotossagi kiiszobon beliil maradjon

(2.0.7) R, <e.

2.1. Pozitiv tagt sorok kiszamitasa

Tekintsiik a > > | apn, a, > 0, pozitiv taga sort amelyre teljesiil az
alabbi D’Alembert-féle konvergencia kritérium:

(2.1.1) I+l < 4 <1, ¥n > N.

Qn

Tehat:
ans1 < qan, ayi2 < qany < an, ...

és az eredeti sort majoralhatjuk a kovetkez&képpen:
Zan = a+..+ay+tany1+ ... <ap+ ... —|—aN+an—|—q2aN+
n=1

1—g¢q
1—gq

= ay+..an.i+an(l4+q+¢ +..) =a1 +...ay_1 + ay lim(

)=

1
= a1+ ..any_1+ CLN(l—_q), mert g € (O, 1) .
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Tehat, a sor Osszegének a kozelitésére hasznéljuk a

(2.1.2) Zan:al—i—ag—i—...—i—aN_l,
n=1
és a hiba
1
2.1.3 Ry = —).
(2.1.3) N =an(— q)
Az N kiiszObszam kiszamitasahoz megoldjuk a (2.0.7) kikotésbdl ereds
egyenlGtlenséget:
1
2.14 —) <
(214 ol <

Mivel numerikusan az (2.1.2) osszeget egy DO-WHILE ciklusban
szamitjuk ki, a (2.1.4) egyenl6tlenség konkrét megoldasara nincs sziik-
ség, ugyanis az index szamot addig noveljiik (és Gsszegeziink egyuttal)

ameddig az (2.1.4) egyenlGtlenség igaz lesz.

25. PELDA. A >°°7 a, =Y 77 | L5 sor esetében:

n=1 3np2
1 n. 2
L S
n Pl 2ntl(n+1)°  2(142)" 2
Tehat, ha példdul € = 1072 akkor a (2.1.4) szerint 5% < 1072 =
N =4, és a sor kozelfts érteke (2.1.2) Y% 5ls ~ L 4 7 + 5355 =
0.576 39.

2.2. Valtakozd elGjelii sorok

A valtakozo elGjeld sorok az aldbbi alakban irhatok:

o0

(2.2.1) Z ()" ap =a1 —ag+as— ..., ap, >0

n=1
és esetiikben alkalmazhatjuk a Leibniz-féle kritériumot, azaz ha (ay),,
monoton cstkkend és zérohoz konvergal, akkor a (2.2.1) sor konvergens.

A sor sszegének a kozelitéséhez jbol az els6 N tag Osszegét vessziik

(2.2.2) S (=D)"an~ar—az+az— ..+ (=" ay,

n=1
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és a hiba:
(2.2.3) Ry = (=DM anpr + (=DM ango + ...

Feltételezve hogy teljesiil a Leibniz-féle kritérium, a (2.2.3) hiba majo-

ralhato az elsé elhanyagolt taggal (moduluszban)
(224) RN < AN+1-
Valoban, ha N paros azt kapjuk hogy
Ry =] ans1 — anj2 +anyz — anga + .| =
=an41 — aNg2 Fany3 — angst ..o S anga,
ha pedig N péaratlan
Ry = | —anp1+ anyo —anis+ anya+ .| =
= anNt1 — aN42 T AN43 — N4+ S ANy

A fenti képletekben felhasznaltuk hogy (a,),, monoton csokkend: a1 > anio >

aN+3 Z
Az Osszegezendd tagok szamét N-et, ujbol a ¢ > 0 pontossagtol

tessziik fiiggévé, vagyis kikotjiik hogy
(2.2.5) Ry < ani1 <,

bebiztositva ezaltal hogy az Osszegzésbdl eredd hiba nem 1épi tul a
megengedett hatéart.

26. PELDA. Tekintsiik a Leibniz sort

1—1+—— Z

n=1

3I'—‘

Az a, = % sorozat telejesti a Leibniz feltételeket, tehat a sor konver-
gens. A sor Osszegének ¢ = 1072 pontossiggal valo kiszamitdsahoz
felhasznaljuk a (2.2.5) kikotést
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ahonnan N = 99. Teh4t

1 1 1 1
)" D S =1— 242 — ...+ — =0.6982
2. (1) n- 7% 237 T o9
€ = 1072 pontossaggal. Ismerve, hogy a sor pontos dsszege—In 2, kiszamithato
a hiba: Ry = [In2—0,6982| ~ 51072 < e.

A fenti 6sszegzést egy FOR ciklusban oldjuk meg; ugyanakkor, ha
egy DO WHILE ciklust hasznalunk akkor a (2.2.5) egyenlGtlenséget
nem kell el6zetesen megoldani mert az 6sszegzést addig folytatjuk mig

ez teljesiil (tehat egyesével lépegetve csak leellendrizziik).

27. DEFINICIO. Egy >~ | a,, sort abszolut konvergensnek neveziink

ha > | |a,| sor konvergens.

A pozitiv taga sorok esetében az abszolut konvergencidnak sem-
mi jelentGsége nincs, viszont a valtakozoé sorok esetében ha egy sor
abszolut konvergens akkor az konvergens is lesz. A forditott allitas

nem igaz. Példaul a Leibniz-féle sor >~ | (—1)"“% konvergens, de
Dot |(_1)n+1 %| = % divergens.

2.3. A sorok konvergenciadjanak a javitasa

A sorok sszegének a kiszamitasanal a pontos kozelités mellett fon-
tos a gyorsasag is. A fenti példan lattuk hogy a Leibniz sor € = 1072
pontossagu kiszamitasahoz N = 99 tagot kellett Osszegezni. A pon-
tossdg novelésével a N is ardnyosan nd. Példaul ha e = 107 akkor
N = 1072 — 1. Ahhoz hogy ugyanazt az eredményt kevesebb tag Gssze-

gezésével érjiik el sziikséges az eredeti sor atalakitasa.

28. DEFINICIO. Azt mondjuk hogy a >~ | b, sor gyorsabban kon-

vergal mint a Y >° | a, sor ha
(2.3.1) lim % = 0.

2.3.1. Az Euler transzformacié A valtakozo elGjeli sorok ese-
tében .
S:Z(_l)nﬂan =a;—ay+az— .., a; >0

n=1
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az S, részletosszeg helyett hasznaljuk ezek kozépértékét:

Snfl + Sn

2.3.2 T, =
(232) ;

és igy a kovetkezs sorhoz jutunk:

(2.3.3) T=—-— + T ..

E sor 6sszege megegyezik az eredeti sor Osszegével:

Tn—Sn:(—l)na—Qn—)O, ha n — oo, tehat T =S,

viszont gyorsabban konvergal:

_1 n+l apn—an_1 1 .
lim( ) 1 : ——lim(l—a 1)_
n (—1) an, 2 n Qp,

29. PELDA. A Leibniz sorra alkalmazzuk az (2.3.3) atalakitéast

1 1 i-1 11 nil s~
;(_1)4-15 _ 5_ 5 +322+ +(_1)+
= l‘f‘l———f-..‘l'( )" !
2 4 12 2n(n —1)
Figyelembe véve a (2.2.5) hiba majoralasi kritériumot:
I
2N (N+1) —

25

azt kapjuk hogy a sor € = 1072 pontossaggal valo kiszamitasahoz N = 7

tagra van sziikség és

oo

1 1 1 1 1
)" S 2~ s D
> (=) o mEEg T T T Ty

n=1

Az atalakitas tobbszor is alkalmazhato.

2.3.2. A Kummer transzformécié Kiindulva Y7 a,, a, >0

pozitiv tagi sorbol, valusszunk egy > >~ w, sort melynek u Osszege

ismert és létezik a

(2.3.4) lim 2% = ) € R,

TLU,n
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hatarérték. Ekkor

(2.3.5) Zan—)\Zun—l—Z n— Ay) = )\u+z n— Ay, .

Tehat, a Y >~ a, sor tanulmanyozasa visszavezethetS az alabbi sor
elemzésére:

oo
(2.3.6) > (an — M),

n=1
ami viszont gyorsabban konvergél az eredeti sornéal:
Qp — AU u
lim ———" =1— Alim = = 0.

30. PELDA. Alkalmazzuk az atalakitast az alabbi konvergens sorra

ITESY

n:l
Segédsornak a Y 07w, = > 0, m sort vessziik aminek az Osszege
1-el egyenl6 és
no . 1
A =lim &% :hmn(n—j) =1.
n Uy n n

Tehat, a (2.3.5) képlet szerint

ami nyilvan gyorsabban konvergéal.

A gyorsité modszerek tobbszor is alkalmazhaté egymésutan. A mod-

szer tObbszor is alkalmazhato egymasutéan.

2.3.3. Fiiggvénysorok, hatvanysorok Az olyan sorokat, ame-
lyeknek tagjai egy (vagy tobb) valtozo fliggvényei, fiiggvénysoroknak

nevezzik. Jelolésiik:
(2.3.7) A
n=1

31. PELDA. a) 1 +:v—|—:172+ =) e
b) Slnx _"_ Sln 2:0 _"_ + Slnnx _ Zn " Slnnx.

n2
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A legfontosabb fliggvénysorok a hatvanysorok:

(2.3.8) an (v —20)",

n=1

vagy x := x — xo transzformaciot hasznalva

(2.3.9) i anx".
n=1

A hatvanysorok elénye hogy a részletosszeg sorozat egy polinom filigg-
vény: S, = >, apa”.

Azt a legnagyobb (—R, R) intervallumot amelyre a (2.3.9) hat-
vanysor abszolit konvergens konvergencia intervallumnak nevezziik, az
ReR-et pedig konvergencia sugarnak. Ha R = 0 akkor a hatvanysor
csak x = 0-ban konvergens, ha pedig R = oo akkor az egész R tenge-
lyen. Ha z eleme a konvergencia intervallumnak akkor a fliggvénysor

egy f fiiggvényt fog elGallitani

f(z)= Z apz”,
n=1

vagyis minden € > 0 szamhoz létezik egy N (e, x) € N kiiszobszam (ami
fiigg € és z-t6l) amelyre ha n > N, akkor

(2.3.10) |f () — S, (z)] <e.

Ha az N kiiszobszam nem fiigg x-t6l akkor a sorrél azt mondjuk hogy

egyenletesen konvergal.

32. TETEL. Ha 0 < R < oo akkor a (2.3.9) hatvanysor egyenletesen

konvergdl barmilyen [—r,r] intervallumon ahol 0 < r < R.

Az R konvergencia sugarnak a kiszamitdsahoz alkalmazhatjuk a
D’Alembert (hanyados), illetve Cauchy (gyok) kritériumot: ha

Qp41
G

(2.3.11) | = lim

n

9

vagy

(2.3.12) [ =lim {/|an|,
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hatarérték létezik, akkor R = 7.

33. TETEL. Ha >~ a,x™ hatvinysor konvergencia sugara R, ak-
kor f(x) =37 anz", f:(—R,R)— R dsszeqfigguény
(i) C* (=R, R) osztdlyi és
A0

n!

(2.3.13) an, , Vn >0,

(11) barmilyen [a,b] C (—R, R) intervallumon

(2.3.14) /b f(x)de = i an /b 2"dz,

vagyis a sor tagonként integrdalhato.

34. PELDA. a)

1= (=2)" 1
1— P =1 = Vae(—1,1).
r+w 175111_(_96) s ze(—1,1)

Tagonként integralva azt kapjuk hogy

c+a— 1:624—11'3 —..=n(z+1)
2 3
¢s © = 0 -ra kovetkezik ¢ = 0. Tehat © — $22 4+ 32° — .. =In(z + 1) és
m—>1—re1—%+%—...:ln2.
b)
-2 +2t— .. = T Vre(—1,1).
Tagonként integralva kapjuk hogy = — %x?’ + %x5 — ... = arctgx, és
r—1=1- % + % — ... = 7, ahonnan 7 értéke kiszamithato barmilyen
pontossaggal.

2.3.4. Taylor sor Az el6bbi fejezetben lattuk miként rendelhetd
hozzé egy konvergens sorhoz egy fliggvény.

A kérdés forditva is felmertiil, vagyis ha adott egy f fliggvény elGallithato-
e hatvanysorral?

Legyen I C R egy nyilt intervallum, xg € [ és f : I— R egy
végtelenszer derivalhato fliggvény: f € C (1).
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Minden f fiiggvényhez hozzarendelhetiink az tgy nevezett Taylor

sorat:
f (l’) ~ f (l’o)-{—%f’ (Z‘o) (l’ - ZL’())—F%.]W (.I’o) (l‘ — I0)2++%f(n) (Io) (ZE — $0>n+

de ez nem jelent automatikus egyenlGséget a fliggvény és a Taylor sora
kozott.

35. DEFINICIO. Egy f fliggvényt analitikusnak nevezziink ha béar-
mely xg € I-re, f elgéallithato hatvanysorként zy kornyezetében (loka-

lisan):

| =

'f(”) (o) (x — x0)", T € V.

S

(2.3.15) f(z) = i

Minden R-en értelmezett elemi fiiggvény analitikus, de nem minden

végtelenszer derivalhato fiiggvény analitikus.

36. PELDA. Az f: R — R,

L“ x>0
f<x>:{w ’

0, <0

fiiggvény végtelenszer derivalhato: f € C (R) és f™ (0) =0, n >0
de nem analitikus. Kiilonben (2.3.13) szerint f (z) = 0, minden x

értékre 0 kornyezetében ami hamis.

37. TETEL. Ha f : I— R egy végtelenszer deriwdlhato fiigguény az
I C R nyilt intervallumon: feC> (I), és AM > 0 gy, hogy Yz €
I, Vn >0,

(2.3.16) |f™ (2)| < M,
akkor az f figgvény analitikus.
Numerikusan az f fliggvényt véges tagu Osszegként szamitjuk ki,

nevezetesen az n-ed foku 7, Taylor polinom segitségével:
(2.3.17)

T, (@) = f (wo) b ' (m0) (& = o) " (0) (& = o) £ (0) (2 = 0)"
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38. TETEL. Ha f € C"™V (1), z9 € I és M = sup,¢; || f™Y (z)
akkor:

Y

(2.3.18) f(x)=T,(x)+ R, (x)

ahol az R,, hibatagra igaz az aldbbi egyenldtienség:

n+1

(2.3.19) IR, ()] < M & — o™t

(n+1)!
Ha feC™ (1) és xoel, akkor az R, maradéktag felirhatd az aldbbi

Lagrange--féle alakban.:
)TL+1

@ 20S 0 (6). e (o.) (vagy Ec (x.20) ).

(2.3.20) R, (z) = T

Ha zy = 0, akkor a Taylor sorfejtés MacLaurin nevet viseli:

(2321)  To@)=F(0)+ 5 f (0) + T/ (0) + -+ T f 0).

Ha a h = x — xq jelolést hasznaljuk, akkor a (2.3.18) Taylor képlet

az alabbi alakban adhat6 meg:
(2.3.22)
n hn+1

h h?
flxo+h)=f (I0)+ﬂf/ ($0)+§f” ($0)+"‘+ﬁf(n) (J;O)—i_(n +1)!

f(nJrl) (.730 + Gh)
ahol fe (0,1).

39. PELDA. a) Az f,g : R = R, f(x) = sin(x), g(z) = cos(z)
fiiggvényekre M =1 és a (2.3.21) MacLaurin sorfejtésiik

T ZCS > x?n-‘rl
i S ) L
sin(e) = gt nz;( S e
IQ SE4 e n xQn
cos (z) = 1_§+Z_"':ZO<_1) on)l

A sorok konvergencia sugara R = oc.
b) Az f: (—1,1) = R, f(z) = e* fuggvényre M = 3 és a (2.3.21)
MacLaurin sorfejtése

2 [e.e]

z X X . l‘_
6—1+ﬂ+§+...—2 .
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A sor konvergencia sugara R = oo.
¢)Az f: (-1,1) = R, f(z) = (14+ )", ae € R — N fiiggvényre
M = és a (2.3.21) MacLaurin sorfejtése

—1
(1+x)a:1+%x+%x2+...

A sor konvergencia sugara R = 1.

2.3.5. Hibabecslés O—nagy ordd segitségével A fliggvények
aszimptotikus viselkedésének a tanulmanyozasara hasznéljuk az ugy

nevezett nagy-ordé O, kis-ord6 o (Landau-féle) jeloléseket.

40. DEFINiIC1O. Ha V, az a € R egy kornyezete és f,g : V, — R
két fiiggvény, akkor f = O (g) (f egyenld nagy-ord6 g-vel), ha 3¢ > 0
konstans 1.h.

(2.3.23) F@)|<c lg@), = €V

41. PELDA. Ha f (x) = 32?—x+5 akkor f = O (2*) mert |32% — z + 5| <
422, YV > 2. Hasonléan sin (z) = O (1), Vo € R.

A O hasznalata egyszertsiti a fiiggvények f ~ f kozelitésébdl lét-
rejové hiba tanulményozaséat, ugyanis a hibafiiggvényt egy egyszertibb
(altalaban polinom) fiiggvény viselkedésével helyettesitjiik, ugyanakkor

a ¢ konstans kevésbé érdekel.

42. DEFINICIO. Az f : V, — R fiiggvény O (2") renddel kozeliti
meg az f : V, — R fiiggvényt ha

(2.3.24) |f (@)= f(@)] <c-|z"], z €V,
vagyis B
hiba = |f(x) — f(x)| =0 (z").

A kozelités, illetve az abbol ereds hibarend az alabbi egyszert kife-

jezéssel irhato le:

(2.3.25) flz)=f(z)+0(").
Példaul, a MacLaurin sorfejtésbal
2?2 28

v _ r. r
e —1+1!+2!+3!+...
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és az
2

P lda s
e~ i —_
2

kozelitésbol ereds abszolit hiba: |e” — (1 + x4+ %) ‘ , zérd kornyeze-
tében kisebb mint || (egy konstanstol eltekintve). Tehat
2

e$:1+x+%+0(a:3), r e Vp.

Hasonloan

2

T __ - - n+1
e’ = 1+1,+2,+ + +O( ), T eV,

T 333 $2n+1
i = =+ .+ (1) —
sin(e) = g T D g )
Altalanosan, a (2.3.18),(2.3.19) képletekbdl

f@)=T,(z)+ Ry (z) =T, (z) + O (xn+1)

+ 0 (z*"%), z € V.

ahol T, az f figgvény n-ed rendd Taylor polinomja.
A nagy-ordora a kovetkezs Osszeadasi, illetve szorzasi szabalyok ér-
vényesek:
e O(2P)+ O (27 = O (2") ahol r = min {p, ¢} ;
e O(xP)-0O (27 = O (z®) ahol s=p+q.

43. PELDA. A MacLaurin sorfejtéseket hasznalva x € Vj:

2 1’3 33'2 .I’4

T __ Z'_ - 4 1 _ = -
e—1+x+2+6+0($),cos() 1 2%—24~|—O( %) =

e® + cos (1) = <1+x+ +z >+<1_%2+ﬂ26_1>+0(xmin{4,6}>:
240+ 8 4240 (1Y) = 242+ 5 40 (%) mert L+ 0 (2Y) = O () ;
ex.cos(x):(1+:c+§+%3>~<1—§+§>+<1+x+§+%3>0(x6)+
+<1—%+§—4>O(x4)+0( 140y = (1421 1,3 54x4_ix5+4l8x6+
527) 4+ O (zm9)) =1+ 2 — 123 4+ O (¢4).

Osszefoglalva, ha f (z) = f () + O (27), g(x) =g (z) + O (29), és
r:min{p, q}, akkor:

f (@) +g(x)
-f() (z) =

=T (@) +7() +0);
7 (@)g () +0 (a7
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o L 10 10 @), (g(x).g(x) £0).
A sorozatok sajatos fliggvények, ezért az esetiikben is hasznéalhatok a
O-ra emlitett tulajdonsagok.

44. DEFINICIO. Adott (z,,),—, , (yn),—, sorozatok esetében, (x,) =
O ((yn)) (az (x,) sorozat egyenld nagy O rendd (y,)), ha 3¢ > 0 és N
szamok 1gy, hogy
[Za < ¢ fyal, VR > N.

45. PELDA. Ha =z, = ”n—_Ql és vy, = % akkor |z,| < |y,|, Vn > 1,

tehat z,, = O ((yn)) .

46. DEFINICIO. Az (z,,),, lim, z,, = 2*, konvergens sorozatrol azt
mondjuk, hogy konvergenciarendje p € R, p > 1, ha

. |In+1 - x*|
(2326) hTILIl m =C,
vagy
(2.3.27) ent1 =0 (),

ahol e, = |z, — x*| az z,, hibaja.

A konvergenciat linearisnak nevezziik ha p = 1, szuper-linearisnak
ha p > 1, és négyzetesnek ha p = 2.

Az algoritmusok komplexitasanak az elemzéséhez tgyszintén hasz-
nalatos az O jelolés. Igy példaul két n x n-es matrix szorzasanak a
komplexitésa O (n). Az O (nP), p > 1 algoritmusokat polinomialis
tipustinak nevezziikk (p = 1 linearis, p = 2 négyzetes, p = 3 ko-
bos). Gyakran fordul el még a logaritmikus O (logn), loglineéris
O (nlogn) = O (logn™) = O (n!), exponencialis O (c"), ¢ > 1, illet-
ve faktorialis O (n!) tipust algoritmusok.

A fiiggvények aszimptotikus vizsgélatat mas mérGszammal is elvé-
gezhetd, példaul a kis-ordo feltétellel.

Ha f,g:V, — R, akkor f = 0(g) ha lim,_,, & = 0.

g(z) —
Az értelmezésbdl latszik, hogy f = o(g) feltétel erésebb mint a

f=0(g).



3. FEJEZET

Egyenletek numerikus megoldasa

Az f(z) =0, f: D C R — R egyenleteket algebrainak, illetve
transzcendensnek nevezziik attol fiiggen hogy az f polinom e (esetleg
azzd alakithato) vagy sem.

Pl. f(z) = 42® + 162 — 3 = 0 egyenlet algebrai, mig az f (x) =
sinx 4+ 1 — 2 = 0 transzcendens egyenlet.

Az egyenletek numerikus megoldéasa két 1épésben torténik: az elss
lépés a gyokok elkiilonitése (szeparédlasa), majd kovetkezik, a meghata-

rozott intervallumokban, a gyokok kiszamitasa.

3.1. A gyokok elkiilonitése

A gyokok elkiilonitése egy olyan eljaras amellyel a D értelmezési
tartomanyt diszjunkt intervallumokra bontjuk tgy, hogy minden in-
tervallum az egyenlet egyetlenegy gyokét tartalmazza. A modszerek
kozott meg lehet emliteni a grafikus, illetve az analitikus eljarast.

A grafikus modszer

Az eljaras a kovetkezs: véazoljuk az y = f(x) fiiggvény gorbéjét,
majd az Oz tengellyel valoé metszéspontok szolgaljak az f(z) = 0
egyenlet kozelité gyokeit.

34
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sin () +1-x

3.1.1. dbra. A gyok a fiiggvény és az Ox tengely metszeténél talalhato

Gyakran elényosebb felbontani az f(x) = 0 egyenletet f (z) —
f2 () = 0 alakra, es ezutén keresni az f; illetve fo fliggvények metszés-
pontjat.

Példaul a

f(x)=sinz+1—2=0

egyenletet elényosebb (és konnyebb) felbontani a kévetkez6képpen:
sinz =z — 1.

Az egyenlet gyoke a két fliggvény metszeténél talalhato: x* € (0, 7).

fuggvenyek metszete

~

T
——— sin(x)
x1

3.1.2. dbra. A gyok mint fiiggvények metszete

Analitikus modszer
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A modszer a Rolle tétel két folyomanyan alapszik.

Folyomdnyl. Ha a es b az f € C' (D) fiiggvénynek két egyméasutani
stacionarius pontja: f’(a) = f'(b) = 0, akkor f-nek legfeljebb egy
gyoke van az (a,b) intervallumban.

Valoban, ha Jei,co € (a,b) ugy hogy f(c1) = f(c2) = 0 akkor
Rolle tétele szerint 3 € (c1,¢2) w.h. f'(Z) = 0, de akkor a es b nem
egymasutani.

Folyomdny2. Ha az f € C (D) folytonos fiiggvényre teljesiil a ko-
vetkezd allitas: f (a) f (b) < 0, akkor f-nek legalabb egy gyoke van az
(a,b) intervallumban.

Ha a két folyomény igaz, akkor f-nek egyetlen egy gyoke lesz az
(a,b) intervallumban.

Tehat:

- meghatarozzuk az f fliggvény stacionéarius pontjait: xy, xs, ..., T,
es ezekkel
-kepézziik a Rolle-féle sorozatot: f(z1), f(x2), ..., f (zn) .

Ha a Rolle-féle sorozatban elGjel valtas van, akkor az illets inter-
vallumban egyetlen egy gyoke van az egyenletnek.

Pl. Kiilonitsiik el az 223 — 922 + 122 — 4.5 = 0 egyenlet gyokeit.

f(z) =223 —92% + 122 — 4.5 = f'(z) = 62* — 18z + 12.

f'(x) =0 = z; =1 és zy = 2. A Rolle sorozatot tablazatba

irjuk:

x -0 |1 |2 | 400
f(x)]|-00/0.5]0.5|+00
- [+ |- |+

Tehat az egyenlet gyokeit elkiilonitettiik a (—oo, 1), (1,2), (2, +00)

intervallumokban.

3.2. A felez6 modszer

Tételezziik fel, hogy az f () = 0 egyenletnek elkiilonitettiik a gyo-
két az [a, b] intervallumban és f (a) - f(b) <0, f € C'la,b].

Az [a,b] intervallumot felbontjuk két egyforma hosszusagi részin-

tervallumra: [a, “T“’] , [“TH’, b} . Ezek koziil csak az egyik tartalmazza
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az x* gyokot (hacsak nem éppen “TH’ a gyok, de akkor a feladat meg

van oldva). Ezt az intervallumot tjbol felezziik, stb.

felezo modszer: sin(x)+1-x=0

0 0‘.5 1‘ 1.‘5 é 2‘.5 3
3.2.1. 4bra. Felezd modszer

Az algoritmus két sorozatnak (a,),cy » (bn),en @ felépitésébdl all. A
sorozatok tagjait a kovetkezSképpen értelmezziik: ag = a, by = b. Ek-
kor vagy f(a) f (“TH’) <0, vagy f(a)f (‘ITH’) > 0 ; ennek megfelelGen
a1 = a és by = “T“’, vagy a; = “T*b és by = b. Az n.-ik 1épésnél meghaté-
rozzuk az [a,, b,] intervallumot mely tartalmazza az x* gyokot és amit
1jbol feleziink. Ha f (a,) f (%) <0 = app1 = Gy 68 byyq = Wdbe

2 )
ha pedlg f (an) f (%) Z O = anJrl = an;rbn éS bn+1 == bn

47. TETEL. Az (ay,), sorozat monoton novekvd, a (by,), sorozat pe-

dig monoton csokkend. A sorozatok hatdrértéke megeqyezik:
lima, =limb, = z*, ahol f (z*) =0.

B1zONYITAS. A sorozatok felépitésébdl kovetkezik a monotonitas.
Mivel a, < x* < b, kovetkezik hogy a sorozatok korlatosak. Tehat a
sorozatok konvergensek. Hatarértéket szamitva a

képletbdl, a fogd szabalyt alkalmazva, azt kapjuk, hogy:

limb,, = lima, = x*.
n n
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O

A gyakorlatban természetesen csak véges lépést fogunk végrehajta-
ni, viszont minden lépésben csak egy intervallumot kapunk (kivéve ha
a gyok az intervallum kozepére esik, ekkor viszont az algoritmus véget

ér). A keresett gyok kozelithets az n-ik intervallum kézepével

an + by,
(3.2.1) T ey = 0
2
Mivel minden lépésben az intervallum felezddik, az [ay, b,] intervallum
hossza
b—a
b, — a, = T
vagyis, n 1épés utan az abszolut hiba e, kisebb mint
h—
(3.2.2) en = e, — 2" < 2na
48. TETEL. A maddszer konvergenciarendje linedris:
ent1 = O (ey).

BIZONYITAS. €, és e,,1-vel jelolve a hibakat az n, illetve (n+1)-ik

intervallumban és ismerve, hogy az intervallumok felez6dnek kovetke-

zik, hogy
Ent1 = éen
vagyis
ent1 = O (ey).
O
Ha adott egy € > 0 pontossag, akkor a l’z_—n‘l < € egyenlGtlenségbdl
kovetkezik, hogy
In (2=2)
>_\e)
"= In 2

lépésre van sziikség a pontossag eléréséhez.

49. PELDA. f(z) =sinz+1—2 = 0. A [0, 7] intervallumon az f

fiiggvény elGjelt valt, kdzepe c; = 5 és f (0) =1>0, f(7) =1-7 <0,

f (%) =2-7 >0, tehat z* € [%, ﬂ mert itt valt elGjelt a fliggvény. A

[%, ﬂ intervallum k&zepe ¢, = %’r és f (%”) < 0 tehat x* € [g, ?jf} .Haa
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gyokot x* & cy-vel kozelitjiik akkor a hiba kisebb mint e; < 75. Ahhoz,
hogy € = 10~ pontossagot elérjiink In (10%4) /In(2) =14.939 <n =15

felezést kell végrehajtani.

A modszer nem alkalmazhato ha az f fiiggvény nem valt elGjelt a
gyok két oldalan, példaul az f (z) = 22 =0, = € [—1, 3] egyenlet nem

oldhaté meg felezési modszerrel.

3.3. A har modszer (regula falsi)

A felez6 modszerhez hasonloan, feltételezziik, hogy f(a) - f(b) < 0,
vagyis a gyok el van kiilonitve az (a,b) intervallumba. A hir modszer
alapgondolata hasonlé a felez6 modszeréhez, a kiilonbség az, hogy a
gyokot nem az (a,b) intervallum kézepével kozelitjik, hanem az A =
(a, f(a)), B = (b, f(b)) pontokat Osszekots hir az Oz tengellyel valo
metszetével: (c,0).

05

051

-15 71

3.3.1. 4bra. Har modszer

A har egyenlete
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ahonnan
_ [l
(3.3.1) c=a— f(bl);f(a)
Az eljarast folytatjuk az [a,b] = |a,c|, vagy az [a,b] := [c,b] inter-

vallummal attol fiiggSen, hogy az els§ vagy a masodik intervallumban
talalhato-e a gyok. A felez§ modszertsl eltéréen a hur modszernél az
[a,b] intervallum nem feltétleniil konvergal nulldhoz. Ha e > 0 egy
adott pontossag és x,, a modszerrel elGallitott sorozat (kozelits) tagjai,

akkor kilépésként hasznéalhatjuk az alabbi kritériumokat:
(1) az eljaras utolso két tag abszolut eltérése kisebb mint e:
(3.3.2) |Tpi1 — Tn| <€,

(2) az eljaras utolso két tag relativ eltérése kisebb mint e:

|xn+1 - an|

(3.3.3) <e,

[T
(3) mivel (x,) konvergal az f gyokéhez kovetkezik, hogy f (z,) ~
0, tehéat:

(3.3.4) |f (zn)] < e

A fenti kilépési feltételek nem garantaljak, hogy az x,, eltérése a pontos
gyoktdl kisebb mint e.

A hir modszer konvergenciarendje linearis.

50. PELDA. f(z) =sin(x)+1—z, x € [0, 7. A htr metszete az Ox
tengellyel c; =1 6s f(0)=1>0, f(r) =1—7 <0, f(1) =sin(1) > 0,
tehat x* € [1, 7] mert itt valt elgjelt a fiiggvény. Az [1, 7] intervallumon

a hur metszete az Oz tengellyel ¢y = 1.6.

3.4. Az érint6 (Newton) modszer

Tételezziik fel, hogy az f (z) = 0 egyenletnek, f € C' ([a,b]), elkii-

l6nitettiik a gyokét az [a, b] intervallumban.
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A modszer segitségével egy olyan (z,,), konvergens sorozatot alli-
tunk el6 amely konvergél az adott egyenlet * megoldasdhoz. A mod-
szer mértani jelentése és a sorozat elGallitdsanak lépései az aldbbi abran
lathatok.

Erinto modszer: f(x)=0

3.4.1. abra. Erinté modszer

Legyen xy = b. Az My (xo, f (7)) pontbdl érintét hiuzzunk a fiige-
vény gorbéjéhez, ami az Ox tengelyt az xi-ben metszi. Az érintsk
szerkesztését folytatjuk az My (xq, f (x1)) ponttal, illetve az n-ik 1épés-
ben az M, (x,, f (x,)) ponttal. Ebben a pontban az érint6 egyenlete a
kovetkezd:

y— f(xn) = f (zn) (x — 24).

Az érint§ metszete az Oz tengellyel adja az (z,41,0) pontot:—
—f(2n) = ' (#n) (Tpy1 — 20)

ahonnan

n

3.4.1. A kiindul6épont megvalasztasa és az érinté modszer

(3.4.1)

konvergencidja Az iterativ modszereknél nagyon fontos a kezdeti
pont helyes kivalasztva, ugyanis gyakran fligg ettél a modszer kon-

vergenciaja.
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A fenti abrén is érzékelhets: ha az [a, b] intervallum masik végpont-
jat valasztottuk volna, akkor z; kiviil esett volna ennek az intervallu-
mon.

A legegyszeriibb ha zq az [a, b] intervallum egyik végpontja, de ez
nem sziikségszert.

Feltételezziik, hogy f € C?([a,b]) és az f', f” derivaltak elGjeltar-

toak az adott intervallumban. Ebben az esetben a kovetkezd esetek

lehetségesek:

ABRAK
(3.4.2) f (o) f" (w0) >0

51. TETEL. Az érintéd mddszerrel (5.4.1) kapott sorozat x, 1 = T, —
%, ahol x¢ a fentiek szerint van meghatdrozva, konvergens.

B1ZONYITAS. Feltételezziik, hogy f'(z) > 0, f”(z) > 0 (a tobbi
eset targyaldsa hasonloan torténik). Igazoljuk, hogy az (z,), sorozat
monoton és korlatos, tehat konvergens. A (3.4.2)-bol kovetkezik, hogy
f(zo) > 0. Mivel f"(z) > 0 kovetkezik, hogy f novekvd, és negativ az
la, z*) illetve pozitiv az (z*,b] intervallumon, tehat z° € (2*,0], ahol
x* az [ gyoke f(z*) = 0. Feltételezve, hogy z* < z,, < b a Taylor
képletbdl kovetkezik, hogy

0= f (l’*> = f (xn)—i_%f/ (xn) (ZE* - xn)—i_%f” (571) (ZL‘* - In)z ) g'n S (ZE*, $n)
és mivel f”(&,) > 0 kovetkezik, hogy

ntl = Tnp — 5~ > )
Tt = ) T
tehat «* az (x,), sorozat als6 korlatja. Mivel f (z,) > 0, YV, € (z*,b]
n — Ty =77 < 07
frn T [ ()

tehat az (z,,),, sorozat monoton csékkend. A-val jelélve az (x,),, sorozat
hatarértékét a (3.4.1)-bol
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ahonnan f (\) = 0, vagyis A = z*. O
52. TETEL. Az érintd mdodszer konvergenciarendje négyzetes
enp1 = O (ei) )
ahol e, = |z, — z*|.
B1zONYITAS. Taylor sorba fejtve az f fiiggvényt kovetkezik, hogy
0= F (&) = f @)t gf () (& = 2o () (07 = 2)?, 6 € (a7, 2)

ahonnan figyelembe véve, hogy f (z*) = 0 kovetkezik, hogy
flan) o " (6)

* 2 *
Ty, — —r =" (" —x,)", &€ (T, 2,).
Felhasznédlva a Newton iteraciot (3.4.1) kovetkezik, hogy
R (S 2
Tpt1 — L = 2f/ (In) (,I — xn>
ok 7 "
|x'ﬂ+1 'r2| — f (571) m f (5”1) =c,
@ — ] |27 ) 2F ()
vagyis e,,1 = O (e2). O

53. PELDA. f(z) =sinz+1—2 =0,z € (0,7) = f'(z) = cosz—1,
f"(z) = —sinz < 0 ha z € (0,7), tehat xy = w. Az (3.4.1) iteraciobol

= 11 =1y — S =7 — F ~ 2.0708, 2y = 11 — L% ~ 1.9402.

Az n.-ik 1épésben az iteralast abba lehet hagyni ha a fliggvény ér-

téke f (r,) < €, vagy két egymasutani tag abszolat |z, — x,_1| (relativ
|zn—2n—1]
|zn|

) eltérése elég kicsi (< e).

54. PELDA. A Newton modszer jol alkalmazhatd egész kitevsjd
gyokvonasra /a. Példaul \/a kiszdmitasa ekvivalens az 2 —a = 0
egyenlet (pozitiv) megoldasaval, amit Newton modszerrel hatarozunk

meg. A sorozat rekurzios képlete a kdvetkezs lesz:

2 g 1
(3.4.3) g1 = Ty — n % = 2 (xn + 1) ,

2x, 2 T

ahonnan a = 2-re = \/5%%:27\/5%%7\/5%%7\/5“%:
1.4142, ...
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A Newton moédszer hatranya, hogy minden iterdcidoban sziikséges
az [ fiiggvény derivaltja. A kovetkez6 modszerek ezt a hatranyt kiiszo-

bolik ki a konvergenciarend rovasara.

3.5. A szel6 modszer
A (3.4.1) képletben az [’ (z,) tagot felcserélve a kozelits értékkel
f(zn) = [ (2n-1)

/ ~~
f <xn) - Ty — Tp-1
a kovetkez6 iteracios képletet kapjuk:
_ S (n) 7 -
(351) Tpt1 = Ty — m, n Z ]_, Zo, xl—kezdetl értékek
Tn—Tn—1

A mértani jelentése a szel6 modszernek a kovetkezd: kiindulva xg, zq
kezdeti értékekbdl az (x,—1, f (n-1)), (Tn, f (,)) pontokon athalado

szel6 metszete az Ox tengellyel adja a kozelit6 sorozat x,.; tagjat.

35

301

251

20

151

10+

3.5.1. 4bra. Szel6 modszer

Az (z,), sorozat elsé tagjat zo-t ugyanugy vélasztjuk meg mint
az érinté modszernél (3.4.2), z1 pedig egy pont xy es x* kozott: xq €
(x*, z0) . Az x0, 1 pontoknak megfelel a fliggvény gorbéjén az My (g, f (x0)) ,
és My (xq, f (x1)). Az MoM; szel6 metszi az Oz tengelyt xo-ben. Az
eljarast folytatjuk My My szelével. Az n-edik lépésnél M,, M, NOx =
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Tni1. Az M, 1M, szels egyenlete:

F (@) = f (@) = L) = S (@)

Tp — Tp—1

(z — )
amelybe behelyettesitjiik a metszéspont koordinatait: (z,.1,0) =

—f (zn) = ! ($;Z : in(in—l) (Tpt1 — @)

ahonnan kifejezve x,,1-t kapjuk a (3.5.1) képletet.

1+v5
2

55. TETEL. A szeld mddszer konvergenciarendje p = (= ® aranyszdm).

3.6. A Steffensen-féle modszer

Az f'(z,) derivalt kozelitéséhez felhasznaljuk, hogy a gyok kozelé-
ben f(x,) =~ f(x*) =0, tehat a derivalt

f(xn‘l'h)_f(xn)%f(xn‘*’h)_f(xn)

/ BT
atirhato a kovetkezs alakban:

f Ty + f Tn)) — f T

o S Bt T ) = £ ),
Innen az iterativ eljaras a kovetkezd lesz:
_ f (@)
(3.6.1) Tyl = Ty — f(xn'i‘f(?n)g_f(l’n) .
f(zn

56. TETEL. A Steffensen mddszer konvergenciarendgje (a gyok kor-
nyezetében) négyzetes p = 2.

3.7. A fokozatos kozelitések modszere (fixpont modszer)

A fokozatos kozelitések (szukcessziv approximéciok) modszere a nu-
merikus eljarasok egyik alapvets és gyakran hasznélt modszere.
A megoldand6 egyenletet f (z) = 0 atirjuk a kovetkezd alakra:

(3.7.1) z = ().

Erre t6bb lehetSség is van, peldaul ¢ (x) = x+ f (2), ¢ (z) = 2 — f (2),
vagy altalanosabban ¢ (z) =z + wf (x).
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57. DEFINICIO. Az z értéket amelyre x = ¢ (), a ¢ figgvény

fixpontjanak nevezziik.

Az y — x fiiggvény (els6 szogfelezd) tulajdonsaga, hogy az absz-
cisszaja és ordinatija azonos.
Az (x,), sorozatot ahol z,11 = ¢ (x,,), az approximéciok sorozaté-

nak nevezziik.

58. TETEL. Ha az (z,,), sorozat konvergens és ¢ folytonos, akkor

a hatdrértéke megegyezik az egyenlet gyokével.

BIZONYITAS. z* = limz,1 = limy (z,) = ¢ (limz,) = ¢ (z%)
vagyis x* gyoke az (3.7.1) egyenletnek ami ekvivalens f (z) = 0 egyen-
lettel. O

A p-t6l fiiggben az eljaras lehet konvergens vagy divergens. Az

alabbi dbrakon szemléltettiink egy par esetet:

x 2
T
%
O P R iy P iy P
x
-

3.7.1. dbra. Vonzo6 gyok
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B(x)=x

d(x)=x

3.7.2. abra. Taszit6 gyok

A gyok az y = x illetve y = ¢ (z) gorbék metszeténél talalhato.
Kiindulva az (2, Zn41) = (Tn, ¢ (z,)) pontbol a (2,41, Tpia) pontot
a kovetkezGképpen szerkesztjik meg. Az (z,,x,.1) ponton keresztiil
htizzuk az y = x,,1 egyenest az y = = egyenessel valdo metszésig, majd
berajzolva az x = x,41 egyenest az y = ¢ () gorbével valoé metszésig

megkapjuk a kivant (2,1, 2,2) pontot.

(1) Legyen ¢ : [a,b] — [a,b] egy derivalhato fiiggvény. Ha teljesiil

a kovetkezd feltétel:
' ()] < q <1, Yz € (a,b),

akkor:

a) az (x,), sorozat: T,41 = ¢ (z,) konvergens tetszéleges xo-
ra,

b) a sorozat z* hatarértéke az ¢ (xr) = z egyenlet egyetlen

gyoke az [a, b] intervallumban.

BIZONYITAS. a)

|xn+1 - xn| =Tl ’90 (In) - (xn—1)| =hagrange |§0l (gn) (In - xn—1>| <

<TG |2y = Tt S o < " 11— 20,
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ahol gn € (l’n, :Un-i-l) -

|Tnip = Tn| = [Tnip — Tnap1 + Tngp1 — . — Tn| <
< NZTnip = Tngp-1| + oo+ |Tngr — 2| <

< gt |1 — x| + ... + ¢" |21 — 20| =

n+p—1 n nl _qp
:(q —|—...+q)|:p1—x0|:q 1_q|x1—x0.
Tehéat:
(3.7.2) Ty — Tn| < 1q 21 — zo|, n,p €N,

Mivel ¢ € (0,1) a jobboldal tetszSlegesen lekicsinyithets, vagyis az
(z,,),, Cauchy-féle sorozat. Az R-en minden Cauchy sorozat konvergens,
tehéat (x,),, konvergens.

b) Jeloljiik az (x,), sorozat hatarértékét x*-el:
li}Ln Tp = 2"
Kovetkezik, hogy
v = lim (r) = lim (¢ (#02)) = ¢ (I (2ar)) = 0 ().

tehat x* az © = ¢ (x) egyenlet gyoke. Kimutatjuk hogy z* az egyediili
gyoke. Feltételezziik, hogy az egyenletnek még létezik egy gyoke:

T = o (a), 7 £
tehat
= = o () — 0 ()] = I (€) (2" — #°)] < gla* — ",
ahol £* € (z*, ™) =
(1—q)|z" =™ <0,
és mivel (1 —¢) >0 =

*k

=0z =",

* **|

|z* — x

hamis. O
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A (3.7.2) képletbsl ha p — oo a kovetkezs hibabecslast kapjuk:

n

(3.7.3) 2, — "] < 1‘]

|Q§'1 — [Eo‘ .

Hasonléan kimutathato, hogy:

|z — xp_1|, n > 1.

(3.7.4) a0 — 2% < < a

59. PELDA. Az 2®+ 122 — 1 = 0 egyenletet, aminek a gyoke a [0, 1]
intervallumba esik, atirhatjuk tobbféleképpen:

3
(1) - 17’

x
(2) © = /1 — 12z, vagy
x

_1
r2412°

Az els6 esetben ¢ (r) = 133 és | (z)| = % <1, zel0l1];a

masodik esetben ¢ () = v/1 — 12z fliggvényre nem érvényes |¢’ (z)] <

1. Ha az utolso esetet vessziik figyelembe, akkor ¢ (z) = ﬁ, Y
[0,1] = [0,1] és |¢' (x)| < 1. Meghatarozzuk g-t:

1= sw |¢ (@) = sup = 2
€[0,1] zefo,1] (22 + 12) 169
Kezdéértéknek legyen xg = 0
= () = =, 2= (1) = e
12 1729

Ha az ¢ = 107" hibakorlat elére meg van adva, akkor az (3.7.3)-ben
kiktjik

n

|z, — 2% < |x1 — mo| < €,

tehat n = 2, vagyis xo megkozeliti a gyokot a kivant pontossaggal.

A | (x)] < 1 feltételnek eleget teve fiiggvény meghatéarozasara nem
létezik altalédnos eljaras, de egyes esetekben ennek elGallitasara bizonyos
sémat kovethetiink.

Példaul ha 0 <m < f'(x) < M (vagy M < f'(x) < m < 0), akkor az

f (z) = 0 egyenlet ekvivalens az
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egyenlettel, tehat ha

(3.75) pla)=a— (@),

— f'(x) m
akkor 0 < ' () =1—- 57 <1- 7 <1

Az ismertet modszereknél az iteralo ¢ fliggvény a kovetkezo:

(1) Newton modszer

[ (x)
r)=1x— ,
P = )
(2) Steffensen modszer
_ f ()
#(#) =%~ Frm @
f(@)

(3) szel6 modszer

Cy-f@) -z f(y)
P = T

Mivel a fokozatos kozelitések moédszerét nem csak az R térben alkalmaz-

zuk, a tovabbiakban ismertetjiikk a fenti tétel altaldnositdsat normalt

terekben.

3.8. Vektor és matrix normak

A norma a modulust (abszolut érték) fogalom altalanositésa.

60. DEFINICIO. Az [|-]] : R — R fiiggvényt vektor norméanak ne-
vezziik (R™ térben) ha eleget tesz az alabbi tulajdonsadgoknak barmilyen
xr,y e R" ésa e R:

(i) ] > 0 & ]| = 0 < @ = Og;

(@) lla- 2| = |af - [l=|;
(1) flz+yl <zl +lyl-
Egy vektort egységvektornak nevezziink ha ||x| = 1.

Az egyik leggyakrabban hasznalt az tugynevezett p—norma:

3=

lzll, = (lz1 " + ...+ |2,]")7 . p2 1, &= (21,0, 2,)" € R
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ezek kozott isa p =1, p=2 és p = oo a legismertebbek:

(3.8.1) lxzll, = |z1]+ ... + |z,
(3.8.2) l2l, = (22 4. +a2)2,
(3.8.3) x|, = max(|z1],..., |z.]).
1
61. PELDA. Ha @ = | —5 | € R3, akkor |z|, = 8, |z|, =
2

V30, [l = 5.

62. TETEL. Ha %—i—% =1, p>1,q € R akkor igaz az alabbi (Hélder)

egyenldtlenség:

(3.8.4) z'y| <z, lyll, -

Fontos kovetkezménye az el6bbi tételnek az tgynevezett Cauchy-

Schwartz egyenlétlenség:

=" y| < =l lyll, .

vagy komponensekre lebontva:

(3.8.5) lz1y1| + oo+ |T0yn] < \/x% + .. 422 \/y% + ...+ y2.

63. TETEL. A R"-n értelmezett normdk ekvivalensek, vagyis ha ||-||,

és ||-[|, normdk az R™ térben, akkor léteznek cy,cy pozitiv konstansok

igy, hogy:
allz|, < llzll, < cllz|l,, vz € R

Példaul, ha z € R™ akkor:
lzll, < [z, <Vnlzl,,

o S lllly < Vil

< |zl <nllel,-

Ha x € R" az X € R" vektor approximacioja, akkor a kozelités abszo-

lat, illetve relativ hibaja:

€abs = ||X - QZH y Erel =
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A maétrix norma definici6ja hasonl6 a vektor norméaéhoz.

64. DEFINICIO. Az ||-|| : R™*" — R fiiggvényt matrix normanak
nevezziikk (M, (R) = R™ ™ térben) ha eleget tesz az alabbi tulajdon-
sdgoknak: barmilyen A, B € R™*" és a € R:

(@) |All 2 0 és [A]l = 0 & A = Ogmxn;
(@) llc- All = |af - [|A]l;
(iii) |14+ BJl < |1 A]l + |B].

Ha egy matrix norma teljesiti a
(3.8.6) IA- B < [[Al-IBI[, A BeR"™™,

tulajdonsagot, akkor (a norméat) szubmultiplikativnek nevezziik.

A leggyakrabban hasznélt matrix normék a Frobenius:

ZZ@% =/Tr (AtA),

i=1 j=1

(3.8.7) Al =

illetve egy @ € R™, vektor altal szarmaztatott (indukalt) p—norma:

(3.8.8) 141, = sup Xl
0 =S T,

A (3.8.8)-bdl kévetkezik, hogy:

(&)

Mivel a matrix p-normék kapcsolédnak a vektor p-normékhoz, kovet-

(3.8.9) [A]l, = sup = max [|Ay||,.
x#0

lyll,=1

kezik, hogy tgyszintén a p = 1,2, oo esetek a legfontosabbak.
Ha A € R™ ™ akkor

(3.8.10) lAl, = g%»;;w,
(3.8.11) 1Al = max > fay]

J=1
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p = 2-re a || A||> norma egyenls a p (\) = det (A'A — \I) karakteriszti-
kus polinom legnagyobb gyokével (vagyis az A'A legnagyobb sajatér-
tékével). Ha csak az || A||, norma nagysagrendje fontos, akkor hasznal-
hatjuk az alabbi egyenlGtlenségeket:

(3.8.12) 1All, < Al < VallAll,,
(3.8.13) max |a;| < [|All, < v/mnmax|al,
2%) 2y
1
(3.8.14) %HAIIOo < Al £ vm Al
1
(3.8.15) \/—EIIAHl < JIAll, < VnllAll;,
(3.8.16) 1Al < /Al Al -
2 -1
65. PELDA. A= | 1.5 3 | = ||All,=vV4+1+225+9+4=
0 —2

4.5, ||All, = max{3.5,6} = 6, |4, = max{3,4.5,2} = 4.5,3 <
Al < 3V6 (Al ~ 3.8358)

Az ismertetett normak mindegyike szubmultiplikativ tulajdonsagu,

viszont az || A| := max; ;{|a;;|} norma nem.
3.8.1. Banach-féle fixpont tétel normalt terekben

66. DEFINICIO. A @ : R" — R"™ leképezést kontrakcionak nevezziik
a ||-|| norméra nézve, ha 3¢ € (0, 1) u.h.

[®(X) —@ (Y[ <q-[[X-Y], VX,V € R".

67. TETEL. Ha ® : R* — R" leképezés kontrakcio, akkor ®-nek
egyetlenegy X* € R™ fizpontja van: ® (X*) = X*. Az X*HD) = @ (XW)
iterdcick sorozata konvergdl barmilyen X(© € R™ kezddértékre. A hi-

bdara a kévetkezd becslések i1gazak:
k
(38.17) ||X® —x*|| < —L—|x® x|

(3.8.18) [ X® — X~

< 1 HX(k) — x (=1
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3.9. Algebrai egyenletek numerikus megoldasa

3.9.1. Polinomok alakjai Béarmely n-ed fokua p, € P, polinom

felirhato kanonikus alakban:

(3.9.1) Do (T) = @p2™ + ap_ 12"+ +ag = Zaixi,
=0

ami azt jelenti hogy a (1,z,...,2" "', 2") polinom-rendszer egy bazist
alkot, vagyis a tagok linearisan fiiggetlenek.
Kiilonb6z6 okokbdl indokolt mas alakban is felirni a polinomokat.

Egy ilyen alak az tgynevezett Bézier-féle polinom alak.

68. DEFINICIO. A Bernstein-féle alap-polinomokat a kovetkezékép-

pen értelmezziik:

(3.9.2) b (z) = (’Z) F(1—2)" i=0,..n; zel01].

Az [0,1] intervallum nem jelent megszoritést mivel az

_Yy—a
 b—a

valtozocserével az [a,b] 5 y intervallum atalakithato [0, 1] intervallum-

e

ma.

69. TETEL. A b} polinomokra a kévetkezd rekurrens képlet igaz:
(39.3) b (z) = A—2)bP N (2)+ab ! (x),i=1,...,n—1
b (x) = (1—2)b" (2), b (2) = ab) 2] (2).

BI1zONYITAS. Az értelmezést felhasznalva kapjuk, hogy:

b () (g)xo (1—2)" = (1—2) (” . 1) (1= 2" = (1= )5 ().



3.9. ALGEBRAI EGYENLETEK NUMERIKUS MEGOLDASA 55

Hasonléan b" (z) = xb""1 (z) .

Hai=1,...,n—1 felhasznalva a kombinaciok rekurziv képletet kapjuk:

b (z) = (?)xi(l —z)" = [(n z_ 1) 4 (727“__11)} (1= 2) =
B PR e T

= (1=2)b" (2) +ab) (2)

70. TETEL. A b§, b7, ...,0! polinomok linedrisan figgetlenek.

BI1ZONYITAS. Legyen cg, ¢y, ..., ¢, € R G.,h.:
(3.9.4) coby () + b} (x) + ... +¢pby () =0, z € [0,1].

Ha n = 0 akkor cobf (z) = 0 és mivel (3.9.2)-b6l b9 (z) = 1 azt kapjuk
hogy ¢y = 0. U

Legyenn > 1. Ha x = 0 (3.9.4)-bol azt kapjuk, hogy ¢o = 0, hason-
ban 7 = lre ¢, = 0. = ¢, (})at (1 —2)" ' + (D)2 (1 —2)" 2 +
o1 ()t (1—2) =0, 2 €[0,1].

Ujbol & = 0-ra ¢; = 0, mig x = 1-re ¢,_; = 0 sth.= ¢; =0, i =

n—2

0,...,n tehat b linearisan fliggetlenek.

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy a (b, b}, ..., b) rendszer egy bazist
alkot a P, térben, tehat barmilyen p € P, polinomot egyértelmiien fel
lehet irni a 0} polinomok linearis kombinaciojaként:

(3.9.5) p=cobf + b + bl = by
=0
A fenti alakot Bézier-féle alaknak nevezziik, ¢; pedig a p polinom Bézier
egyiitthatoi.
n = 3-ra a harmadfoku alap-polinomok: (1 —z)*,3z (1 — 2)*,322 (1 — z), 27,

egy harmadfoki polinom Bézier-féle alakja:

(3.9.6) p(x)=co(l —2)*+ 1321 —x)* + 2322 (1 — ) + c52°.
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71. PELDA. Legyen p € P3, p(x) = 423 — 3x. = ¢y = p(0) = 0,
c3 = p (1) = 1. Innen kapjuk, hogy

p(x) =3z (1 — 2)° + ¢32° (1 — z) 4 2°

majd a cq,co tagokat tartalmazo egyenletrendszert megoldva kapjuk
CcCl = —1, Cy = —2.

A Bézier-féle alakban 1év6 polinom derivaltjat a kovetkezs képlet

adja meg: .
px)=n 4 (civ1 —ci) b (z).
BIZONYITAS. i
(Z by <x>) = ‘n & (b (v))' = ‘n (”) [t (1= =
zj: C; (ZL) [ix’—l 1—2)""—=(n—i)z"(1- x)n—iﬂ] _
S > o (=) (=

[gényektsl fliggGen més polinom alakrdl is beszélhetiink, példaul

Lagrange, Hermite, Csebysev, Legendre stb. polinomokrol.

3.9.2. A Horner, illetve de Casteljau elrendezés Adott poli-
nomra fontos meghatarozni minél pontosabban a polinom értékét bizo-
nyos pontokban. Erre szolgal a Horner séma ha a polinom kanonikus

alakban van megadva.
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Legyen p (z) = ap+ a1z + ... + a,z" egy polinom, illetve egy t € R.
A
p(t) =ag+at+ ...+ ap 1 t" "+ a,t”
értéket a kovetkezs rekurziv képlettel szamitjuk ki:
(3.9.7) p(t)=ao+t(ar+ ..t (a1 +t-(a,))).

Gyakorlatban a fenti Horner elrendezés a kovetkezsképpen valosul meg:

(3.9.8) n = ap,

n—-1 = an—1+th7

go = ap+1tq,

tehat p () = qo.
A Horner elrendezést tablazatba is lehet irni:

Ap | Ap—1 Ap—2 ol aq ao
tlan|ant+an_1|(an+tan_1)t+ano|...|ar+...|p(t)

Ha p (t) = 0 akkor ¢ gytke a polinom fiiggvénynek.
Felhasznélva a polinomok maradékkal valo osztasi képletét felirhat-

juk:

p(x) = (x —t)q(x) +r, ahol r az osztasi maradék = p(t) =r.

72. PELDA. Legyen p(z) =42® — 3z ést=1/4. =

410/-3 o
1/44]1]—11/4|-11/16

Tehat p(1/4) = —11/16.

A de Casteljau elrendezés ugyanazt a célt szolgélja mint a Horner
elrendezés, csak a Bézier alakban felirt polinomok esetében hasznaljuk.

Legyen

n

p(x) = coby (z) + c1b] (x) + ...cp,bly (z) = Z c;bf (x)

=0
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egy Bézier alakban felirt polinom. Akkor felhasznélva a (3.9.3) rekurziv
képleteket kovetkezik, hogy:

p(t) = coby (t) + c1b} () + ... + cnrby_; (B) +cib), (t) =

=co(1—t)b5 () +er [(L— )b (8) + o' ()] + ..+
Fen1 [(1 =) 221 (8) + 027 ()] + catbl "1 (t) =

(1 =t)co+te) b () + (1 —t) ey +te) 1 () 4 oo+ (1 = 1) a4 ten) W71 ().

Jeloljiik az 4j egyiitthatokat:

01(1) =1 —=-t) e +teg,i=0,..,n—1 =
n—1
(3899 p) = > i (x).
i=0

Megismételve az eljarast:

P =1 cz(-l) —i—tcz(}r)l, i=0,.,n—2 =

n—2
> (@)
1=0

és az utolso iteracidban:

c(()n) : =(1-1) cé"fl) + tc&nfl) —
p(t) = o

Tehat, kezdve az el6zetes egyiitthatokkal:
(0) =c, 1=0,.
kiszamitjuk a linearis kombinaciokat:
(2

(3.9.10) = (1=t F et i =0, — K

az utolso érték adja meg a p (t) értékeét.
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Gyakorlatban az adatokat a kdvetkezd tablazat szerint rendezziik:

O

RORO
RORROEENC

e P I

Az els6 oszlop tartalmazza a p polinom eredeti egytitthatoit, a masodik
oszlop pedig a (3.9.10) képlet szerint vannak kiszamitva k = 1-re. A
tablazat jobb-alsé sarkdban 1éve cgn) érték adja a p (t) értéket.

Legyen p az el6bbi példabdl p € Ps, és a Bézier egyiitthatok: ¢y =

0, ¢c; = —1, cg = =2, ¢3 = 1. A polinom értéke t = 1/4-ben a kévetkezs:

0
1
L —3
o _5 _1
2 4 2
5 _5 _1
1 4 4 16

Tehat p(1/4) = —11/16.

3.9.3. Algebrai egyenletek numerikus megoldasa Tekintsiik

a kovetkezs algebrai egyenletet:
(3.9.11) Pn (2) = anz™ + ap_12" 7t + ...+ a1x 4+ ap = 0.

3.9.3.1. Newton-Horner mddszer A Newton-Horner modszer egy
algebrai egyenlet valos gyokeinek a meghatarozasara szolgal. Ennek
érdekében alkalmazzuk a Newton-féle modszert kihasznélva a polino-
mok tulajdonsagait.

Felhasznaljuk a Newton modszerbdl ismert iterdld sorozatot:

Tiy1 = T — pjl(xi), 1 >0
m, (:)
ahol kezdeti értéknek fel lehet hasznalni példaul az xy = 0, vagy
To = —Z—(l’. A p, (z;) értéknek a meghatérozasara a Horner sémét fogjuk
hasznalni:

Pn (l’z) =ag+ z; (a1 + .7 (an_l + x; (an))) .
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A polinomokra vonatkozé maradékos osztas tétele szerint:
(3.9.12) pn (2) = (& — ;) pp_1 (z) + R,

ahol p,_1 € P,_1és R = p, (x;) az (z — x;)-val osztési maradék. Jelol-
juk
Pt () 1= by 2™+ by 2™ % 4 o+ by + by

Mint ismeretes a bj, 7 = 0,...,n — 1 egyiitthatok kiszamithatéak a
(3.9.8) Horner séméabol :

bn—l = Qp
byn—j = Gn_jp1 + Tibp_jy1, 7 =2,...,n.

Derivélva a (3.9.12) képletet kapjuk hogy:

P () = (z = i) Py 1 () + Po (2)

ahonnan:
(3.9.13) Py (i) = ppr (24) -
(079 Ap—1 Ap—2 | ... | Q1 Qo
T | an | anri + an_1 (.)zi+ar | (-..)x +ag
bn—l bn—2 bO

A p,—1 (z;) érték kiszamitasahoz 0jbol felhasznaljuk a Horner sémat

a b; egyiitthatokra:
Pn-1 () =bo+x; (b1 + ... + 2 (bp—a + ziby—1)) .

Az eljarast abbahagyjuk ha a kapott gyok elég pontos. Ha meghata-
roztuk az egyik gyokot («) elosztjuk a p, polinomot (z — «)-val es a
kapott n — 1-ed foku polinomra 1jbol alkalmazzuk a Newton-Horner
modszert. Legvégiill masodfoka polinomot kapunk aminek meghaté-

rozzuk a gyokeit.

73. PELDA. Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet valos gyokeit (g =
0):
2t — 102" + 352% — 502 + 24 = 0.
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P 022048, |ay — m = 0.48
70 T = o
11 —-10135| =50 |24
11 —=10135|—=501|24

1] -101]35] —=50

r1T = X9

p1 (0.48) 7.011
=y - PO gus - 078, s — 4| = 0.3 ...
2T T 0.48) —22.869 » le2 = 2]
1]-10 [35 |50 |24

048 |1]—-9.52|30.43 | —=35.39 | 7.011 |
048 1] —9.04|26.09 | —22.869

3.9.3.2. Bairstow mddszer A P polinomot 2% + px + ¢ polinommal

osztjuk, majd a masodfoki polinom gyokeit meghatarozzuk.

3.10. SzélsGérték szamitas

Egy f fiiggvény helyi szélsGértékeit (min vagy max) a stacionarius
pontjai kozott keressiik: f'{x} = 0. Tehat, ha a fliggvény derivéltja
ismert, akkor a szélsGérték meghatarozasa visszavezetGdik egyenletek
megoldasara. A tovabbiakban olyan modszereket targyalunk amelyek-

nél nem sziikséges a derivalt ismerete.

3.10.1. Harmadolé moédszer A harmadold modszer, a felezé mod-
szerhez hasonloan, a f fliggvény minimumét tartalmazod @, € |a, b
intervallumok folyamatos sztikitésébdl all. Az eljaras hasonld a felezd
modszerhez, viszont ebben az esetben két részintervallum nem vezet
eredményre.

Az [a, b] intervallum harmadolasahoz kiszamitjuk a h lépést (az [a, 0]
intervallum harmadat):

(3.10.1) h = %(b—@,

majd elGallitjuk a végektdl % -ra 1évo értékeket:

(3.10.2) u=a+h,v=>b-—h.
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Az f fuggvény x,, szélséértéke vagy az [a,v], vagy [u, b] intervallum-
ban talalhato, attol fliggden, hogy f (u) < f (v) vagy f (u) > f (v). Az
eljarast folytatjuk az 1j intervallummal, vagyis az els6 esetben b := v,

a masodikban pedig a := u.
74. PELDA. f(z) =2+ 1 — min, z € [0,3].

Ezzel az eljaréssal minden lépésben az intervallum az el6bbinek a
%—ra zsugorodik, tehat az algoritmus linearis. Kilépési kritériumként
felhasznalhato, hogy az [a, b] intervallum hossza kisebb mint egy adott
pontossag:

|b—al <e.

3.10.2. Aranymetszés modszer A harmadolé modszer esetében
minden iteracioban az f fliggvényt kétszer kellett kiértékelni (f (u), f (v)).
Ha a harmadolas helyett egy masik, p aranyt hasznalunk lehetségessé
valik, hogy az u/v és vele egytitt az f (u) /f (v) értéket ujbol felhasz-

naljuk.

0 & d v o b=t

A keresett arany kiszamitéasahoz figyelembe vessziik hogyan arany-

lik a nagy szakasz a kicsi szakaszhoz.

vagyis
P’ —3p+1=0,
aminek az egység alatti megoldasa

_3-5
-

P



3.10. SZELSOERTEK SZAMITAS 63

1+V5
2

A p arany kifejezhets a ¢ = ~ 1.618 aranymetszet szam segitsé-

gével:

(3.10.3) p=2— ¢~ 0.381966.



4. FEJEZET

Egyenletrendszerek numerikus megoldasa

4.1. Linearis egyenletrendszerek

Egy
a1 + aj9r9 + ... + A1nTy, = b1
(9101 + a99x9 + ... + Aonl, = bQ
Y
A1 %1 + Ao + oo + Gy, = by

altalanos m x n linearis egyenletrendszer

(4.1.1) Ar = b,

matrix alakba irhat6, ahol

a1y a1 ... Qip bl T

a921 a922 o Qop b2 T2
A= b= Lz =

Am1 Gm2 -~ Qmp bm T,

ElGszor a négyzetes m = n egyenletrendszerek megoldasaval foglal-
kozunk, majd targyaljuk az m # n esetet is.

Egy A € M,, (R) nxn egyenletrendszer esetében nem alkalmazhat-
juk a Cramer szabalyt, mert egy n x n tipusii determinans kiszamita-
sanak miiveletigénye n! Tehat, egy 100 x 100 determinéns (klasszikus)
kiszamitasahoz kb. 100! = 10*"Y miivelet sziikséges.

A széamitésok alatt a hibak Osszegez&dnek ezért - mérettdl fiiggs-
en - kiilonb6z6 technikakat alkalmazunk. Ha az ismeretlenek szadma
kisebb mint 103, akkor pontos (direkt) modszereket hasznalunk példa-
ul Gauss, illetve faktorizacios modszereket LU, LL!, QR, stb. Ha az

ismeretlenek szama 103 és 10° kozott van, akkor iterativ modszereket

64
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hasznalunk (Jacobi, Gauss-Seidel, stb). Ha az ismeretlenek szama na-
gyobb mint 10°, akkor valésziniiségi modszereket alkalmazunk (Monte
Carlo modszer).

4.1.1. Direkt moédszerek A direkt modszerek esetében az egyen-
letrendszer matrixat transzformaciok segitségével sajatos alakra hozzuk
(altalaban haromszog alakra), amit konnyebben lehet kezelni. A direkt
modszereknél pontosan ismerjiik hany iterécié sziikséges ennek a kivi-
telezésére.

4.1.1.1. Hdromszog alaki egyenletrendszerek Az

a11x1 + a2 + ... + a1, = bl
(412> a99To + ... + aopx, = b2
AppTp = bn

sajatos linearis egyenletrendszert fels6-haromszogiinek nevezziik ha az

egyenletrendszer A méatrixaban a {6atld alatt csak nulldk vannak:

ar a1 ... QAip
0 a .. Qop
A 22 2
0 0 .. ap
Ha a; # 0, i = 1,n, akkor a (4.1.2) megoldasat visszahelyettesitéssel
kapjuk meg:
bn
Tp = —)
ann
by, — 71 Qpe; T -
(4.1.3) o = T 2k  k=n—1,1

ALk

Az



4.1. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 66

1177 = b
(4.1.4) 2171 + A22T2 = by
Ap1%1 + Ap2T2 + ... + Applp = bn

sajatos lineéris egyenletrendszert als6-haromszogiinek nevezziik ha az

egyenletrendszer A méatrixaban a {6atld f6lott csak nullak vannak:

aiq 0 0

o1 22 ... 0
A=

Anp1  Ap2 ... Qanp

Ha a;; # 0, i = 1,n, akkor a (4.1.4) megoldasa:

by
xry = —,
ai
D D p—
(4.1.5) p = BT Wl oo

ALk

A visszahelyettesités miveletigénye:

e az x; kiszamitasa 0 Osszeadast és 1 szorzast igényel
e az I, kiszamitasa 1 Osszeadast és 2 szorzast igényel
e az 1, kiszamitasa (n — 1) Osszeadést és n szorzast igényel, te-

hét 6sszesen

n

O+ +1+2)+...(n=1+n) =) ((k—1)+k)

n n 1
(4.1.6) :—Zl+22k:—n+2—n(n2+ ) =n’.
k=1 k=1

4.1.1.2. A Gauss kikiiszdbolési modszer A Gauss modszer a lineéa-
ris egyenletrendszerek numerikus megoldasanak egyik legrégibb sémé-
ja. Linearis transzformaciokat alkalmazva a sorok kozott, a (4.1.1)
egyenletrendszert visszavezetjiik a (4.1.2) haromszog alaka egyenlet-

rendszerre.
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Az egyszeriiség kedvéért az eljarast egy 4 x 4-es Ax = b egyenlet-
rendszeren mutatjuk be:

a1; G2 a1z aig T by
(4‘1‘7) 21 Q22 Q23 24 T2 _ by
a31 (32 (a33 (A34 T3 bs
G41 Q42 (43 Q44 Ty by

Ha ay; # 0, akkor az els6 sort rendre
(418) - % = /l;b _@ = fl\;ﬂa _% = T41
a1 an a1
értékekkel szorozzuk (a szabadtagokat is beleértve), majd (rendre) hoz-

zdadjuk a masodik, harmadik, illetve negyedik sorhoz:

11 @12 Az G4 x by
0 o o | [ ||
(4.1.9) @ @ =1,
0 ag agy agy T3 by
0 af aff af /) \ @ by
ahol
ag) = ay; (—%) + aij, i, 5 > 2,ésb£2) =b (_ ail) +b;, 1> 2.
aiy 11
Ha ag? # 0, akkor a masodik 1épésben a masodik sort szorozzuk be
a
(2) (2)
a ~ a ~
(4110) - % = l32, —% = l42
Qg9 Q29

értékekkel, majd hozzdadjuk a harmadik, illetve negyedik sorhoz:

aij; G2 Q13 Aaiq T by
0 o o o | w ||
0 0 ag) aﬁ) Ty bf)
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Az eljarast mindaddig folytatjuk mig egy felsG-haromszog linearis egyen-

letrendszert kapunk:

ail a2 a3 Aaiq X1 by
0 o o || e ||
(4.1.12) ORNE) =1 .0
0 0 0 a¥ 4 by

amit a (4.1.3) képletnek megfelelGen visszahelyettesitéssel oldunk meg.
Az altalanos n x n-es egyenletrendszer k + 1-ik 1épésben a kikiiszo-
bolési séma a kovetkezd:
(k)
(4113) o = ol +al (—“-’“) iG> k41,

ij (k)
A

(k)

()
(4.1.14) Y = p® g plk) (—a“f ) Ci>k+ 1
Ak

Egy n X n-es linearis egyenletrendszer Gauss-kikiiszobolési algorit-

mus miiveletigénye a kovetkezs:

e az elsg iteracioban (n — 1) nulla eléllitasdhoz 1(szorzo elgallitasa)+

n(szorzas) + n(6sszeadas) miiveletre van sziikség (a fGelemmel
vald szorzast/Osszeadast nem szamitjuk hiszen az eredmény
nulla)

e a masodik iteracioban (n — 2) nulla elgéallitasahoz 14 (n — 1)+
(n — 1) miiveletre van sziikség

e az utolso ((n — 1)-ik) iteracioban egy nulla elsallitasdhoz 1 +

2 + 2 miveletre van sziikség, tehat Gsszesen:

m—1)-1+2n)+n—-2)-1+2n—-1)+1-(1+2-2)=

n—1

n—1 n—1
=Y k-(142(k+1)=3> k+2) k=
k=1 k=1

k=1
(n—1)n 2(n—1)n(2n—1) (n—1)n(4n+7)

=35t 6 6

25 L, T 25 2\ _ 3
(4.1.15) =3n +2n +6n—3n +0 (n*) =0 (n%).
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Osszehasonlitva a visszahelyettesitési mtiveletigennyél (n?) azt
a kovetkeztetést lehet levonni, hogy az egyenletrendszer megol-
dasaban a kikiiszobolés joval tobb miiveletet igényel. Példaul,
ha n = 100, akkor a kikiiszobolés 10° nagysagrendi, mig a
visszahelyettesités 10* mtveletet igényel.

75. DEFINICIO. Az aﬁ), ag), aé?, afél) nem-nulla tagokat fGelemek-

nek nevezzik.

Ha valamely ag) nulla - példaul a (4.1.9) egyenletrendszerben ha

2 , . . s ,
agz) = 0 - a séma nem alkalmazhato, ugyanis az I3z, l4o szorzokat nem

képezhetjiik. Tételezziik fel, hogy a%) oszlopaban (a(222) alatt) vannak

nem-nulla tagok. Ebben az esetben felcserélhetjiik az ag) sorat a nem-
nulla tag sordval mert az egyenletrendszer megoldasa nem modosul.
Ezt az eljarast (részleges) féelemkivalasztasnak nevezziik. Az j fGelem
kivalasztasanal az elsé nem-nulla tag helyett ajanlatos az abszolut ér-
tékben legnagyobb tagot valasztani (rnax{ ‘ag? ag)

ben), ugyanis igy elkeriilhetd az értékes szamjegyek vesztése az osztas

} a mi esetiink-

)

miatt.
Ha ag) = 0 oszlopaban (ag) alatt) minden elem nulla, akkor az A

matrix szinguléris, ugyanis

aipr Gz a3 Q4 2 (2

@ @ 0 ayy as
det A = 00 a?% a?ﬁ) =ai| 0 aé? aéi) =0,
0 agy asy 0 a® 4@
0 0 afg) aﬁ) 43 U4y
vagyis a linearis egyenletrendszer b-t6l fliggden Osszeférhetetlen vagy
hatarozatlan. o @ @
(gg Qg3 gy
Ha a f&elemet a ag) aé? aéi) részmatrixbol véalasztjuk ki,

@ @ 2

(gp Qg3 Oy
akkor az eljarast teljes f6elemkivalasztasnak nevezziik. Ebben az eset-
ben egy sor és egy oszlop cserét kell végrehajtani. Az oszlop cserét
figyelembe kell venni az algoritmus végén a megoldésok sorrendjének a

leolvasasanal.
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Ha a kikiiszobolést nem csak az atlo alatt hanem folotte is elvé-
gezzik, akkor egy diagonédlis linearis egyenletrendszerhez jutunk. Ez a
séma Gauss-Jordan néven ismert. Habar a diagonélis linearis egyenlet-
rendszert egyszeriibb megoldani mint egy haromszog egyenletrendszert
(O (n) ésszehasonlitva O (n?) mtvelettel), a Gauss-Jordan kikiiszobolé-
si miiveletigénye kétszer nagyobb a Gauss algoritmusénal, ezért osszes-
ségében a Gauss algoritmus gazdasagosabb mint a Gauss-Jordan.

A Gauss algoritmus alkalmas determinéns kiszamitaséara is ugyanis

(4.1.16) det A = det AV = .. = det A™ = ay;al)...a)

22 Ymn >

ahol A% a k iteraciéban, Gauss modszerrel generalt matrix (A1) = A).

76. PELDA. Az
10 3 —1 T
(4.1.17) 7 2 0 To =
-5 2 3 T3 -1

egyenletrendszer elsé oszlopanak a kikiiszobolésére az elsé sorat beszo-
rozzuk ly; = —%, illetve l3; = %—el, majd hozzdadjuk a masodik, illetve

harmadik sorhoz

10 3 -1 Ty 5
17 |

g 0 T 10 T2 | = | 10
35 25 15

0 % 1 3 10

A kovetkezs iteracioban a mésodik sort szorozzuk be 723 = 35-el és

hozzaadjuk a harmadik sorhoz

10 3 -1 T )
= | 0 = + z | =1 % |,
0 0 27 T3 o4

majd a fels6-haromszog egyenletrendszert visszahelyettesitéssel meg-
oldjuk: x3 =2, zo = -1, 21 = 1.

10 3
Az A métrix determinansat a (4.1.16) képlet szerint az A®) = | 0 o
0 O
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matrix f6atlojan 1évs tagok szorzata adja:

det A = det A® =10+ (—55) - 27 = —27.

10

A Gauss modszert alkalmazhatjuk egy adott A méatrixnak az inver-

zének a meghatarozasara. Ennek érdekében figyelembe vessziik, hogy

A- A =1,
tehét
0
0
(4.1.18) A (XX X)) =
0 0 1
T}
a3
ahol X, az A~! inverz méatrixnak a k-ik oszlopa X} = ‘
Ty
Oszlopokra bontva a (4.1.18)-bdl kévetkezik, hogy:
1 0 0
0 1 0
A'Xlz . 7A'X2: ) 7AXTL: . )
0 0 1

vagyis az inverz matrixnak az X, k = 1,n oszlopainak a meghatéaro-
zaséra n-szer alkalmazzuk a Gauss modszert egyforma A matrixszal és
kiilonb6z6 szabad-tag vektorral.
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10 3 —1
77. PELDA. Az A = 7 2 matrix inverzét A~ = (X |Y] 2)
-5 2
hérom linearis egyenletrendszer megoldasabol kapjuk:
10 3 -1 T 1 T —%
7 2 0 X2 = 0 — X = X2 = g
-5 2 3 T3 0 ZT3 —g
10 3 -1 U1 0 U1 %
-5 2 3 Vs 0 s 5
10 3 -1 2 0 2 -2
72 0 | = |0|=2=| = |= =
-5 2 3 zZ3 1 zZ3 %
2 11 2
9 27 27
froA-1 7 _ 25 7
tehat A= = 5 Ty
_8 35 L
9 27 27
4.1.1.3. LU faktorizdicio LU faktorizacion egy A = (a;;), ;_, ,, mat-

rix
(4.1.19) A=L-U

szorzatra valo felbontésat értjiik, ahol L egy also- U pedig egy felss-

héromszog matrix:

l11 0 0 Uy Uiz Uin
I - 121 lgg . 0 ’ U — 0 U922 U2n
lnl lng lnn 0 0 Unn

A két méatrix meghatarozasara n? + n elem sziikséges, ugyanakkor a
(4.1.19)-ban csak n? egyenlettel rendelkeziink. Ha az L vagy az U
matrix féatlojat 1-el tessziik egyenlévé a két métrix egyértelmien meg-
hatarozhatd. Az elsS eset l;; = 1, i = 1,n Doolittle, mig a masodik

u; = 1, 1 = 1, n Crout faktorizacidé néven ismert.
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73

A faktorizaciés eljarasban a kiszamitasi sorrendet ugy allitjuk fel,
hogy az éppen sorra keriil6 ismeretlen kiszdmitdsanal minden adat ren-

delkezéstinkre alljon. A Doolittle faktorizacié esetében alkalmazhatjuk

példaul a sor-szerinti rendezést, vagyis a k-ik 1épésben kiszamitjuk a

1 0 0 Uip Uiz ... Ulp
[ 1 0 0 Uz ... Uy
(41200 L=| 2 R ’
lnl ln2 1 0 O e Upn
matrixok k-ik sorét iy, lk2, ..., lk k—1, Ukk, Uk k415 -, Uk (ebben a sor-
rendben)
Qij — ?;11 Ligug, .
(4121) lij = , 1>7,
Ujj
1—1
(4.1.22) wy o= ay— Y L, i <]
k=1
10 3 -1
78. PELDA. Az A =

7T 2

0 matrix esetében az L és U
-5 2 3
matrixok tagjait a kdvetkezd sorrendben szamitjuk ki:

Ui1, Ut, W13; lo1, Uz, Uss; 31, [32, Us3
és a kovetkezd matrixokat kapjuk:

1 0 0 10 3 -1

— 7 —
L= & 1 0|, U= 0 —5% +
- =35 1 0 0 27

Ha az A matrixot felbontottuk, akkor az

Ax

= b,
egyenletrendszert atirhatjuk

(4.1.23)

LUx =0,
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alakra, ami ekvivalens az alabbi két haromszog linearis egyenletrend-

szerrel:
(4.1.24) Ly = b,
Ux = .

E két linearis egyenletrendszer (also-fels§) megoldasahoz hasznéljuk a
mar ismert (4.1.5), (4.1.3) sémakat.

Az LU felbontas alkalmas a determinans kiszamitasara is

(4.1.25) det A = det (LU) = det L - det U = det U = [ J ua:

i=1

79. PELDA. Ismerve az A = LU felbontésat az (4.1.17) példaban
szerepld A matrixnak, a (4.1.24)-bol kapjuk, hogy

1 00 Y1 )
7 _
10 o0 Y2 - 5 ’
5
)
aminek megoldasa y = % , majd az
54
10 3 -1 1 5
0 =% w || #= =] 2
0 0 27 x3 54
1
egyenletrendszerbdl x = | —1
2

Ugyanakkor a (4.1.25) képletbdl kiszamithaté A determinansa:

det A =detU = —27.

4.1.1.4. A Gauss és az LU mddszer kapcsolata Az LU faktorizaci-
6s modszer levezethetd a Gauss modszerbdl, ugyanis ha a Gauss mod-

~ (k)
szerben ismert szorzok l;;, = _% segitségével megszerkesztjitk az LX)
Tk
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elemi als6-haromszog matrixot:

1
0 1
(4.1.26) L® = - ,
0 g1k
: 1
0 Lk 0 1
akkor
(4.1.27) AFHD — [ k) g(k),

ahol A% a k iteracioban, Gauss modszerrel generalt matrix (A1) = A).
Tehat

(4.1.28) U=A" = =D pm=2 . .14
ahonnan
(4.1.29) A= (L<1>)‘1 (L(”—2))_1 (L<n—1>)—1 U

Az L*) matrix egyszert szerkezetének koszonhetGen konnyen kiszamit-

haté az inverze:

1
. 0 1
(4.1.30) (W)~ = -
0 —le+ 1,
: 1




4.1. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

76
és igazolhato, hogy
(4.1.31)
1
~ly 1
(L)L) ey | T e )
_l41 _l42
: 1
oy g _Z;L,n—l 1
vagyis (4.1.29)-b6l A = LU.
10 3 -1
80. PELDA. Az elébbi példaban A = A1) = 72 0 a
-5 2 3
Gauss a szorzok rendre 721 = (—%) j;;l = (%) , majd ’l;2 = 35 voltak
—
1 00 10 3 -1
1 _ 7 2) 1 1) 7
LV = | -2 10 |= AP=0040=1| ¢ L = |
5 7 5
w 01 0 2 3
1 0 0 10 3 -1
LY = 1010 |=49=1PAP=1 0o -L I [=U
0 35 1 0 0 27
1 00 1 0 0 1 0 0
L= @M@ = 2 10|lo 1 of|=| £ 1 o0
-2 01 0 —35 1 -2 =35 1

4.1.1.5. Tridiagondlis egyenletrendszerek A gyakorlatban gyakran
talalkozunk ritka matrixokkal, vagyis olyan matrixokkal amelyeknek
legtobb elemiik nulla. Ilyen példaul a diagonalis, illetve tridiagonalis
le. Tridiagonalisnak nevezziik azt a négyzetes matrixot amelynek csak

a féatlojan, illetve az alatta és folotte 1évs atlon van nem-nulla eleme:
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0o o
0

\

0 0

4.1.1. abra. Tridiagonalis matrix

vagyis

81. PELDA. Oldjuk meg Gauss kikiiszoboléssel az alabbi tridiago-
nélis egyenletrendszert:

2x1  +x9 = —1
201 +3z9  +x3

ro  +4xrs +2zry = 5

r3 +3ry = —4

Egy tridiag le megoldasanal a () képletben targyalt miveletnél jo-
val kevesebb miiveletre van sziikség. Pontosabban, minden iteraciéban
1(szorzo elsallitasa) + 2(szorzas) + 2(0sszeadas) miveltre van sziikség,
Osszesen 5 (n — 1). A visszahelyettesitéshez minden x; kiszamitasahoz
1(6sszeadas) + 1(szorzés) miveltre van sziikség, Osszesen 2n. Tehat,

Osszességében egy tridiag le miiveletigénye linearis O (n) .
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4.1.2. Linearis egyenletrendszerek iterativ megoldasa Az
iterativ eljaras a numerikus szamitasok egyik alapveté modszerének
szamit.

Az (X,,), megoldasok sorozatat fokozatosan kozelitjiik a:
(4.1.32) Xt = @ (xH)

iteraciokat hasznalva, vagy X*1) = @ (X® X*=D ) ha az eljaras
tobblépéses.

A direkt modszerekkel ellentétben az iterativ modszerekben az ite-
raciok szama nem a métrix méretétdl fiigg, hanem egy adott e > 0
pontossagtol. ?Mig a direkt modszerekben minden iteracioval a hiba
kumulélodott, addig az iterativ eljarasban minden iteraciéval kozelebb
keriiliink a keresett megoldéshoz.?

4.1.2.1. Jacobi-féle modszer Ahhoz, hogy az AX = b lineéris egyen-
letrendszert (4.1.32) alakra hozzuk kifejezziik az egyenletrendszer min-

den i-edik sordban az z; ismeretlent:

111 + A12T9 + ... + A1, Ty = bl
(211 + A92Ty + ... + Qopx, = bg N
An1T1 + ApaTs + ... + Qppt, = by
— aiz ain by
T = — =z “ e —=in 1
1 a1 ap M +%211
_ __a21 __Q2n 02
i) as T ce ao Tn as
)
— __Gni1 __Gn2 _bn
Ty = a1 sy . +am

vagy méatrix alakban:

(4.1.33) X =BX +C,



4.1. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 79

ahol

(4.1.34)
x 0 _a12 _ Qn b1
1 ail e all all
To _an _Gan b2
x=|""|.B=| ™ w o= =
T _8n1  __ Gn2 0 bn_
n Ann Ann e Ann

®-vel jelolve a (4.1.33) képlet jobboldalat
(4.1.35) o (X)=BX+C,

az X = ® (X) iterativ eljarashoz jutunk, vagyis
(4.1.36) XD =@ (XW) keN

ahol X© egy kezdeti megoldas.

A Banach-féle fixpont tételnek megfelelen ha ® =kontrakcié az
(X (k)) megoldasok sorozata konvergal tetszéleges X9 kezdeti megol-
dasra. Felhasznalva a (4.1.35) képletet kovetkezik, hogy

1@ (X) =@ Y)[ = |BX +C = BY = C| = |BX =Y)| <[B||IX =Y,
tehat ha ||B|| < 1, akkor ® kontrakci6 és az eljaras konvergal.

82. TETEL. Ha ||B| < 1 akkor a (4.1.36) fokozatos kozelitések

sorozata konvergens.

A tételben szerepld elégséges feltétel atirhato az eredeti A matrixra.

|||, tipust normat hasznélva kévetkezik, hogy:

1B = max Z “” <1,i=Tn,
1,7=1,j7#1
ami ekvivalens az alabbi feltétellel:
(4.1.37) > ayl <laal, i =Tn.

J=Lj#i

83. DEFINICIO. Egy A métrixok atlosan dominédnsnak neveziink ha
eleget tesz az (4.1.37) kikotésnek.
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-7 2 =2
4. PELDA. Az A = 3 5 —1 matrix atlosan dominans.
0o 2 =3

85. KOVETKEZMENY. Ha az Ax = b eqyenletrendszer A mdtriza dt-
l6san domindns, akkor az (4.1.36)-ban megadott iterdcick konvergdlnak

a linedris egyenletrendszer megolddsdahoz.

—7[)’21 —+ 2%2 — 21‘3 = -1
86. PELDA. 3x1 + 5x9 — T3 = 14 ,AX =b & X =
2372 — 3!13'3 = 7
0o 7 = 7 0
BX+CaholB=| 2% 0 L [, 0= % | HaX©O=|[ 1
0 2 0 = 1
egy tetszbleges kezdeti megoldas, akkor
: 0.14
XV=BxXOt+c=| 3 |~ 3
—% —1.67
és az abszolut eltérés a két megoldas kozott
8
| XM —XxO) = 5 = 2.67.
Hasonléan
s 1.48
2 1 ~
X®=BxWic=| 2 [~ 238 |,
1
-3 —0.33
2 0.92
X®=pX®i+o=| ¥ |~ 185 |,
—4 —0.75
és a hibak
4
[ X — XxW]|_ = 5~ 1.33,
82
| X® - X@|| = _— ~0.55.

147
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Mivel az A matrix atlésan dominans, az (X (’“))k megoldésok sorozata

konvergél a pontos megoldashoz:

1
lim X® = [ 2
k—o00
—1
A (k + 1)-ik iteracioban az

mgk-&-l)
(k+1)

) _ [ T2
(k)

megoldas komponenseit az alabbi képlettel szamitjuk ki:

1
(4138) m(kJrl) = — <bz — (lil.ilﬁgk) — aiQxék) — ... / . — amx;k)> =

‘ (077
i i awxj , 2 ,n.

J=1j#i
A (4.1.37) egy elégséges de nem sziikséges feltétel, vagyis atlosan
nem-dominéns lineéris egyenletrendszer megoldasa konvergalhat a Ja-
cobi modszerrel. Egy sziikséges és elégséges feltétel a konvergenciara a

spektral sugar segitségével fejezhetd ki.

87. DEFINICIO. Egy A € R™" métrixnak a sajatértékeinek a hal-
mazét spektrumnak nevezziik

o (A) = {\ : \; = sajatértek, i =1,n}.

Spektralsugédrnak nevezziik az A matrix legnagyobb sajatértékének az

abszolut értékét
p(A) =Ml
ahol [A1] > [Xo| > ... > |\].
Ha (A, @) péros sajatértéke, sajatvektora az A matrixnak, akkor az

()\k , :1:) paros sajatértéke, sajatvektora az A* méatrixnak, vagyis

p(A¥) = (p(A))", k=1,2,..
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88. TETEL. (i) Bdrmilyen ||-|| szubmultiplikativ mdtriz norma ese-

tében igaz az aldbbi egyenldtlenség:
p(A) <Al

(17) Bdrmilyen € > 0-ra létezik egy ||-|| szubmultiplikativ mdtriz norma

amelyre
p(A) <Al <p(A) +e

BiZONYITAS. (i) Ha (A, x) paros sajatérték, sajatvektora az A mat-
rixnak, akkor
AL [xlF = 1IA -] = [[A - 2] < [[A]] - [l]]
és mivel @ # 0 kovetkezik, hogy |A| < ||A]l . O

89. TETEL. A (4.1.36) sorozat konvergdl (bdrmilyen X© kezdeti

értékre), akkor és csak akkor ha

(4.1.39) p(B) <1.

BIZONYITAS. Feltételezziik, hogy p(B) < 1. Akkor létezik € > 0
wh. p(B) 4+ e < 1. Az el6bbi tétel szerint létezik egy norma amelyre
|IB|] < p(B)+ € < 1, tehat ® kontrakcio és a sorozat konvergens.
Feltételezziik, hogy

XED = ¢ (XW) = BX® 4 ¢,
sorozat konvergal X*-hez barmilyen kezdeti megoldésra. Akkor legyen
X© gh. X© — X* sajatvektora B-nek. Kovetkezik, hogy
XED X =0 (X®) -0 (X*) =B (X® - X*) = ..
— Bk—i—l (X(O) . X*) — )\k—i—l (X(O) . X*) ]
A baloldal k& — oo esetén zérohoz kozelit, ugyanez igaz a jobboldalra,

tehat
/\k:+1 =0

ami akkor igaz ha |A| < 1. Mivel tetsz6leges A-ra igaz, kovetkezik, hogy

p(B) < 1.
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O

_9 - 1
90. PELDA. o1 e JAX =b & X = BX 4+ C
—91'1 + 32!L’2 = 23

9 23
3 0 32
minans és a B matrix norméai mind nagyobbak 1-nél, tehat a konver-

ahol B = ( 0 2 ) , C = < -1 . Az A matrix nem atlésan do-

genciara vonatkozo elégséges feltétel nem hasznéalhatéo. A B matrix

-2 2

sajatértékei det (B —AI) = 0 & | | =0 N -3 =0,
5 —A
32

ahonnan |[Ai»] = 2 < 1, tehat p(B) < 1, a Jacobi modszer kon-

0
vergens. Ha X© = < 0 ) egy tetszbleges kezdeti megoldas, ak-

23
32

! ) X0 — XO, = 1.23, X©) =

kor XV = BXO) 4 ¢ = (
= 1
BXW4+C = 1 X® - X0, =146.., X® —X* = :
e ) 2 ) k—o00 1
16

Az alabbi abran az elsd 20 iteracio hibavaltozasa lathato. ABRA 'Le-
jacobihiba.eps’

4.1.2.2. Gauss-Seidel és SOR mddszerek A Jacobi modszer (4.1.38)
képlet szerint a (k + 1)-ik iteracioban a megoldas csak az elébbi, (k)-ik

komponensektdl fliggnek, viszont a :ngﬂ) komponens kiszamitasanal a
xgkﬂ), ey xﬁ” értékek mar ismertek és jobb kozelitést adnak a pontos

megoldasnak. Tehat a

1
l’gk—’—l) = — (bz — Cbill’YH_l) — aﬂng‘f‘l) e

Q5
- ai,i_lmﬁﬁl) / - ai,i+1x§i)1 cee T amwﬁf)), 1=1,n,
vagy
1 _
k+1 k+1 k .
(4.1.40) xf ) = . (bi — Zaiﬂ; ) _ Zaiﬂﬁ )) , 1= 1,m,
" j<i §>i

iterativ eljaras gyorsabb mint a (4.1.38). A (4.1.40) algoritmus Gauss-

Seidel néven ismert.
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A Jacobi és a Gauss-Seidel modszerek méatrix alakjat levezethetjiik

ha az A matrixot felbontjuk az aldbbi médon:
(4.1.41) A=L+D+U,

ahol L, illetve U szigortan also, illetve fels¢ matrixok

0 0 0 0 a1 ... QAip
I — a‘21 0 0 ’ U — 0 0 . Ao,
an1 ... Apn—1 0 0 ... 0 0
és D atlos matrix
a1 0 0
D— 0 929 0
0 0 amm

Az Ax = b egyenlet atirhato
(L+D+U)x =0,

alakba vagyis
Dx=b—(L+U)x,
ahonnan

r=D"(b—(L+U)a),

és az iterativ eljarés:

(4.1.42) g® ) =D (b— (L+U)a®).
A D egyszert alakjanak koszonhetSen a D~! matrixot kénnyd kisza-
mitani:

L 0 0

ail

0o = 0

Dfl — a22
0 0 =

A (4.1.42) képlet azonos a Jacobi (4.1.38) algoritmussal.
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A Gauss-Seidel modszerhez a csoportositast a kovetkezGképpen vé-

gezzik el:

Ar=b& (L+D)+U)z=b< (L+D)x=b— Uz,
t=(L+D)"(b—Uxz),

és az iterativ eljaras

(4.1.43) 2 = (L+ D)™ (b—Ua®),

azonos a (4.1.40) eljarassal.

SOR (Succesive over relaxation) modszer: Ha w € (0,2), akkor
wAr =wbo w(L+D+U)zr =wb <
(WL+D+(1-w)D+wlU)x = wb,

z = (wL+ D) (wb— (WU + (1 —w)D)x),

ahonnan az iterativ eljaras:

z* ) = (wL + D)7} (wb— (wU + (1 = w) D) x(k)) :

vagyis komponensekre lebontva:

i

(k+1) _ (k) W (k+1) (k) S
T =(1—-w)uz —i—a—ii(bi—ZaZjIj —Zaijxj ),Z— M.

7<t >1
4.1.3. Hibabecslés, kondicionalas Egy
Ax =0,

linearis egyenletrendszer megoldasdnak a pontossagat az

(4.1.44) r= Az — b,

maradék vektorral lehet megbecsiilni. Pontos megoldas esetén az r

nullvektor aminek hossza nulla, ellenkez6 esetben a vektor hossza szi-

gortian pozitiv.

Az Ax = b linearis egyenletrendszer, ugy A mint a b, tagjai megfi-

gyelések vagy szamitasok eredménye, tehat mindkét esetben az eredeti

értékeknek csak a kozelitése all rendelkezésiinkre. Felmeril a kérdés

mennyire befolyasolja az x megoldast az A, illetve b kozelits ismerete.
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Feltételezziik, hogy a b vektor Ab perturbacitja, az x megoldas egy Ax

valtozasat eredményezi. Ekkor:
A-(z4+2Lx)=b+Lb, =A- 2+ A-Ax=b+ Ab,

majd egyszertsités (Ax = b) utén

A-Nx=Ab,
vagyis
Ax = A1 Ab.
Tehéat
. -1 .
(4.1.45) ||Ax|| = HAil . AbH < HA71H . ||Ab|| — HAH ||/|1|A|:| ”AbH’

ahonnan a megoldés relativ eltérése

[Ax]
]

_ A
= [lA]| - [|A7Y TAT - Tl

Felhasznélva a
6]l = [|Az]| < [IA]l - =]l

egyenlGtlenséget kovetkezik, hogy

[Az|

]

1y 1Ab]]

vagyis, az x relativ hibajat a b vektor relativ hiba tébbszoérése majo-

(4.1.46)

ralja.

91. DEFINICIO. A
(4.1.47) K (A) = |1Al-[[A™],

szdamot az A matrix kondicioszamanak nevezzik.
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Hasonl6 a helyzet ha az A méatrix helyett egy perturbalt A + AA

matrixot hasznalunk:

(A+QAA) (z+Lz) = by =Ac+A- Do+ ANA(x+ LDx)=b =

A-Nx = —NA(x+Ar) = Ar=-A"" ANA(z + Ar) =
[Az]] = |[ATTAA(z + Az)|| < ||A7H| - |1AA] - ||z + Azl =
[Az]] - - |AA]
e < gaan = an - par bl
ahonnan
[Ax] |AA]
(4.1.48) T2+ A <K (4) Al

Habar a (4.1.48) képletben csak az z relativ hibanak a kozelitése sze-
repel, a kondicioszam jelentGsége jol szemléltethetd.

Tehéat a lineéris egyenletrendszer megoldasanak relativ hibajat ma-
joralja a kondiciészam szorzata A vagy b relativ hibajéval amelyek rend-
szerint kicsik. Ha IC (A) is kis érték akkor a szorzat is kicsi lesz. Ebben
az esetben stabil vagy jol kondicionalt rendszerekrdsl beszéliink. Vi-
szont, ha K (A) nagy, akkor a szorzat is az (lehet), ami nagy relativ
hibédhoz vezethet.

A kondicidszam legkisebb értéke 1:

L= 1) = A A7 < 11A] - A7) =K (A).

Habar a kondicioszam fiigg a normatol, ennek nagysagrendje a fon-

tos ezért mindegy milyen norméval dolgozunk.

1 1 1
2 3
92. PELDA. H = hilb(3) = [ 1 1 1 :(i+;71).‘,cond2(H)w524.
i.j
P
1 11
93. PELDA. V =wvander([123])=| 1 2 3 |, condy(V) = 70.
1 49

1. Golub, van Loan- pg.107
Az Ax = b lineéris egyenletrendszerek pontossagaban szerepet jat-

szik ugy az A matrix, mint a b szabad tag.
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10 ,
PELDA. A = 0 10-6 métrix kondicioszama K (A) = 10°, mig

a determinansa det (A) = 1075.

4.1.4. Tualhatarozott linearis egyenletrendszerek A gyakor-
latban el6fordul, hogy olyan lineéris egyenletrendszereket kell megol-
dani aminek tobb (vagy kevesebb) egyenlete van mint ismeretlenje.
Példéul ha egy bizonyos n szadmu paraméter meghatarozésara n-nél
tobb kisérletet végziink a keletkezd egyenletrendszer nem lesz négyze-
tes. Gyakran valik ilyen esetben az egyenletrendszer Gsszeférhetetlené,
annak ellenére hogy a paraméterek léteznek. Ennek egyik oka lehet

példaul a kisérleteknek hibas végzése, leolvasasa.

94. DEFINICIO. Egy

(4.1.49) Az =,
by
T
ba
(4.1.50) A= (aij>i;11,m , T = , b= . ,
1=1, .
T
b

egyenletrendszerrsl azt mondjuk hogy tulhatarozott ha n > m.

T1+ X9 = 2
95. PELDA. Az ¢ =z + 2x5 = 3 egyenletrendszer tulhatarozott és
2[)31 + 19 = 4
Osszeférhetetlen.

A feladat legjobb megoldasanak kiszamitasa érdekében vezessiik be

a kovetkez6 r € R™ (maradék) vektort:
(4.1.51) r= Az —b.

Ekkor a (4.1.49) egyenletrendszernek akkor van (klasszikus értelemben
vett) megoldasa ha r a nullvektor r = Ogm. Ha r # Ogm, akkor az
adott egyenletrendszer 6sszeférhetetlen és ebben az esetben keressiik a

megoldast a legkisebb négyzetek modszere szerint vagyis, az x vektort
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gy hatérozzuk meg hogy az r vektor norméja minimalis legyen:
(4.1.52) 7|l = || Az — b|| — min.

Természetesen, ha minl||r|| = 0, akkor visszakapjuk a klasszikus
értelemben vett megoldast.

Ha ||-||, tipust normét hasznalunk, akkor a (4.1.52) kikotés ekviva-
lens a kovetkezével:

(Il Az —b]l,)"

2
iiT; — b Z (Z i T5 — 1) — min.

2 =1

96. DEFINICIO. Azt (4.1.52) kikétésnek eleget tevs x vektort az

egyenletrendszer legkisebb négyzetek szerinti megoldéséanak nevezziik.

Jeloljiik f-el a kovetkez6 fiiggvényt f: R"™ — R
m n 2
i=1 \j=1

Ahhoz, hogy az f-nek a minimumét meghatéarozzuk kiszamitjuk a sta-

cionarius pontjait:

8xk 22 <Z @ijTj — ) ar=0,k=1,...,n
=1

iaik (i Q355 — bz) - O, k= 1, N

i=1 j=1
ami atirva matrix alakra:

A (Az — b) = Ogm,
vagy:
(4.1.53) AA -z = A,

Tehat, az (4.1.49) egyenletrendszer legkisebb négyzetek szerinti meg-
oldasa megegyezik a (4.1.53) egyenletrendszer klasszikus értelemben

vett megoldésaval.
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97. TETEL. Az (4.1.53) linedris egyenletrendszer megolddsdra lesz

az
Irlly = Az = bll,,

kifejezés minimadlis.

B1zoNYITAS. Jeloljik az x, illetve y vektoroknak megfelel6 mara-

dékvektorokat r,, ry-el:

r, =Axr —b

ry =Ay —b
és igazoljuk, hogy

lryll = (7=l -

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy
ry, = Ay—b=Ay— Az +Ar—b=Aly—x)+r,=r,+A(y—x),
7“; = 7+ (y— z)t Al

(4.1.54) ryr, = (rh+ (y — z)’ A (re + Ay —2)) =

=l + (y—a) Alrg +rlA(y —2) + (y —2) A'A(y —2) =

=rore + (y — ) A'A(y —2) = rire + (Ay — 2)) Ay — =),
mert
Alr, = A" (Ax — b) = 0,
és
rtA=(Alr,) =9.
Figyelembe véve, hogy barmilyen v vektorra igaz az alabbi allitas:
viev = v,
a (4.1.54)-bol kévetkezik hogy:
Iy lly = lrells + 1A (y =)l = N7l

vagyis [[ryl[ = |7zl - -
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98. PELDA. Az el6bbi példat felhasznélva, keressiik az (4.1.53)

egyenletrendszer megoldasat:

G ()-(e)
(12)(2)-(2)
() (1)

Tehat x1 = 18/11, x5 = 7/11 az egyenletrendszer legkisebb négyzetek

modszerének megfelelé megoldasa.

4.2. Nemlinearis egyenletrendszerek.

4.2.1. A Newton-Raphson-féle modszer A Newton-Raphson
modszer egy iterativ eljaras a nemlineéris egyenletrendszerek megoldé-
sara, vagyis egy XY kezdeti kozelité megoldast felhasznalva egy olyan
X1 X2 ..., X% vektor sorozatot hozunk létre ami konvergél az egyen-
letrendszer megoldasahoz.

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

(4.2.1) { fle,y) =0 ,
g(z,y) =0

ahol f,g: D C R? — R, derivalhat6 fiiggvények. Legyen X° = (z0, yo)
az egyenletrendszer egy kozelité megoldasa.
Az f, g fiiggvényeket Taylor sorba fejtve (a linearis tagokkal bezé-
rolag)
0 0
f(xy) = f(20,m0)+ (x—20) 8_£ (2o, %0) + (¥ — ¥o) 8_;;
9] 0]
g(x,y) = g(xo,y0) + (¥ — x0) 3—g (w0, %0) + (¥ — %) 8_Z

(1’0, yo)

($0, yO) )
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és figyelembe véve a (4.2.1), az egyenletrendszer megoldésa a kovetkezs

Osszefliggéshez vezet:

af af
f oy oz f
g 99 99
3y | (x0,y0) o (z0,y0)

(4.2.2) x—a= Y — Yo =

det J (zo,50) ~det J (zo,40)

ahol J a Jacobi matrix és

_(9f 99 9g Of |5 5
detj(:po,yo)—(am ay %a—y ($07y0)— % g_z ( )7&0.
x Z0,Y0

A (4.2.1) egyenletrendszer megoldasanak kovetkezs X' = (z,y;)

kozelitése:
of of
ra 'g‘ f
o9 o9
g 9y | (x0,y0) Oz (z0,%0)

(4.2.3) x1=x0— Y1 = Yo —

detJ (xo,v0) detJ (xg,yo)
Hasonloan a k-ik lépésben ha det J (zy, yx) # 0 akkor:

af 3
I3 gy
9 5 5
Y (zkyk) x (Z1,Yk)
4.2.4 =z — — o — ‘
( ) Tr+1 = Tk det J (25, yr) ) Yk+1 = Yk det J (25, yr)
A (4.2.1) feladat altalanosithato
(4.2.5) F(X)=0,
alakba, ahol
T 0
i) 0
X = . € an 0= . )
T 0
és
fi
F:DCR" R, F= jfz
fn

egy vektorvaltozos, vektor fiiggvény (f; : D; C R — R).
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Az
f ()

Tgy1 = Tk — f’ (SUk)

=ap — (f (1) f (2n),

egyvaltozos Newton modszer altalanosithato

(4.2.6) XE = XE - (Jp (XR) R (X))
alakra, ahol
Sh(Xx) ... 2(x)
(4.2.7) Jr(X)=|[ o= _( ) e (X)
X))

az I fliggvény Jacobi matrixa.
Az eljarast folytatjuk mig két X%, illetve X**1 egymasutani vektor

kiilonbségének a norméja kisebb mint egy adott e > 0 pontossag:

(4.2.8) [ X = X*| <
e — x|
(4.2.9) W < g

vagy, figyelembe véve, hogy hatarértékben F' (X k) k—> 0, az iteréci-
6kbol kiléphetiink ha:

(4.2.10) |F(XM)|| <e

99. PELDA. A Newton-Raphson modszert hasznalva oldjuk meg a

kovetkezd egyenletrendszert:

(12.11) flzy)=2>+y*—62+3=0
o g(zy)=a®—yP—6y+2=0

Megoldas. Legyen X° = (zo,y0) = (0,0) egy kezdeti megoldas.=
f(0,0)=3,4(0,0) =2,

322 —6 3y? -6 0
J (0, o) = 0,0) =
(z0: %0) ( 322 32— 6 > 0.0 ( 0 —6 )
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—> det J (0,0) = 36. Akkor a (4.2.3) megfelelGen kapjuk a kévetkezs

megkozelitést:

30 ‘—63
2 —06 18 0 2 12
— o1 = 1 _®_g5 y=0-1—— "1 _2_433
o 36 36 » 9 36 36

= X'=(0.50.33),

X' = X°||,=0s6,-..

A (4.2.11) egyenletrendszernek a mértani jelentése az alabbi abran lat-
hato:

Ha az X° = (0,0) egy kezdeti megoldas, akkor az (Xk)k megoldas
sorozat a (0.53,0.35) pont felé konvergal.



5. FEJEZET
Sajatérték, sajatvektor numerikus kiszamitasa

Tekintsiik az alabbi iranyitott grafot ami példaul internet linkek
kozotti forgalmat modellezheti:

P1<> P,

5.0.1. 4bra. Graf

A graf szomszédsagi matrixa:

csomopontbol ki |

P P P3 P
P 0 0 1 1
P 1 0 0 1
szomszédsagt matrix = csomopontba be — §
P; 01 0 0
Py 0 1 1 0

és a megfelel§ valoszintségi (sztochasztikus) matrix:

001 3
1 00 4
A= ) 2
04200
04+ 10

Szeretnénk megtudni mennyire latogatottak a linkek, vagyis egy tetszo-
leges séta alkalméaval milyen gyakran vagyunk egyik-vagy masik csomo-
pontban?

95
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0.21

0.34
Valasz: v ~ 017 dominans sajatvektor.

0.26
Legyen A € M, (R) egy négyzetes matrix.

100. DEFINICIO. Egy X € C", X # 0 vektort az A matrix sajat-

vektoranak nevezziik ha
(5.0.1) AX = )\ X.

A )\ skalart az A méatrix, X vektornak megfelel§ sajatértéknek nevez-

zik.

101. PELDA. HaAz(i ;),akkorA<1):4<1),tehét

X = ) a matrix sajatvektora és A = 4 a megfelel§ sajatértéke.

A (5.0.1) képletbdl kovetkezik, hogy
AX —2X =0

(5.0.2) (A= \,) X =0.

A (5.0.2) homogén egyenletrendszernek akkor van nullatol kiilonbozs

megoldasa ha

(5.0.3) det (A — A,,) = 0.

102. DEFINICIO. A det (A — AI,,) karakterisztikus determinansnak,
az (5.0.3) egyenletet pedig karakterisztikus egyenletnek nevezziik.
A (5.0.3) karakterisztikus determinéans egy n-ed foku polinom A-ba
Py(A) :i=det (A—AL,) = (=1)" (A" = SIA"  + A2 — L4+ (=1)"S,)
ey Sy =

ahol S; a f6atlon elhelyezkedd i x i minorok 6sszege: S; = Tr (A),
det (A).
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A Viéte Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy
[T2 =M dn = det (4),
i=1

vagyis ha A szingularis det (A) = 0, akkor (legalabb) egy sajatérték
zér6d: Ik € 1,n, 0.h. A\, = 0.
103. TETEL. Az A madtriz kielégiti a sajdat karakterisztikus eqyenletét

(5.0.4) A" — S AT 4 G A2 — 4 (=1 ST, = 0.

5.1. Krylov médszer

104. DEFINICIO. Az A € M, és y = (y1, 2, ...,yn)T € R” oszlop-

matrix altal generalt
(5.1.1) K. (A, y) = span {y, Ay, ..., A”fly}
Krylov vektorrendszernek nevezziik.
A karakterisztikus polinom S;, i = 1,n egyiitthatoi kiszamitasa
érdekében atirjuk a (5.0.4) egyenletet
(5.1.2) A"+ S AV 4 S A2+ S, 1, =0,
alakba, majd jobboldalrol beszorozzuk egy y(®) € R" vektorral =
(5.1.3) Ay O 4 5 A O 14 S Ay 4+ S 1y = 0.

Jelsljiik
(5.1.4)
g = Ay® 4@ = 4250 = gy ) gny O) — gy ),

amit behelyettesitve a (5.1.3) a kovetkezs linearis egyenletrendszert

eredményezi:
y ™+ Sy L+ Sy + Sy @ =0,
vagyis

(5.1.5) Siy™ D + o+ Sy + Sy = —y,
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Ha a (5.1.1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor a (5.1.5) négy-
zetes linearis egyenletrendszer Osszeférhets, és a megoldasat behelyet-
tesitjiik a

AT SN SN2 4+ 8, =0

karakterisztikus egyenletbe, majd megoldjuk.

31
105. PELDA. Az A = 5 matrix karakterisztikus egyenle-

tét felirjuk A2 4+ Si\ + Sy = 0 alakba, ahol Si,S5 egyiitthatok az
Sy + Syy0 = —y) egyenletrendszer megoldasai. Legyen y© € R?

3
egy tetszdleges oszlopvektor, példaul y© = 5 | A (5.1.4)-bsl
.. . (1) 7 (2) 23 , .
kovetkezik, hogy y*) = 5 |V = N tehat a (5.1.5) li-
751 +35 = =23
nearis egyenletrendszer 17902 , melynek megoldasa
251 - 252 == —18

S1 = —5,5, = 4. Innen a karakterisztikus egyenlet \> — 5\ +4 = 0
melynek megoldasa \; = 4, \y = 1.

—1
Ha y© = , akkor y() = y®@ = yO© = ( ) ) tehat az

(5.1.1) vektorrendszer linearisan Osszefiiggs és az egyenletrendszernek

nincs megoldéasa. Ebben az esetben mas y© valasztunk.

5.2. Hatvany moédszer

Feltételezziik, hogy az A € M, (R) matrix )\;, i = 1,n sajatértékei

valosak és kulonbozsek:
|)\1| > |)\2| > > |)\n| .

A hatvany modszer segitségével meghatarozhato a legnagyobb (domi-

nans) sajatérték Aq, illetve a megfelelg (dominéns) sajatvektor Xj.
Mivel A; # A; kovetkezik, hogy X;, ¢ = 1,...,n sajatvektorok line-

arisan fliggetlenek, tehat az R™ térben egy bazist alkotnak. Ebben a
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bézisban barmilyen VY € R" vektor egyértelmien elgallithato a bazis-

vektorok segitségével
Y = Oéle + OéQXQ + ...+ Oéan.

Innen hatvanyozassal kovetkezik, hogy:,

AY = OélAXl + OCQAXQ + ...+ OénAXn = Oél)\le + Oég)\QXQ + ...+ Oén)\an,

A2Y = A (AY) =A (Oél)\le + Oég)\gXQ + ...+ Oén/\an> =
= al)\le + O{Q}\%XQ + ...+ O{n/\an,

AYY = o MEXL H apNEXG o\ X,

és mivel :\\—i € (—1,1),7 > 1 kovetkezik, hogy

Ao\ " A\
AkY = )\]f (Olel + Qo ()\-j) XQ + ...+ a, ()\—1) Xn) ]H—o>o )\’fOéle.

Tehat, nagy k értékre
ARY ~ Moy X,y

és hasonldan
ARYY m M o Xy = A (MarXy) = A (4FY)

vagyis AFY és A*1Y vektorok komponensei aranyosak, az arany pedig

A1 a dominans sajatérték. Tehét
(5.2.1) A(AY) = A\ (AFY)

vagyis (A¥Y) a Aj-hez hozzarendelt (dominans) sajatvektor.
Egy adott sajatvektor esetében a megfelels sajatértéket a Rayleigh
tétellel is kiszamithatjuk:

106. TETEL. Ha X az A madtriz sajdtvektora, akkor a hozzarendelt
sajatérték:
AX - X
XX

ahol - a vektorok skaldris szorzatdt jelols.

(5.2.2) A=
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B1zONYITAS. Ha X az A matrix sajatvektora, akkor AX = AX

tehat
AX-X_)\X-X_)\(X-X)_

XX XX XX =A
O
107. PELDA. Az A = 5 méatrix esetén (aminek dominéans

1 2
sajatértéke /sajavektora (4, ( ) ))) legyen Y = < ) ) . A hatva-

nyozas kovetden:

1 2
AY = > ,AYY = 7 ,AYY = 65 ,AY = o7 ,
2 14 62 254

257 1
tehat a dominans sajatvektor kozelithets az X, = ( - ) = % < 054 >

257
vektorral. A két utols6é vektor komponenseinek az aranya
257 254
— =~ 3.9538, — ~ 4.0968
65 T 62 ’
és hatarértékben az arany a pontos értékhez (4 -hez) kozelit.

Ha a Rayleigh eljarast hasznaljuk, akkor

(3 1)( 1 1
AX-x  \22)\ 3 =
257 BT 7~ 4.0058

XX 1 1
254 | | 254
257 257

Annak érdekében, hogy a vektorok komponensei ne néjenek tulsa-

gosan normalizalhatjuk 6ket. Ha a vektorok sup normajat hasznaljuk,
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akkor
5 1 1
2 5 5
17
= 17 (1 1
2) _ 5 _ . 3
5 17 17
65
2 65 ( 1 1
3) _ 17 _ - 4
AY® = Q)_T?<Q>—><@>._Y()
17 65 65
257
2L 257 1 1
4) — — R VA ¢
oo ()5 (1) ()
65 257 257
Az AY ™) vektorok sup norméjanak a sorozata 5, 137, %, %7, ... konver-
gal a dominans sajatértékhez (jelen esetben 4-hez), mig a megfelels
1
Y *) a dominans sajatvektorhoz konvergal (jelen esetben X; = )
1
vagy euklideszi norméval X; = ( ‘{5 >)
V2
Az eljaras konvergenciajat a % arany hatarozza meg: minél koze-

lebb van az egységhez annél lassabban konvergalnak az iteraciok.
A tobbi sajatérték az tn. deflacios eljarassal szamithatok ki.



6. FEJEZET
Fiiggvény approximacio, interpolaci6

6.1. Analitikus fliggvények kozelitése Taylor sorral

Legyen f : [a,b] — R egy végtelenszer derivalhato fiiggvény, és
zo € (a,b).

108. DEFINICIO. Az f fliggvényt analitikusnak nevezziik ha hat-
vanysorként elGallithato:

(6.1.1) f(x)= f(x)+ %f’ (o) (x — xo) + %f” (zo) (v — x0)2 + ..

Tehat az f fliggvény felirhaté mint 7T, egy n-ed fokt polinom (Taylor),

és a megfelel6 R, maradék osszegeként:
(6.1.2) f(x)=T,(x)+ R, (x),

ahol
(6.1.3) 1 1 1
Ty (z)=f (%)ﬂLﬁf/ (o) (z — JUo)"‘ﬁf” (wo) (x — 33'0)2"‘---‘175]0(”) (o) (x — 20)"

és a maradék tag :

(6.1.4) Ro(2) = |—— O () (7 = o)™ .

(n+1)

Numerikusan az f fliggvényt az elsé (n + 1) taggal, vagyis az n-ed foku

Taylor polinommal kozelitjiik meg:
n 1 ‘ .
(6.1.5) f(x)=T,(x) = Z ﬁf(z) (7o) (x — xp)" .
i=0

109. TETEL. Az R, maradék tagot a kévetkezd in. Lagrange -féle
alakban lehet kifejezni:

1

forn (0) (z — 5150)nJrl , 0 € (x,20) .

102
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Az xy = 0 pont koriili sorfejtés egy sajatos esete a Taylor kifejtésnek

és a MacLaurin nevet viseli.

110. PELDA. Az e” fiiggvény sorfejtése a kovetkezd:

e’ = —i-ﬂx—i-gx —l—...—l—mx + ...

amit egy n-ed foku 7, polinommal kozelithetiink:

i 11 1
e zTn(x):1+ﬂx+§x2+...+mx :
A kozelitésbdl eredd hiba:
0
R, (z) = ﬁx”“ , 0 €(0,2) (vagy 0 € (x,0)).

Innen, ha x = % kovetkezik, hogy:

, 1 /1\"' 1 /1\? 1 /1\"
—er=14— (= — (= ==
veser =1+, (2) o (2) LR (2>

és n-et a kovetkezs feltételbdl szamitjuk ki:

1
0 0, =
< €, 6(,2>,

ahol € > 0 egy el6re megadott pontossag. Felhasznélva, hogy e € (2, 3)
a kovetkezd becsléshez jutunk:

39 1 n+1 3 1 n+1
— | = < — |z <e.
(n+1)! <2> (n+1)! (2) ¢

Konkrétan, ha a pontossig € = 1072, akkor n = 3-ra a fenti egyenlétlen-

60 :L,n—i—l
)

Bn (2) = (n+1)!

ség teljesiil, tehat 4 tag Osszegzésével garantilt a megadott pontossag:

1 /1N 1 /1\* 1 /1\* 79
~14— (= — (= —(2) =2
vesltq (2) 3 <2> T3 (2) 18

A Taylor polinom csak lokélisan, az zy pont kornyékén alkalmas a

kozelitésre.
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xxxxxxx

6.1.1. dbra. Taylor kozelités

111. PELDA. Szamitsuk ki v/0.99 kozelits értékét!

Az f(z)=V14+2z=(1+ x)% fliggvényre alkalmazzuk a Maclaurin

sorfejtést:
1 /1 1/ 1\ ,
f(l’):1+ﬂ(§)l’+§(—z)$ + ...,

tehat x = —0.01 = —1072 -re a kovetkezd kozelitéseket kapjuk:
v0.99 = 1,

vagy
1
V0.99 & 14 - (~0.01) = 0.995,

illetve

10-2 107
V099~ 1 — 5 T3 = 0.9949875.

6.2. Interpolacio

Gyakran torténik meg a gyakorlatban hogy bizonyos folyamatokat

(csak) diszkrét mérésekkel lehet elemezni. Példaul kiilonb6z6
To<T1 <..<Tp

idépontokban (nevezziik interpolacios alappontoknak vagy osztépon-

tok) a mérések eredményei

Yo, Y1y -5 YUn
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amik nem méasak mint a folyamatot leir6 f (ismeretlen) fiiggvény értékei

az alappontokban:
Yo=f (o), yr=f (1), yn = [ (20)-
Interpolécionak nevezziik azt az eljarast amellyel egy olyan
F:lxg,z,) = R
fliggvényt értelmeziink amely megegyezik az alappontokban f-el:
(6.2.1) F(x;)=f(x;))=w;, i=0,...,n.

Mértanilag ez azt jelenti hogy olyan meghatéarozott tipusu y = F (z)
gorbét kell keresniink, amely az adott (zo, o), ..., (Tn, yn) pontokra il-
leszkedik.

6.2.1. abra. Pontokra illeszkedd fiiggvények

Kézenfekvs az interpolalo F' fiiggvényt polinom (algebrai vagy tri-
gonometrikus), racionalis fiiggvény, stb. alakban keresni.
Extrapolacion azt az eljarast jelenti amellyel az [z, z,| intervallu-

mon kiviil probaljuk az f-et megkozeliteni.
6.2.1. Polinomidlis interpolacié Feltételezziik hogy az
To < X1 < ... < Tn,
alappontok esetében ismertek a kovetkezs adatok:
yi=f(z;), i=0,..,n.
Az interpolalo P fiiggvényt (algebrai) polinom alakban keressiik:

(6.2.2) P(z) =apz" + ... + ap_17 + ay,.
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Mivel az a; ismeretlenek szama (n + 1) a polinom fokszamat kisebb
vagy egyenlének tekintjiik mint n, kiilonben megeshet hogy nem létezik

a keresett polinom.

112. TETEL. Ha a P interpoldld polinom fokszama egyenld n-el,
akkor a polinom egyértelmien meghatdrozott.

BIZONYITAS. A P (z;) = y;, @ = 0,...,n interpoléacios feltételekbdl
kovetkezik, hogy:

apxTy + ... + ap—1T0 + an = Yo

apry + ... +Fap1T1 +an =1

(6.2.3) : :

aoTy + ... + 1Ty + ap = Yy

vagy matrix alakban:

n—1 1

n
Ty Ty ... X Qo Yo

-1
A U | a
1 1 1 1 Y1

= S Veoa=y

n n—1
T, T, e Ty 1 an Un

A linearis egyenletrendszer métrixa, illetve determinénsa sajatos, d.n.

Vandermonde tipust:

(6.2.4)
o |
n—1
5 1
det (V) _ Ty Xy T _ (_1)n+1 H (I'j _ ﬂfl) # O,
0<z;<z;<n
ot o, 1

és mivel z; # xj, Vi # j, a determinans kiilonbozik nullatol, tehat az

egyenletrendszer egyértelmiien meghatérozott. U

A bemutatott modszernek két hatranya is van: egyfelsl az egytitt-
hatokat csak egy maésik eljaras eredményeként kapjuk meg, masrészt a

keletkezett egyenletrendszer gyakran lesz rosszul kondicionalt.

113. PELDA. Az

i |0[1]2]3

Ne)
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interpolal6é pontok esetében a Vandermonde méatrix

0 0% 0 1 0 0 01

1?1211 1 111
V pum pu—

43 4% 4 1 64 16 4 1

9 92 9 1 729 81 9 1

37
AV -a = y egyenletrendszerbsl megkapjuk az a = 3 | egyiittha-
n
60
tokat, tehat az interpolal6é polinom:
37 1 1
P(z)=0+—z— -2+ —2° 2 €[0,9].
(x) +3Ox 493+6O$,:v 0,9]

6.2.2. abra. K6bos polinommal interpolalt pontok

AV maétrix kondiciészama cond (V') = 1.66 - 103.

6.2.1.1. Lagrange-féle interpoldcios polinom Jeloljik L, f-el az

(l’o, yO) PR (:L‘na yn>

pontokat 6sszekotd n-ed foki polinomot amit a kovetkezs alakban ke-

resunk:

(6.2.5) Lof () = yolo () + y1ls () + .. 4+ yuln ().
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Az l; (x),1=0,...,n az ugynevezett n-ed foka Lagrange -féle alappoli-
nomok. Az

interpolalo feltételeket felhasznalva a kévetkezs egyenletrendszerhez ju-
tunk:

Yolo (7o) + y1l1 (o) + ... + Ynln (70) = Yo

(6.2.7) olo (1) + 18y (1) o+ gl (1) = 31

yOZO (xn) + ylll (xn) + ...+ ynln (xn) = Yn

aminek egyetlen megoldésa:

(628) lo (ZE()) = 1, ll (ZE()) = 07 ceny ln (ZE()) =0
(629) lo (271) = O, 11 (l’l) = 1, ceey ln (271) =0
(6.2.10)
(6.2.11) lo(zn) = 0, lh(xy)=0,..., , (z,) =1
vagy a

1, ha i=j
dij = ) )
0, ha i+#j
Kronecker szimbolumot felhasznalva:
(6212) ll ($]) = (5@', Z,j = 07 ceey N

A (6.2.8)...(6.2.11)-bol kévetkezik hogy minden /; (x) polinomnak n

kiilonb6z6 gyoke van, nevezetesen: xg, ..., T;_1, Tit1, ..., Tn, tehat:
Li(x) =c(xr—m0)...(x — 1) (x — 2441) ... (x — 1) .

A ¢; egyiitthato meghatarozhato a [; (z;) = 1 egyenletbdl:
1

C; = y 1= O, ,7’L
({Ei — l’o) (IZ — xi—l) (IZ — xi—i—l) (ZL‘Z — l’n)
vagyis:
1
(6.2.13) & i =0,...,n
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Ennek segitségével felirjuk az alappolinomokat:

Hk;ﬁi (x — )
[Tz (i — )’

vagy bevezetve a kévetkezd polinomot:

(6.2.14) I (x) =

w(x) = (x — o) ... (x — x),
aminek a derivaltja z;-ben:
(6215) w' (l’l) = (.I'Z — Q?o) (i[)z — .1'1;1) (.TZ — SCiJrl) (331 — .len) s

a (6.2.14) képlet a kovetkezd lesz:

Tehat a Lagrange interpolalé polinom a kovetkezs alakot veszi fel:

6216)  Lof @)=Y ui-li(o) ~u x_zw)m

=0

@ ()
(x —x;) @ (23)

114. TETEL. A (6.2.16) Lagrange interpoldcios polinommal valo

kozelitésbél eredd hiba a kovetkezd:

(n+1) (.
©217) 1)~ Luf @] = [T

(n+1)!

w(x)|, ¢ € (a,b).

Sajatos esetként megemlitheté az n = 1 és n = 2. Az elsG esetben
L1 f (z) polinom nem més mind a (xg,yo) , (x1,41) pontokat &sszekitd
egyenes egyenlete:

Lif (z) =

r—x r—x
! 0, x € [z, 1],

Y1

To— T T — Zo
mig n = 2-re az (o, Yo) , (T1,Y1) , (T2, y2) pontokat 6sszekotd parabola
egyenlete:
(x —21) (x — x9) (x — x0) (& — x2)

+
(% - 1’1) ($0 - $2) (xl - iUo) (xl - ZU2)

(x — x0) (x — 1)
2

(132 - 370) (132 - 2171)

Lof (z) = +

+y , T € [xg,7].

115. PELDA. Hatarozzuk meg a Lagrange -féle interpolalé polino-

mot a kovetkezs adatok esetében:
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yi |0[1]2]3

MEGOLDAS. A harmadfoka Lagrange interpolalé polinom

Laf (z) = yolo (x) +y1ls () + ya2la () + y3l3 (7)),

ahol
b (2) = (x—1)(x—4)(x—9) l(x):(x—O)(a:—él)(x—E))
’ (0-1)(0-4)(0-9)"" (1—-0)(1—4)(1-9)
b(z) = (x—=0)(x—1)(x—9) l (I)_(x—())(x—l)(:c—él)
2 (4-0)(4—1)(4—9)" " (9—0)(9—1)(9—4)
tehat

x(r—1)(x—4)
360
A polinom és az abraja azonos az el6bbi példaban bemutatott poli-

+3- , x€][0,9].

nommal, csak a reprezentacioja mas.

g

116. PELDA. Interpoladljuk az adatokat

7 ]0[1[2[3]4
yi [111]2]6]24

Adjunk becslést P(k)-ra, ha k = 3.1, majd hasonlitsuk Ossze a
['(k+ 1) értékkel, ahol

I'(s) :/ t*tetdt
0
(gamma fiiggvény)!

117. PELDA. Egy testet 100 m magasbol szabadon elengediink. Ha
1 mp, 2 mp, 3 mp utan 95, 80, 55.9, méter magasan van a test mennyi

id6 utan csapodik a talajba?

118. PELDA. Interpolaljuk az adatokat
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T; 01 2 3 T
y; = sin(x;) | 0 | sin(1) | sin(2) | sin(3) | 0

Adjunk becslést P(k)-ra ha k = 7, majd hasonlitsuk 6ssze a sin (z)
fliggvénnyel!

Ha n tul nagy a magas foku interpolaciés polinom miatt a kilengések
is nagyok lesznek, ami a valosdgnak a torzitasahoz vezethet. Ezért
célszerd relativ alacsony foku polinommal dolgozni, példaul gy, hogy
csak egy par jellegzetes alappontot valasztunk ki és ezek segitségével
épitjiik fel a Lagrange -féle polinomot.

6.2.1.2. Véges differencidk Feltételezziik hogy adottak a kovetkezd

egyenkozi (ekvidisztans) alappontok:
To < Ty < ... < Tp,
illetve egy f fiiggvény értékei a fenti pontokban:
f(z)=vi, i=0,..,n.

Mivel az alappontok ekvidisztansak két egymasutani kiilonbsége kons-
tans h = z;11 — x;. A h-t 1épéstavolsdgnak vagy névekménynek nevez-

ziik. xg és h fliggvényében kifejezhets az Gsszes tobbi alappont:

T = l'0+h, T2 = T +2h,,£CZ = To +2h,

119. DEFINICIO. A
Af(x) = flzith)—f(z)=[f(2i1) = f(z:) vagy
Ayl = y/L'Jrl_yZ" z:O,,n—l

kifejezést az f fliggvény elsd véges differenciajanak nevezziik.

A fenti A operétor linearis, vagyis:

-aditiv: A(f+g9) =Af+Ag
-homogén : Aef)=cAf .
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A magasabb rendd differencidkat a kovetkezéképpen értelmezziik:

AQf(xi) = A(Af (%)) = A(f (%‘H) - f(l’z)) =
= Af (1) = Af (25) = f(wig2) = 2f (Tig1) + f (23)

Af(x;) = A (A”_lf (xz)) )

A gyakorlatban a véges differenciak kiszamitasahoz tablazatokat hasz-

nalunk:
i | Y | Ay Ay, APy
To | Yo
Ayo = 11 — Yo
SRR A?yo = Ay — Ay
Ayy =42 — 11 Agyo = A23/1 - A2y0
T2 | 1 A%y = Ayy — Ay,
Ays = y3 — Yo
T3 | Ys

120. PELDA. 2; =4, i = 0,...,4, f (z) = 22,

zi |y | Ay A%y Ay,
010

Ay =1
1|1 A2 =2

Ay, =3 Ay =0
2 |4 Ay =2

Ay =5 Ay? =0
319 Ays =2

Ays =7
4 116

A fenti példabdl kitiinik hogy az n-ed foku polinomnak a n + 1-ed

rendd véges differencidja egyenld zéroval:
fepr, = A" f(x)=0.

Ugyanakkor A" f (z;) =konstans.
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A fent értelmezett differencia:

Af(w) = f (i +h)— f(2:) = f(xig) = f(23)

halado-differencianak nevezziik. Ugyanakkor értelmezhetd retrograd-:

Vf(x:) = f(x) = fxi—h)=f(2;) = f(xic1),

illetve centralis-differencia:

cf(xi)—f(xi+g)—f<xi—g).

Ezek esetében hasonlé képletek vezethetsk le.
6.2.1.3. Newton-féle interpoldlo polinom Tekintsiik az xg, 1, ..., T,
egyenkozd alappontokat: z; = xg + th, i« = 0,...,n, illetve egy fligg-
vény értékeit az adott pontokban: f(x;) = y;, ¢ = 0,...,n. A feladat
egy legfeljebb n-ed foka polinom megszerkesztése ami interpolalja az
(i,y;), 1 =0, ...,n pontokat. A polinomot a kovetkezd alakban keres-
stik:
(6.2.18)
N,.f (z) = ag+ay (x — xg)+az (x — x0) (¥ — z1)+...4+a, (x — x0) .. (v — 2,_1) .

Az a; egyiitthatokat az interpolacios feltételekbdl hatarozzuk meg:

r = x0:>a0:y0,

T = x1:>a0+a1($1—$0):y17

r = To= ag+a (1:2—:160)+a2 (1‘2—1150) ($2—$1) = Y2,

T = Tp= a9+ a (T, — o)+ .. +an (Ty — o). (T — Tpo1) = Yn

Mivel az alappontok egyenkoziiek =

ao = Yo
ay +arh =

< Qg —l—a12h +(122h2 =1Y2 .

ap +ainh +agn(n —1)h? ... 4a,n(n—1)..2-1n" =y,
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A fenti haromszog alaku egyenletrendszer megoldéasa:

Gy = Yo
P Y1 — Yo _ Ay
! h h
AZZUO
2= o
P Ay
" nlhm
1A 1 A2
@EID) (@) = yot [y (@ —20) + 5= (2= o) (& = 2) + ..
1 A"yo

(6.2.20) (x —x0) ... (T — Tp1)

nl hn
Az [N, f (x) — f (z)| abszolut hibat a (6.2.20) képletbdl mint a ra-
kovetkezd tag kapjuk meg:

n+1 n+1
LA yo(x—xo)..(x—xn):( LA™ 5

[Nof () = [ ()] =

(n+ 1) ) e 2 @)
Ha egy adott x értékre kell a N, f polinomot kiszamitani, akkor
jeloljiik: a = 2570 tehat 259 = TRt — o 1 gth. és a
.2.20)-o0s képlet a kovetkezOképpen alakul:
6.2.20 képl kovetkezoké lakul

(6.2.21)
1 1 1
(Nnf) (z) = Yot Ayo+§a (a—1) A2y0+...+ﬁa (a—=1).. (e —n+1) A"yp.

A (6.2.21) képlet elénye, hogy az interpoléaciés csomopontok nem sze-
repelnek explicit moédon.

121. PELDA. Felhasznalva a harmadfoki Newton interpolaldé poli-
nomot szamitsuk ki sin (6°) ha ismertek sin (z) fliggvény alabbi értékei:
x; 9° 7° 9° 11° 13° 15°
yi 0.087156 0.121869 0.156434 0.190809 0.224951 0.258819.

Mivel 6° az 5° és 7° értékek kozé esik az els6 négy értéket hasznaljuk

fel a harmadfokd Newton polinom meghatarozasara. Ehhez el6bb a
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véges differencia tablazatot szerkesztjiik meg:

Xi Vi Ay; A%y A’y
5 0.087156
0.034713
7 0.121869 —0.000148
0.034565 —0.000042
9 0.156434 -0.000190
0.034375
11 0.190809

A tablazatban szerepls alahtzott véges differenciak segitségével meg-

szerkesztjik a (6.2.20) képletnek megfelel6 harmadfokd interpolacios

polinomot:
0.034713 —0.000148
Nsf (z) = 0.087156 + 5 (x —5)+ % (x=5)(x—=T7)+
(—0000042)
+W(I—5)(ZL‘—7)(ZE—9>

A polinom kiértékeléséhez x = 6 -ban hasznalhatjuk a (6.2.21) képletet
ahol h =2, 2 =6, 20=5, a = 5° =

0.5 (0.5 — 1) (—0.000148)

sin 67 = 0.087156 + 0.5 0.034713 + 5 +
0.5(0.5—-1)(0.5—-2
( 3'> ( ) (—0.000042) = 0.104528.

Habar a Lagrange, illetve Newton-féle polinom egyforma adott pon-
tokra, mégis, numerikus szempontboél elényosebb Newton alakii poli-
nommal dolgozni mert Gjabb alappontok bevezetése eseteben nem kell
az Osszes szamitast 1jbol elvégezni (a haromszog alaku egyenletrend-
szernek koszonheten).

Nem egyenkozii alappontokra a Newton polinom meghatéarozasara
az u.n. osztott differencidkat hasznéljuk.

Habar a képletek aranylag egyszertiek ha az alappontok egyenkozii,
approximécios szempontbo6l mégsem a legmegfelel6bbek. Ennek oka
az, hogy magas foku polinomok esetében a kilengések is nagyok. Ez jol

szemléltethets az i.n. Runge-féle példan.
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122. PELDA. Legyen f(z) = {0552, © € [—1,1]. Ha felbontjuk
a [—1, 1] intervallumot (n + 1) kiilénb6z6 egyenkozi alappontra, majd
interpolaljuk azt kapjuk eredményként, hogy a kozponti részen az inter-
polal6 polinom elég jol kozeliti meg az f fliggvényt, viszont a peremen

minél magasabb a polinom fokszama annal rosszabb a megkozelités.

AlapvetSen két modszerrel lehet a polinomialis interpolécié héatra-
nyait kikiiszobolni: az egyik modszer abban &ll, hogy egyenkozd alap-
pontok helyett a Csebisev-féle polinom gyokeit hasznaljuk. Ezt a mod-
szert akkor alkalmazhatjuk ha az alappontokat szabadon valaszthatjuk
meg. A masik modszer abban all hogy globalis interpolécié helyett
szakaszos interpolaciot hasznalunk.

6.2.1.4. A Csebisev-féle elsdfaji polinomok

123. DEFINICIO. n-ed foku (elséfaju) Csebisev-féle polinomnak ne-

vezziik a kovetkezs fliggvényt:

T, :[-1,1] = R, T, (z) = cos (narccos x) .

Kiil6nb6z6 n-re a polinomok a kovetkezSképpen néznek ki:
To(z) = 1, Ty (z) ==,
Ty (x) = cos(2arccosz) = 2cos? (arccosz) — 1 = 222 — 1, ...

Felhasznélva a t = arccos x valtozocserét meghatarozhatunk egy rekur-

ziv képletet a polinomok kiszamitasara:
cos((n+1)t) +cos((n—1)t) =2cos(nt) cost <
Toi1 () + Ty (z) =27, (2) z &
(6.2.22) Tot1 () — 22T, (2) + Ty () = 0, z € [—1,1].
Tehat felhasznalva hogy Ty (z) = 1, Ty (x) = 2 = Ty (x) = 22° — 1

amit az el6bb is megkaptunk.
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Kiszamitjuk a 7}, polinom gyokeit:

2k +1
(6.2.23), (r) = 0 < cos(narccosz) =0 < narccosz = 2+ s
2k +1
(6.22dkoss — g k=0,..n—1&
n

2k+ 17

—],k=0,...,n—1
n 2)7 ) y 10

(6.2.25) x, = cos<

Mértanilag a Csebisev gyokoket a kovetkezSképpen szerkesztjiik
meg: a fels6 félkort n egyenld részre osztjuk majd ezeket a pontokat
levetitjiik az Oz tengelyre. Ezek a vetiiletek szolgaljak a Csebisev poli-
nom gyokeit. Eszrevehets hogy ezeknek a stirtsége nagyobb a széleken
mint kézépen. Ennek koszonhetik a jobb interpoléaciés tulajdonségot.

Az 6sszes n-ed foku interpolald polinom kéziil az (6.2.25) alappon-

tokra felépitett interpolaldé polinomnak lesz a legjobb megkozelitése.

124. TETEL. Az dsszes [—1,1] intervallumon értelmezett n-ed foki
interpoldcios polinom kozil annak van a legkisebb hibdja amelynek az

alappontjai megegyeznek az Csebisev-féle n-ed foki polinom gyokeivel.

Ha a polinomok egy tetszéleges x € [a,b] intervallumon vannak
értelmezve akkor egy

,_%—a +x—b
B b—a
valtozocserével visszavezethetjiik az [—1, 1] intervallumra. Hasonl6an
b—a n b+ a,
Tr =
2 2

valtozocserével kivetithetjitk a Csebisev gyokoket egy tetszéleges [a, b]
intervallumra:

b+a b—a 2k+ 17
i + 5 COS ( —1

T

), k=0,...,n—1
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Runge-fele fuggveny interpolalasa

K
2 ~| Runge fuggv fﬁ
J O  ekvidisztans alappontok '
18+ n-ed foku interpolalo polinom ‘ T
0  Csebysev pontok |
161 Csebysev polinom
147 |
1.2 l‘
1t |
l
081 |
os ]|
I .
04 l 7
| A
0.2 -
L 4o
0%
\ /
N\/ 1
1 -05

6.2.3. abra. Runge interpolécio

Egy méasik modszer a polinomialis interpolacié hatranyainak a ki-
kiiszobolésére abban all hogy globalis interpolalas helyett szakaszos in-
terpolalast alkalmazzunk.

6.2.2. Szakaszos interpolaciéo A kiilonbség a polinomialis és a
szakaszos interpolalds kozott abban all hogy ez utébbiban nem egy
(globalis) polinomot szerkesztiink hanem minden részintervallumon egy
meghatarozott fokszamu polinomot. Ezzel aranylag alacsonyan tudjuk
tartani a polinom fokszamat tekintet nélkiil az interpolalé alappontok

SzZAImAra.

6.2.2.1. Linedris interpoldcio A legegyszertibb fliggvény ami inter-
polélja az:

(‘%A? yA) ) (xBJ yB)

pontokat a kiévetkez§ elsd foki polinom:

F(z)=ya

Tg—T T — 1Ty
+yp———, ahol h = xp — x4,
h YB h B A
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vagy:
F(x) = ya+ (@ —za) 222

Ezt megkaphatjuk mint Lagrange -féle els6é foku interpolalé polinom
vagy egyszerd ellendrzéssel.

Altalanositasként tételezziik fel, hogy adottak az (x;,;);, interpo-
1416 pontok:

f(z)=vi, i=0,..,n.

Ebben az esetben két egyméasutani alappont kozott, vagyis az [x;, x4 1]
intervallumon, a linearis interpolalo fliggvény a kovetkezd lesz (h; =
Tiy1 — l’z)

Tit1 — T T —

(6.2.26) F(z)=uy; xi, ha z € [x;, xi41]

I + yiHT

vagy:

Yit1 — Yi
hi
Valoban az [x;, z;41] intervallumon F' linearis és teljesiti az interpo-

lalo feltételeket:

(6.2.27) F(x)=vyi+ (v — ;) , T € [Ty, xiaa] -

F(2;) = yi, F(2i11) = Yir1-
Osszekapcsolva a linearis szakaszokat az alappontokban egy tort vo-
nalat kapunk, vagyis egy C° osztalyi szakaszosan linearis fiiggvényt
vagyis, az alappontokban az F' fiiggvény folytonos de a derivaltja mar

nem.

125. PELDA. Szerkessziik meg a lineéris interpolalo fiiggvényt az

v |0]1]2]3]

alabbi adatok esetében:

Az [0, 1] intervallumon az interpolalé fiiggvény:

11—z z—0

Fx)=0- 1.
() =0-7—+1 7

=z, x €[0,1].
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Hasonloan
4 —x r—1 2 1
F(x) = 1~4_1+2~4_1—§+§x,x6[1,4]
9—2x r—4 6 1
F —= 2- . — _ 4 .
(z) 9_4+3 01 5+5x,x6[,9]

6.2.4. abra. Lineéaris interpolacio

6.2.2.2. Harmadfokiu Hermite szakaszos interpoldcio A linearis in-
terpolaci6 segitségével egy gyors képet alkothatunk magunknak az in-
terpolacios folyamatrol, a természetben viszont kevés olyan folyamat
van ami modellezhet lenne a linearis interpolacioval. Ehelyett "si-
méabb" fiiggvényekre lesz sziikségiink amit magasabb foka polinomok-
kal érhetiink el. Ehhez viszont tobb adatra lesz sziikségiink.

Tételezziik fel hogy az x4, xp alappontokban ismerjiik nem csak az
ya, yp ordinatdkat hanem a d,, dp irdnytényezdket is. Keressiik azt
a harmadfoku H polinomot ami eleget tesz a kovetkez§ feltételeknek:

(6.2.28) H(za) = wya, H(rp)=ys,
(6229) H’(ZL‘A) = dA, Hl ([EB) ZdB.

126. DEFINICIO. A (6.2.29) feltételeknek eleget tevs polinomot har-

madfokt Hermite -féle interpolalé polinomnak nevezziik.
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Hasonléan a Lagrange interpolaciés polinommal, itt sem fogjuk
hasznélni a kanonikus bazist hanem az .n. Hermite -féle bézis fligg-

vényeket.

127. TETEL. A harmadfoki Hermite -féle interpoldlo polinomot a

kovetkezdképpen lehet megadni:
(6.2.30) H (z) = yaho (x) + yghy () + dahs (z) + dghs (x)

ahol h;, i = 0,3 a Hermite -féle alappolinomokat jeléli:
h— _
(6.2.31) ho(z) = @ ( hx) Ly (2) = @ (x . a)

(6.2.32) hy(2) = —w(”;‘“), h3<x>:h\p(x;a)

és

(6.2.33) P(t)=32—-2t, V(t)=t"—t*, h=b—a.

BIZONYITAS. Bizonyitasként a h;, i = 0,3 alappolinomok bazis

jellegére szoritkozunk.

ho(a)zcb(b;a) =& (1) =1, hy(a) = hy(a) = hs (a) =0

Hasonléan

hi (b) =1, ho (b) = ha (b) = hs (b) = 0.

My (a) = —w(b;x) » :_h(_%) <3<b;$)2_2(b;x

ho(a) = hy(a) =hy(a) =0,

)) -

Hy(b) = h@(x;a) Ix:b:h% <3($;a>2—2<x;a>)|x:b:17

L
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Az el6bbi eset altalanositasaként tételezziik fel hogy az xo < x1 <

... < x,, alappontokban ismertek a kévetkezd adatok:

Ebben az esetben minden [z;, z;11] intervallumon kiilén megszerkeszt-

jiik a harmadfoktit Hermite -féle interpolélé polinomot.

128. TETEL. Az [x;,x;41] intervallumon a harmadfokd Hermite -

féle interpoldlo polinomot a kévetkezdképpen lehet megadni:

(6.2.35) H (z) = y;iho () + yir1h1 (x) + dihs (2) + diy1hs ()

ahol a h;, © = 0,3 Hermite alappolinomokat a kévetkezdképpen értel-

Tit1 — T . T —x;
Tig1 — T . r—;
w( L ),h3(x)_h\11< hi)

ahol a lépés h; = x; 1 —x;, illetve a ©, V figguények (6.2.53) képletben

mezzik:

(6.2.36)ho (2)

(6.2.37)hs (2)

vannak értelmezve.

Természetesen, ha a d; derivaltak ismeretlenek ezeknek az értékeit
meg lehet kozeliteni az x;, y; adatokbdl kiindulva. Péld4ul, harmasaval
csoportositva, minden alappontban a derivalt egyenlé a harom pontra
épitett parabola iranytényezgjével (Bessel -féle interpolécio).

Mivel az alappontokban a derivaltak megegyeznek az 0sszetett Her-

mite -féle interpolalé polinom C! osztalyt lesz.

129. PELDA. Szerkessziink egy Hermite -féle interpolalo fiiggvényt

a kovetkezé adatokras:

yil0[1]2]3

. Els6sorban minden ponthoz hozza kell rendelni

egy iranytényez6t. Legyen az (x1,y;) pontban az irdnytényezs egyenld

a szomszédos pontok altal meghatarozott egyenes irdnytényezgjével:

_m-w _2-0 1

$2—$0_4—0_2.

di
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Hasonléan:

e 31 1
_1’3—1'1 _9—1 _4

A dp-t egyenlévé tessziik az elsG szakasz iranytényezGjével:
Y1~ Y%
N 1 — 2o

do

do =1.

Hasonléan
Yy 1

T3 — T2 5
A (6.2.35) képletbdl a [0, 1] intervallumon

ds

H(x)=0-ho(a:)+1-hl(x)+1.h2(x)+%.hg(l,)
ahol
hi(z) = & (z)=32"— 22",
ha(x) = —U(l—a)=—(1-2)’+(1-2) hy(2)=T(2)=2°

Tehat

H(z)=32"-22—(1-2)’+ (1 —2)°+
Hasonloan, az [1, 4] intervallumon:

C@-2)? 24-2° 2(@-17 4(@-1)
o) === " =5~~~

(4—$)3+(4—x)2+(w—1)3_ (x—1)°

18 6 36 12 7
illetve a [4,9] intervallumon:
H(2) — 6(9—x)” 4(9—=) N I(z—-4)" 4(@=-4°
25 125 25 125
(9 — )" N (9 —2)° n (e —4)° (24
100 20 125 25
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6.2.5. abra. Hermite interpolacio

6.2.2.8. Harmadfoki spline interpoldcié Az el6bbi interpolécios el-
jarasnal simabb fliggvényt kapunk ha a masodrendi derivalt folytonos-
sagat is megkoveteljiik. Az igy szerkesztett interpolaciés polinom neve
spline.

Ha az el6bbiekben a derivaltakat tigy hatarozzuk meg hogy a kapott
fliggvény kétszer folytonosan derivalhatéd legyen, akkor a harmadfoki
(cubic) spline interpolacios modszert kapjuk.

Legyenek tehat (z;,y;);_, az interpolalé pontok. Minden [z;, ;1]
szakaszon egy s;, @ = 0,...,n — 1 (s; : [#;, x;11] — R) harmadfokia po-
linomot szerkesztiink meg tgy, hogy az alappontokban az elsé foku
és a masodfoki derivalt folytonos legyen, tehat 4n ismeretleniink lesz.
Az ismeretlenekhez hozzarendelt egyenleteket a kovetkezs feltételekbdl

hatarozzuk meg:

e (n+ 1) egyenlet az interpolalo feltételekbdol:
Sz<x2):y’w ’L.:O,...7TL7

e (n — 1) egyenlet a folytonossagi feltételekbdl a bels§ alappon-
tokban:
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e (n— 1) egyenlet az els§ derivalt folytonossagi feltételekbdl a

bels6 alappontokban:
si(x) = s (z), i=1,...,n—1,

e (n — 1) egyenlet a masodik derivalt folytonossagi feltételbsl a

belsGalappontokban:
s (@) = sty i=1,...,n—1,

Osszesen (4n — 2) egyenlet. Hogy egyértelmtien meghatarozott egyen-
letrendszert kapjunk sziikség van meg 2 feltételre. Ezeket rendszerint
a széleken levs alappontokhoz kotjiik (perem feltételek). A 4n x 4n-es
lineéris egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja a szakaszokra értelme-
zett polinomok egyiitthatoit.

A tovabbiakban ismertetjiik a leggyakrabban hasznalt peremfelté-
teleket:

(1) Ha ismertek a dy, d,, iranytényezsk a széleken, akkor a kovet-

kez6 kikotéseket hasznaljuk:

so (w0) = do, s, (2n) = dn.

Az igy felépitett fiiggvényt teljes ("complete”) spline™nak ne-
vezziik.
(2) Ha ismertek a masodrendd derivaltak értékei Dy, D,, a széle-

ken, akkor a kovetkezd kikotéseket hasznéljuk:

sp (xo) = Do, si_1 () = Dp.

n—1

(3) Az egyik legrégebbi perem feltétel az t.n. "természetes” felté-
tel:
sp (x0) =0, s (z,) = 0.
A natural spline” név a rajzolo szerkezetre (spline, splain)
vezethet$ vissza, ugyanis a végpontokban a fémrud gorbiilete
nulla (lasd a gyakorlati kivitelezését).
(4) Ha a derivaltak ismeretlenek egy masik peremfeltétel az un.

"not-a-knot”, vagyis az elsé és utolsod belsd interpolaciés pont
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"

inaktiv. Ehhez kikotjiik hogy a harmadrendi derivalt s foly-
tonos legyen x1, és x,,_1-ben. Eredményként sy = s;illetve s,,_1 =

Sp—2.

Az Osszes szakaszonként értelmezett harmadfoki polinomok koziil a
kébos (cubic) spline fiiggvénynek van maximalis simaségi foka, neveze-
tesen C2. Ennél magasabb simasagi fokkal csak a globélis harmadfoki
polinom rendelkezik.

A harmadfoku spline fiiggvény éaltalanositasa a kovetkezd:

130. DEFINICIO. Az (z;);_, alappontokhoz hozzéarendelt (2n + 1)-
ed foku spline-nak azt a fliggvényt nevezziik, amely minden egyes [z;, z;1]
szakaszon 2n + 1-ed fokd polinom, tovabba az xq, ..., z,, pontokban a
derivaltak 2n-ed rendig bezarolag eleget tesznek a folytonosséagi felté-
teleknek.

Az egyik legegyszertibb spline a mar ismertet linearis interpoléld
fiiggvény (a tort vonal) aminek neve linearis spline. Minden szakaszon
elséfokii polinom a folytonossagi rendje pedig C°.

Bérmilyen foku sline fliggvény értelmezhets, de a paratlan foku
spline-ok esetében az az elény hogy a peremfeltételeket szimmetrikusan
lehet kezelni.

131. PELDA. Szerkessziik meg a kobos spline interpolacios fiigg-

vényt az alabbi adatok esetében kiilonbozé peremfeltételek esetében:

T; 1 9
vilol1l2]3
s1(z), v €[0,1)
s(z) =14 s2(x), z€[l,4)
s3(x), v €1[4,9
ahol

s; (x) = a;x® + bix® + cr +d;, i =0,1,2
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A 12 egyiitthatot a kovetkezs linearis egyenletrendszerbdl szamitjuk ki:
(

0:-a0+0-0o+0-co+dy=0
a1 +by+cp+d =1
64as + 16by + 4co + dy = 2
279as + 81by + 9¢y + dy = 3
ap+bo+cg+do=ay+b+c +d;
64a; + 16b; + 4cy + dy = 64ay + 16by + 4y + do
3ag + 2bg + cop = 3a; + 2by + ¢4
48aq + 8by + ¢1 = 48ay + 8by + o
6ag + 2bp = 6a; + 2b;
24a1 + 2by = 24ao + by
2bp =0
b5dags 4+ 205 =0

\
ahol az utols6 két egyenletben a "természetes" peremfeltételeket hasz-
naltuk.

A spline fiiggvények esetében is a kanonikus bézis felirdason kiviil

van més alkalmasabb bézis az G.n. B-spline fliggvények.

6.3. Kétvaltozos linearis (bilinearis) interpolacio

Hasonloan az egyvaltozos esettel, a kétvaltozos fliggvények eseté-
ben felmeriil a probléma hogy bizonyos diszkrét pontokbol kiindulva
egy interpolalo feliiletet kell szerkeszteni. A legegyszeriibb modszer, a
bilinearis interpolacio, akkor alkalmazhaté ha az adott diszkrét pontok

racsszertien helyezkednek el.
m,n

Legyen f (z,y) egy kétvaltozos fiiggvény amelynek csak (z;, y;);, =0

pontokban ismerjiik az értékeit:

zig = f(xi,y5), i=0,....,m, j=0,...,n
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Az (z;,y,) parokrol azt mondjuk hogy egy m x n-es hal6 (racs) csomo-

pontjait alkotjak.

z\Yy|yo ||y |- |Un
Zo 200 20j 20n
Ty 230 Zij Zin
T, Zm0 ij Zmmn-

A feladat egy kétvaltozos F'(x,y) fliggvény megszerkesztése amely
megegyezik a halo pontjaiban f-el és megkozeliti egy tetszoleges (T, 7)
pontban. A legegyszeriibb modszer természetesen a (bi)linearis inter-
polacié amit tgy valésitunk meg hogy mind a két tengely iranyaban
alkalmazzuk a lineéris interpolaciot i.e., egyszer az egyik, majd a mésik
valtozot tekintjiik konstansnak.

Az els6 1épés meghatéarozni az (T,7) szomszédsagaban 1évs ponto-
kat, vagyis kozrefogni a T pontot két egymasutani Ox tengelyen levd
alapponttal:

T <T < Ty,
majd hasonlban:
Yi <Y < Yjt1-
Az igy meghatarozott pontok illetve az f fiiggvény értékei ezekben a

pontokban az aldbbi tablazatban szerepelnek:

T\Y | Yj Y Yj+1

i | f(Ti,yp) = 2 f (@i yj41) = zijn

T f(z.y) =7

Tiv1 | f (371'+17Z/j) = Zit+1,j f (9Uz'+17 yj+1) = Zit+1,5+1.

Rogzitjiik példaul az y = y; valtozot, ekkor az F' fliggvény egyval-
tozos valik (x valtozo szerinti): F (z,y;). Az igy kapott egyvaltozos

fiiggvényre alkalmazzuk a (6.2.27) linearis interpolécios képletet:

) [ (@i, y5) = f (2, 95)

y & € [$i7$i+1]a
Tit1 — T4

F(z,yj) = f (zi,y;) + (v — 25
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ahonnan

6.3.1)  F @) =f(xy)+ (@ — ) f @i, y;) = f (@i, y5)

Tiv1 — X4

Hasonlban rogzitett y = y;11 azt kapjuk hogy:
(6.3.2)
F(Z,y501) = f (26, y541) + (T — ;) f(@iv,y41) = f ('Tiayj—‘rl)'
Tit1 — T4
A mar ismert F (T, y,) , F' (T, y;+1) adatokra ujbol alkalmazzuk a (6.2.27)
képletet és rogzitett © = z-re azt kapjuk hogy:

(6.3.3)
F(Z,y) = F(Z,y;) + (y — ;)

F <T7 yj+1) —F (Ea y])
Yj+1 — Yj

NS [yj7yj+1]

vagyis:

634)  F@EF) = F @)+ F—y) o (7, y;++13 - 5(57 Yi)

A (6.3.4) értéknél jobb megkozelitést kapunk ha a bilinearis inter-

polacio helyett a bicubic sémat alkalmazzuk, vagyis mindkét tengely

mentén harmadfokt polinommal interpolalunk.

132. PELDA. Az f(0,p) = fO‘P\/#W elliptikus integralra

ismert a kovetkezd tablazatban szerepld értékek:

O\ | 50° 95° 60° 65° 70°

50° 10.9401 | 1.05 1.1643 | 1.2833 | 1.4068
60° 10.9647 | 1.0848 | 1.2125 | 1.3489 | 1.4944
70° 10.9876 | 1.1186 | 1.2619 | 1.4199 | 1.5959
80° | 1.0044 | 1.1444 | 1.3014 | 1.4810 | 1.6918

Szamitsuk ki bilineéris interpolacioval f (55,53) kozelits értékét.

BIZONYITAS. Az (55,53) pont szomszédsagaban 1évé adatok:

2\ | 50 53 | 55

50 0.9401 1.05

25 0.9524 1.0675

60 0.9647 1.0848
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Alkalmazzuk a (6.3.2) ill. (6.3.3) képletet:

F (60,50) — F (50, 50
F (55,50) = F (50,50) + (55 — 50) ( ’63 50( ,50) _

0,9401 + 5 % (0,9647 — 0,9401) /10 = 0.9524

F (60,55) — F (50,55)
60 — 50
majd rogzitjiik a x = 55 valtozot és alkalmazzuk a (6.3.4) képletet:

F (55,55) — F (55,50
F(55,53) = F (55,50) + (53 — 50) ( 75;—50( e

0.9524 + 3 % (1.0675 — 0.9524) /5 = 1.0214.

F (55,55) = f (50,55) + (55 — 60) = 1.0675

1.8 - 2
n

1.6 o

14 o

1.2 4

&

0.8l o
70 S~ & - ~

55 ~_ _— 60
y 50 50 X

6.3.1. abra. Bilinearis interpolacio
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6.4. Filiggvény approximacidé a legkisebb négyzetek

modszerével

Amint az interpoléciéonal lattuk, ha ismert egy f fliggvény értékei
az r;, © = 0,...,n csomopontokban akkor felépithets egy F' approximé-
ci6 ugy, hogy F (x;) = f(xz;) = vy;. Ha viszont az f (x;) értékek nem
pontosak (példaul hozzavetsleges mérések alapjan szamitott értékek)
akkor a pontok interpolacidja nem

Az adott pontok elhelyezkedésétsl fiiggGen a kozelités kiilonbozo
fokszamu polinommal torténhet. A lineéris fiiggvénnyel valo kozelités:

F(z) = ax 4+ b. Az interpolécios felt kovetkezik, hogy

arg+b= 1y
ary +b= y
ar, +b= 1y,
vagy matrix alakban
zo 1 Yo
1 1
1 a _ n o X a _y,
b : b
zo 1 Yo
rp 1 (7 L .
ahol X = _ , Y = i . A tulhatarozott le megoldésara
Tn 1 Yn

hasznalhatjuk a 4.5 alfejezetben targyalt modszert .....

WX(Z)zXW

Z?:l 353 ca+ Z?:l r+b = Z?:l Lili _
E?:l Z;-a+ Z?:l 1-b = Z?:l Yi

vagyis

(6.4.1)
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10111419
133. PELDA. A | pontok esetében az (6.4.1) egyen-
y, 1011123
letrendszer
98a +14b = 36
la+4b = 6’
és a megoldéasa: a = %, b= %, tehat a pontokra legjobban illeszkedd

egyenes egyenlete: y = i—gx + %

linearis regresszio

6.4.1. abra. Linearis regresszio

Linearis kozelités helyett hasznalhatunk egy tetszéleges a (x,vy),
pontokat kozelithetjitk egy tetszdleges k < n foku polinommal A ()
egyenletrendszer altalanosithato egy k—ad foku kozelité polinomra

F(z) = apx® + ... + ap_1z + ay.

Mg - ag + Mog_ya1 + ...+ My -ap, = Vi
Moy - ag + Mop_sar + ...+ My -ar, = Vi

Mk.-ao+Mk_1a1+...+Mo-ak = %
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ahol
n
Mj=> al j=0,... 2k
=1

Vj:Zx{-yi,j:O,....,k.
i=1

134. PELDA. Az el6bbi adatokkal az
F(z) = apz® + ayz + ag

maéasodfokt regresszios kozelitd polinom egyiitthatoit az alabbi egyen-

letrendszerbdl hatarozzuk meg:

Z:’Lzl 37;1 ap + Z?:l x? cayp + Z?:l x? caz = Z?:l 333%
2?21 33? ap + 2?21 %2 cap + Z?zl Ti-ay = Z?:l T;iYi
2?21 %2 “ Qo+ Z?:l T a1+ Z?:l l-ay = Z?:l Yi

6818ag + 794a, + 98ay, = 276

794a¢ + 98a; + 14ay = 36
98ag + 14a; +4as = 6
a megoldas ag = ok, a1 = o ay = .
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Masodfoku regresszio

6.4.2. abra. Masodfoki regresszio



7. FEJEZET
Bézier gorbék, Bézier feliiletek

A Bézier gorbék a CAGD tantargy alapjait képezik. Habar elméleti
szinten mar a 30-as években jelentek meg dolgozatok e téren, az igazi
fejlédése a 60-as években kezdddott P. de Casteljau (Citroen), P. Bézier
(Renault), S. Coons (Ford), W. Gordon (General Motors), J. Ferguson
(Boeing) munkassagaval.

Az interpoléaciotol eltéréen, a Bézier gorbék szerkesztése a "free
form" kategoriaba sorolhato vagyis, a formatervezd szabadon valaszt
meg bizonyos pontokat amelyeket 6sszekotve egy megkozelits képet ad-

nak a gorbe alakjarol.

7.1. Bézier gorbe szerkesztése "divide et impera"

algoritmussal

Tekintsiik a Py, P;, P, pontokat. Egy Py és P, pontok kozé hiizodo
gorbét szeretnénk szerkeszteni, ugyanakkor a gorbe alakjat a P; ponttal
fogjuk befolyasolni.

A P, pontokat kontroll pontoknak, a PyP, P, kontroll poligonnak
nevezziik.

Az algoritmus abban &ll hogy a gorbe pontjait sorozatos felezéssel
hozzuk létre.

Legyen Pél) a Py P, szakasz, Pl(l) pedig a P, P, szakasz felezGpontja.

135
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A Pél)Pl(l) szakaszt felezziik a Péz) ponttal.

Az igy megszerkesztett Po(z) pont, rajta lesz a gérbén.

Hogy a gorbe tobbi pontjait megkapjuk a kapott pontokat: atne-
vezziik majd folytatjuk az osztési algoritmust. Jeloljik a P, Po(l), PéQ)
pontokat Py, P, P>-vel majd alkalmazzuk az el6bb ismertetett eljarést.

Az tjonnan kapott PO(Q) pont ugyszintén rajta lesz a gérbén.

Hasonléan jarunk el az els6 felezésbdl szarmazéd PO(Q), Pl(l) , P, pon-
tokkal.

A hérom Pé2) pont illetve az algoritmus tovabbi alkalmazasa nyo-

méan létrejove PO(2) pontok alkotjak a négyzetes Bézier gorbét.

7.2. Négyzetes Bézier gorbék

Az el6bb emlitett algoritmusnal egy sajatos esetet hasznaltunk ne-
vezetesen a felezést; ezt most altalanositani fogjuk olyan értelemben
hogy bevezetiink egy t € [0, 1] paramétert ami a szakaszok feloszta-
sanak aranyait adja meg. Minden egyes t értékre kapunk egy pontot

a gorbén. Vegyiik példaul a t = 3/4 értéket. Minden egyes lépésben
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7.1.1. dbra. Négyzetes Bézier gorbe

a tovabbi pontokat a meglévé pontok konvex kombinaciojaként szer-
kesztjiik meg:

(7.2.1) PP = 1-t)P+th

(7.2.2) PY = (1—t)P + P,
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(1)

A gorbén elhelyezkedd PO pontot a mar meglévs PO( ), P, pontok

konvex kombinaciojaként szamitjuk ki:

(7.2.3) PP =1 -t)P" +tPY.

Modositva t paraméter értékeit 0-t6l 1-ig az el6bbi konvex kombi-
néaciok megkapjuk a gérbe Gsszes pontjat.

Mivel a pontok helyzete fiigg a t paramétertsl, a tovabbi jeloléseknél
ezt figyelembe vessziik. Azt hogy a Pé2) (t) pontok irjék le a gorbét a
kovetkezdképpen jeli')ljiik:

(t) P(t), te]0,1].
Felhasznalva a (7.2.3),(7.2.2) képleteket azt kapjuk, hogy:
P(t) =P (1) = (1= B (1) + P (1)
=(1-=0)[1=t)Py+tP]+t[(1—1t) P +tP]
=(1—t)’Py+2t(1—1t) P, +t*P,
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tehat a gorbe egyenlete:
(7.2.4) P(t)=(1—-t)?Py+2t(1—t)P + 2P, t€0,1].
A gorbe egyenletébdl kiolvashato, hogy ez egy méasodfokiu gorbe.
A gorbe legfontosabb tulajdonsagai a kdvetkezok:
e Py, P, a gorbe két végpontja:
P(0) =R, P(1) = P

e A polinom alakjabol kovetkezik a gorbe folytonossaga;

e A gbrbe tangense a Py, P, végpontokban megegyezik a Py Py, P, P>

szakaszokkal:

jtP() 21 —-t)Py+2(1—=2t) P +2tP,
ahonnan:

d d

—P(0)=2(P—FR), -P(1)=2(P— P);

dt dt
e A kontroll pontok &ltal alkotott konvex burkol6 (a mi esetiink-

ben a Py P, P, haromszog) tartalmazza a gorbét.

Az (7.2.4) egyenletben az egyiitthatok Gsszege:
(1—t)’+2t(1—t)+t>=1

vagyis a gorbe konvex kombinacidja a kontroll pontoknak.
Osszeillesztési szempontokat tartva szem elstt hatékonyabb a har-

madfokt Bézier gorbék hasznalata.

7.3. Harmadfoku Bézier gorbék
A (7.2.4) képletben szerepl egyiitthatokat:
(1= =05 (t), 2t (1 —t) =07 (1), ¢ = b3 (1)

Bernstein-féle méasodfoku alap-polinomoknak nevezziik. A fenti jelolé-

seket felhasznélva a masodfoki Bézier gorbe egyenlete felirhato:

Pt)y=(1—-t)>Py+2t(1—t) P +1*P, = Zb2 )P, te[0,1].
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Hasonléan értelmezheték a harmadfokti Bernstein-féle alap polinomok:
(7.3.1)
Do (t) = (1—1)%, b} =3t (1= )", b3 =3 (1 — 1), b} (t) =1,

és altalanosan az n-ed foku Bernstein-féle alap-polinomok:
(7.3.2) W(t)=Cit'(1—t)"", i=0,..,n,

ahol ¢t € [0,1]. Ezeknek az alap-polinomoknak a f6tulajdonsaga, hogy
az egységnek egy particiojat alkotjak, vagyis:

t)>0, ) () =1
=0

A harmadfoku Bézier -féle gorbék esetében ugyanigy jarhatunk el mint
a masodfokuak esetében, nevezetesen értelmezhetjiik ket rekurrens
képlettel vagy analitikusan.

Legyen Fy, Py, P», P3 kontroll pontok.

135. DEFINICIO. Mértanilag a harmadfoka Bézier gorbe a P (t) =
ng?’) (t) képlettel szerkeszthets meg ahol:

P(k) (t) o (1_t>Pi(k_1)() Pz(—i]fll (t>7 ha k = 172737 i:07~73_k
P P ,hak=0

éste0,1].

136. DEFINICIO. Analitikusan a harmadfoka P (t) Bézier gorbe a

kovetkezdképpen értelmezhetd:

3
(738 (t) = Y b} (t) P =10 (t) Py + biP + B3Py + b (t) Py
=0
(7.3.4) —(1—1)°Py+3t(1—1)’ P+ 3t>(1 —t) P, + t°Ps
ahol t € [0,1].

A maésodfokt gorbék esetében emlitett tulajdonsigok itt is érvénye-
sek.

A Bézier gorbék elénye hogy a garbe alakja koveti a kontroll poligon
alakjdt, ebbdl kifolyolag egy gorbe szerkesztéséhez elégséges a kontroll

pontok moédositésa.
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A gyakorlatban, a gorbén 1évé - ¢ paraméternek megfelelé- pontnak
a megszerkesztéséhez, a kovetkezd tablazatot hasznéljuk (de Casteljau
algoritmus):
By
P Ry (1)
P P () B (1)
Py BV PP () R ()

A tablazat jobb-als6 sarkdban 1évG érték adja meg a pont helyzetét a

[\

gbérbén t paraméternek megfelelGen.

137. PELDA. Szerkessziik meg az alabbi pontok esetében ¢t = 1/3 -
nek megfelels pontot a harmadfokt Bézier gorbén: Py (1,—1), Py (2,2), P (—2,1), P5(3,0).
Oszlopként irva a koordinatékat a de Casteljau algoritmus a kdvet-

kezoképpen alakul:

2 4
P1<2> PV =2p+1ip = ;
—2 5 3 @) o
P PO =2p+ip=(3) BRY=|(7
3 9
3 ) 5 @) 5 (3) 3
O 3 9 27

1

Az alabbi dbran a harmadfoki Bézier gorbe lathato, illetve a ¢ = 3

nak megfelel PO(?’)(t) pont.
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Komplexebb goérbék esetében tobb pontra van sziikségiink. Ebben
az esetében magasabb foku Bézier gorbét szerkeszthetiink vagy- és ez
a gyakoribb- Gsszetett gorbéket hasznalunk. Ez abban all hogy a pon-
tokat csoportositjuk, példaul négyesével ha kébos gorbét szeretnénk
szerkeszteni, majd minden csoportra megszerkesztiink egy gorbét (ter-
mészetesen ebben az esetben a [0, 1] intervallum atalakithato tetszdle-
ges |[a, b] intervallumra). Ezeket Gsszetett Bézier gorbéknek nevezziik.
Ezen gorbék esetében figyelembe kell venni a P, Osszeilleszkedési pon-
tokban a simaségi fokot.

Ha a P,, P3, P, pontok kollinearisak G' mértani (geometriai) foly-
tonossagrol beszéliink. Ahhoz hogy a gorbe C! osztalyn legyen még
sziikséges hogy a P, Pj, illetve P3Py szakaszok hossza aranyos legyen a

két gorbe értelmezési tartomanyaval.

7.4. Bézier feliiletek

A Bézier feliiletek szerkesztésére -tigy mint a gorbék esetében- két
mod van, egy mértani szerkesztés, illetve analitikus képleten alapulo. A
feliilet generalasat a tenzoridlis szorzat esetben fogjuk vizsgalni ami azt

jelenti hogy az elemzés lebonthato a két (f6)iranyra. Ennek érdekében
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a feliileteket a kovetkezs formalis definicioval értelmezziik: feliiletnek
nevezziik a térben mozqo és alakjdat vdltoztato gorbe pontjait.
A mozgb gorbét konstans, m-ed foku Bézier gorbének fogjuk tekin-

teni:
(7.4.1) P™ (u) = zm: Pb" (u), uel0,1].

Ezt a gorbét minden pozicioban (minden wu-ra) a kontroll pontok ha-
tarozzak meg. Feltételezziik, hogy minden eredeti P; kontroll pont

ugyszintén egy Bézier gorbén mozog, ezittal egy n-ed fokun:
(7.4.2) prb; ,vel0,1].

Osszekombinalva a két képletet megkapjuk a P™" feliilet képletét az

(u,v) paraméternek megfelelGen:

(7.4.3) P™" (u,v) ZZPUbf b (u), (u,v) € [0,1] x [0,1].

=0 j=0

A (7.4.3) képlet matrix alakja a kovetkezd:

(7.4.4)

Po ... Po by (v)
P () = (b () b)) | ; ;
P.o ... P b (v)
Konkrétan, ha egy (2,3) foka (méasodfoku az egyik irdnyban, illetve
harmadfokt a masik iranyban) Bézier feliiletet szeretnénk szerkeszte-
ni akkor a Py, Po1, Po2, Pos, Pio, Pi1, P12, P13, Pso, Pa1, Pss, Po3 kontroll

pontok segitségével meghatarozzuk a feliilet analitikus képletét
2 3
P22 (uv) = ) Y Py} () b (u), (u,v) € [0,1] x [0,1].

J
Az alabbi abran a (2, 3) foku feliilet lathato:
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Rogzitett v-re a feliilet u-tol fiiggs, m-ed fokt Bézier gorbe lesz.
Ezt nevezik v(=konstans)-nek megfelel§ izoparametrikus gérbének.

Amellett hogy aranylag egyszerd képleteket eredményez, a tenzori-
alis szorzat elénye hogy a feliilet vizsgalata akidrmelyik irannyal kezd-
hetd.

138. PELDA. Adottak az alibbi pontok: POO(O 0 0>,P01<2 0 o),P02(4 0 o),
P10<O 2 O),PU(Q 2 0),P12<4 9 2),
P20<O 4 0>,P21(2 4 4>,P22<4 4 4>.szamitsukkiaz(u,v):
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(%, %) paraméternek megfelel pontot a (2,2) bikvadratikus Bézier fe-

lileten. A (7.4.4) képletet felhasznalva

11 Poo Po1r Poo (1_U)2
pmn (5,5) = ((1—u)2 2u (1 —u) u2) Py Pu Pro 2v (1 —v)
Py Py P v?
2
= 2
1

ahol (u,v) = (1,1).



8. FEJEZET
Numerikus derivalas, numerikus integralas

8.1. Numerikus derivalas

Tekintsiik az f : I — R folytonos és derivalhato fliggvényt. Legyen

To € I egy pont az I belsejében. Ertelmezés szerint a derivalt zo-ban

vagy h = x — x¢ jeloléssel:

S
f (o) = Jim, h

Numerikusan a derivalt értékét a jobboldalon szerepld torttel kozelitjiik

meg:

(8.1.1) ' (x0) = f (o + h})L —f (56’0)7

ahol h egy nullahoz kozeli értek: h = 103,107 (a tovabbiakban h >
0); keriilni kell a tulzottan kicsi értéket mivel a nullaval valo osztas
hibahoz vezethet.

139. TETEL. Ha f € C*(I) akkor a (8.1.1) képletben a kivetkezd
hibabecslést adhatjuk:

f (w0 +h) — f(x0)

(812 ' (ag) = <hS2,

ahol My = sup,¢; | f" (z)].

B1zONYITAS. A Taylor képletbdl:

f (1’0 + h) =f (l’o) + f/ EL'UO)h + f”2(|§) h2, ¢ € (1‘0,%0 + h) .

146
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Atrendezve azt kapjuk hogy:

f(xo+h)—f(xe) ()
h _f (Io)— 9 hv

vagyis:

f (o +h) = [ (x0)

[ (o) — Y

) M,
| it

Ha a derivalt kiszamitasahoz adva van egy bizonyos € > 0 pontos-

sag, a h értékét a kovetkezs kikotésbol szamitjuk ki:
h% <e = h< ]\2/[—62

Mivel az M, értéknek a kiszamitasahoz nehézségekbe iitkozhetiink,
ezért a h érték numerikus meghatarozéasa a kovetkezd modon torténhet:
a derivalt kezdd értékét egy aranylag kis h = 1073 értékkel szamitjuk
majd csokkentjiik h-t (felezés, ...) ameddig két egymasutani derivalt
(abszolut vagy relativ) kiilonbsége kisebb mint €. Ugyanakkor meg kell
jegyezni hogy az emlitett kilépési kritérium nem garantélja azt hogy az
elméleti derivalt értéket e-nyira kozelitettiik meg.

A (8.1.2)-es képletben szerepld hiba rendjét a kovetkezéképpen je-
161jiik:
f (w0 + ) — f (o)

h

vagyis az abszolut hiba linearisan aranyos h-val.

(8.1.3) [ (o) — =0(h),

Meértanilag a P (xg, f (z)) pontban hizott e érintd iranytényezGje
(lasd alabbi abra), megkozelithets a PM, PN, M N harok iranyténye-
z6ivel. A (8.1.1) képlet jobboldalan a PM hur iranytényezdje szerepel.
Minél kisebb a h lépés annal kozelebb kertil az M pont P-hez és annal
jobban kozeliti az M N hur iranytényezGje az e tangens iranytényezgjét.

Hasonlo6 eset all fenn a PN, illetve M N hurok esetében és a kovet-

kez6 képleteket kapjuk:

(8.1.4) I (xg) = ,
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b

1) fi(xo) ~ fo 4 hg fx) = mpy = PM meredeksége = 0.96 o

hiba, = O(h) =0.48

2) f(xo) ~ w = mpy = PN meredeksége = 0.2 o5

hiba, = O(h) =0.28

f(xo+ h) —f(xo — h)

3) flxo) ~ 5

= mun = MN meredeksége = 0.58

8.1.1. 4bra. Derivalt kozelitése

vagy:

1 (2) = f($o+h)2—hf(xo —h)

A (8.1.4) képletben a kozelités hibarendje lineéris:

(8.1.5)

(8.6 e e RCICE

mig a (8.1.5) képletben négyzetes:

3.L7) fiag - KR L0 Z0) 0 ).

Ez utobbi igazolhato a Taylor képlet kétszeri alkalmazéaséaval:

Flmoth) = flao)+?2 f‘))m / 2('%>h2 s 3<‘€1)h3, &1 € (z0,70 + h)
! " "

flxo—=h) = f(xo)— ! ﬁo)h+ ! ;CO)hQ - ! 3<,£2>h3, §a € (w0 — h, w0)

majd az egyenletek kiilonbségébdl:

f(@o+h) = fzo—h)=2f (xo) h+ (f" (&) + [ (&) h*/6,

kovetkezik, hogy:

O)_f<3€0+h)_f(3€o—h)

f' (=@ 57

12

)+,

(%)
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Természetesen minél tobb tagot vesziink figyelembe a Taylor kép-
letben, annal pontosabb lesz a derivalt értéke.

A mésodrendd derivalt kiszamitasahoz kétszer alkalmazzuk az els6-
rendd derivalt képletét, példaul a (8.1.1) kétszeri alkalmazéasa a kovet-
kez6 képletet eredményezi:

f! (1'0 + h) —f (330) f(xo+2h)—f(zo+h)  flzot+h)—f(x0)

f// (!Eo) _ - — h - h

f// (x()) _ f (IO + Qh) - 2.];21:0 + h) + f (IO)’

ha pedig kombinaltan a (8.1.1) és a (8.1.5) képletet, akkor:

f(wo+h)—2f (zo) + f (20 — h)
h? ’

(8.1.8) " (xg) =
aminek a hibarendje négyzetes:

£ (o) — f(zo+h)— 2f}52$0) + f(xo — h) —0(h?).

140. PELDA. Ha f(x) = e” szamitsuk ki f' (1), f”(1) értékeket

kiilonb6z6 h 1épéseket hasznélva.

Legyen h = 1072 a (8.1.1) képletbdl

fA+h)—fA) -

e
= = 2.731
h 0.01 7319,

f()=
ebben az esetben a hiba

fA+h) -5
h

A (8.1.5) képletet hasznélva
f(1 + h) _ f(1 _ h) B e1.01 o 60’99

— e' =2.7319 — 2.7183 = 0.0136 = 1.36 - h.

f(1) 7 002 718327
a hiba pedig
1+h)—f(1=h
fQ+ )2hf( ) _ el =2.718327—2.718281 = 4.6x107° = 0.46x10~*.

A masodfoku derivalt értéke:

gon  JA+R)=2f )+ f(1—h) e —et+e?
/1) = 2 = o = 2.718304
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a hiba

fA+h) —2f(1)+f(A—h)
h2

Tobb ismeretlenes fiiggvények esetében f : R™ — R a parcialis de-

—e| =2.26 x 107° = 0.226 x 107%.

rivaltak kiszamitasa hasonléan torténik a mar ismertetett modszerekkel
azzal a megjegyzéssel hogy minden valtozot konstansnak tekintiink ki-
véve azt a valtozot ami szerint torténik a derivalas. A (8.1.1),(8.1.5),(8.1.8)
képleteknek megfelelGen a parciédlis derivaltak a kdévetkezdképpen ala-
kulnak:

(8.1.9)
af @ mi by ) = f (21, T D)
oz, (X1, ey T = .
(8.1.10)
of f(@ xRy ry) = f (T T — Ry T)
. (X1, ey T) = 57
0% f 1
8_1:12 (X1, ey Tp) = ﬁ(f (X1, ey @i+ Ry ooy ) — 2f (T1, ooy Ty ooy Ti) +
(8.1.11) +f(z1, i — hy ey ).
O°f (x x)—i(f(x ri+hy L xi+ ko x) — f(x i+ h,yx;— ko T,
aaj‘zax] 1y ey Tm) = Iy 1y eeey Lj y ey Lj y ooy Ty 1y eeey Lj y ooy Lj y ooy Tim,
(8.1.12)

—f(z1, i —hy oz k) F (1, — Ry — kX)),
ahol h illetve k az x; illetve z; irdnyban megtett lépés.

141. PELDA. Szamitsuk ki a f (z,y) = €™ fliggvény parcialis deri-
valtjait (1,2) pontban.
Legyen h = k = 1072 A (8.1.10) képletnek megfelelGen:

—(1,2) = = 14.7791

8x(’) 2h

és a hiba
of 5 of 4
—(1,2) —2¢°| = |=(1,2) — 14.7781| = 9.85 x 10~ *;
L1,2) -2 = |20 (1,2) <107
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A fiiggvény y szerinti parcialis derivalt:

aof F24k) —F(1,2—k)

= 7.3892
oy 2k

(17 2) =

és a hiba
of —4
=|=(1,2) — 7.3891| = 1.23 x 10 *~.

8.2. Numerikus integralas (kvadratura képletek)

Altalanos értelemben kvadratira hatéarozott integral kiszamitasat
jelenti.
Ha ismert az f : [a,b] — R folytonos fiiggvény és az [a, b] interval-
lum egy felosztasa:
a=x9g <11 <..<x,=0,
akkor a

1= [rwar

hatarozott integral kiszamithatd a Riemann-féle 0sszeggel:

I =limoy,,
ahol 1
On = Z (i1 — ) £ (&), & € 2, mi4a].
=0

142. DEFINICIO. Numerikus kvadratiran a
b n—1
/ f(x)de = ZAi~f(:ci)+R,
a i=0

képletet értjik, ahol az A; egytitthatok fiiggetlenek f (z) fiiggvénytdl,

x; a csomopontok, R pedig az elkdvetett hiba.

8.2.0.1. Téglalap maodszer Tételezziik fel hogy az x; csomdpontok
ekvidiszténsak: x; = zg +ih, h = =2 Akkor az f; f (z) dz hatarozott
integral-ami nem mas mint az f fiiggvény és az Ox tengely altal bezart

teriilet a-tol b-ig megkozelithetd a téglalapok Osszteriiletével.
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int = 20.42

teglalapok szama=7

8.2.1. dbra. Numerikus integralas: téglalap modszer

b
(8.2.1) /f(x)d:): (@) + ot f (@),

b
(8.2.2) /f(:zc)dx = h(f (1) 4ot f(20))

vagy ha ismertek a f (%) értékek akkor:

(8.2.3) /abf(x)dx:h(f ($02x1> ot f (@))

143. TETEL. Az (8.2.1), illetve (8.2.2) képlet esetében az abszolit
hiba:

/ f (@) dx—h<f(x0)+...+f(xn_1)>‘ < WMy (b—a).

ahol My = sup,cioy | ()]

Az (8.2.1), illetve (8.2.2) képlet esetében a hibarend linearis h-ra

nézve:

b
‘/f@ﬁb—hﬁwd+m+fwwnﬁz0@%
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vagy figyelembe véve hogy h = Z’_Ta felirhatjuk hogy a hibarend =
O (n™') ahol n a téglalapok szama. A (8.2.3) képlet esetében a hiba

négyzetes:

[rea-n(s(252) res (B5572))| ot 00

8.2.0.2. A trapéz mdodszer Egy aranylag egyszerti ugyanakkor a tég-

lalap modszernél pontosabb modszer. Az x; csomdpontok tgyszintén

ekvidisztansak az (z;, f (z;));_, pontokat pedig linearisan kotjiik dssze:

8.2.2. d4bra. Numerikus integrédlas: trapéz modszer

Az igy keletkezet n trapéz Osszteriilete megkozeliti az integral érté-
ké

t:
b
(8.2.4) / f(z)dx =

a hiba pedig négyzetes:

g(f (0) + 2F (1) + o+ 2f (20 1) + f (),

[ 7 @)de =5 (7 (00) 427 (00) + 4 20 (a) + F )| = O (072).

8.2.0.3. A Simpson mddszer Ebben az esetben az (xz,f(:vz))fzo

pontokat paraboldkkal (harmasaval) interpolaljuk, ezért a csomopon-

tok szama paratlan kell legyen, a lépés pedig h = 1’2_—”“
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*  osztopontok
f(x)

----- interpolalo parabola

8.2.3. abra. Numerikus integralas: Simpson modszer

Az integral értéke:
(8.2.5)

/ f(z)dr = g (f (z0) +4Zf(xzz‘—1) +22f(1’2i) +f($2n))

a hiba pedig 4-ed rendd:

b n n—1
/ [ (@) da —g (f (@o) +4Zf($2z‘—1) +2)  f(w2) + f($2n))' =0 (n™").

i=1

BIZONYITAS. Az [z, z5] intervallumban az (xq, f(xo)), (x1, f(21)), (x2, f(22)),
pontokat interpoléld parabola kifejezheté a Lagrange interpolalo fligg-

vénnyel:
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Az alatta elterild teriilet:

) - S i) N r—x)(r—29)da
/xo P (z)dx = (o — 1) (20 — 22) /500 ( 1) ( o) dx +
f (171) T2 . o )
+<$1 — x0) (1 — 22) /xo ( 0) ( 2)d
f (lUZ) T2 . o o
(xg — xg) (X9 — 1) /xo (x — 20) ( 1)d
A N N 1) B A 1 B

- (ZCO — %1) (ZCO — %2)23 B (.I'l — ZCo) (.Z'l — $2)4§ + (CEQ — 513'0) (lCQ — 513'1)2? )

= g[f (zo) +4f (1) + f (22)].

Hasonloan kifejezhet6k a tobbi parabola alatti tertiletek, majd ezek-

nek az Gsszege

/abf(x)dx = /mPl(x)dx—i—/x4P2(x)dx—|—...—|—/x2n P, (z)dz =

xo 2 T2n—2

= 2 0F (@) 4F (@) 4 ()] + 5 17 (22) + 47 (25) + ()]
PP (o) + 4 (00) + 2F (x2) +41 (22) 4 2f (1) .+ )]
U

Habar a Simpson algoritmus komplexitasa csak egy fokkal ng, a
trapéz modszerhez képest a hibarend négyzetes rendrél 4-ed rendire

ugrik. Emiatt ez az eljarads nagyon gyakran hasznalt.

144. PELDA. Szamitsuk ki ff’ x2dx értéket a trapéz illetve Simpson
képlet segitségével (n = 4).

f(z) = 2% A megadott n-bél kiszamitjuk a trapéz modszernek
megfelels 1épést:h = 2% = 0.5 majd a (8.2.4) képletbdl:

/3x2dx:g(f(l)+2f(1+O.5)+2f(1.5+0.5)+2f(2+0.5)+f(3)) =

=025(1+454+8+125+9) =8.75.
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A hiba ’8.75 -2 |§‘ — [8.75 — 8.66] = 0.09 (O (n~2) = 1/16 = 0.0625)

Hasonl6an a Simpson modszerbsl b = 31 = 0.25 és a (8.2.5) képletbdl:

3
/ 22dr =
1

h

3 (f (1) +4(f(1.25) + f(1.75) + f(2.25) + f(2.75)) + 2(f (1.5) + f(2) + f(2.5)) + f (3))

0.25
= (14 4(1.5625 + 3.0625 + 5.0625 + 7.5625) + 2 (2.25 + 4 + 6.25) + 9) = 8.6666.

Mivel a fliggvény méasodfokt polinom az integral nulla hibaval allithato
el6 a Simpson képlettel.

Az emlitett képletek interpolacios sémékbol erednek és Newton-
Cotes néven ismertek. Az alabbi tablazat osszehasonlitja a interpolélo

polinom fokat illetve a hibarendet:

Modszer | Interp. pol. fokszama | Hibarend
Téglalap | 0 O (h)
Trapéz |1 O (h?)
Simpson | 2 O (h%)




9. FEJEZET

Differencialegyenletek numerikus megoldasa

9.1. Els6rendii differencialegyenletek

A gyakorlatban gyakran sziikséges olyan fiiggvények meghataroza-
sa (jel. y) amelyeknek csak a valtozosat ismerjiik. Mivel a valtozas

altalaban id6ben torténik, fliggetlen valtozoként ¢-t hasznalunk.

145. PELDA. Tanulmanyozzuk egy csésze kavé lehtilését egy negyed
oran keresztiil [tg, ] = [0,15], ha kezdetben a kdvé hémérséklete yo =
100°C' fok volt. Ha ismert a csésze hévezetési tényezGje k = % = 0.05,
illetve a terem hémérséklete yisrnyezer = 20°C' fok, hatédrozzuk meg hany

fokos lesz a kavé a folyamat végén?

MEGOLDAS. Newton-féle lehtilési torvény szerint a lehtilés sebessége

(% -
dt

hémeérsékletének kiilonbségével:

y) ardnyos a hévezetési tényezovel, illetve a kornyezet és a kavé

J(t) =k (Urornyezet — Y (£)) -
Ugyanakkor, ismert a kezdeti feltétel:
y (to) = yo.
A feladat analitikus megoldésa
Y(t) = Yrosrnyeset + (Yo — Yrsrngeser)e s t € [to,ty],

tehat a folyamat végén a kavé hémeérséklete y (t) ~ 57.789. Az analiti-
kus megoldéstol eltérGen, a numerikus megoldas csak diszkrét kozelitést

ad.

Elsérendi differencidlegyenletnek nevezziik a

Wity= sty

157
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vagy egyszerusitve
y=1rty).
tipusi egyenletet, ahol ¢ a fiiggetlen valtozo, f pedig egy elére megadott
fliggvény.
A differencialegyenlet
y=y(t)
megoldasat integral gérbének nevezziik. Ha f sajatos alaki akkor elemi
uton is megoldhato, de gyakran ez annyira bonyolult, hogy sokkal ké-
nyelmesebb kozelit6 modszerekkel egy partikularis megoldas elGallitasa.
Ugyanakkor bizonyos egyenleteket csak numerikusan lehet megoldani,
példaul
g () =e".
146. PELDA. Az

g)=2-t-y=[f(ty), t€lto,ty],
differencialegyenlet megoldasa
y (t) = ce’” (¢ = konstans).

Az els6rendii kbzonséges differencidlegyenleteknek végtelen sok meg-
oldasa van, amelyek egy konstansban kiilonboznek egyméstol. Ha egy
plusz feltételt rendeliink a feladathoz, akkor a megoldas egyértelmtivé

valik. Ezt nevezziik Cauchy-féle feladatnak:
(1) = f(ty), tEltot
y (to) = Yo
Meértanilag ez azt jelenti, hogy a gérbesereghdl azt a gorbét vélasztjuk

amelyik keresztiil halad a Py (to,yo) ponton.

147. PELDA. Ha az elgbbi feladathoz hozzarendeljik a y (0) = 1
kezdeti feltételt, akkor a ¢ konstans egyenls 1-gyel, vagyis a

{ g (t) = 2ty
y(0)=1
Cauchy feladatnak

y (1) =e"
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a megoldasa.

A differencidlegyenletek numerikus megoldasanak alapelve, hogy az
integral gorbét pontszertien kozelitjiik meg
ahol ¢; a [tg,ts] 2 t tanulmanyozott intervallum egy felosztéasa.

A modszereket feloszthatjuk egylépéses, illetve tobblépéses mod-
szerekre, attol fliggden hogy az y;,1 ordinata kiszamitasahoz egy vagy
tobb el6zetes ordinatat hasznalunk. Az egy lépéses modszerek kozé tar-

tozik az Euler, Runge-Kutta, Taylor, fokozatos kozelitések modszere,

mig a prediktor-korrektor tobblépéses modszer.

9.1.1. Az Euler-féle (tértvonal) médszer Tekintsiik a Cauchy-
fele feladatot:

1) = f(ty) , t€tot
019 i =1(ty) el

y (to) = o
illetve a [to, tf] intervallum egy ekvidisztans felosztasat:
(913) to <11 < ... <tn:tf, tiv1 =t;+h
ahol

tr—t
(9.1.4) h=-"L—2
n

a lépést jeloli.
Az Euler médszer lényege, hogy az elméleti gorbét -pontrél pont-
ra haladva- linearis szakaszokkal kozelitjiilk meg és eredményiil egy

ByP,...P, tortvonalat kapunk; innen szarmazik a modszer elnevezése.
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Q4

12

£

0] P1

9.1.1. 4bra. Tortvonal modszer

Kiindulé pontként a Py (to, yo) hasznaljuk, majd rendre megszer-
kesztjiik a B (t;,v;), i = 1,n pontokat.

Az y; ordinata kiszamitéasahoz figyelembe vessziik a ¢y id6pontban
ismert y, fliggvény értékét és feltételezziik hogy a [to, 1] intervallum-

ban a fiiggvény novekedése (meredeksége) konstans, vagyis ¢ (tg) =

I (to, vo):

(9.1.5) mpyp, = ‘Zl — ?O = f(to,y0) = vi=vyo+h-f(to,y0)-
1 — 1o

Hasonléan szerkesztjiik meg az 6sszes tobbi y; ordinatat:

Habar h — 0 -ra a modszer konvergens, a konvergenciarend linearis.
A (9.1.6) relaciot a Taylor képletbdl kapjuk elss két tagjara korla-

tozva:
(9.1.7) y(t—i—h):y(t)+%y(t)«h+0(h2),
majd t = t;-re
y(ti) = yti+h)=yt)+yt) -h+0(R) &
Y1 = Yi+h-f(t,y)+0(R%).
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Tehét minden iteracioban az elkovetett hiba négyzetes O (h?), de n
lépés utan (ennyi lépés sziikséges P, kiszamitasahoz) a hibarend linea-
rissé valik:

nxO0(h*)=0(h")x0(h*)=0/(h).

148. PELDA. Oldjuk meg a kévetkez6 Cauchy-féle feladatot az Euler
modszerrel (h = 0.1)

y=2ty, tel0,1]
{ y(0)=1
BIZONYITAS. f(t,y) =2ty,to =0, y0=1= P5(0,1).
ti =1x0.1,

Y1 =10+ hf (to, o) =vyo+h (2t - 1) =1+01-2-0-1=1
= P;(0.1,1)
vo=1y1 +hf(t,y)=1+01-2-0.1-1=1.02
— P,(0.2,1.02), ...

3

251

0 0.2 04 06 08 1

9.1.2. 4bra. A pontos megoldas és az Euler kozelités

4

9.1.2. Heun modszer Az Euler modszerben a (t;,y;) pontbol ki-
indulva a kovetkezd (t;11y;41) kozelité pontot allitottuk els. Ezt fi-

gyelembe véve az Euler modszert prediktor (eldre jelz6) modszernek
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nevezziik. A pont elGallitasahoz az (t;,y;) pontban-az y-hoz- hizott
érinté meredekségét hasznalja. A Heun modszer egy korrekcidt végez
az Euler eljarason, ezaltal egy javitott modszert kapunk; ezt prediktor-
korrektor modszernek nevezziik.

Egy konvex fiiggvény esetén (lasd alabbi abrat) a baloldali (¢;,v;)
pontban huizott érinté meredeksége alul értékelt. Ugyanakkor —a (t;, y;)
pontbol kiindulva — de a (t;41,%;11) pontban (jobboldali pont) hu-
zott meredekséggel haladva egy feliil értékelt ordinatat kapunk (konkév

fiiggvény esetén forditva torténik).

1.16

1.14

Q41 0ptimalispont

PHeun

P;.,Eulerpont

9.1.3. 4bra. Heun korrekcio

Az optimalis meredekség a két érték kozott van, ezért a Heun kor-
rekcié abban all, hogy az ajanlott meredekséget a baloldali és jobboldali
meredekség atlagaként hatarozza meg:

1

(918) MHaeun = 5 (mbal + mjobb) )
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ahol
(919) Mpal = y (tl) = f (tza yl) )
(9.1.10) Mijoby = Y (tiv1) = f (tiv1, Yit1)

A (9.1.10) képletben az y; 41 érték nem all rendelkezéstinkre, ezért ezt
a (9.1.6) Euler predikciobél szamitjuk ki:

Yigr =Y +h- f(t,y),
tehat a Heun modszer
(9.1.11)

1
Yivr = Yi +h - Myeyn = yi + h - 3 (f (tiyys) + [ (tigr, vig)) =

1
=y, +h- 3 (f Cisys) + f (s, v + R f (i wi))) -
Bevezetve a
]{31 :hf(tzayl)a
k2:hf(tz+h7yz+k1)a

jeloléseket az Euler, illetve Heun moédszerben az ordinatakat a kovet-
kez6 képletekkel szamithato ki:

Yit1 = Yi + k1, Euler
1
Yir1 = Yi + 3 (k1 + k2), Heun

A Heun modszer hibarendje négyzetes O (h?) .

9.1.3. Taylor mdédszer Az ismertettet Euler és Heun modszer
levezethetd a Taylor sorfejtésbdl (lasd (9.1.7) képletet), s6t tobb tag fi-
gyelembe vételével pontosabb képletek is levezetheték. Az Euler mod-
szert - mint lineéris taga Taylor sorfejtés - pontosithatjuk tovabbi tagok

figyelembevételével, példaul négyzetes tagig:

(9.1.12) y(t+h) =y(t) + %h y(t) + +%h2 (t) + O (k).
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Az jj(t) kiszamitasdhoz hasznaljuk a (9.1.2) képletet:

(9.1.13)
9 9 9 9 9
50 = 00 = 5 oL i = L e+ 0 2w,
Tehéat
(9.1.14)
9 9
Yir1 = Yith-f (t;, yi)+%h2 0_{ (ti, yi) + f (i, y1) 8_5 (ti;yi)|,i=0,...,n.

és a modszer hibarendje n x O (k%) = O (h?).

Az eljaras altalanosithato viszont egyre komplikaltabb képleteket
kapunk az y derivaltakra, példdul a harmadrendi derivalt:

0 f 0*f . 0*f e Of .
= ty) g () == (¢, y)- (4 (1) *+== (8, y)-ij (¢) .

s (025 (00)5 (055 (L) () + 5 (0)5 (0

9.1.3.1. Téglalap modszer Az Euler mddszer pontossaganak javita-

Y (t) (t,y)+2

sara hasznaljuk 1jbol a Taylor sorfejtést integral maradékkal:

h
(9.1.15) y(t—l—h):y(t)+/ § (t +s)ds,

majd az integralra kiilonb6z6 numerikus kozelitést hasznélunk.

Az integral kozelitésére hasznaljuk a (8.2.3) (kézépponti) téglalap

/Ohy(t—l-S)dS:hy (t+g).
(o) -(5a()

és figyelembe véve a Taylor képletet:

h

v(t+5) =0+ 500 =y 0+ 510 0),

mobdszert:

A (9.1.2)-bsl

kovetkezik, hogy

i(145) =1 (+ 500+ 5 wu)).
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Visszahelyettesitve a (9.1.15) képletbe a kapott integralt azt kapjuk,
hogy:

O116) e n) =0 +hf (¢4 500+ 510 0),

vagyis t = t; -re

O117) () =)+ 0F (1 500+ 5 (o (0),

2

ami y (t;) = y; kozelitést hasznalva a kovetkezd képlethez vezet:

h h
—,yi+§f(ti,yi)), i=0,n—1.

9.1.3.2. Trapéz mddszer (Heun mddszer) A trapéz modszert hasz-

nalva a (9.1.15) képletben szerepld integral kiszamitéséahoz :

" h
[ ot ds =G0+ ien).

azt kapjuk, hogy:

YR = g+ GO R =y Gy ) by (4 R) =

2 2
= y(t)+ g [f (& y @)+ f(t+hy(t) +hf(ty @),
ést =t;-re
(9.1.19)
(i) =y () + 5 [F (g (0)) + F (54 By (1) + R f (1o ()]

vagyis
(9.1.20)

Yit1 = Yi + g Lf (tisyi) + f (G + By + hf (G, 0:)], 0= 0,n — 1.

A (9.1.20) képlet atirhato
(9.1.21) Yiar = Ui + % s+ ko], i = 0 =T

alakra, ahol:

kl = hf(tzvyz)v
k2 = hf(tl+h7yl+k1)a
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és Heun vagy Runge-Kutta2 néven ismert.
A két javitott modszer: (9.1.18) és (9.1.20) hibarendje O (h?).

elmeleti gorbe
O RK2modszer
% Euler modszer

251

9.1.4. abra. Euler vs. RK2 moédszer

9.1.83.3. Runge-Kuttaj mddszer Az eddigi ismertetett modszerek-

nél igényesebb, am pontosabb az gy nevezett Runge-Kutta4d modszer:

(9.1.22) yi—H:yi+é(k31+2k’2+2k3+k4)a
ahol
ky = h-f(ti,yi),k2zh~f(ti+g,yi+%>,
ks = h-f(tﬁ—g,ymL%),k4:h-f(ti—|—h,yi+k3).

Minden részintervallumon a hiba O (h®), tehat n 1épés utén a hibarend:

nxO(h)=0(h") xO0(h’) =0 (h").

149. PELDA. Az alabbi tablazatban a Példa 146 kiilonb6z6 modsze-
reknek megfelel§ Gsszehasonlito adatai szerepelnek (négy tizedes pon-

tossaggal):
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t i | (Buler) | (RK2) | (RK4) | (pontos : €)
0 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.1 1.0000 | 1.0100 | 1.0101 | 1.0101
0.2 1.0200 | 1.0407 | 1.0408 | 1.0408
0.3 1.0608 | 1.0940 | 1.0942 | 1.0942
0.4 1.1244 | 1.1732 | 1.1735 | 1.1735
0.5 1.2144 | 1.2835 | 1.2840 | 1.2840
0.6 1.3358 | 1.4324 | 1.4333 | 1.4333
0.7 1.4961 | 1.6306 | 1.6323 | 1.6323
0.8 1.7056 | 1.8934 | 1.8965 | 1.8965
0.9 1.9785 | 2.2426 | 2.2479 | 2.2479
1 2.3346 | 2.7091 | 2.7183 | 2.7183

1. tablazat. Modszerek kozotti eltérés

9.1.4. Fokozatos kozelitések modszere

Yirr (t) = Fy; (1),

ahol
Fy, (t) = / £ty (s)) ds...

9.2. Elsérendi, differencial egyenletrendszerek

A differencial egyenletrendszerek tanulmanyozasa tobb szempont-
bol is fontos. Egyfeldl bizonyos gyakorlati folyamatok leirdsanal jutunk
ilyen matematikai modellhez, mésfelsl az els6rendtinél magasabb diffe-
rencialegyenletek visszavezethetk differenciél egyenletrendszerekre.

Tekintstik az alabbi, x = z (t) és y = y (t) fliggvényeket tartalmazo

differencial egyenletrendszert:
r(t) = f(t

(9.2.1) O =Sy oy,
y(t)=g(t zy)

Az adott egyenleteken kiviil a fiiggvények eleget tesznek az alabbi kez-
deti feltételeknek:

(9.2.2) { z (fo) e
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Az x,y fliggvények megszerkesztéséhez barmelyik ismert modszerhez
folyamodhatunk: Euler, Runge-Kutta, Taylor, stb.

Az alabbiakban az Euler modszert mutatjuk be.

A tanulmanyozott intervallumot felosztjuk egyenkozi osztopontok-
ra: to <ty < ...<t,=ts tiy1—t; = h

A (9.2.1) és (9.2.2) feltételekbsl kovetkezik, hogy:

i(to) = f(to,x(to),y(to)) = f (to, o, v0)
y(to) = g(to, v (to),y (o)) = g (to, 70, Yo) -

Ezekben az osztopontokban megszerkesztjiik az x illetve y fiiggvény

kozelits értékét x; =z (), yi = y (t;)

Ty — X ,
L 0 = i (to) = f (to, zo, Yo) ,
t — to

BT v (to) = g (to, Zo, %o) ,
t1 — to

ahonnan:
1 = zo+h- f(to,z0, %),
y1i = Yo+ h-g(to,zoyo)-
Hasonléan kapjuk altalanosan:
(9.2.3) Tipt = xi+h- f(t,r,u),
(9.2.4) Yirr = yi+th-g(tiz,y), i=1n—1

A Heun moédszer esetén az iteracio a kovetkezd:

(9.2.5) Tis1 =T+ 5 [k1+ ko, i=0,n—1
(9.2.6) Y1 =vi+illh+b], i=0n-1
ahol

ki =nh-f(t,v,v), Lh=h-g(tizi,v),

ky=h-fti+hxi+k,yi+h), b=h-gti+h,z;+k,y+0).

Tobbfiiggvényes egyenletrendszerek esetében hasonléan jarunk el.
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150. PELDA. , t € ]0,2n] differen-

cial egyenletrendszer feladat pontos megoldasa a trigonometrikus kor:
x (t) = cos(t)

y (t) = sin(t)
kez§ (diszkrét) kozelitést kapjuk az z illetve y fiiggvényekre (h = 0.1):
ti | % Yi

, t€][0,27]. A (9.2.3) képleteket hasznalva a kovet-

0 |1 0
01]1 0.1
0.2 10.99 0.2

0.31]0.97 0.299
0.4 1 0.9401 | 0.396

A differencial egyenletrendszerek egyik legegyszeriibb alakja a line-
aris alak:

i 11 Q12 - X1 by (t)

T = Qg1 Q22 T + by (t) )

vagy matrix alakban
(9.2.7) X = AX + B,
ahol A konstansokat tartalmaz, a B oszlopvektor pedig ¢ fliggvénye.

151. PELDA. Az el6bbi példa felirhato az alabbi alakba (z; :=
T, Ty i=1Y)
B (0 -1\ [ m
g 10 zy )
0 —1 0
a, iS A == s B = .

Ha az A matrix sajatvektorai linearisan fliggetlenek, akkor A dia-

gonalizalhato és ebben az esetben a differenciél egyenletrendszer altal
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Osszekapcesolt fiiggvények levalaszthatoak egymastol egyszertd differen-

cidlegyenleteket eredményezve.
A1 0
Legyen A = 0 A az A matrix atlos alakja, vagyis

A = S71AS ahol S =[S Sy ...] az A matrix S; (linearisan fiigget-
Y1
len) sajatvektoraibol alkotott matrix. HaY = | %2 | ugy, hogy

(9.2.8) X =8Y

akkor a (9.2.7) differencial egyenletrendszer atirhato:

SY = ASY + B,
vagyis
(9.2.9) Y =S 'ASY + S7'B =AY + B,
ahol B
by (t)

B=S"'B=| bt

A (9.2.9) relaciot komponensekre lebontva a kévetkezs differencial-
egyenletekhez jutunk:

Gi (1) = Ny (1) +b; (1), 1 =1,2, ...
aminek altalanos megoldésa:

yi (t) = M <cz~+ / e b, (t) dt>.

Visszahelyettesitve a (9.2.8) képletbe megkapjuk az X megoldast.
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152. PELDA. Az el6bbi példat folytatva A = ( é o ) .S =
—1

-7 1

. . 0 o
?{1 _ ? - Y1 o ‘Z/l Zyl
Yo 0 — Y2 Yo = —1Y2

aminek megoldasa

1 1
\/75 ( o ) és (9.2.9)-nek megfelelGen

{ Yy (t) = cre®

Yo (t) = coe™
Visszahelyettesitve a (9.2.8) képletbe és felhasznéalva a kezdeti feltéte-
leket kovetkezik, hogy ¢y = ¢o = ‘/75 és
eit e*it
xr = % = cos (t)

it _p—it
To = % = sin (¢)

9.3. Magasabb-rendi differencidlegyenletek
Tekintsiik a kdvetkezd harmadrendd differencidlegyenletet:
(9.3.1) Y= f(ty 99,

amihez az alabbi kezdeti feltételeket téarsitjuk:

y (to) = Yo
Y (to) = 9o
i (to) = o

9.3.1. Visszavezetés differencial egyenletrendszerekre Magasabb-
rend differencidlegyenletek megoldasa visszavezethets elsérendi diffe-
rencial egyenletrendszerek megoldésara. Ennek érdekében a differenci-

alegyenlet rendjének megfelel§ szamu fiiggvényt vezetiink be:

Y1 =Y, Y2 i= Y1, Y3 1= Yo
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Akkor a (9.3.1) differencidlegyenlet a kovetkezs differencial egyenlet-
rendszerrel ekvivalens:

U1 =Y

Yo = Y3

Uz = f (t,y1,92,93)
és a kezdeti feltételek:

yi (to) = y(to) =yo: =y}
y2 (to) = w1 (to) = 9 (to) = o == 13
ys(to) = 52 (to) = Bir (to) = do := 13-

153. PELDA. Vizsgaljuk az aldbbi tompitatlan, linearizalt, harmo-

nikus mozgast:

j+4y=0
y(0)=1 , tel0,10].
y(0) =2

Bevezetve az y; := vy, yo := 1 fliggvényeket, az adott differencidlegyen-

let atalakithato az alabbi (linearis) differencial egyenletrendszerré:

U1 = Yo

Y2 = —%yl
y1(0) =1
Y2 (0) =2

amit a mar ismertetett modszerrel oldunk meg.

9.3.2. Masodrendid perem differencidlegyenlet megoldasa
véges differenciakkal Tekintsiik az altalanos masodrendi differenci-

alegyenletet:

(9.3.2) g +p@y ) +q@)y ) =r(t), t € la,b]

ahol p,q,r € Cla,b]. A lényeg jbol megkozeliteni a tényleges y (t)

értéket bizonyos (t;):_, ekvidisztans csomopontokban: y (t;) = v;.
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Ennek érdekében felhasznaljuk a numerikus derivalasbol ismert kép-
leteket, példaul:
Yy (tigr) —y(tia) _ Yir1 —Yi1
2h 2h

. oy (ti) 2y (t) Fy (fic1) Ve — 20+ Yo
Yy (t’i) - h2 - h2

ahol y; := y (¢;) jelolést hasznéaltuk. Behelyettesitve a (9.3.2) képletbe
ésap =pt),q =ql(t;),r; =r(t;) jeloléseket hasznélva a kovetkezs
linearis egyenletrendszert kapjuk:

Yir1 — 2Yi + Yio1 Yit1 — Yi-1

B2 T i = i =1 n =
ami atrendezve:
(9.3.3)
il R .
(1 _ p2 ) yi_1—<2 — qihQ) yi+ (1 + %) Yir1 = rh2 i=1, .. n—1.

Figyelembe véve, hogy o, y, adott, a (9.3.3) linearis egyenletrendszer

matrix alakja:

—(2-@h?) (14 uh) 0 0 0
(122  —(2-gh?) (1+221) 0 0
0 (1—-2h)  —(2-gh?) (1+2) 0
0 0 0 0 (1-e52t)
0 0 0 0 0
7 roh? = (1= 5%) o
Y2 rih?
Yn—2 7’“,2}12

Yn—1 Tn,1h2 - (1 - pn#lh) Yn

(-

ih

2

)

~@-ge?) (1
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