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1. BEVEZETES

Comenius, akit a modern oktatds megteremtéjének tartanak, a kovetkez6 ki-
jelentést tette a tanitasi médszereket illetéen: , Tanitani szinte nem is jelent mast,
mint megmutatni, miben kiilénbéznek egymastél a dolgok a kiillonb6z6 céljukat,
megjelenési formajukat és eredetiiket illetGen... Ezért aki jol megkiillonbozteti
egymadstol a dolgokat, az jol is tanit” (Sadler 2013). Jelen konyv elsésorban erre
a didaktikai alapelvre épiil. Egy olyan tanitasi, illetve tanuldsi m6dszert ajanl,
amely segit a tanuléknak tigymond feliilnézetbdl latni a megvizsgalt 6t progra-
mozési mbdszert (algoritmustervezési stratégiat):

—moho keresés (greedy),

— visszalépéses keresés (backtracking),

— oszd-meg-és-uralkodj (divide-and-conquer, divide-et-impera),

— elagazas és korlatozas (branch-and-bound),

— dinamikus programozas (dynamic programming).

Tehat nem csak az a célunk, hogy bemutassuk e médszereket, hanem hogy
olyan nézdépontba juttassuk az olvasét, amelybdl feltarulnak el6tte a technikak
kozotti elvi, alapvetd, s6t arnyalatbeli killonbségek, illetve hasonlésédgok. A co-
meniusi alapelvvel 6sszhangban ez nélkiillozhetetlen, ha uralni szeretnénk a
programozas e teriiletét. A kovetkez6kben tigy utalunk erre a megkozelitési mod-
ra, mint feliilnézetmddszer.

Algoritmus

Az ,algoritmus” kifejezés a bagdadi arab tudés, al-Hvarizmi (780-845) nevének
eltorzitott, rosszul latinra forditott valtozatabdl ered.

Az els6, szamitégépre kigondolt algoritmust Ada Lovelace irta 1843-ban Charles
Babbage analitikai gépére a Bernoulli-szamok kiszdmfitdsara, tehat 6 tekinthet6 az
elsé programozonak.

1.1. A feliilnézetmoddszer altalanos leirasa

Mit jelent ,felilrél latni” valamit? Képzeljiik el a kovetkezé helyzeteket:
a renddérségen, egy blineset kapcsan, a kiillonbozé forrasokbol érkezé bizonyité-
kokat felttizik egy tdblara. Miért? A polgarmesteri hivatal varosrendezésért fele-
16s szakosztalya elkésziti a varos egy makettjét és korbeélljak. Miért? Azért, hogy
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atfogo6 képet kapjanak az ,egész”-rél, valamint hogy jobban érzékelhetéek legye-
nek az egyes ,részek” kozotti hasonldéségok, kiillonbségek, illetve kapcsolatok.

A két esetben kiilonb6z6 mdédon alakitottak ki az illetékesek a feliilnézetet.
A rendéroknek szitkségiik volt egy olyan ,,platformra” (a tabla), amelyen elhelyez-
ve a bizonyitékokat, ,,egymas mellett” lathattdk 6ket. A miGépitészek kicsinyitést és
absztrakciét hasznaltak a makett elkészitésekor. Az absztrakcié azért fontos, mert
elvonatkoztat attél, ami a tanulményozas szempontjabol lényegtelen.

A két médszer 6tvozésébdl lathato, hogy egy felillnézet kialakitasdhoz sziitk-
séges lehet egy tigynevezett ,,absztrakt platform”, amelyen az elemzett entitasok
gy helyezheték egymas mellé, hogy szembettinévé valjanak a vizsgalat szem-
pontjabdl lényeges tulajdonsagok és kapcsolatok.

Azt, hogy mit fogunk feliilnézet alatt érteni ebben a konyvben, a kivetkezs-
képpen lehetne 6sszefoglalni:

1. ,,Egymés mellett” latjuk a vizsgélat targyat képezé entitdsokat.

2. Csak az latszik, ami a vizsgalat szempontjabdl lényeges.

3. Nyilvanval6ak a hasonlésagok és a kiillonbségek, szembetiinék a kap-

csolatok.

A moédszer célja olyan helyzetbe juttatni a tanulét, hogy ilyen ralatasa le-
gyen a tanulméanyozas alatt all6 anyagra. Természetesen kiilonb6z6 feliilnézetek
alakithatok ki attél fiiggéen, hogy miként valésitjuk meg az emlitett 1épéseket.
Ez kivéanatos is, hiszen minden wjabb feliilnézet egy masik szemszoget jelent.
A modszer egyik erGsségének szamit az is, hogy segit a didkoknak a vizsgalt en-
titasok egymashoz viszonyitott ,értékét” is felmérni. Péld4ul az algoritmusterve-
zési stratégidk tanulményozasa esetén nyilvanvaléva valnak az egyes technikéak
erds, illetve gyenge pontjai, valamint az, hogy adott helyzetben melyiknek az
alkalmazasa a legcélszertibb és miért.

1.2. Feliillnézetek az informatikaoktatasban

Hogyan lehet feltilnézeteket kialakitani informatikaéran? A legtobb tanar
megteszi ezt — még ha nem is igy nevezi —, amikor a rendezéseket tanitja. A fe-
jezet végén vesziink egy konkrét szamsorozatot, amelyen elmimeljitk vagy elmi-
meltetjiik a tanuldkkal az 6sszes megtanitott rendezési algoritmust, és felhivjuk
a figyelmet a hasonldségokra, valamint a kiilonbségekre. Amikor igy jarunk el,
feliilnézetet alakitunk ki a didkokban, hiszen:

- ,egymas mellé” helyezziik a rendezési algoritmusokat azaltal, hogy ugyan-

azon a szamsorozaton mimeljiik el 6ket;

— felhivjuk a diakok figyelmét arra, hogy egy adott feliilnézetbdl mi lényeges

és mi nem; példaul az 6sszehasonlitdson alapul6 rendezések esetén arra
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Osszpontosithatnak a didkok egy adott feliilnézetbdl, hogy milyen stratégi-
ak szerint torténnek az elemek hasonlitgatasai;

— segitiink a tanul6knak meglatni a hasonldsagokat és a kiillonbségeket, az

algoritmusok erdsségeit és gyenge pontjait.

Kitling szamitégépes vizualizacidk 1éteznek, amelyek megkoénnyithetik a fe-
liilnézet kialakitasat a rendezési algoritmusokat illetéen. Péld4ul a Sapientia Er-
délyi Magyar Tudomanyegyetem Marosvaséarhelyi Karan mtikodé AlgoRythmics
kutatécsoport Erdélyben honos etnikumok néptancaival illusztral szamos rende-
zési algoritmust (AlgoRythmics 2020).

1.3. Algoritmustervezés feliilnézetbél

Hogyan alakithatunk ki feltilnézeteket az algoritmustervezési stratégiak ta-
nitasakor? A kihivas abban 4ll, hogy amig a rendezési algoritmusok ugyanazt a
feladatot oldjak meg, addig minden egyes algoritmustervezési stratégianak meg-
van — tobbé-kevésbé — a sajat felségteriilete. Az 1.1. dbra ezt szemlélteti. Az egyes
ellipszisek azon feladatok halmazat abrazoljak, amelyek megoldhaték az illeté
stratégiaval, fiiggetleniil att6l, hogy optimélis megoldast nytjtanak-e vagy sem,
hatékony-e az algoritmus vagy nem.

Az, hogy az ellipszisek metszik egymast, azt szemlélteti, hogy 1éteznek olyan
feladatok, amelyek tobb technikaval is megoldhatdk, s6t egyesek az dsszessel. Ebbél
arra kovetkeztethetiink, hogy léteznie kell egy ,,sik”-nak, amelyen az egyes technikak
feladathalmazai alapvet6 hasonldsagokat mutatnak. Melyik ez a ,,sik”? Ahhoz, hogy
megtaléljuk a valaszt erre a kérdésre, be kell vezetniink a fastrukttra fogalmat.

dinamikus programozas

bracktracking

branch-and-bound

greedy

divide et impera

1.1. abra. Az algoritmustervezési stratégiak ,,felségteriiletei™

1 Az ébra csak az elvet szemlélteti, az ellipszisek méretének, valamint a metszési felilletek
nagysaganak nincs kiilon jelentése.
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1.4. Fastruktarak

Egy fastruktaranak (més sz6val gyokeres fanak?) van egy kitintetett csomé-
pontja, amely a fa nulladik szintjén helyezkedik el, és amit gyokércsomépont-
nak neveziunk. Az els6 szinten taldlhaték a gyokér fiicsomépontjai, a masodikon
ezeknek a fiGcsomoépontjai és igy tovabb. Azokat a csomdpontokat, amelyekbél
nem agazik le egyetlen fiticsomdpont sem, a fa leveleinek nevezziik. Tehét egy
fastruktira csomépontokbdl épiil fel, és ezek kozott apa-fia tipusi kapcsolatok
vannak. Minden csomépont egyetlen apacsoméponthoz kapcsolédik, amely a
kozvetlen felette 1év6 szinten talalhaté. Ez aldl egyedill a gyokércsomépont
kivétel. Ezzel szemben egy csomdponthoz tobb fitcsomépont is kapcsolédhat,
amelyek a kozvetlen alatta 1év4 szinten helyezkednek el. A fiak kozott, altalaban,
aszerint tesziink kiilénbséget, hogy — balrél jobbra szamolva — hdnyadik fia az
apjanak (1.2. abra).

1.2. abra. Négyszintes fastruktira (1: gyokér; 3, 5, 7, 8, 9: levelek);
Az élek implicit fentrdl lefele iranyitottak, hisz apa-fit kapcsolatokat dbrazolnak

Megfigyelhetd, hogy barmely csomépont a leszarmazottjaival egyiitt ugyan-
csak fa (gyokeres fa). Ez a kovetkez6 rekurziv definiciot teszi lehetévé: fastrukti-
ranak nevezziik a csomdépontoknak egy olyan halmazat és szerkezetét, amelyben
létezik egy kitiintetett gyokércsomdpont, és a tobbi csomdpont olyan diszjunkt
halmazokba van szétosztva, amelyek maguk is fak, és e részfak gyokerei, mint
fiak, a fa gyokeréhez kapcsolédnak. Ha egy fastrukttirdban mindenik csomépont-
nak legfennebb két fia van, akkor binéris fardl beszéliink. Ez esetben a fiticsomo-
pontokat igy azonositjuk, mint bal, illetve jobb fid.

2 A fastruktara, illetve fa, bindris fa, részfa megnevezések alatt a tovabbiakban is gyokeres fakat
értink.
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1.5. Egy ,,absztrakt platform”

Amint latni fogjuk a kés6bbiekben, az 6sszes bemutatésra keriil6 médszert
altalaban olyan feladatok esetében hasznaljuk, amelyek fastruktirédval model-
lezhet6k (lasd A technikdk mint ttkeresd stratégidk betétet). E fastruktira fogja
bet6lteni azon absztrakt platform szerepét, amelyen a technikdk egymas mellé
helyezhetdk, és amely a feliilnézet kialakitasahoz sziikséges.

Péld4ul a visszalépéses keresés és oszd-meg-és-uralkodj technikdk esetében
nagyon kézenfekvé a rekurziv implementacié (lasd az Iterativ vs. Rekurziv beté-
tet). Ez mar onmagaban is fastruktirat sugall, hisz a rekurziv gondolatmenet a
kovetkez6: Hogyan vezethet6 vissza a feladat hasonlé, egyszeriibb részfeladatok-
ra, majd ezek tovabbi hasonl6, még egyszeriibb részfeladatokra, egészen addig,
mig trivialis részfeladatokhoz nem jutunk? A teljes fa (amelyet a gyokércsomé-
pont képvisel) nyilvan magat a feladatot abrazolja, a fiarészfak (amelyeket az
elsé6 szinti fitcsomdépontok képviselnek) azokat a részfeladatokat, amelyekre a
feladat els6 1épésben lebonthato, és igy tovabb. Végiil a fa levelei fogjak abrazolni
a lebontéasbol adédé trivialis részfeladatokat (lasd az 1.3. abrat).

t—— eredeti feladat
fiti részfeladatok

Y r\/‘\ ryrY Y)Y
\/\_/ \/\./ \./\/ RN

1.3. abra. Fastruktiira szerkezetii feladat

A mohd, dinamikus programozas és branch-and-bound technikét gyakran
olyan feladatok esetében alkalmazzuk, amelyek dontéssorozatként foghatok fel.
Ez a megkozelités megint csak egy fastruktirahoz vezet, amelyben a gyokér a fel-
adat kezdeti allapotét jelképezi, az els6 szint csomoépontjai azokat az allapotokat,
amelyekbe a feladat az els6 dontés nyomén kertilhet, a mésodik szinten 1évék
azokat, amelyek a masodik dontésbél adédhatnak stb. Egy csomdpontnak annyi
fia lesz, ahany lehetéség koziil torténik a valasztas az illeté dontés alkalmaval.

Eddig arra 6sszpontositottunk, hogy mi a k6zos az egyes technikdkban, de a
feliilnézet azt is jelenti, hogy nyilvanvaléak a koztiik 1évé killonbségek is. Amint
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latni fogjuk, az egyik ilyen kiilonbség az, ahogyan bejarjak a feladatnak megfe-
leltethetd fat. Tekintettel azon olvaséinkra, akiknek még nincsenek grafelméleti
ismereteik, az alabbiakban bemutatjuk a gyokeres fdk azon bejarasi maodjait,
amelyekre a kés6bbi fejezetekben gyakran hivatkozunk majd.

1.6. A fastruktarak bejarasa

Mit jelent bejarni egy gyokeres fat? Alapvetéen azt, hogy a gyokértél indul-
va (az élek mentén haladva), egy j6l meghatarozott sorrendben meglatogatjuk a
csomépontjait igy, hogy mindegyiket csak egyszer dolgozzuk fel. Két alapvetd
bejaras a mélységi és a szélességi.

1.6.1. Mélységi bejaras (DF — Depth First)

A mélységi bejaras a kovetkezd rekurziv algoritmust koveti: a fa mélységi be-
jarasat lebontjuk a gyokér fitrészfainak a mélységi bejarasara. A mellékelt dbrara
(1.4. abra) vonatkoztatva ez azt jelenti, hogy indulunk a gyokérbél, majd pedig
»balrél jobbra” haladva sorra bejarjuk a gyokér minden egyes fitrészfajanak osz-
szes csomoépontjat. A rekurziébd6l adédban az egyes fiturészfak bejarasa hasonlé-
képpen megy végbe: indulunk az illet6 részfa gyokércsomépontjdbél, majd ,,balrél
jobbra” sorrendben bejarjuk ennek a fitrészfait. Ugyancsak a rekurzié kovetkez-
ménye, hogy miutan bejartuk egy csomoépont Gsszes fitrészfajat, visszalépiink az
apacsomoépontjahoz, és folytatjuk a bejarast e csomépont kovetkezé fiarészfajaval
(amennyiben ez létezik). A fentiekkel 6sszhangban tgy foghatjuk fel a mélységi
bejarast, mintha korbejarnank a fa koronajat, szorosan kévetve annak vonalat.

Az 1.4. abra azt is jol érzékelteti, hogy a bejards sordan az egyes csomdpon-
tokat tobbszor is érintjik. Egészen pontosan, ha egy csomépontnak f fia van,
akkor f + 1 alkalommal taldlkozunk vele a fa mélységi bejarasa soran. Attél fig-
gben, hogy melyik taldlkozaskor ,latogatjuk meg”, vagyis mikor dolgozzuk fel a
csomépontban tarolt informaciét, megkiilonboztetink preorder (elsé érintéskor
latogatunk), illetve postorder (utols6 érintéskor latogatunk) mélységi bejaraso-
kat. Binaris fak esetén beszélhetiink inorder bejarasrol is, amikor a két fiarészfa
bejarasa kozotti érintéskor latogatjuk meg a csomdpontokat. Az 1.4.a. dbra egy
altalanos fa, a 1.4.b. egy binéris fa bejarasait szemlélteti.

Megfigyelhetd, hogy preorder bejaras esetén a bejaras el6re-szakaszain foglal-
kozunk a csomépontokkal, postorder bejaraskor viszont a visszautakon. Egy masik
kilonbség, hogy preorder esetben eldszor meglatogatjuk a csomépontot, és azutdn
jarjuk be ennek fitrészféit, postorder esetben pedig forditva, el6szor bejarjuk a
csomopont fitrészféit, és csak azutan latogatjuk meg magat a csomdpontot.
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1.4. abra. (a) Altalanos gyckeres fa mélységi bejardsai (preorder sorrend: a, b, e,
f, h, i, ¢, d, g; postorder sorrend: e, h, i, f, b, ¢, g d, a);
(b) Bindris fa mélységi bejardsai (preorder sorrend: a, b, d, e, g, h, ¢, f, i;
inorder sorrend: d, b, g, e, h, a, f, i, ¢; postorder sorrend: d, g, h, e, b, 1, f,
¢, a); (a szamok azt jelzik, hogy hanyadik érintése az illeté csomdépontnak)

Az aldbbiakban megadjuk a bemutatott mélységi bejarasokat implemental6
rekurziv eljarasokat [mindegyik az aktualis (cs)omé6ponton dolgozik]:

preorder(cs)
meglatogat(cs)
minden f fiara cs-nek végezd
preorder(f)
vége minden
vége preorder

postorder(cs)
minden f fiara cs-nek végezd
postorder(f)
vége minden
meglatogat(cs)
vége postorder

inorder(cs)
inorder(f_)
meglatogat(cs)
inorder(fjobb)

vége inorder

Mindharom eljarast természetesen a gyokércsomépontra hivjuk meg:
preorder(gyokeér)

postorder(gyokér)
inorder(gyokeér)
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1.6.2. Szélességi bejaras (BF — Breadth First)

A szélességi bejaras a kovetkezé gondolatmenetet koveti: meglatogatjuk a
gyokércsomobpontot, ezutan ennek a fiicsomédpontjait (,,balrél jobbra” sorrend-
ben), majd ezeknek a fitcsomdpontjait, ... Ahogy az 1.5. dbra is szemlélteti,
szintrél szintre haladunk a faban.

1.5. abra. Altaldnos gyckeres fa szélességi bejardsa
(szélességi bejards szerinti sorrend: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)

A szélességi bejaras implementélasdhoz egy varakozasi sor szerkezetet (Q)
hasznalunk (ellentétben a mélységi bejarassal, amely — dsszhangban rekurziv
voltaval — verem szerkezetre épiil: LIFO — Last In First Out). A varakozasi sor
strukttrara az jellemz6, hogy betevéskor az elemek a sor végére keriilnek, a ki-
vétel pedig a sor elejérdl torténik. Ebbél adodik, hogy ugyanabban a sorrendben
torténik az elemek eltdvolitasa a sorbdl, mint amilyen sorrendben betettiik 6ket
(FIFO - First In First Out).

szélességi_bejaras(gyokeér)
Q=090
betesz(Q,gyodkeér)
amig (nem ures(Q)) végezd
cs = kivesz(Q)
meglatogat(cs)
minden f fiara cs-nek végezd
betesz(Q,f)
vége minden
vége amig
vége szélességi_bejaras

A bejarasok tugy is tekinthet6k, mint médszerek a feladat szerkezetét abra-
zol6 fastruktira felderitéséhez/generaldsahoz. A kiindul6pont altaldban egy ira-
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nyitott graf® (reprezentécios graf), amelybdl valamely bejaras nyoman nyerjiik a
keresési térnek is nevezett gyokeres fat (lasd A technikdk mint titkeresd stratégidk
cimi betétet). A bejaras ugy is felfoghat6, mint a reprezentacios graf felderitése.
A bejart rész, a mar felderitett rész (kezdetben csak a gytkér), a tobbi pedig a még
felderitésre varo teriilet. A bemutatott bejarasi modszerek abban kiillonbéznek,
hogy milyen stratégia szerint agaztatjdk tovdbb a mar feltart részfa koronéja pe-
remét képezd csomdpontokat. A DF stratégia mindig a gyokértél legtavolabbi, a
BF pedig a legkozelebbi csoméponttél 1ép els6ként tovabb (a fenti példdkban az
ugyanolyan tavolsdga pontokat a cimkéjiik alapjan rangsoroltuk). Mindez azt fel-
tételezi, hogy folyamatosan nyilvantartjuk legalabb a novekvé korona peremén
1év6 csomépontokat. Ezt teszi a DFS (depth-first search) algoritmus a veremben,
a BFS (breadth-first search) pedig a Q sorban. Amikor egy pont (be/ki)keriil a
verem(be/bél)/sor(ba/bdl), akkor igymond (fel/le)keriil a korona peremé(re/rél).

A technikak mint ttkeresé stratégiak

Mindenik megvizsgalasra keriil6 technika kapcsan olyan feladatokkal foglalko-
zunk, amelyek problématere egy tgynevezett reprezentaciés graf adott csicsabol
(startcsdcs) indulé irdnyitott utak halmazaként foghaté fel, amelyek kozott olyan
utat keresiink, amely adott csticsok (célcstucsok) egyikébe vezet. Gyakran az opti-
mélis Gt megtalaldsa a célunk. Altaldnos médszer egy feladat titkeresési feladatta
val6 atfogalmazéasara az dllapottér-reprezentdcio. Ez négy dolog pontos megadasat
jelenti (ami egy allapotgrafot eredményez): a feladat allapotterét (csticsok halmaza),
a miveleteit (irdnyitott élek), a kezd6éllapotait (startcsticsok) és egy kezdéallapot-
hoz tartozé célallapotait (célcsticsok) (Gregorics 2014). A feladat: a startcsticsbél
indulva talaljunk célcsticsba vezetd utat/utakat, esetleg optimalis utat.

A kiilonb6z6 programozasi technikak kiillonb6z6 keresési stratégiakra vetitédnek
le. Ezek lényeges tulajdonsaga, hogy végeznek-e duplikatumfigyelést, azaz egy éalla-
pot elérésekor vizsgaljak-e, hogy azt mar korabban felfedezték-e (Gregorics 2014).
Ez az ellendrzés idéigényes lehet, vagy akar lehetetlen is, amennyiben nem keriil-
tek eltarolasra a kordbban mar felfedezett allapotok. Duplikdtumfigyelés hianyaban
viszont torzult formajaban érzékelik a keresések az allapotgrafot. Az allapotgraf ira-
nyitott fava (lasd a fastrukttra definici6jat; 1.6. alpont) egyenesedik ki, amelyben
a startcstcs lesz a gyokér, az dgak pedig a startcsticsbol kiindulé utakat abrazoljak.
A faban egy allapotot annyi darab cstics képvisel, ahdnyféleképpen el lehet jutni az
illet6 4llapotba a kezdéallapotbél. Ha korok is voltak az allapotgrafban, akkor a fa

3 Egy iranyitott graf csomdpontok és az ezeket 6sszekotd iranyitott élek halmazaiként foghat6
fel. Egy graf tartalmazhat koroket. A kérmentes 0sszefiiggd grafokat nevezzitk faknak.
A fastruktuarat, amely egy gyokeres iranyitott fanak tekinthetd, az 1.4. alfejezetben definiéltuk.
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végtelen hosszu dgakat fog tartalmazni. Ezt a fat, amelyet a , keresés az allapotgraf-
bol 1at”, keresési térnek nevezik, amelyben a startcsticsb6l kivezetd utak alapvetéen
ugyanazt a problémateret jelolik ki, mint az allapotgraf. Ha a keresési tér identikus
allapotokat képvisel6 csucsait egymasra csisztatjuk, akkor visszanyerjik az alla-
potgrafot.

Egy masik kozos, kapcsolddé fogalom a globdlis munkatertilet (Gregorics 2014),
amely annak az informaciénak a taroldsara szolgal, amelyet a technikak a keresés
soran megszereznek, és megdrzésre fontosnak itélnek. Ez a reprezentacios grafnak
a startcsticsbol elérhetd része, amelyet a keresés felfedezett és megjegyzett. Ez lehet
csak egyetlen csucs, esetleg annak kornyezete, lehet egy tt, amelyik a startcsticsbol
az aktualisan vizsgalt csicsba vezet, de lehet egy ennél tagabb részgraf is. Kezdet-
ben a globalis munkateriilet a startcsticsot tarolja. A megoldasok megtaldlasa kéz a
kézben jar azzal, hogy célcstucs jelenik meg a globélis munkateriileten. Annal cél-
tudatosabb a keresés, minél kevesebbet kell hogy feltarjon a keresési térbél ahhoz,
hogy célcsticsba érjen.

A fuggelékben bemutatjuk harom hires probléma (N-kiralynd, 3. fejezet; Hanoi
tornyai, 4. fejezet; Tili-toli, 7. fejezet) allapottér-reprezentaciojat.

Iterativ vs. rekurziv

Minden jelentésebb feladat megoldasa részfeladatok ismételt elvégzését felté-
telezi. Ha ciklusutasitds révén valésitjuk meg az ismétlést, akkor iterativ imple-
mentaciorol beszéliink. Egy masik lehet6ség a rekurziv megvaldsitas. A rekurziv
eljarasok/fuiggvények sajatossdga, hogy meghivjdk 6nmagukat. Olyan, mintha kl6-
noznanak magukbél tovabbi példanyokat. Ugy is mondhatnank, hogy a rekurzivi-
tds mechanizmusa révén az illet6 eljarasbdl/fiiggvénybdl példanyok sora jon létre,
amelyek kozott szétosztédik a megoldandé feladat. Mindegyik példany bevéllal egy
adott részt a kapott feladatb6l, a maradék részfeladatot pedig egy kovetkezd pél-
danyra ruhazza at. Mivel az atruhédzas egy klénra torténik, ezért a kapott feladatnak
és az atruhézott részfeladatnak hasonlénak kell lennie. A rekurziv implementélds
kulcskérdése tehat az, hogy miként vezethetd vissza a kapott feladat megoldasa
hasonlé, egyre egyszertibb részfeladatok megoldasara. E redukalasi folyamat révén
végil annyira leegyszertisodik a feladat, hogy a sorvégi példany egészében be tudja
vallalni azt. Osszegezve:

— Minden eljaras/fiiggvény-példany hasonlé feladatot kap, hogy megoldjon.

— A kapott feladat ,,méretétél” fiigg, hogy a kurrens példany rekurzivan fog-e vi-

selkedni, vagy bevallalja a teljes megoldast.

* Rekurzivan viselkedni azt jelenti, hogy 6nmaga meghivésa 4altal a kapott
feladat oroszlanrészét (hasonld, egyszert(ibb részfeladatot) atruhézza egy
kovetkez6 példanyra (a fennmaradt részt bevallalja).

— Egyszerisitett, 4ltaldnos forgatékonyv a kurrens példdnyra megfogalmazva:

1. BEVEZETES
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rekuziv_eljaras (<kapott feladat paraméterlistaja>)
ha <trivialisan egyszer(i> akkor
[teljes feladat megoldasa]
kiillonben
rekuziv_eljaras (<atruhazott részfeladat paraméterlistaja>)
[sajat rész megoldasal
vége ha
vége rekuziv_eljaras

A rekurziv hivasok lancolata generalta redukalasi folyamatnak konvergéalnia kell
(el kell talalnia”) a trivialitasi (megallasi) feltételéhez. Ezzel elkeriilhet6 a végtelen
rekurzio.

Algoritmusok bonyolultsaga (komplexitasa)

Alkalmazva a bemutatasra keriil§ algoritmustervezési stratégidkat, killonb6z6 ha-
tékonysdgui algoritmusokhoz jutunk. Egy algoritmus hatékonysaga egyik fokméréje
az idébonyolultsaga. Egyszertien fogalmazva ez azt jelenti, hogy a bemenet mérete
figgvényében meghatarozzuk az elvégzésre kertil6 elemi miveletek szamat (ami kéz
a kézben jar az algoritmus idéigényével). Hogy mit tekintiink a bemenet méretének,
az feladatfiigg6. Hasonléképpen az is, hogy mit valasztunk elemi miveletnek. Példa-
ul egy 0sszehasonlitason alapuld rendezési algoritmus esetében ajanlatos bemenet-
méretnek a rendezendd sorozat elemei szamat (jeloljitkk n-nel), elemi miiveletnek pe-
dig két elem Gsszehasonlitasat véalasztani. Bizonyos grafalgoritmus esetében célszerti
a csucs- és élszamot bemenetméretnek tekinteni.

Mivel az elvégzésre keriil6 elemi miiveletek szama bemenetfiiggd, ezért bevezet-
ték a legjobb, legrosszabb és atlagos eset fogalméat. A novekvd sorrendbe rendezésre
nézve a legjobb eset nyilvan az, ha egy méar novekvd sorozatot kell hogy rendezzen
az algoritmus. Hany 6sszehasonlitdasbol tud rdjonni az algoritmus, hogy mar rende-
zett a sorozat? A legrosszabb eset az, amikor a bemeneti sorozat csokkené. Atlagos
esetnek szamit, ha egy véletlen sorozatot kell rendezni. Példaul a buborékrendezés
elnevezést algoritmus (lasd a 2. fejezetet) (n-1) dsszehasonlitdsbdl tudja kiderite-
ni, hogy a sorozat mar rendezett. Ezzel szemben egy csokkend sorozat rendezése
n(n-1)/2 6sszehasonlitasba (és cserébe) keriil neki. Altalaban a legrosszabb esetbeli
viselkedést tekintjiitk egy algoritmus hatékonysdga fokmérdjének. Mivel a bubo-
rékrendezés esetében, legrosszabb esetben az elvégzend6 elemi miiveletek szdma
négyzetes fliggvénye a bemenet méretének, ezért azt mondjuk, hogy idébonyolult-
sdga 6(n?) (a futdsi idé novekedési rendje négyzetes; csak a novekedés domindns
fokmérdjének szamito tagot tekintjiik: %2 n? — %2 n). Ha csak azt szeretnénk kifejezni,
hogy az elvégzendé elemi miiveletek szdma legfennebb négyzetes fliggvény szerint
figg a bementet méretétdl, akkor az O(n?) jelolést hasznaljuk. Latni fogjuk, hogy
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vannak ennél hatékonyabb rendezési algoritmusok is, amelyek idébonyolultsaga
0(nlogn) (a log itt 2-es alapu logaritmust jeldl).
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1.6. abra. Néhdny novekedési rend fiiggvényhatékonysag szerint
sorba dllitva (n: a bement mérete; N: elemi miiveletek szama)

Forras: https://en.wikipedia.org/wiki/Time_complexity

Hasonlé médon beszélhetiink egy algoritmus tarhelybonyolultsédgardl is. Mekkora
az algoritmus tarhelyigénye a bemenet mérete fiiggvényében? Mivel a buborékrende-
zés egy n elemii sorozatot egy n elemti tomb felhasznél4saval rendez, ezért tarhelybo-

nyolultsaga 6(n).

1.7. A konyv felépitése

E bevezet6t kovetben, a 2. fejezet egy ,feltilnézet-késtol6t” nytjt a bemu-
tatasra kertil6 algoritmustervezési stratégiakbol, azéltal, hogy ugyanazon fel-
adaton szemlélteti 6ket. A kovetkezd ot fejezet lehet6vé teszi a modszerekben
val6 elmélyiilést (3. Backtracking; 4. Oszd meg és uralkodj; 5. Moh6 médszer;
6. Branch-and-bound; 7. Dinamikus programozas). Igyekeztiink mindenik tech-
nika esetében egy-egy torténelmi példaval inditani, recepteket sugallni a haszné-
latukhoz, illetve tobb megoldott feladaton is szemléltetni, hogy miként alkalmaz-
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haték killonb6z6 helyzetekben. Gyakran utalunk olyan tovabbi példékra, ame-
lyek az Algoritmusok feliilnézetbdl egyetemi jegyzetben talalhatok (Kétai 2007).
A feliilnézet kialakitdsa érdekében tjra és wjra olyan feladatok keriilnek te-
ritékre, amelyek tobb mddszerrel is megoldhaték. Ilyenkor explicite hangstlyoz-
zuk a stratégidk kozti hasonlésagokat, killonbségeket és kapcsolatokat. Az utolsé
fejezet egyfajta ,feliilnézet visszapillantdsként” is felfoghatd, amikor is a hires
utazéiigynok-probléman mutatjuk be, véall vall mellett, az 6t stratégiat.

1.8. A konyvben hasznalt pszeudokéod nyelv leirasa

Az algoritmusok leirdsara az alabbi pszeudokdd nyelvet hasznaljuk:

MUVELETEK (OPERATOROK)
Aritmetikai operatorok:
+,-, %, /, % (egész osztasi maradék)
Megjegyzés: Ha mindkét operandus egész szam, a / operator egész o0sz-
tast, kiilonben valds osztast jelent.
Osszehasonlitasi operatorok:
<, <, >, =, == (egyenléségvizsgilat) ,# (kiilonbozbségvizsgélat)
Logikai operatorok:
és, vagy , nem

MEGJEGYZESEK (KOMMENTEK)
Ha egy algoritmus valamely sorét dupla backslash jel (/) el6zi meg, akkor
megjegyzésnek tekintendd.

MUVELETEK
Ertékadas:
<valtozé> = <kifejezés>
Elagazas:
ha <feltétel> akkor
<mUveletek1>
kiilonben
<m{iveletek2>
vége ha
Eloltesztel ciklus:
amig <feltétel> végezd
<mdiveletek>
vége amig
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Hatultesztel6 ciklus:
végezd
<miveletek>
amig <feltétel>
Megjegyzés: Mindkét amig ciklusbél akkor 1épiink ki, ha a feltétel ha-
missé valt.
Ismert lépésszami ciklus:
minden <valtoz6> = <kezddérték>,<végsdérték>,<1épés> végezd
<muveletek>
vége minden
Megjegyzés: Ha a 1épésszam hianyzik, implicit 1-nek tekintjiik.
Beolvasasi mtvelet:
be: <véltozo lista>
Kiirasi mtvelet:
ki: <kifejezés lista>

KONSTANSOK (PELDAK)
13, —524 (egész)
—-12.027, 0.22 (valés)
'A’,’c’, 1, ° (karakterek)
“informatika”, ”1802”, "Neumann Janos” (karakterlédnc)
IGAZ, HAMIS (logikai)

ADATSZERKEZETEK

Egydimenziés tomb (vektor) (példék):
a[] - egydimenziés tomb
a[1..n] — egydimenziés tomb, amelynek elemei 1-t6] n-ig vannak indexelve
a[i] - hivatkozas egy egydimenziés tomb i-edik elemére

Kétdimenziés tomb (példéak):
b[][] — kétdimenziés tomb
b[1..n][1..m] — kétdimenzios tomb, amelynek sorai 1-t6] n-ig, oszlopai
pedig 1-t6l m-ig vannak indexelve
bli][j] - hivatkozas egy kétdimenzids tomb i-edik soranak, j-edik oszlop-
beli elemére

Bejegyzés (rekord, struktira) (példak):
r.m — hivatkozas az r bejegyzés tipust valtozé m mezdéjére
ali].x — az a bejegyzés tipusa tomb i-edik elemének az x mezdje

ELJARAS
<eljaras neve> (<formalis paraméter lista>)
<miveletek>
vége <eljaras neve>
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Megjegyzés: Egy eljarasnak lehet tobb visszatérési pontja is (tartalmazhat
ures return utasitast).

FUGGVENY
<flggvény neve> (<formdlis paraméter lista>)
<miveletek>
return <eredmény>
vége <fliggvény neve>
Megjegyzés: Egy fiiggvénynek lehet tobb visszatérési pontja is.

PARAMETERATADAS
A formélis paraméterek listajaban jelezni fogjuk, mely paraméterek egysze-
rd tipustiak és melyek tombok. Az érték szerinti és cim szerinti paraméteratadas
kozott tgy tesziink killonbséget, hogy az utébbi esetében a formalis paramétere-
ket félkovér karakterekkel irjuk.
Példa:
eljaras(x{l, y{Ill a. b, c[])

vége eljaras

1. megjegyzés: a és b egyszert tipusi véltozok, x és ¢ egydimenzids tombok,
y pedig kétdimenzios tomb. Az x, y és b paraméterek érték szerint, a és ¢ cim
szerint kertl atadasra.

2. megjegyzés: Amikor tomboket adunk at, ha az algoritmus szempontjabol
nem lényeges, melyik fajta paraméteratadast hasznaljuk, akkor az implementa-
ldsnal — memoriatakarékossagi megfontolasb6l — célszer(i a cim szerinti paramé-
teratadast hasznalni.






2. ALTALANOS KEP AZ ALGORITMUSTERVEZESI
STRATEGIAKROL

Miel6tt ratérnénk az ot stratégia madartavlatbél val6 bemutatasara, hadd
lassuk, mit jelent a stratégia hianya.

2.1. A nyers er6 megkozelités (avagy stratégia hijan)

A nyers er6 (brute force) médszere édltaldban a legkézenfekvébb algoritmust
jelenti, amelyet a feladat megfogalmazasa vagy a hivatkozott fogalmak definici6-
ja elsére sugall (Levitin 2008). Ezek a megoldédsok altalaban kevésbé hatékonyak,
hiszen, kiilonosebb stratégia hidnyédban, nagy er6forras (id6, tarhely) igénytiek
lehetnek a szamit6gépre nézve. Péld4ul ha érdekeltek vagyunk az x" érték kisza-
mitasaban, akkor a nyers er6 modszere szerinti algoritmus, az x" = x - x - ... -+ x
definicié értelmében, az alabbi:

hatvany(x,n)
p=1
minden i = 1,n végezd
p=p*x
vége minden
return p
vége hatvany

A fenti algoritmus id6bonyolultsaga nyilvanvaléan 8(n). Latni fogjuk a 4. fe-
jezetben, hogy létezik hatékonyabb megoldas is erre a feladatra, amennyiben van
stratégiank.

2.1.1. Kivélaszt6 rendezés

Tegyiik fel, hogy egy szamsorozatot (amelyet az a[1..n] tomb tarol) szeret-
nénk novekvé sorrendbe rendezni. A legkézenfekvébb médszer, hogy az a[1..n]
tombszakasz legkisebb elemét elérehozzuk az a[1] poziciéba (csere altal), majd
hasonléképpen jarunk el az a[2..n], a[3..n], ..., a[n—1..n] tdémbszakaszokkal is.
(A min_index(a,i,n) fiiggvényhivas visszatériti az a[i..n] tombszakasz legkisebb
elemének indexét.)
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kivalasztasos_rendezés(a[],n)
minden i = 1,n-1 végezd
j = min_index(a,i,n)
csere(a[il,a[jl)
vége minden
vége kivalasztasos_rendezés

Mivel a min_index fiiggvény (n —1)-szer keriil végrehajtasra, és az i. hivasa (n — i)
Osszehasonlitést feltételez, ezért az elvégzett elemi miiveletek szdma négyzetes fiigg-
vénye n-nek. A kivalasztasos rendezés sajatossaga, hogy legjobb esetben (n6vekvé
szamsorozatra futtatjuk) is megmarad az 8(n?) bonyolultséga (bar egyetlen cserére
sem kertil sor, a sziikséges 6sszehasonlitdsok szama ugyanannyi marad).

2.1.2. Buborékrendezés

Gyakori, hogy egy algoritmus nyers valtozata tovabb finomithat6 minimalis
eréraforditdssal. Erre példa a buborékrendezés. Az is egy kézenfekvé megkoze-
litése a rendezési feladatnak, hogy az a[1..n] tombszakasz legnagyobb elemét
kibuborékoltatjuk az a[n] poziciéba (a szomszédos elemek 6sszehasonlitésa és
esetleges cseréje altal; 1asd lentebb), majd hasonlé médon tesziink az a[1..n — 1],
a[l.n — 2], ..., a[1..2] tombszakaszokkal is. (A végérebuborékoltat(a,i) eljarashivas,
az a[1..] tombszakasz legnagyobb elemét buborékoltatja ki az a[i] poziciéba.)

buborékrendezés(a[],n)
minden i =n,2,-1 végezd
végérebuborékoltat(a,i)
vége minden
vége buborékrendezés

végérebuborékoltat(a[],i)
minden j = 1,i - 1 végezd
ha a[j]>a[j+1] akkor
csere(a[jl,afj+1])
vége ha
vége minden
vége végérebuboreékoltat

Mivel a végérebuborékoltat fiiggvény (n—1)-szer keriil végrehajtasra, és az
i. hivasa (i—1) 6sszehasonlitést feltételez, ezért az elvégzett elemi miiveletek sza-
ma négyzetes fiiggvénye n-nek (idé6bonyolultsidga 6(n?)).
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Megfigyelhets, hogy a fenti algoritmus azt el6legezi meg, hogy minden vé-
gérebuborékoltatassal csak az illet6 szakasz legnagyobb eleme kertil a helyére.
Hogyan finomithato ez a valtozat? A végérebuborékoltat eljaras kurrens meghivasa
téritse vissza az utolsé csere helyét (index_utolsd_csere), hogy a kovetkez6 hivas
mar csak az a[l.. index_utolsd_csere] tombszakaszt kelljen végigjarnia (az utolsé
csere mogotti elemek méar mind a helyiikon vannak). Ha egyetlen csere sem tor-
tént, akkor a visszatéritett érték legyen 0.

finomitott_buborék_rendezés(a[],n)
vég=n
amig vég > 0 végezd
vég = végérebuborékoltat(a,vég)
vége minden
vége finomitott_buborék_rendezés

végérebuborékoltat(a[],vég)
index_utolsé_csere =0
minden j = 1,vég-1 végezd
ha a[j]>a[j+1] akkor
csere(a[jl,afj+1])
index_utols6é_csere =
vége ha
vége minden
return index_utols6_csere
vége végérebuborékoltat

Nem nehéz atlatni, hogy a finomitott valtozat idébonyolultsdga rendezett
inputra 8(n). Amint latni fogjuk, a rendezési feladatokra is 1éteznek 6(n?) idébo-
nyolultsdgnal hatékonyabb algoritmusok, amennyiben van stratégiank.

2.2. A stratégiak bemutatkozasa

A bevezet6 fejezetben bemutatott feliillnézetmddszer alkalmazasanak elsé 1é-
pése a vizsgalat targyat képezd entitasok — jelen esetben a programozasi stratégidk —
egymas mellé helyezése. A legegyszertibben ezt igy tudjuk megtenni, ha ugyanazt
a feladatot oldjuk meg mind az 6t médszerrel. Péld4dul sokatmondo feliilnézet ala-
kithat6 ki, ha feladatnak az alabbi optimalizalasi problémat valasztjuk.

Hdromszdg: Egy n soros négyzetes matrix féatléjan és f6atl6 alatti haromszogé-
ben természetes szamok talalhaték. Feltételezziik, hogy a matrix egy a nevi kétdi-
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menziés témbben van tarolva. Hatarozzuk meg azt a ,,legrévidebb” utat, amely az
a[1][1] elemtél indul és az n-dik sorig vezet, figyelembe véve a kovetkezbket:
- egy uton az a[i][j] elemet az a[i+1][j] elem (fliggélegesen le) vagy az a[i+1]
[j+1] elem (atlésan jobbra le) kovetheti, ahol 1 <i<nés1 <j <n.
— egy ut ,hossza” alatt az Gt mentén talalhat6 elemek 6sszegét értjiuk.

A 2.1. abrén lathat6 matrixban a legrovidebb utat, amely a cstcsbél az alap-
ra vezet, besatiroztuk. Ennek az ttnak a hossza 32:

7
9 5
I {9 | 4

21 7 |33 |17

2 | 15| 8 3 1

2.1. abra. Példamdtrix a haromszdg feladathoz

A feltilnézet kialakitasdnak masodik lépése az absztrakcié. Az el6z6 fejezet-
ben kifejtettiik, hogy ez nem jelent egyebet, mint azonositani a feladat fastrukta-
rajat (lasd tovébbé az 1. fejezet A technikdk mint titkeresd stratégidk cimi betétjét).

Elemezve a feladatot észrevehetjiik, hogy egy olyan optimalizalasi problémé-
r6l van szd, amelyben az optimélis megolddshoz n—1 déntés nyoman juthatunk
el, és mindenik dontésnél 2 valasztasunk van (melyik irdnyba lépjink tovabb,
fuggoblegesen le vagy atlésan jobbra). Minden dontéssel a feladat egy hasonlé, de
egyszeriibb feladatra redukélédik. Tehat az absztrakt platform szerepét a 2.2. dbrén
lathato binaris fa t6lti be.

Az optimalis megoldas meghatarozasa az optimalis dontéssorozat megtala-
lasat jelenti. Ugy is mondhatnank, hogy meg kell talalnunk a feladat keresési
terét képezd fastruktara 27! darab, gyokértél levélhez vezetd Gtja kozil a ,leg-
jobbat”. Mas sz6val, meg kell keresntink a fa ,legjobb levelét”, azt, amelyikhez a
slegjobb Ut” vezet. (Minden gyokér-levél ut megoldasnak tekintheté, a ,legjobb”
pedig az optimdlis megoldasnak.)

A keresési tér egy alaposabb vizsgalata tovabbi észrevételekhez vezethet el:

1. A fa csomépontjainak szdma, 1+2+22+...+2871=22—1. Ez azt jelenti,
hogy barmely algoritmus, amely generélja/bejarja a teljes fat ahhoz, hogy
megtalalja az optimalis utat, exponencialis bonyolultsagi lesz.

2. Amig a fa a teljes feladatot képviseli, addig a részfai azokat a hasonlo, de
egyszerlibb részfeladatokat (a levelek a trivialis részfeladatokat), amelyre
ez lebonthato. Konkrétan: az a, gydkert részfa az a[i][j] elemtdl az alapra
vezetd ,legrovidebb Gt” meghatarozasanak feladatat abrazolja.
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2.2. abra. A példamdtrix mogott megolddstérként
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2.3. abra. A feladat dllapotterét képvisel6 dsszevont déntési fa
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3. A 2.2. 4bra azt is kiemeli, hogy kiilonboz6 déntéssorozatok azonos rész-
feladatokhoz vezethetnek, ami azt jelenti, hogy a fanak vannak azonos
részfai. Ha egymasra csusztatjuk ezeket, akkor visszakapjuk a feladat al-
lapotterét dbrazolé iranyitott grafot (2.3. d4bra). Nem nehéz atlatni, hogy a
kulénboz6 részfeladatok szdma azonos a matrix elemeinek szadmaéval, azaz
n(n+1)/2. Tehat az algoritmus, amelynek sikertil elkeriilni az azonos rész-
feladatok tobbszori megoldasat, négyzetes bonyolultsagu lesz.

A kovetkez6kben meghivjuk az 6t technikét egy képzeletbeli talkshow-ra,
hadd mutatkozzanak be 6k maguk, elmagyardzva, miként kozelitenék meg a be-
mutatott feladatot.

Greedy: Jelszavam, hogy ,,élj a mdnak!”. Ha minden napb6l sikeriil a leg-
tobbet kihoznom, akkor remélhetéleg a lehetd legtartalmasabb életem lesz. Je-
len esetben ez azt jelenti, hogy indulva a cstcsbdl, minden lépésben a kiseb-
bik elem iranyédba lépek tovabb. Elvégre a legkisebb 6sszegben vagyunk érde-
keltek. [A példamétrix esetében a moho-it 34 hosszi lesz, és ez a kovetkez6:
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4).(5.5).]

Q
W

21 7 33 | 17

2 15| 8 3 1
34

2.4. abra. A mohé dontéssorozat nem eredményez optimdlis megolddst

Backtracking: Greedy ,,élj a méanak!” filozé6fidja nem eredményez optimalis
megoldast, ha a per-pillanat legigéretesebb valasztas elvag jovébeni ,,nagy lehet6-
ségektdl”, vagy elkertulhetetlenné tesz kés6bbi buktatékat (a példa-maétrixban, az
5-0s érték moho elvalasztdsaval beleszaladt a 99, 33, 17 értékek képezte ,,gatvo-
nalba”). Ezért az én elvem — biztos, ami biztos alapon - az, hogy ,,legbizonyosab-
ban gy taldlod el a verebet, ha dgytval I6sz a fara”. Més szbval, sorra generalom
az 0sszes megoldasutat, azaz az 6sszes csticsb6l alapra vezet6 utat, és kivélasz-
tom koziiliik a ,legjobbat”. Elsének az (1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1) utat allitom eld,
majd az (1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,2) utat, és igy tovébb. Utols6ként generdlom az
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5) utat (lasd az 1.6.1. alfejezetben bemutatott mélységi
bejarast). Nincs, ahogy kicstisszon az ujjaim kozt az optimalis megoldas.
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24 F\ 33 |17
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40 533932 .. 34

2.5. abra. A backtracking stratégia generalta megoldasutak,
kiemelve az optimdlis (hossza 32)

Branch-and-bound: Lenne egy javaslatom, hogy miként tudna Bracktrac-
king gyorsitani algoritmusan. Ha a kurrens tt (gyokértél a kurrens csomdpontig)
hossza mdr t6bb, mint az addig talalt legjobb megoldasuté, akkor értelmetlen az
illetd iranyba folytatni az Gtgenerélast. A 2.6. abran bejeloltiik, hogy mely részfak
metszhet6k le a generdlandé fardl (a csomépontok mellett a csticsbol odavezetd
at hossza lett feltiintetve; 53>40, 115>32, 111>32, 49>32, 33>32).

Ebben a gondolatmentben kivanatos minél el6bb egy minél jobb megoldast
talalni, ha nem is garantaltan az optimélisat. Ha az épiil6 fa koronaja peremének
mindig a legkisebb részosszegii csomopontjatél agazunk tovabb (,,best first”), ak-
kor — taldn — még jobban meg tudjuk metszeni a fat (2.7. dbra). A korona peremén
1év6 csomoépontok (részosszeg szerint csokkend sorrendben), 1épésrdl 1épésre, a
kovetkezok:

1.{}
2. {(1,1,7)}
3.{(2,2,12), (2,1,16)}
4.{(2,1,16), (3,3,16), (3,2,111)}
5. {(3,3,16), (3,1,17), (3,2,111), (3,2,115)}
6. {(3,1,17), (4,4,33), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
7.{(4,2,24), (4,4,33), (4,1,38), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
8. {(5,3,32), (4,4,33), (4,1,38), (5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
9. {(4,4,33), (4,1,38), (5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
10. {(4,1,38), (5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
11. {(5,2,39), (4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}
12. {(4,3,49), (3,2,111), (3,2,115)}

N
w

. {(3,2,111), (3,2,115)}

14. {(3,2,115)}

15. {}

Minden lépésben a sorels6t helyettesitettiik a fiaival (feltéve, ha a megfele-
16 részosszeg nem mar nagyobb, mint az addig talalt legjobb megoldas értéke).
Ezzel a m6dszerrel els6 megoldasként — jé eséllyel — egy optimalis kozeli értéket
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taldlunk (ha nem éppen az optimumot), bar nem olyan koran, mint a Backtracking
(amely a legbaloldaliabb 4gon leszaladva, a lehet legkordbban talal egy vala-
milyen megoldast).

40 53 39 32

2.6. abra. Branch-and-bound oétlettel javitott backtracking algoritmus
metszette fastruktiira. A csomépontok mellett feltiintettiik a
megfeleld részdsszegeket (a csticsbél odavezetd it hosszdt)

2.7. abra. ,,Best first” étletre épiilé branch-and-bound algoritmus
metszette fastruktira. Zaréjelben feltiintettiik, hogy milyen sorrendben
hajtanak dgakat (vagy hajtandnak dgakat, ha nem bizonyulndnak
szdraz iranynak) a névekvd fa korondjat képezdé csomépontok (pontozott/
szaggatott vonalak jelzik, ahogy lépésrdl Iépésre béviil a korona pereme)
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Divide-et-impera: Az én megkozelitésemet mar a rémai csaszérok is hasz-
naltak: ,,oszd meg, és uralkodj!”. A kurrens részfeladatnak (kezdetben az eredeti
feladatnak) mint apafeladatnak a megoldasat visszavezetem a fitrészfeladatai
megoldasaira (egy-egy rekurziv hivas altal; ,,0szd meg” fazis), majd e fitmegolda-
sokbdl felépitem az apafeladat megoldasét; ,,uralkodj” fazis). Ha a kurrens apafel-
adatnak az (i, j) poziciobdl alapra vezet6 legjobb 1t problémajat tekintjiik, akkor
ennek fitrészfeladatai az (i+1,j) és (i+1,j+1) poziciékbdl alapra vezetd legjobb
utak problémai. A stratégidm alapjéul szolgélé rekurziv képlet nyilvdnvaléan a
kovetkez6: legjobbiit(i,j) = ali][j] + min{legjobbut(i+1,j), legjobbut(i+1,j+1)},
ahol 1=<i<n.

Dinamikus programozas: A divide-et-impera megkozelitéssel két gondom
is van. El6szor is csak a legjobb 1t hosszat szolgéltatja, és nem magat az utat is.
Meég stilyosabb gond, hogy mivel nem tart nyilvantartast a mar megoldott rész-
feladatokroél, azonos részfeladatokat tobbszor is megold. Példaul a ,,(3,2) részfel-
adatot” kétszer oldja meg: egyszer a ,,(2,1) részfeladat” jobb-fiarészfeladataként,
majd a ,,(2,2) részfeladat” bal-fitrészfeladataként is. En egy masik tombben (pél-
daul ¢[1..n][1..n]) eltarolnam minden részfeladat elsé példanyanak megoldéasat
(a megfelel6 legjobb 1t hosszat), és ha tjra taldlkoznék ugyanazzal a részfeladat-
tal, akkor csak el6venném a megoldasat.

A branch-and-bound megkéozelités is javithaté az alapotletemmel: ha ugyan-
azon cella tobbszorosen keriilne a névekvé fa koronéjéra, csak attél a példanytél
agazzunk tovabb, amelyhez tartoz6 részosszeg a legkisebb (a tobbit nyugodtan
tekinthetjiik szdraz iranynak). Persze ez megint csak azt feltételezi, hogy nyil-
vantartast vezetiink. Jelen feladat esetében az els6ként koronara keriil6 példany
részosszege lesz a minimalis.

A divide-et-imperat javit6 otletem iterativ megkozelitésben igy foglalhaté
0ssze: indulva a trivialisan egyszer® részfeladatok [(n,j) alaka részfeladatok,
j=1,n] nyilvanvalé megoldasainak szintjér6l, a mar rendelkezésre all6 (eltarolt)
fitrészmegoldasokbdl felépitjiik (a rekurziv képlet alapjan) az aparészfeladatok
megoldasait (utolsoként az eredeti feladatét) (2.8. dbra).

clnlljl = alnljl, j=1..n
clillj] = ali][j] + min{c[i+1][j], c[i+1][j+1]}, i=n—1,n-2, ..., 1;j=1..i

A c tombbdl azonnal adédik a legjobb 1t is: a csticsbél alapra vezeté mohd
vonal.

Ugyanez branch-and-bound irdnybol (a gyokértél a levelek iranyaba) is meg-
fogalmazhaté (2.9. dbra):

c[1][1] = a[1][1]

clill1] = a[i][1] + cli-1][1], i=2, 3, ..., n

clilli] = a[il[i] + cli-1]li-1],i=2, 3, ..., n

clillj] = ali][j] + min{c[i—1][j], c[i—1][j—1]}, i=2, 3, ..., n; j=2..i—1
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32
25 | 27
16 | 114 | 22

23 | 15 | 36 | 18

2 | 15| 8 3 1

2.8. abra. Levelek—gyckér iranyii dinamikus programozdssal
feltoltott optimdlis részmegolddsok-témb

7

16 | 12

17 | 111 | 16

38 124 |49 | 33

40 | 39 | 32 | 36 | 34

2.9. abra. Gydkér-levelek iranyt dinamikus programozdssal
feltoltott optimdlis részmegolddsok-témb

Moderator osszegzése: A Greedy javasolta algoritmus a leggyorsabb (linea-
ris id6 bonyolultsagi), de nem garantal optimalis megoldast. A Backtracking és
Divide-et-impera biztositjdk ugyan a legjobb megoldast, de algoritmusaik expo-
nencialis bonyolultsagiak. ,Szerencsétlen esetekben” még a ,,Branch-and-bound
javitasokkal” is marad az exponencialis bonyolultsag. Ennél a feladatnal a pal-
mét a dinamikus programozas viszi el, hiszen képes polinomiélis idében (négy-
zetes idébonyolultsag) optimélis megoldéssal szolgélni.

A bemutatkozott technikak mas-més stratégidk szerint igyekeznek a keresési
teret lesziikiteni, azaz a keresési fat megmetszeni, mintha mindeniknek meglen-
ne a maga olléja. E feladat kapcsan tigy ttinhet, mintha a backtracking médszer-
nek nem lenne olldja (jelen esetben ez szamitott a nyers eré megkozelitésnek),
de ez nem igy van. Példaul ha a ,legjobb” szigordan névekvd gyokér-levél titban
lettiink volna érdekeltek, akkor a backtracking is csak e szabdlynak megfelel
utakat generélt volna. Mas széval lemetszette volna azokat a részfakat, amelyek
bejarasa/generalasa nyoman nem noévekvéen folytatédott volna a kurrens 1t.

A fenti bemutat6 természetesen csak azt a célt szolgalta, hogy fogalmat al-
kothassunk a médszerekrél, melyeknek részletes bemutatésa a kovetkezé feje-
zettel kezdédik.
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Backtracking a sakktablan. A nyolckiradlyng-probléma el6szor 1848-ban
ttint fel egy hires sakktjsagban (Schachzeitung, szeptemberi szdm) egy sakkbarat
(Schachfreund), Max Bezzel feladvanyaként. 1850-ben Franz Nauck tollabél djra
megjelent a probléma az llustrirte Zeitungban (Leipzig), ahol Gauss is ratalélt. Egy
csillagész baratjaval folytatott levelezésébdl kideriil, hogy a matematika fejedelme
azonnal elkezdett foglalkozni a feladvannyal, de nem talalva fejedelmi fontossaga-
nak, valdszintileg csak félg6zzel. Gauss elGszor 76-ra becsiilte az 6sszes megoldésok
szamat, majd ezt 72-re javitotta. Nauck volt, aki el6szor kozolte a 92-t, mint az 6sszes
megoldasok helyes szama (6 60-r6l javitott 92-re) (Campbell 1977). 1972-ben Dijkst-
ra egy részletes tanulmanyt kozolt a problémat megoldé backtracking algoritmusrol.

Badstyak/kiralynék: Legyen egy nxn méret sakktabla: (1) helyezziink el rajta,
az 0sszes lehetséges médon, n bastyat gy, hogy ne issék egymast; (2) helyezziink
el rajta, az Gsszes lehetséges médon, n kirdlynét igy, hogy ne tissék egymast.

Miel6tt megoldanank a bastya/kirdlyné feladatot, foglalkozzunk egy masik
problémaval.

3.2. abra. 4-pozicios kerékpdarzar
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Kerékpdrzar: Emlékezzunk a klasszikus 4-poziciés kerékpérzarra (lasd a
3.2. dbrat). Mindegyik poziciéba valamelyik szdmjegy valaszthat¢ ki: 0, 1, ..., 9.
A feladatunk az, hogy generaljuk az 6sszes lehetséges 4 szamjegyti kodvektort:
(0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,0,0,2), ..., (9,9,9,9).

Ugy is fogalmazhatunk, hogy érdekel az sszes (v,, v,, v,, v,) alaki vektor,
ahol v€{0, 1, ..., 9}, 1 = 1..4. Milyen algoritmust kovethetiink?

— 1. pozicién: minden szdmjegyet egyszer allitunk be. (Az 1. szintre egyszer
generaljuk a 0, 1, ..., 9 szdmjegysort.)

— 2. pozicién: minden 1. poziciés szdmjegy mellé tarsitjuk, rendre, a teljes
szdmjegysort. (A 2. szintre 10-szer generaljuk a 0, 1, ..., 9 szamjegysort.)

— 3. pozicién: minden 1..2 pozicids szamjegypar mellé tarsitjuk, rendre, a
teljes szamjegysort. (A 3. szintre 10%-szer generaljuk a 0, 1, ..., 9 szamjegysort.)

— 4. pozicién: minden 1..3 pozicids szdmjegyhdrmas mellé tarsitjuk, rendre,
a teljes szamjegysort. (A 4. szintre 103-szor generaljuk a 0, 1, ..., 9 szdmjegysort.)

Ez az algoritmus megvaldsithat6 4 egymasba agyazott minden ciklussal
(a kédvektorokat az x[1..4] tombben generaljuk).

minden x[1] = 0,9 végezd
minden x[2] = 0,9 végezd
minden x[3] = 0,9 végezd
minden x[4] = 0,9 végezd
ki: x[1..4] //10%szer hajtodik végre
vége minden
vége minden
vége minden
vége minden

Altalanositsuk a Kerékpdr-zar feladatot: generaljuk az 6sszes n szamjegyt
kédvektort.

Ez azt jelenti, hogy n darab minden ciklust kell egymasba dgyaznunk, amely-
re a megoldas a bactracking (BT) stratégia!

BTd(x[1,n,k)
minden x[k] = 0,9 végezd
ha k < n akkor
BTd(x,n,k+1)
kiilonben
Kiir(x,n)
vége ha
vége minden
vége BTd
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A moédszer e rekurziv implementécidja a kovetkez6képpen foglalhaté Gssze:

— A BTd(x,n,k) rekurziv eljaras feladata, hogy generélja, az x[k..n] tombsza-

kaszon az osszes (v, v, , ..., v,) kddszakaszt. Egy eljaraspéldany a kapott
feladatbél csak annyit ,,vallal személyesen be”, hogy generalja a k. szintre
(az x[k] cellaban) a 0, 1, ..., 9 szdmjegyeket.

* Azok a példanyok, amelyek k<n értékre lettek meghivva,a (v, ,...,v))
kédszakaszok generdlasat (k+1). szinti példanyokra ruhazzak at. (Min-
den x[k] érték mellé generaltatjak, egy-egy BTd(x,n,k+1) rekurziv hi-
vas révén, az x[(k+1)..n] tombszakaszon, az 6sszes (v,,,, ..., v,) kod-
szakaszt).

* A k=n értékre meghivott példanyok feladata lesz a generélt k6dvektorok
kiiratasa, a kiir(x,n) eljaras révén.

— A BTd(x,n,1) példany (amelyet a f6program/fiiggvény hiv meg) kapja felada-
tul, hogy generdlja az 6sszes n hosszt kodvektort. Ezen 1. szinti példany
10-szer hiv majd 2. szinti példanyokat, ezek pedig 6sszes 10*-szer 3. szin-
tieket, és igy tovabb. Végiil a 10°~* darab n. szinti példany mindenike kiir
tiz teljes kodot. Osszesen 10" kéd jelenik meg a képernyén.

— Ténylegesen megvalésul a minden ciklusok egymasba agyazédsa, hiszen
az 1. szinten egyszer, a 2. szinten 10-szer, ..., és végiil az n. szinten pedig
107~!-szer hajtédik végre a minden x[k] = 0,9 végezd ciklus.

Megjegyzések:

— A modszert azért nevezik backtrackingnek, mert amennyiben befejezédott
a kurrens szinti értéksor generalasa, visszalép, hogy folytassa az id6szako-
san felfiiggesztett, el6z§ szintit.

— Vegyiik észre, hogy a generalt kddvektorok a {0, 1, ..., 9} halmaz n-sze-
res Descartes-szorzatdnak elemeit adjak meg. (Ezért neveztiik az eljarast
BTd-nek.)

— A generalt kédvektorokat n-szintes fastruktaraként is felfoghatjuk. A 0. szinti
virtuélis gyokérnek 10 els6 szinti fia van, ezek mindenikének tiz-tiz ma-
sodik szinti (6sszesen 10?), és igy tovdbb. Az n. szinten 10" levele lesz a
fanak. Ha mindenik testvér csomépontsorhoz a 0, 1, ..., 9 szamjegyeket
rendeljiik, akkor a fa 10" gyokér-levél dga/ttja egy-egy n hossza kédvektort
képvisel majd (3.3. abra).

Moédositsunk a Kerékpdr-zar feladaton! Olyan n hossz kédvektorok érdekel-
nek, amelyek elemei az {1, 2, ..., n} halmazbdl vehetnek értékeket. Kossiik ki azt
is, hogy a k6dok nem tartalmazhatnak identikus elemeket. Téméren fogalmazva az
{1, 2, ..., n} halmaz permutaciéi érdekelnek: (1, 2, ..., n), ..., (n, n—1, ..., 1).

Hogyan médositsuk a BTd eljarast, hogy permutaciégeneralé (BTp) legyen
beléle?

— Nyilvéanvald, hogy ez esetben a minden ciklus, az x[k] tombelemben, az

1, 2, ..., n értékeket kell hogy generalja. Ha csak ennyit valtoztatnéank,
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4. szint

O-0 -0 O-0 ©-0 €9 (10* pont)

3. szint
oo +(9 (10° pomt)

2. szint

(9 000 (9 000 (9 (10 pont)

e 1. szint
(10 pont)

. 0. szint

3.3. abra. A {0,...,9} x{0...,9} x{0,...,9} x{0,...,9} Descartes-szorzat
elemei fastruktiraként megjelenitve (a kerékpdrzdr-feladat megolddsai)

akkor az {1, 2, ..., n} halmaz n-szeres Descartes-szorzatanak elemeit kap-
nénk eredménynek.

— Hogyan zérhatjuk ki az identikus kédelemeket? Az x[k] tombértéket csak
akkor tekintjiikk Ggy, mint amely igéretesen béviti a x[1..(k—1)] kédprefixet,
ha kiilonbozik e szakasz mindegyik elemétél. Ennek vizsgalatat bizzuk az
igéretes(x,k) fliggvényre. Az igéretes megnevezés azt sugallja, hogy amennyi-
ben az x[k] érték 6sszefér az x[1..(k—1)] tombszakasz elemeivel (a generdlandé
megoldas-kédvektorokkal szemben tdmasztott belsé tulajdonsag értelmében;
jelen esetben, hogy elemeik paronként killonbozzenek), akkor, remélhetéleg,
a bévitett x[1..k] tombszakasz egy megoldés-kédvektorprefixet térol.

— Sajatos esetekben (ilyen a permutécids feladat is), ha az x[k] érték 6ssze-
fér az x[1..(k—1)] szakasszal, akkor a bévitett x[1..k] szakasz garantaltan
megoldas-kédvektorprefixet tarol. Ilyenkor talalébb lehet a megfelel§ fligg-
vénynév-azonosité hasznélata.

igéretes(x[1.k)
minden i = 1,k-1 végezd
ha x[i] == x[k] akkor
return HAMIS
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vége ha
vége minden
return IGAZ
vége igéretes

BTp(x[1.n.k)
minden x[k] = 1,n végezd
ha igéretes(x,k) akkor
ha k < n akkor
BTp(x,n,k+1)
kiilonben
kiir(x,n)
vége ha
vége ha
vége minden
vége BTp

Megjegyzés:

— Vegyiik észre, hogy maris megoldottuk a bastyafeladatot. Minden permuta-
ci6 egy-egy helyes bastyaelhelyezést kédol. A kiir(x,n) eljarasnak az (1,x[1]),
(2,x[2]), ..., (n,x[n]) (sor,oszlop) koordinatakon kell a bastyédkat elhelyeznie.

Mi a teendénk, amennyiben a helyes kirdlyné-elhelyezések érdekelnek?
Csupén az igéretes fiiggvényt kell médositanunk, hogy csak olyan permutaciok
kertljenek generédlasra, amelyek helyes kirdlyn6-elhelyezést kédolnak. Tekint-
siik tovéabbra is Ggy, hogy a tombindexek sakktablasorokat, a tombértékek pedig
sakktablaoszlopokat jelentenek. Mikor igéretes egy x[k] érték? Ha a (k,x[k]) ko-
ordinataju poziciét nem fitik az (i,x[i]) pozicidkra (i=1..(k—1)) mar elhelyezett
kirdlynék. Ennek plusz feltétele (a bastyafeltételhez képest), hogy a (k,x[k]) és
(1,x[1]) koordinataju poziciék ne legyenek egyazon atlon: azaz a (k—i) sortdvolsag
ne legyen azonos a |x[k]—x[i]| oszloptévolséggal.

Ime az n-kiralyné feladat megoldasat implementalé backtracking algoritmus
(BTkiralyné):

igéretes_kiralyné(x[1,k)
minden i = 1,k—-1 végezd
ha (x[i] == x[k]) vagy ((k—i) == |x[k]-x[i]|) akkor
return HAMIS
vége ha
vége minden
return IGAZ
vége igéretes_kiralynd
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kiir_kiralyn&(x[],n)
minden i = 1,n végezd
ki: i,x[i]
vége minden
vége Kiir_kiralyné

BTkiralynd(x[],n,k)
minden x[k] = 1,n végezd
ha igéretes_kiralyn6(x,k) akkor
ha k < n akkor
BTkiralyné(x,n,k+1)
kiiléonben
kiir_kiralyné(x,n)
vége ha
vége ha
vége minden
vége BTkiralyné

Megjegyzések:

— Az {1, 2, ..., n} halmaz n-szeres Descartes-szorzatdnak elemeit dbrazolé
fastruktidra (3.3. abra) 4gy is felfoghaté, mint a megoldasok keresési tere.
Keressiik azokat a gyokér-levél agakat/utakat, amelyek helyes bastya/ki-
ralyné elhelyezést kédolé vektoroknak felelnek meg. Ebbél a megvilagi-
tasbol az igéretes fiiggvény tgy tekinthetd, mint amely révén leszuikitjiik
(megmetsszik) a keresési teret. E fiiggvény kezében van a BT-oll6 (lasd a

3.2. alfejezetet).

— Az alabbi abrak (3.4. és 3.5. dbrak) az n=4 esetet teszik szemléletesebbé:

w

1 2 3 4

NSRS I N

4

3.4. abra. Helyes kirdlynd-elhelyezések 4 X 4-es sakktdblan
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L2 3 A | 12
20 || LS O O 4 4] [ | 3
3] [T [ a] [4] [ ] [ [ I
Cop o o] o o o] 2] B I (3] [3] [3 4] [4]
x x x X x x X x X x x X X

3.5. abra. A 4-kirdalynd feladathoz kapcsolodo keresési tér mint
fastruktiira. A ponttal jelélt csomépontokban az igéretes fliggvény
olléként miikodik. A négyzettel jelélt csomdépontok kapcsdan
megadtuk az x témb megfeleld dllapotat (a preorder sorrend szerinti
sorszamozas teremt egy-egy kapcsolatot a két abrazolas kézott)

3.1. Altalanos backtrackingmodell

Az elébbi feladatokban a kodvektorok mindegyik eleme az {1, 2, ..., n} hal-
mazbdl szarmazott. Ezért barmely k=1..n-re az x[k] celldban az {1, 2, ..., n} hal-
maz elemeit kellett generalni. A generalast meg tudtuk valésitani egy klasszikus
minden ciklussal. Altalanos esetben a generalandé kédvektorok k. elemei egy
A={a,, a,,, ...}halmazbdl szarmazhatnak. Mivel az a,, q,,, ... értéksorozatot
generalnunk kell az x[k] cellaban, ezért, nyilvan, valamely szabaly szerint kell
hogy kovessék az értékek egymast.

A fentebb megtargyalt feladatok egy masik sajatossaga az volt, hogy a meg-
oldaskédok azonos hosszusaguak voltak. Ebbél kifolyblag a generalt kédszakasz
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hosszabél (k=n) egy az egyben adédott, hogy megoldaskédhoz jutottunk-e. Alta-
lanos esetben hasznélhatunk egy kiilon megoldasfiiggvényt ennek ellenérzésére.

BT(x[]1,n,k)
minden x[k] = a,,, a,,, ... végezd
ha igéretes(x,n,k) akkor
ha megoldas(x,n,k) akkor
kiir(x,n,k)
kilonben
BT(x,n,k+1)
vége ha
vége ha
vége minden
vége BT

Megjegyzések:

— A 3.6. dbra j6l modellezi az altaldnosabb esetet. AzA X A, X ... X A Des-
cartes-szorzat elemei koziil keressiik azokat, amelyek megoldasokat k6dol-
nak. Ezeket altalaban jellemez egy bels6 tulajdonsag, amely példaul a bas-
tya feladat esetében az volt, hogy elemei legyen paronként kiilonbozéek.

— Az igéretes fiiggvény altalanos esetben is azt ellenérzi, hogy az x[k] érték
igéretesen bgviti-e, 6sszefér-e az x[1..(k—1)] tombszakasz tarolta kodsza-
kasszal, a megoldasvektorokkal szemben tdmasztott belsé tulajdonsag ér-
telmében.

— A kiir eljaras altaldnos esetben is a kurrens megoldéas-kédvektort irja ki
(esetleg, a kéd alapjan, a megoldast szemléletesebben is megjelenitheti).

3.6. abra. Altalanos modell backtracking feladatokhoz
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3.2. Backtracking a fan

Az aldbbiakban a keresési teret dbrazol6 fan kovetjilk nyomon a backtrac-
king modszer stratégidjat (tovabbi részletek végett lasd az Algoritmusok feliilné-
zetbdl jegyzet 2.1. alfejezetében; Katai 2007). A gyokértél a levelekhez vezetd
utak az A, X A, X - X A Descartes-szorzat elemeit dbrazoljak (feltételezziik,
hogy a halmazok n, n,, ..., n, elemet tartalmaznak). Az elsé szintre az x[1] tomb-
elembe n -féleképpen valaszthatunk elemet az A, halmazbdl, tehét a fa gyoke-
rébél n, elsé szinti fiicsomoépont dgazik le, amelyekhez az A, halmaz elemeit
rendeljitk. Minden elsé szinti valasztdshoz a masodik szintre, az x[2]-be n,-féle-
képpen vélaszthatunk elemet az A, halmazbél. A fan ez abban titkr6zédik, hogy
minden elsé szinti csomépontnak n, fia lesz a méasodik szinten, amelyekhez az
A, halmaz elemeit rendeljitk. Ez 6sszesen n, X n, masodik szinti csomépontot
eredménye/z. Végiil az n-edik szinten a fanak n, X n, X - X n_csomoépontja (le-
vele) lesz. Altaldnos szabalyként megjegyezhetd, hogy ha a csomépont a fa k-adik
szintjén talalhatd, és az apacsomépontjanak ez az i-edik fia, akkor az A, halmaz
i-edik elemét rendeljitk hozza. Mivel a fa barmely csomépontjahoz a gyokérbél
pontosan egy 1t vezet, ezért elmondhat6, hogy minden csomépont képviseli ezt
az utat. A levelek mindegyike a Descartes-szorzat valamelyik elemét képviseli —
azt, amelyiket a gyokérbdl az illetd levélhez vezet6 ut abrézol.

Hogyan jelennek meg a fdban a feladat megoldasvektorai? Ha a megoldéasok
a Descartes-szorzat adott tulajdonsagu elemei, akkor ezeket azok az utak abrazol-
jak, amelyek a gyokértsl egy-egy levélhez vezetnek. Nevezzitk ezeket megoldas-
utaknak vagy megoldasdgaknak, a hozzajuk tartozé leveleket pedig megoldasle-
veleknek. Egyes feladatokban a megoldasokat nem feltétlentil gyokér-levél utak
abrazoljak, hanem a gyokért6l adott tulajdonsagt csomdpontokhoz vezetd utak.
Altalanos esetben tehat megolddscsomépontokrél beszéliink. Ezek utdn nem ne-
héz atlatni, miért nevezziik a feladathoz rendelt fat a megoldédsok terének.

Mindezeket figyelembe véve egy backtracking-feladat az alabbi médon is
megfogalmazhatd: keressitk meg a feladathoz rendelhetd fa megoldascsomépont-
jait, illetve épitsiik fel azokat a megoldasutakat, amelyek a gyokérbél ezekhez
vezetnek, és amelyekhez, természetesen, éppen a megoldasvektorok vannak ren-
delve. Mindezt az x tombben fogjuk megvaldsitani, amelyet — amint latni fogjuk —
gy hasznalunk, mint egy vermet.*

Szemléltetésiil lassuk, hogyan miikoédik a 4-kiralyné feladatot megoldé
backtracking algoritmus az imént bemutatott fan. A 3.5. dbran, helyhiany miatt,
nem rajzoltuk le a teljes fat (a negyedik szinten 256 levele van). Csak azt a részfat
rajzoltuk le, amely potenciélisan tartalmazza a megoldasleveleket a fa é16 ré-

4 A verem egy linearis adatszerkezet, amelynek ugyanazon végén (a ,tetején”) torténik mind a
betevés, mind a kivevés. Ebbdl kifolydlag az utoljara betett elem lesz az elsének kivett. (Last
In First Out)
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szén). A csomébpontjait aszerint sorszdmozzuk, hogy milyen sorrendben latogat-
juk meg 6ket. A jobb attekinthetdség kedvéért bejeloltiik az ,,616 csomépontok”
»Szdraz irdnyba” vivé fiait is. A fa alatt megadtuk a csomépontok meglatogata-
sénak pillanatdban a verem (az x tomb) tartalméat. A vastagitott vonalat kovetve
lathatjuk, mikor mely elemek kertilnek be, illetve ki a verembdl.

Indulunk a gyokérbdl. Sorra megvizsgéljuk a gyokér uténi elsé szint cso-
moépontjait, a gyokér fiait, és felléptink ahhoz, amelyrél els6ként talaljuk azt,
hogy potencialisan megoldédscsomoéponthoz vezet. Itt hasonl6képpen jarunk el:
megvizsgaljuk a fiait (a bel6le 4gazé mésodik szint csomépontjait), és ahogy olyat
taldlunk, amely igéretes irdnyba vezet, odalépiink. gy jarunk el egészen addig,
mig olyan csoméponthoz nem jutunk, amelynek nyilvdnvaldan egyetlen fia sem
vezet megoldashoz. Ilyenkor visszalépiink az el6z6 szinti apacsoméponthoz,
ahol folytatjuk a keresést, tovabbi igéretes fiak utan kutatva. Ha taldlunk egy
Gjabb csomépontot, amely potencidlisan megoldascsomoéponthoz vezet, akkor
4jbél fellépiink a kovetkezé szintre. Ha egy csomépontbél méar minden irdnyt
ellendriztiink — az igéreteseket be is jarva —, akkor innen is visszaléptink. Az al-
goritmus akkor ér véget, amikor a gyokérbdl dgazé dsszes elsé szinti csomépont-
tal foglalkoztunk mar. Valahanyszor megoldascsomépontot taldlunk, a gyokérbél
hozzé vezet6 Gt egy megoldasvektornak felel meg.

A fa ily médon torténd bejarasat mélységi bejardsnak® nevezziik (lasd az
1.6.1. alfejezetet). Vegyiik észre, hogy nem jartuk be a teljes fat, csak azt a részfat,
amely potenciélisan tartalmazza a megoldasokat. Ezt neveztiik a fa é16 részének,
a tobbi szdraz dg a feladatra nézve. Nyilvan minél jobban sikeriil lesztikiteni a
bejart részfat, annal hatékonyabb az algoritmusunk. Ez attél fiigg, hogy mennyire
hatékonyan tudjuk meghatéarozni, hogy egy bizonyos irany igéretes-e. A 4-kiraly-
n6 feladata esetén sikeriilt csupén 16 csomépont meglétogatasa altal megtalalni a
megoldéasokat, holott a teljes fanak 6sszesen 4+16+64+256 = 340 csomdpontja
van (nem szamoltuk a gytkeret, lévén csupan virtualis).

De mit is jelent az, hogy egy irany igéretes, vagy hogy az illet6 fiticsomépont
potencialisan megoldascsoméponthoz vezet? ElGszor is kovessitk nyomon, mi-
ként alakul 4t a keresés alatt az aktudlis 1t (a gyokérbél az aktualis csomépont-
hoz vezet6 t) megoldasutta. Amikor felfele 1éptink a faban, 4j csomépont keriil
az aktualis at végére. Visszalépéskor egy bizonyos csomépont elttinik a végérél.
Nos, egy csomé6pont akkor vezet potencidlisan megoldascsomépont felé, ha igé-
retesen béviti a gyokérbdl az aktualis csomdoponthoz vezetd utat. Hogyan értendd
ez? Emlékezziink, hogy egy 1t attél megoldésut, hogy a csomdépontjaihoz rendelt
elemek megoldéasvektort alkotnak. Més széval, az illet6 tithoz rendelt elemek
rendelkeznek a megoldasvektorokat azonosité belsé tulajdonsaggal. A backtrac-
king médszer kulcsotlete az, hogy amennyiben a széban forg6 fiicsomdpont-

5 A fakat 4ltaldban a gyokeriikkel fent és a leveleikkel lent szokés &brazolni. Mivel mi
megforditottuk, ezért esetiinkben talal6bb lenne a ,fa magassagi bejérasa” kifejezés.
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hoz rendelt elem méris nem fér 6ssze — a megoldasvektorokat azonosité belsé
tulajdonsag szempontjabél — a mar az aktualis Gton 1év6 csomépontokhoz ren-
delt elemekkel, akkor értelmetlen az illet§ csomépontra épitve keresni az Gjabb
megoldasokat. Tehat egy megvizsgalt fiticsomépont akkor igéretes, ha — az imént
bemutatott értelemben — nem keriil ,,konfliktusba” az apacsomépontjahoz vezetd
aktuélis Gt mar igéretesnek talalt csomépontjaival. Példaul az n-kiralyné feladata
esetén a fa csomoépontjaihoz rendelt elemek a sakktdbla négyzeteit képviselik.
Ha a széban forgé csomépont altal képviselt négyzetet tdimadjak az aktualis Gton
16v6 csomdpontok négyzetein mar elhelyezett kiralynék, akkor nyilvéan ,széaraz
irdnyro6l” van szé.

Az a feltétel, amelynek alapjan eldonthetd, hogy az illeté csoméponttal igé-
retesen bévithet6-e az aktualis 1t, a feladat megoldésait azonosité belsé tulaj-
donsagok alapjan hatarozhaté meg. Amint megfigyelhettiik, ennek a feltételnek
kulcsszerepe van minden backtracking algoritmus esetében, hiszen alapvet6en
ez hatarozza meg, mekkora lesz a bejart részfa.

Es most lassuk, miként val6sult meg a fan bemutatott algoritmus az x tomb-
ben? Nem épitettiik fel a fat a szamit6gép memoriajdban, csak szimulaltuk a be-
jarésat az x tomb segitségével. A 3.5. dbra és az algoritmus tanulmanyozésa a
kovetkez6 fontos észrevételekhez vezet:

— Az x tombot tgy kell haszndlnunk, mint egy vermet. Figyeljuk meg, hogy

a fa bejarasanak egy adott pillanatdban a tomb az aktuélis tton talalhat6
csomoépontok képviselte elemeket tartalmazza. Amikor felfele 1épiink a fa-
ban, a verem tetejére 1j elem keriil. Visszalépéskor eltinik a verem tetején
1év6 elem.

— A fa bejarasakor minden érintett csomdépontban alapvetéen ugyanugy
kellett eljarnunk: sorra megvizsgaltuk a fiait, és valahanyszor igéretest ta-
laltunk, felléptiink hozza, ahol hasonl6képpen jartunk el. Természetesen
minden csomépontban ellenérizniink kell, hogy nem képvisel-e éppen
megoldast.

— A fénak a fenti algoritmus szerinti bejarasét tgy is felfoghatjuk, hogy egy
csomoponthoz tartozd részfa bejarasat visszavezetjilk igéretes fitrész-
fainak a bejarasara (egy részfa akkor igéretes, ha potencidlisan tartalmaz
megoldascsomépontot).

Mindharom észrevétel azt sugallja, hogy az algoritmust célszert lehet rekurzi-
van megvaldsitani, ahogy tettiik is. Ez egy olyan eljards megirasat feltételezi, amely
mindig az aktudlis szinten dolgozik (legyen ez a k-adik): sorra generalja az el6z6
szinti apa (x[k—1]) fiait, és valahanyszor igéretest talal, meghivja magat az illet6 fi-
tcsomépont (mint Gjdonsiilt apa) kovetkezd szinti (k+1) fiaira. A visszalépés au-
tomatikusan torténik a rekurzié mechanizmusa altal, amikor a kurrens apa Gsszes
fidnak a vizsgalata befejez6dott. Ha az a részfa, amely potencidlisan tartalmazza a
megoldésokat, véges, akkor nem kell tartanunk a végtelen rekurziv hivasoktél: mivel
a leveleknek nincsenek igéretes fiaik, ezekre az algoritmus nem hivja meg 6nmagét.
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Visszalépéses keresés

A backtracking algoritmusokat szokas visszalépéses keresésnek is nevezni. Mi tgy
mutattuk be ezt a stratégiat, mint amelyet valamely feladat dsszes megoldéasa genera-
lasara hasznalunk. Masfeldl, keresésként felfogni egy feladatot azt jelenti, hogy érde-
keltek vagyunk a feladat reprezentacios grafjanak startcsticsbél valamely célcstucsba
vezetd utjaban.

A visszalépéses keresés a startcsiicsbol elindulva egyetlen tton hatol be a graf
amennyire csak lehetséges. Ezért is szoktak depth-first keresésként (DFS) is emle-
getni. A startcsicsbdl a keresés aktualis csomdpontjaba vezet6 utat teljes hosszaban
nyilvantartja (ez magédba foglalja az Gtrél leagazd, még ki nem proébalt élek nyilvan-
tartasat is). Akkor lép vissza, (1) ha a keresés zsakutcaba jutott, (2) ha az aktualis
csucsbdl kivezetd osszes tutrdl kidertilt, hogy nem vezet célba, (3) ha korre futott,
illetve (4) ha az aktualis ut hossza egy elére megadott mélységi korlaton tal néne.
A visszalépéses keresés akkor ér véget, ha talalt egy célcsicsba vezet utat, vagy ha
mar minden lehetséges utat végignézett. (Gregorics 2014)

3.3. Recept backtracking feladatok megoldasahoz

A backtracking feladatok egyik sajatossaga, hogy a feladat dsszes megolda-
sédban érdekeltek vagyunk. Ha optimalizalési feladatot akarunk megoldani back-
trackinggel, akkor a médszer az, hogy generaljuk az 6sszes potencialis megol-
dast, és optimumot keresiink ezek kozott (a kiir eljarast lecseréljiik egy min/max
keresére; az optimalis megoldast utélag irjuk ki).

Az alébbi 6tlépéses receptet javasoljuk backtracking feladatok megoldasahoz:

1. Hogyan kédolhatok a feladat megolddsai vektorokként? El6nyt jelentenek
az olyan kddolasok, amelyek azonos hosszii megoldaskddokat eredményeznek.

— Nyomra vezethet, ha egy konkrét példan kisérleteziink. Példdul ha a 4x4-

es sakktédblara feltessziik a két helyes kirdlynd konfiguraciot (lasd a 3.4. ab-
rat), akkor nem nehéz atlatni, hogy ezek a (2,4,1,3) és (3,1,2,4) vektorokkal
kédolhatok.

— Fontos azonositani, hogy milyen belsé tulajdonsag jellemzi a megoldas-

kédvektorokat!

2. Igyeksziink felallitani a 3.6. dbran bemutatott modellt (az x tomb magassa-
ga kéz a kézben jar a megoldasvektorok hosszéval).

- Azonositjuk az A, (k=1,2,...) halmazokat, ahonnan a megoldasvektorok

elemei szarmaznak. Mar a kédolaskor figyelniink kell arra, hogy az a, , a,,,
... értéksorozatok generdlhaték legyenek (altaldban nem léteznek kiillon
eltaroltan). Fontos megjegyezni, hogy az A, halmazok altalaban azonosak.
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Ebbél adédik, hogy minden szinten alapvetéen ugyanazt a forgatékony-
vet kell kovetni, amiért is olyan elegansan egyszerd tud lenni a BT eljarés
(féleg a rekurziv implementacidja). Példaul a 4-kiralyné feladat esetén a
modell a 3.7. &bra szerint alakul.

— A modellbél, altalaban, egy az egyben ad6dik a BT eljaras.

3. Megirjuk az igéretes fiiggvényt, amely az algoritmus kulcselemének te-

kintendd!

— Az igéretességi feltétel a megoldéas-kédvektorokra jellemz6 belsé tulajdon-
sagbol kovetkeztethetd ki.

4. Megirjuk a megoldas fiiggvényt!

— Az igéretességi feltételen til még milyen feltételnek kell teljestilnie ahhoz,
hogy a generalt vektor megoldaskédnak bizonyuljon?

5. Megirjuk a kiir eljarast!

— A kiir eljaras a kurrens megoldasvektor dekédolasat is tartalmazhatja. Pél-
daul az n-kiralyné feladatnal megjelenithetjiik, sakktéblan, a megfeleld ki-
ralyné-felallitast.
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3.7. abra. A 4-kirdlynd feladat modellezése
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3.8. abra. A 4-kiralyné feladat backtracking megolddsdnak
balettkoreogrdfidja (AlgoRythmics 2020)
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3.4. Megoldott feladatok

A fenti recept hasznélatdnak begyakorldsahoz az olvasé figyelmébe ajanljuk
az Algoritmusok feliilnézetbdl jegyzet (Katai 2007) 2.3. alfejezetében bemutatott
megoldott feladatokat.

Halmazmiiveletek: Generaljuk az {1, 2, . . ., n} halmaz
— p-szeres Descartes-szorzatanak elemeit;

— Osszes permutécioit;

— p-edrendii kombinécibit;

— Osszes részhalmazat;

— 0sszes particiojat.

Osztalyterem: Adott n tanul6 neve a tanuld[1..n] tombben, akiket kétszemé-
lyes padokba szeretnénk letiltetni. Pontosan annyi pad van, amennyi sziikséges
(ha a tanulék szama paratlan, egy iiléhely ires marad). Irjuk ki az 6sszes lehets-
séget, ahogy a tanuldk letiltethet6k az (n+1)/2 padba!

Urna: Adott egy urna, amelyben n piros és m fekete goly6 talalhaté. Gene-
raljuk az 6sszes lehet6séget, ahogyan p (p < n+m) golyé kivehetd az urnabdl!

Pénzérmék: Adottak az a,, a,, ..., a, értékii pénzérmék, mindenik tipusbol
barmennyi. Irjuk ki az 6sszes lehetséges modot, ahogyan egy s 6sszeg kifizethet6
ezen pénzérmék segitségével.

Szuperprimek: Generaljuk az 6sszes n szamjegy( szuperprimet. Egy termé-
szetes szamot szuperprimnek neveziink, ha prim és a szamjegyei jobbrdl bal-
ra sorrendben torténd egyenkénti levagdsaval nyert szamok (tekintsiik ezeket a
szdm prefixeinek) is mind primek. Példaul 239 szuper prim, mert 239, 23 és 2
mind primek.

1/2 halmazok: Hatdrozzuk meg az dsszes p elemii halmazt, amely rendelke-
zik az alabbi tulajdonségokkal:
— minden eleme n (n < 32) szamjegy;
— az elemek csak 1-es és 2-es szamjegyeket tartalmaznak;
— béarmely két eleme pontosan m (m < n) pozicién tartalmaz azonos szam-
jegyeket;
— a szdmok egyetlen poziciéban sem tartalmaznak azonos szamjegyeket.

Békak: Legyen egy s[1 .. 2n+1] karakterldnc, amelyben az els6 n elem 0, az
(n+1)-edik sz6koz, a tobbi pedig 1-es. Generaljuk az 6sszes lehetdséget, ahogyan
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a nullasok (fehér békak) helyet cserélhetnek az egyesekkel (fekete békak), a ko-
vetkez6 feltételek mellett:
— a fehér békak csak balrdl jobbra, a feketék pedig csak jobbrol balra szok-
doshetnek;
— egy béka akkor haladhat elére, ha el6tte sz6koz van, vagy ha az el6tte 1évé
béka el6tt sz6koz van, ez utébbi esetben atugorhatja az elétte 1évé békat.

Labirintus: Adott egy labirintus az a[1..n][1..m] binaris témbben (1-essel k6-
doljuk a falat, 0-val a folyos6t). Adott még egy személy pozicidja a labirintusban
(az x koordinéta a sorindex, az y az oszlopindex). Generaljuk az 6sszes hurok-
mentes utat, amelyen a személy kijuthat a labirintusbél.

Fénykép: Adott egy fekete-fehér kép, amelyet az a[1..n][1..m] bindris mat-
rixban taroltunk (a 0 a fehér tartomanyokat, az 1 a fekete foltokat /targyakat/
abrazolja). Allapitsuk meg a képen talédlhat6 targyak szamét!
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Oszd-meg-és-uralkodj Hanoiban. A Hanoi tornyai matematikai jatékot
1883-ban Edouard Lucas francia matematikus javasolta. Egy legendabél inspira-
l6dott, amely szerint a vildg megteremtésekor egy 3 ridbdl és 64 korongbdl all6
feladvanyt kezdtek el ,jatszani” Brahma szerzetesei. A jaték szabalyai szerint az
els6 ridrél a harmadikra kell atrakni a korongokat (felhasznélva a masodikat is)
ugy, hogy minden 1épésben egy korongot lehet attenni, és nagyobb korong nem
tehet6 kisebb korongra. A legenda szerint, amikor a szerzetesek végeznek majd a
korongok atjuttatasaval, a kolostor 6sszeomlik, és a vildgunk megszlinik 1étezni
(Hanoi tornyai 2020).

A 4.1. dbra harom korongra tartalmazza a megoldést (egy 1épés definidlhat6
egyszerlien gy, hogy mely radrél mely radra mozditunk korongot, hiszen nyil-
vanval6, hogy a forrasrad tornyanak legfelsé korongjat tessziik 4t a célrad tor-
nyanak tetejére). (A feladat 4llapottér-reprezentacitja végett lasd a Fiiggeléket.)

(1-23) (1-2) (322) (1-3)
T A AN SPEARERREN
3 3 1 3 2 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

(2->1) (2-3) (1->3)
-~ "\ /’—-\\\
AN R .- A
2 3 1 2 3 1 3 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

4.1. abra. A Hanoi tornyai feladvany megolddsa 3 korongra

Az oszd-meg-és-uralkodj (divide-et-impera) stratégia felderitése végett ma-
radjunk tovabbra is Brahma szerzeteseinél:

— Tekintstik tgy, hogy a kolostor legid6sebb szerzetese vallalta be a 64 (n)
korong athelyezésének felelGsségét az 1. ridrdl (forrasrad) a 3. ridra (célrad), a

2. rad (segitérad) segitségével;
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* E legidésebb szerzetes felszélitja (akar egy uralkodo) legidGsebb tanitva-
nyat, hogy 6 helyezze ét a fels6 63 (n—1) korong alkotta tornyot, el6szor a
forrasriadrol (1. rad) a segitéridra (2. riad), a célrad (3. rid) segitségével;

* Ezutén a legidGsebb szerzetes atteszi a 64. korongot (legalsét) a forrasrid-
rél (1. rid) a célridra (3. rad);

* Majd djra int legidGsebb tanitvanyénak, hogy méltéztasson a korabban se-
gitéridra (2. rad) helyezett 63 (n—1) magassaga tornyot innen athelyezni
a célradra (3. rad), a felszabadult forrasrudat (1. rid) hasznalva segitség-
ként.

— A legid6sebb tanitvany (valahdnyszor munkara fogjak) nyilvan hasonlé-
képpen uraskodik, mint mestere: szélitja a korban kovetkezd tanitvanyt (az 6
kozvetlen tanitvanyat), és leosztja neki a 62 (n—2) magas torony...

— A legifjabb tanitvany feladata lesz majd az 1 magassdgu torony, azaz a
legkisebb korong mozgatasa.

Vegyiik észre a kovetkezdket:

— Az 1. szerzetes, a legidGsebb, 1-szer teszi a kezét az n. korongra; a 2. szer-
zetes 2-szer teszi a kezét az (n—1). korongra; a 3. szerzetes 4-szer teszi a kezét az
(n—2). korongra;... az n. szerzetes, a legifjabb, 2771-szer teszi a kezét az 1. ko-
rongra.

* mindez 2°—1 korongelmozditést jelent, ami n=64 esetén: 18446744073

709551615 lépés;

* ha 1 lépés/masodperccel szamolunk, akkor ez kb. 590000000000 évet
jelent.

— ,0szd meg”: barmely i>1 magas torony egyszeri athelyezésének problé-
méja vissza lett vezetve az (i—1) magas torony kétszeri athelyezésének problé-
majara;

* barmely szerzetesnek kiosztott feladat altalanos alakja: valamennyi ko-
rong 4thelyezése adott forrasridrol adott célridra, a fennmaradt rad se-
gitségével,;

* az i. szerzetes 2i~'-szer kell hogy megbirk6zzon az i magassaga toronnyal
(1,2,...i korongok).

- ,,6s uralkodj” (i>1): a kurrens szerzetes kurrens feladatanak (i torony: for-
rasradrol, célradra, segitériddal) elvégzése azt feltételezi, hogy titemezi a be-
vallalt egyetlen korong (a neki leosztott i magas torony legalséja) elmozditasat
és a keze ala dolgozo6 kozvetlen tanitvanynak tovabbosztott munkakat (lasd a
4.2, 4brat is):

* kozvetlen tanitvanya (i—1 torony: forrasradroél, segitéradra, célriiddal);

* kurrens szerzetes (i. korong: forrasradrol, célradra);

* kozvetlen tanitvanya (i—1 torony: segitéridrél, célridra, forrdsraddal).

— Az n=3 esetre a 2°—1=7 lépés ,,0szd-meg-és-uralkodj zardjelezéssel”:
((1-3), 1-2, (2—3)), 1-3, ((2—1), 2-3, (1-3)).
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4.2. abra. Oszd-meg-és-uralkod; stratégia a Hanoi tornyai feladatra: Hm:f,c,s)
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4.1. Az oszd-meg-és-uralkodj médszer stratégiaja

Milyen feladatok oldhaték meg az oszd-meg-és-uralkodj médszer segitsé-
gével? Azok, amelyek visszavezethet6k, més sz6val lebonthatok két vagy tébb
hasonlé, egyszertibb (kisebb méretti) részfeladatra. E részfeladatok hasonldak 1é-
vén, maguk is visszavezethet6k tovdbbi hasonl6, még egyszer(ibb részfeladatok-
ra. Addig jarunk igy el, mig trividlisan egyszeri részfeladatokhoz jutunk, ame-
lyek tovdbb nem bonthatok.

Egy fat latunk magunk el6tt, amelynek gyokerében az eredeti feladat talal-
haté. A fa els6 szintjén helyezkednek el azok a részfeladatok, amelyekre elsé
lépésbdl bonthaté le a feladat. Mely részfeladatok keriilnek a mésodik szintre?
Nyilvén azok, amelyek kozvetlentil adédnak az elsé szinti részfeladatok lebon-
tasabodl. A fa leveleibe a lebontasb6l ad6dé trivialis részfeladatok kertilnek. Te-
kintettel, hogy barmely csomoépont képviseli az illeté gyokerd részfat, ezért tigy
is gondolkodhatunk, hogy a teljes fa abrézolja az eredeti feladatot, a fitrészfak
pedig a részfeladatokat. Mivel e fastruktira minden csomépontjdban hasonlé
feladatok talalhaték, a részfeladatok altalanos alakjarol beszélhetiink. Az eredeti
feladat gy tekinthetd, mint az altalanos feladat hataresete, abban az értelem-
ben, hogy méretben a legnagyobb. A trivialis részfeladatok a masik hataresetként
foghatdk fel, hiszen méretben a lehet6 legkisebbek (tovdbb nem darabolhatdk).
A 4.3. dbra a ,,Hanoi tornyai fat” mutatja be n=3 esetre.

4.3. abra. A Hanoi tornyai feladat részfeladatokra bontdsa n=3 esetben

Az oszd-meg-és-uralkodj algoritmus rekurzivan kozeliti meg a feladatot.
Ebbél adédik eleganciaja. Az algoritmust implementéalé rekurziv eljarast (vagy
figgvényt) nyilvan az 4ltaldnos feladatra kell megirnunk és az eredetire meg-
hivnunk. Az eljarasnak (figgvénynek) killonbséget kell tennie trividlis és nem
trividlis részfeladat kozott. Mas szdval két forgatékonyvet tartalmaz:

a) Trividlis esetben fel kell véllalnia az illet6 részfeladat teljes megoldasét.
Ez fog a rekurzi6 megallasi feltételeként szolgélni.
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b) Ha nem trivialis a feladat, megoldésat, rekurziv hivéasok éltal, vissza kell ve-
zetnie a kozvetlen részfeladatai megoldasara. Ez hdrom 1épésben valdsithaté meg:

1. meghatéarozzuk a kozvetlen részfeladatokat, amelyekre az altalanos fel-
adat lebonthaté (,,0szd meg...”);

2. rekurziv hivasok altal megoldatjuk e kozvetlen részfeladatokat (... és
uralkodj”);

3. a kozvetlen részfeladatok megoldasaibol felépitjiikk az é&ltaldnos feladat
megoldésat.

Ime egy oszd-meg-és-uralkod;j algoritmus lehetséges vaza:

oszd_meg_és_uralkodj(<altalanos_feladat_paraméterei>)
ha <trivialis> akkor
[oldd meqg]
kilonben
[hatarozd meg a fiurészfeladatokat]
[rekurziv hivasok altal oldd meg ezeket]
[épitsd fel a megoldast]
vége ha
vége oszd_meg_és_uralkodj

E stratégia, a Hanoi tornyai feladatra vonatkoztatva:

Hanoi(i,forras,cél,segit6) /Ikurrens apafeladat
hai== 1 akkor [[trividlis eset
ki: ’(, forras, '—’, cél,’)
kiilébnben
Hanoi(i—1,forras,segit6,cél) [/ffiarészfeladat
ki: ’(, forras, '—’, cél, 'y
Hanoi(i—1,segitd,cél,forras) [ffidrészfeladat
vége ha
vége Hanoi

A fenti eljarast nyilvan a Hanoi(n,1,3,2) alakban hivjuk meg.

Hogyan keriil bejarésra egy oszd-meg-és-uralkodj algoritmus révén a feladat
lebontédsabdl szarmazo fastruktiara? A rekurziébdl adédéan nyilvan mélységében:
a kurrens csomépont képviselte részfeladat megoldasa ennek elsé fitrészfeladata
megoldasaval kezd6dik, amely a maga részérél az 6 elsé fitrészfeladataéval, és
igy tovabb. Barmely nem trivialis részfeladat megoldésa feltételezi a fitrészfel-
adatok el6zetes megoldast.

Bar a Hanoi tornyai problémat nagyon eltaldlja az oszd-meg-és-uralkod;j
megkozelités, ez nem jelenti azt, hogy a tobbi médszer nem tudna hozzéaszélni.
Egy sajatos feliilnézet végett 1lasd a (Katai—-Kovacs 2014) tanulményt.
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»,Nem tudja a jobb kéz, mit csinal a bal”

Mi torténik, ha a feladat lebontésakor a fa kiilonb6z6 dgain azonos részfeladatok je-
lennek meg? Példaként tegyiik fel, hogy n elem k-adrendt kombinaciéinak szamat sze-
retnénk kiszdmitani oszd-meg-és-uralkodj algoritmussal a C(n,k) = C(n—1,k) + C(n—1,
k—1) képlet alapjén [triviélis esetek C(i,i) = C(7,0) = 1]. Els6 lépésben a C(n,k) kiszdmi-
tdsa a C(n—1,k) és a C(n—1, k—1) kiszamitasara vezetédik vissza. A masodik 1épésben
megjelend részfeladatok pedig a kovetkezék lesznek: C(n—2,k) és C(n—2,k—1), valamint
C(n—2,k—1) és C(n—2,k—2). Ime maris megjelent két azonos részfeladat. Mivel az oszd-
meg-és-uralkodj stratégia a részfeladatokat egymastol fiiggetlentil oldja meg (,nem tudja
a jobb kéz, mit csinél a bal”), az azonosak tjra és djra megoldésra keriilnek, ahdnyszor
csak talalkozunk veliik a fa bejarasa kézben (lasd 4.4. dbra).

Ilyen feladatok megoldéséra el6nytelen oszd-meg-és-uralkod;j algoritmust irni. Példaul
megtorténhet, hogy a fa 6sszes csomépontjanak szdma exponenciélisan fiigg a bemenet
meéretétdl, bar a kiilonboz6 részfeladatokat képvisel6k szdma csak polinom értéke a be-
menetnek. A 7. fejezetben megismerkediink majd a dinamikus programozas médszeré-
vel, amelyre jellemz6 a méar megoldott részfeladatok nyilvantartdsa és ezek eredményei-
nek térolasa (az azonos részfeladatok ismételt megoldésa elkeriilése céljabol).

Erdekes, hogy a Hanoi tornyai feladat esetében is jelennek meg identikus részfel-
adatok a kiilonb6z6 lebontési 4gak mentén [n=3 esetén a H(1:1,3,2) részfeladat; élta-
lanos esetben a csatolt fastruktiranak mar a masodik szintjén identikus csomépon-
tok/részfak jelennek meg, a H(n—2:1,3,2) részfeladat képviseletében], de ezek ismételt
végrehajtasa sziikségszert.

C(5,3)

4/\>

)

o~
w

C(

’

C(3,3) C(3,2)

/\
/\\

>

C(2,2) C(2,1) c(2,1) c(2,1)
C(1,1) C(1,0) C( C(1,0) C(1,1) C(1,0)

4.4. abra. A C(5,3) feladat részfeladatokra bontdsdnak fdja.
Sziirkével jeloltiik az identikus részfdakat, amelyek ismételt
végrehajtdsat nem keriili el az oszd-meg-és-uralkod; stratégia
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4.2. Recept oszd-meg-és-uralkodj stratégiaval

megoldhato feladatokhoz

Ha tisztazzuk az aldbbi kérdéseket, akkor ezekbdl az algoritmus természet-
szertien fog adédni:

1.
2.

3.

N

Hogyan vezethetd vissza a feladat hasonld, egyszeriibb részfeladatokra?
Mi a feladat Gltaldnos alakja? Melyek a paraméterei?

(Ezek lesznek az eljaras/fiiggvény formalis paraméterei.)

Milyen paraméterértékekre kapjuk az eredeti feladatot?

(Ezekre hivjuk meg kezdetben az eljarast/fiiggvényt.)

. Mi a trivialitds feltétele? Hogyan oldhaték meg a trividlis részfeladatok?
. Nem trivialis esetben melyek az dltalanos feladat kézvetlen részfeladatai-

nak a paraméterei?
(Ezek lesznek a rekurziv hivasok aktualis paraméterei.)

. Hogyan épithet6 fel a fiarészfeladatok megoldasaibél az altalanos feladat

megoldésa?

A fenti sablont természetesen nem lehet egy az egyben minden feladatra
rahazni. Az elv megértésében segitenek a most kovetkezé megoldott feladatok.

4.3. Megoldott feladatok

Legkozelebbi pontpar keresése (Cormen 2003). Adott egy n (n=2) elemi
Q={p,x,.v,), p,(x,.¥,), .... p,(x,.¥,)} sikbeli ponthalmaz, és érdekeltek vagyunk a
legkozelebbi pontpérban, illetve az elemei kozti tavolsdgban. Példaul légi vagy
tengeri forgalomiranyitdsnal célszert(i lehet nyomon kovetni a két legkdzelebbi
jarm1 helyzetét, a lehetséges ttkozések elbrejelzése érdekében. A nyers er6 mod-
szere azt jelentené, hogy egy 6(n?) algoritmus révén parositunk minden pontot
minden ponttal, és kivalasztjuk a legkdzelebbi parost.

mintavolsag = «
minden i = 1,n-1 végezd

minden j = i+1,n végezd
ha tévolség(pi,pj) < mintavolsag akkor
mintavolsag = tévolség(pi,pj)
vége ha
vége minden

vége minden
ki: mintavolsag
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Az ,0szd meg és uralkodj” stratégia révén viszont elérhet6é az 6(nlogn) bo-
nyolultsag. Alkalmazzuk az elébbiekben javasolt 6 1épéses receptet:

1. Hogyan vezethetd vissza a feladat hasonld, egyszeriibb részfeladatokra?

A Q ponthalmazt egy fligg6leges egyenessel kettéosztjuk egy bal oldali P és
egy jobb oldali Q\P ,,egyenlé” elemszamu halmazra, és a Q-beli legkozelebbi pont-
pérkeresés problémaéjat visszavezetjiik az ezekben torténé legkozelebbi pontpar
keresésére.

2. Mi a feladat dltalanos alakja? Melyek a paraméterei?

Az altalanos alak egy kurrens P ponthalmaz legkézelebbi pontpartavolsaga-
nak meghatdrozasa. A paraméterek legyenek a k=|P| érték, valamint az X[1..k]
és Y[1..k] tombok, amelyek x, illetve y koordinatak szerint rendezve (monoton
novekvé sorrendben) tartalmazzak a P halmaz pontjait.

3. Milyen paraméterértékekre kapjuk az eredeti feladatot?

Az eredeti feladatra vonatkozé fiiggvényhivas paraméterekként az n értéket,
valamint az X[1..n] és Y[1..n] rendezett tomboket kapja meg (a rendezések el6z6-
leg kell megtorténjenek 6(nlogn) idében).

4. Mi a trivialitds feltétele? Hogyan oldhaték meg a trividlis részfeladatok?

A k=2 vagy k=3 méreti részfeladatokat fogjuk trividlisan egyszertinek tekinteni.
A k=3 esetben minimumot szamolunk a harom lehetséges pontpér-tavolsag kozott.

5. Nem trividlis esetben melyek az dltaldnos feladat kézvetlen részfeladatai-
nak a paraméterei?

Jelolje P, , és P2 kurrens P halmaz kettéosztdsab6l ad6dé halmazokat. Az
6(nlogn) bonyolultsag biztositasahoz fontos, hogy a P, , és P, ,, halmazoknak meg-
felelé (X, .Y, ) és (X Yion) rendezett tomboket linearis idében éllitsuk el a pa-
raméterként kapott, P halmazra vonatkoz6 X[1..k] és Y[1..k] rendezett tombokbdél.
Mivel a kettéosztas fiiggéleges egyenessel torténik, ezért P, -ba az egyenes pozi-
ci6janal kisebb (vagy egyenld) x koordinétaju pontok (k/2 darab), P, ,,ba pedig a
nagyobb (vagy egyenld) koordinatdjtak (k-k/2 darab) kertilnek. Ennek megfelels-
en: X, [1..(k/2)] = X[1..(k/2)] és onbb[l..(k-k/z)] = X[(k/2+1)..k]. Az Y[1..k] rendezett
tomb szétvélogatasa Y, [1..(k/2)] és Y/’ubb[l"(k_k/z]] rendezett tombokre torténhet az
alabbi eljarassal (a merge-sor 6sszefésiilési technikdjanak a forditottja):

a=b=0
minden i = 1,k végezd
ha Y[i] € P, akkor
a=ati
Y, .[al = Y[i]
kiilonben
b =b+1
Y woplP] = Yl
vége ha
vége minden
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6. Hogyan épithetd fel a fiurészfeladatok megolddsaibdl az dGltalanos feladat
megolddsa?

Ez a 1épés is fontos, hogy linearis id6ben torténjen, ahhoz, hogy a végsé
algoritmus elérje az 6(nlogn) bonyolultsdgot. Ha P legk6zelebbi pontpérjanak
mindkét pontja vagy P, -ban vagy P, -ban taldlhaté, akkor a P-re vonatkoz6 visz-
szatérési érték (jelolje d) kozvetlentl felépithetd a P, -ra vagy P, Ta vonatkozo
rekurziv hivasok visszatéritette értékekbdl (jelélje d, , és djobb): d= min(dbd,diobb].
De mi van akkor, ha P legkozelebbi pontpérjanak egyik pontja P, -ba, a masik
pedig P, ,,-ba esik?

Tekintsiink a kettéoszt6 egyenestdl balra is és jobbra is egy-egy d széles fiig-
gbleges savot. Ha van P-nek d-nél kozelibb pontparja az egyenes két oldalan,
akkor ezek garantaltan ebben a sdvban talaltatnak. Toroljiik Y-b6l azokat a ponto-
kat, amelyek e sdvon kiviil esnek. E sztikitett Y (legyen Y’) minden pontparjanak
vizsgalata sem johet széba, mert négyzetes id6t feltételezne. Kell hat még egy
otlet.

Fiiggbleges irdnyba is kijelenthetd, hogy ha két pont kozelebb van egymas-
hoz, mint a d érték, akkor ezek y koordinata szerinti tavolsdga sem lehet d-nél
nagyobb. Tekintstink ezért a 2d széles fiigg6leges savon beliil egy d magas viz-
szintes savot is. Belathatd, hogy egy ilyen 2d X d méretti téglalapba legfennebb
8 pont eshet. Mivel P, -ban a pontok tdvolsdga nagyobb vagy egyenld, mint d,
ezért a téglalap bal négyzetébe legtobb 4 P, -beli pont eshet, amennyiben ezek a
4 sarokban helyezkednek el. Ugyanez kijelenthetd P, -ra vonatkozoan is. A 8-as
maximumot akkor érjiik el, ha a kettéoszt6 egyenes és a téglalap metszéspontjai-
ba két-két azonos koordinatdji pontpar esik (ilyenek létezését nem zartuk ki), és
a szétosztasnal ezek egyik tagja P, -ba, a masik pedig P, ,,-ba kertl. Ezen észrevé-
tel hozadéka abban 4ll, hogy Y’ elemeinek a pasztdzasakor minden pontot csak a
kovetkez6 7-tel kell parositani, ami azt jelenti, hogy a belsé ciklus konstansszor
fut le, és igy a mtivelet linearis idében valdsul meg. Amennyiben d-nél kozelibb
pontpart taldlnank, frissitjiik d-t az ennek megfeleld tavolsaggal.

Az oszd-meg-és-uralkodj elnevezést (angolul ,divide and conquer”) néha
olyan algoritmusokra is alkalmazzak, ahol minden 1épésben csak egy hasonlé
egyszer(ibb részfeladattd redukéalédik a kurrens feladat. Ilyen esetben talalébb
lehet a ,kicsinyitsd és urald” elnevezés (angolul ,,decrease and conquer”). Ilyen
algoritmus a binaris vagy logaritmikus keresés, amikor is minden lépésben a ke-
resés a rendezett sorozatnak vagy, az alsé vagy a felsé felében folytatddik (1asd to-
vabba az Algoritmusok feliilnézetbdl jegyzetben a 11.1.1. alfejezetet, Katai 2007).
Egy masik példa a gyorshatvanyozasi algoritmus.

Gyorshatvanyozas: A 2.1. alfejezetben jeleztiik, hogy létezik hatékonyabb,
mint 8(n) algoritmus a hatvdnyozéisra, amennyiben van stratégiank. Az alabbi
oszd-meg-és-uralkodj szellemi algoritmus 6(logn) bonyolultsdgi. Mivel minden
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lépésben vagy az egyik, vagy a masik rekurziv hivésra keriil sor, ezért masfelél
skicsinyitsd és urald” algoritmusrél van sz6. Tovabba, mivel minden lépésben
felére csokken az elvégzend6 szorzasok szama, ezért csak (logn) rekurziv hivasra
kertl sor. Ez azt jelenti, hogy (logn)-szer kertil sor egy négyzetre emelésre, vagy
egy négyzetre emelésre és egy plusz szorzasra (paratlan n-ek esetén).

Kicsinyitsd és urald
Akkor beszéliink ,kicsinyitsd és urald” stratégiar6l, ha minden 1épésben a feladat
(altalaban rekurziv hivasok révén) egyetlen hasonld, egyszertibb feladatta redukals-
dik. A kicsinyités torténhet egy adott értékkel (példaul a® = a*! - a), egy adott fak-
torral (példaul a» = a™? - a™?) vagy valtozo értékkel. Az utolso esetre példa az alabbi
rekurziv algoritmus, amely a legnagyobb k6zos oszt6t hatdrozza meg:
Inko(m,n)
ha m == n akkor
return n
kiilonben
return Inko(n,m%n)
vége ha
vége Inko

Alakitsd at, hogy uralhasd

Hasonl6 gondolatmenetet alkalmaznak az ,alakitsd at, hogy uralhasd” megkoze-
litések. Ennek egyik valtozata az ,egyszertisitsd, hogy uralhasd”. Példaul gyakran
hatékonyabb algoritmust eredményez, ha elére rendezziik a bemenetet. Tegyiik fel,
hogy az a feladat, hogy hatarozzuk meg, melyik érték fordul el6 legtobbszor egy adott
sorozatban. 68(nlogn) id6é bonyolultsagic megoldéast eredményez, ha eldszor rendez-
zitk a szamsort egy hatékony algoritmussal, majd megkeressiik a leghosszabb kons-
tans részsorozatat.

Egy masik valtozat az ,abrazold masként, hogy uralhasd” stratégia. Erre példa a
Gausz-modszer linedris egyenletrendszerek megoldasahoz.

Idénként a ,vezesd vissza, hogy uralhasd” megkozelitést célszerti alkalmazni. Ez
azt jelenti, hogy igyeksziink a feladatot egy olyan feladatra visszavezetni, amelyre
mar ismertink hatékony algoritmust. Példa lehet erre az, ahogy a legkisebb ko6zos
tobbszoros kiszamitasat visszavezetjiik a legnagyobb k6zos oszté kiszamitasara:

Ikkt(m,n) = (m-n) / Inko(m,n)
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Az Algoritmusok feliilnézetbdl cimi jegyzet (Katai 2007) tovabbi nyolc oszd-
meg-és-uralkodj algoritmust mutat be megoldott feladatokon:

Maximumkeresés: Adott egy szdmsorozat, amelyet az a[1..n] tombben tarol-
tunk. Hatarozzuk meg a legnagyobb elem indexét!

Binaris keresés: Adott egy szigorian novekvd szamsorozat, amelyet az
a[1..n] tombben taroltunk, valamint egy x szdm. Keressitk meg a szdmot a szdm-
sorozatban, és ha megtaléalhat, téritsiik vissza a sorszamat, kiillonben nullat!

Who's my match?[

4.5. abra. Bindris keresés flamenco tdnccal (AlgoRythmics 2020)

Mergesort: Rendezziik névekvé sorrendbe az a[1..n] tombben tarolt szam-
sorozatot, a novekvd szamsorozatok dsszefésiilésére vonatkozé algoritmusra ala-
pozva.

alo} all]  al2l  al3 a4 als] alé a7 ale

AR AA00 N
A a''s I;\ﬂﬁl (e (5)

b(0] bi1) (4] ) bl7) bi8] bi9]

4.6. abra. Mergesort szdsz néptdnccal (AlgoRythmics 2020)
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Quicksort: Rendezziik névekvé sorrendbe az a[1..n] tombben tarolt szamso-
rozatot, a szdmsorozatok szétvalogatasara vonatkoz6 algoritmusra alapozva.

4.7. abra. Quicksort kiikiillémenti legényessel (AlgoRythmics 2020)

Koch-fraktal: Rajzoljuk ki a képernyére az n-edik szint(, D szélesség(i Koch-
fraktalt.

Lemezdarabolas: Adott egy n méter hosszi és m méter széles téglalap alakt
lemezdarab. A lemez bal alsé sarka a (0, 0), a jobb fels6 pedig az (n, m) koordi-
nétaju pontban van. A lemezen p pontszer®i lyuk taldlhat6é egész koordinatdja
poziciékban, amelyeket az Ly[1..p] tomb tarol. Az i-edik lyuk koordinatéit az
Lyli].x és Ly[i].y mezGk taroljak (i = 1, n). A koordinatatengelyekkel parhuzamos
teljes vagasokat (minden vagassal a lemez két részre esik) alkalmazva, vagjuk ki
a legnagyobb lyukmentes teriiletet a lemezbdl.

Négyzet és kor: Adott egy négyzet a bal als6 sarkanak koordinétai és az ol-
dalhossza altal (a négyzet oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel), va-
lamint egy kor a kozéppontja koordinatai és a sugara &ltal. Hatarozzuk meg a
metszési feluletiik teriiletét haromtizedes pontossaggal.

Matrixszorzas: Adott két n X n méretti (n kettének a hatvanya) matrix, A és
B. Szorozzuk 6ssze 6ket hatékonyabban, mint a klasszikus médszer, amelyekkel
matrixokat szorzunk.



5. MOHO MODSZER

»Moho kédok”. 1951-ben, az MIT-n (Massachusetts Institute of Technology)
David Huffman és osztélytarsai valaszthattak a vizsga és egy tudomanyos dolgo-
zat frasa kozott, ,leghatékonyabb binaris kéd” témakorben. Huffman mar azon
volt, hogy nekilat tanulni a vizsgara (merthogy hidba prébalkozott barmelyik kod
optimalitdsanak bizonyitaséval), amikor hirtelen az az 6tlete tdimadt, hogy hasz-
néljon gyakorisagon alapul6 binéris fat a kédolashoz, amelyrél konnytiszerrel bi-
zonyitani is tudta, hogy a lehetd leghatékonyabb médszer. Ez joggal lephette meg
professzorat, Robert M. Fanot, aki Claude Shannonnal egy hasonlé, de kevésbé
hatékony kodot fejlesztett ki.

Huffman mohé megkozelitést hasznalt: ha szeretnénk, hogy egy szoveg ka-
rakterenkénti k6dja (minden karaktert helyettesitiink a kédjaval) a lehet6 legro-
videbb legyen, akkor a gyakoribb karaktereknek révidebb, a ritkabbaknak pedig
hosszabb kédot célszerti vélasztani.

Példaként tekintsiik azt a szoveget, hogy ,,SAPIENTIA-INFORMATIKA”.
A szoveg karaktereinek gyakorisagi tablazatat az 5.1. abra mutatja be.

A I N T E F K M O p R S -

4 4 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5.1. abra. A ,,SAPIENTIA-INFORMATIKA” jelmondat
karaktereinek gyakorisdagi tablazata

Huffman egy binaris fat épitett a gyakoriségi tdbla alapjan. A szoveg karakte-
rei a fa leveleibe keriilnek, és a megfelel6 kodok a gyokér-levél utak binaris abra-
zolasai lesznek (balra: 0, jobbra: 1). A moho elvvel 6sszhangban azt szeretnénk,
hogy a gyakoribb karaktereket képviseld levelek magasabbra, a ritkdbbakat dbra-
zolék pedig mélyebbre kertiljenek a faban. Huffman a fat lentrdl felfele (a leve-
lekt6l a gyokeér felé) iranyba épitette fel. Kezdetben minden karakter csomé6pontja
kalon all6 egyponti fanak tekintendd. E gyokércsomépontok mindegyike tarolja
az illet6 karakter gyakorisagat (lasd az 5.2. abrat). Minden lépésben 6sszevonjuk
a két legkisebb gyakorisagértékd gyokérrel rendelkezé részfat (vastagitott korok
jelzik az abrakon) oly médon, hogy létrehozunk részitkre egy kozos apacsomé-
pontot. Az Gj apacsomépont (az egyesiilt részfak kozos gyokere) gyakorisagértéke
a fitrészfak gyokerei gyakorisidgértékeinek 6sszege lesz.

A megadott példa esetében a felépiilt binéris fa gyokér-levél Gtjai képviselte

kédok:
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S:1110; A: 000; P: 1000; I: 001; E: 0101; N: 011; T: 110; F: 01000; O: 1011;

R: 1001; M: 1010; K: 01001; —: 1111.

Lathat6, hogy a gyakoribb karakterek (példaul az 'A’ és az 'T’) rovidebb ké-
dokat kaptak, a ritkdbbak pedig hosszabbakat. A ,SAPIENTIA-INFORMATIKA”
szoveg Huffman-kodja 74 bit hosszi lesz:

1110000100000101010111100010001111001011010001011100110100001

1000101001000

Ha minden karakternek azonos hosszi kddot valasztanank, akkor a 13 ka-
rakter-kéd kialakitasa legaldbb 4 bit hosszt kédokat feltételezne, ami 84 hosszra
rigna fel a 21 karakter hosszt szoveg elk6dolasakor.

De miként tudjuk dekoédolni a szoveget, ha valtozé hosszi kodokat hasz-
néltunk? Meddig tart az els6 karakter k6dja? Vegyiik észre, hogy egyetlen kéd
sem prefixe a mésiknak. Ez a tény 6sszecseng azzal, hogy az dsszes kédolandé
karakter levél-pontja a Huffman-fanak (kilonbozé gyokér-levél utak értelem-
szertien nem lehetnek egymasnak prefixei). A Huffman-fan alapulé dekédolési
algoritmus kurrens 1épése abbdl all, hogy indul a gyokérbdl, és megkeresi a fa
azon levelét, amelyhez a szoveg-kod soron kévetkezd bitjei mint valami tatjelzé
tablak (0=bal / 1=jobb) elvezetnek. Példaul az elsé karakterhez, az 'S’ betiihtz
agy jutunk, hogy 1 (jobb) = 1 (jobb) — 1 (jobb) — 0(bal). Tehat a szoveg-kéd 1110
szakasza kédolja az elsé bettit, azaz az ’S’-t.

o o o o o o o o

5.2.a. abra. Huffman-fa megépitése: 1. 1épés
5.2.b. abra. Huffman-fa megépitése: 2. Iépés

@@@@& L

5.2.c. abra. Huffman fa megépitése: 3. 1épés
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@@@@&@QQ

5.2.d. abra. Huffman-fa megépitése: 4. Iépés

@@@@&5{@@

5.2.e. abra. Huffman-fa megépitése: 5. Iépés

au

E
5.2.f. dbra. Huffman-fa megépitése: 6. lépés

(0 ()
F K

5.2.g. abra. Huffman-fa megépitése: 7. 1épés



68

5. MOHO MODSZER

5.2.j. abra. Huffman-fa megépitése: 10. lépés
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5.2.1. abra. Huffman-fa megépitése: 12. 1épés
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5.2.m. dbra. Huffman-fa megépitése: 13. 1épés

Altalanosan is kijelenthetd, hogy a mohé médszert optimalizalasi feladatok
megoldéséra hasznaljuk. Ime néhény tovabbi példa mohé feladatra (Algoritmu-
sok feliilnézetbdl jegyzet; Katai 2007):

1. Felvoné: Egy egyszemélyes felvoné el6tt n személy 4ll, akikrdl ismert,
hogy hanyadik emeletre szeretnének feljutni (e, e,, ..., e,). Milyen sorrendben
kellene hogy hasznéljdk a felvonét, ha azt szeretnék, hogy a varakozési idejik
Osszege minimadlis legyen? Mennyi lesz ez az 6sszidd, ha tudjuk, hogy a felvo-
né idGegységekként egy emeletmagassagot tesz meg, és a kiszallas és beszallas
»szempillantas alatt” torténik?

2. Misorok: Adott n tévémtsor, amelyeknek ismert a kezdési és befejezési
idépontjuk: (b,, e ), (b,, €,), ..., (b,, e ). Egy csaldd, amelynek egy tévékésziiléke
van, tigy dont, hogy a [B,E] idéintervallumban (b, = B, e, < E, i = 1,n) tévézni fog.
Mely miisorokat valasztjak (lehetnek atfed6dé miisorok is, amelyeket természe-
tesen mas-mas kanélison kozvetitenek), ha azt szeretnék, hogy a legtébb miisort
lassék (a kivélasztott miisorokat teljes egészében megnézik)? Legkevesebb hany
tévékészulékre lenne szitkségiik (és legalabb hany tagt kellene hogy legyen a
csalad) ahhoz, hogy minden mtisort megnézhessen legalabb egy csaladtag?

3. Telefonhalézats: N szadmu varos kozott telefonhal6zatot szeretnének ki-
épiteni. Egy d[1..m] egydimenziés tombben adott, hogy mely varosparok kozott
épithetd ki direkt telefonvonal, valamint hogy ezek a kapcsolatok egyenként
mennyibe keriilnének. Az i-edik kozvetlen vonal végpontjait, valamint megépi-

6  Ma madr nyilvan nem igy torténik a telefonkapcsolatok kiépitése.
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tési koltségét a d[i].x, d[i].y és d[i].k mez6k téroljak. Mely véarosok kozott épitsék
ki a kozvetlen telefonvonalakat ahhoz, hogy 6sszekapcsoljanak minden varost
(legalabb kozvetve), és az 6sszkoltség minimalis legyenek?

4. Madarak: Adott n+1 fa, amelyek 1-t6l (n+1)-ig vannak megszamozva.
Az els6 n fa mindenikén elhelyezkedett egy-egy madar. Ezeket is megszamozzuk
1-t6l n-ig. Az i-edik féra az i-edik madar széllt (i = 1, n). A madarak elkezdenek
athelyezkedni. Minden lépésben valamelyik madar atrepiil az éppen iires fara
(egyszerre csak egyetlen madar van a leveg6ben). Ismerve, hogy egy idé utan
melyik madéar éppen melyik fara széllt, ,repitsiik vissza” a madarakat eredeti
helyiikre minimdlis szamu repiiléssel.

5. Legrovidebb utak: Adott egy n X n méreti d matrix, amely egy n varost
0sszekotd athédlézatot dbrazol. A d[i][j] elem az i és j varosok kozti kozvetlen 1t
hosszat tarolja (ha két varos kozt nincs direkt at, a megfelel6 matrixelemek ér-
téke o). Hatarozzuk meg az els6 varostél az 6sszes tobbihez vezetd legrévidebb
utakat és ezeknek a hosszat.

A feladatok szovegében dolt betiikkel irtuk azokat a szavakat, amelyek az
optimalizélas gondolatat hordozzék.

A moho feladatokban altaldban arrél van sz6, hogy egy dontéssorozattal kell
meghatarozni az optimalis megoldast. Egyes esetekben egyszertien az optimalis
sorrendet kell megtaldlni, maskor egy halmaznak valamilyen szempontbdl vett
optimalis részhalmazat, stb. Fontos megjegyezni azonban, hogy a méasodik eset-
ben is dltaldban az vezet el az optimélis részhalmazhoz, ha optimalis sorrendben
vizsgaljuk meg a halmaz elemeit.

5.3. abra. Mohé dontéssorozat a feladat struktiirdjat szemléltetd fan

Ujra egy fa elevenedik meg eléttiink, éspedig egy dontési fa, amely a feladat-
hoz rendelhet6 (lasd az 5.3. abrat). Minden dontéssel a feladat kisebb és kisebb
méretd hasonld feladatokka redukélédik, amelyek az eredeti feladat egymasba
agyazott részfeladatainak tekinthet6k (ezt szemléltettiik a szaggatott vonalad ke-
retekkel). Az eredeti fa az elsé dontéssel lesziikiil valamelyik fitrészfajara (azzal,
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hogy valasztunk, mintha lemetszenénk a fardl a tobbi fitrészfat), majd a kovet-
kez6 dontéssel ennek valamelyik fiarészfajara, és igy tovabb, mig mér csak egy
levél marad beléle.

Az optimalis dontéssorozatot, amely elvezet az optimalis megoldédshoz, a fa
valamelyik gyokér-levél atja képviseli. Nevezziik el ezt az utat optimalis tGtnak,
az illet6 levelet pedig optimalis levélnek. Ezek utdn gy is megfogalmazhaté egy
moh¢ feladat, hogy keressitk meg a feladathoz rendelheté dontési fa optimalis
gyokér-levél atjat.

5.1. A moho6 moédszer stratégiaja

A mohé algoritmusok filozé6fidja nagyon egyszert, és azokra az emberek-
re emlékeztet, akik a manak élnek. Neve jelentésével tsszhangban, mindig az
adott lépésben optimaélisnak latsz6 dontést hozza (mi a legigéretesebb valasztas
tekintettel az optimalizélasi kovetelményekre), nem szdmolva az esetleges hosz-
szi tava kovetkezményekkel. Ugy gondolkodik, hogy a lokalis optimum majd
globalis optimumhoz vezet. Amennyiben ez nem igaz az illet§ feladatra, vagy
nem talal megoldést, vagy nem talalja meg az optimalisat (legfennebb véletleniil,
bizonyos sajatos esetekben).

Példaul ha a feladat az, hogy fizessiink ki egy S 0sszegetaza,, a,, ..., a, érté-
ki pénzérmékkel Gigy, hogy minimalis szamua érmét hasznalunk, akkor egy mohéd
megkozelités az lehetne, hogy az érmékkel értékeik szerinti csékkend sorrend-
ben prébalkozunk. A kovetkezé inputokra az elébbiekben jelzett médokon fogna
mellé a moh6 médszer: S=11, a[1..3]={2,3,5}; S=9, a[1..3]={1,3,5}. A 7. feje-
zetben dinamikus programozasos megoldast adunk e feladatra.

Megjegyzés: Mivel a mohé médszer alapgondolata, miszerint a lokalis opti-
mum globalis optimumhoz vezet, altaldnossdgban nem igaz, ezért a teljes meg-
oldashoz az is hozzétartozik, hogy bizonyitjuk, hogy a széban forgé feladatra
viszont igaz. Ennek ellenére — ha beérjiik kevesebbel is, mint az optimélis meg-
oldas — célszer(i lehet minden olyan esetben alkalmazni a moh6 megkdozelitést
(még ha nem is bizonyithaté a nyert algoritmus helyessége), amikor minden més
stratégia tdl bonyolult vagy til nagy id6igény algoritmust eredményezne.

Lassuk, melyek lennének a moho valasztésok a fenti példakban:

1. Az els6ként felvon6zé személy utazasi ideje (pontosabban ennek kétsze-
rese, mert a felvono vissza kell hogy j6jjon a foldszintre) bekeriil az 6sszes tobbi
laké varakozasi idejébe, azaz (n—1)-szeresen kertil bele az 6sszvarakozasi idébe.
Altalanosan, az i-edikként utazé laké feljutasi ideje (n—1i)-szeresen keriil bele az
Osszvarakozasi idébe. Nyilvanvalé hat, hogy minden 1épésben a kovetkezé leg-
alacsonyabban laké személy célszerii, hogy hasznélja a felvonét, hogy a kisebb
utazasi id6k keriiljenek bele sokszorosabban az 6sszvarakozasi idébe.
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2. Els6re tigy gondolhatnank, hogy a legrovidebb mtisort célszerti els6ként
programra tlizni. Erre ellenpélda az, amikor E=0, B=24, n=3, b1=0, e,=12,
b,=12,e,=24,b,=11, e,=13 (14sd az 5.4. 4brat). Ha a legrévidebb mfisort (a 3-ast,
amely 2 6ra hossziisagn) valasztjuk, akkor ezzel a mésik kett6t, mint ezt atfeds-
ket, alapbol kizarjuk. Ezzel szemben valaszthattuk volna a két 12 6ras mtsort.
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5.4. abra. Szemléltetd példa arra az esetre, amikor a legrévidebb miisor
(3-as) nem része az optimdlis megolddsnak (1-es és 2-es miisorok)

A helyes moho valasztast a leghamarabb befejezdd6 miisor jelenti, merthogy
igy a lehet6 leghosszabb folytonos id6szakasz marad fenn tovéabbi vélasztasokra.
Ha a soron kovetkezd legigéretesebb musor atfedédik a mar kivélasztottakkal,
egyszertien kihagyjuk.

3. Mindig a kovetkezd legolcsébb szakaszon épitjik ki a telefonvonalat,
iigyelve arra, hogy ne épitsiink kozvetlen vonalat ott, ahol mar létrejott kozvetett
kapcsolat. Egy masik lehetéség, hogy kezdve barmelyik varossal, minden 1épés-
ben a legolcsébban csatolhatd vérost kapcesoljuk a mér 6sszekotottekhez.

4. Arra toreksziink, hogy mindenik madar a lehet6 legkevesebb repiiléssel
keriiljon a helyére. Tehat mindig az a madar fog repiilni, amelyiknek a faja ép-
pen ires. Ily médon az illeté madar egy repiiléssel a helyére keriil. Ha egy adott
pillanatban az (n+1)-edik fa valik tiressé, és nincs még minden madar a helyén,
akkor ezek koziil valamelyik elrepiil az (n+1)-edik fara. Ez a madar végiil két
repiilésbdl keriil a fajéra.

5. Mindig a mar elért varosokhoz legkdzelebb esé varos lesz a kovetkezd,
amelyikhez meghatarozzuk a legrévidebb utat. Ez a sorrend biztositja majd, hogy
minden varoshoz a legrévidebb tton jussunk el.

Szamos moh6 feladat esetében az alabbi helyzet ismerhetd fel.

Létezik egy tigynevezett ,jeloltek halmaza” (az elemei arra palydznak, hogy
az optimalis megoldas részét képezzék), és egy bizonyos ,célfiggvény”, amely
a jelolthalmaz részhalmazainak halmazan értelmezett. A feladat abbél all, hogy
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a jelolthalmaz adott tulajdonsdgi részhalmazai kozul meg kell hatarozni azt a
részhalmazt, amelyik optimalizalja a célfiiggvényt. Ime a moho algoritmus erre
a helyzetre:

greedy(J)
S=0
amig nem megoldas(S) és J # @ végezd
x = legigéretesebb(J) (1)
J=J\{x} (2)
ha bdvitheté(S,x) akkor
S=Su{x} (3)
vége ha
vége amig
ha megoldas(S) akkor
kiir(S)
kiilonben
ki: ,Nincs megoldas”
vége ha

vége greedy

Ahol:

—7J: jelolthalmaz.

— S: ebben a halmazban épitjiik fel a megoldast.

— legigéretesebb(]): a moho6 dontés alapjan kivalasztja a jel6lthalmaznak az
adott pillanatban legigéretesebbnek tiin6 elemét. Mivel ennek a fiiggvény-
nek a szerepe a célfiiggvény optimalizdlasa, ezért ez utébbibdl kovetkez-
tethetd ki. A legigéretesebb fiiggvény a lokalis optimumot biztositja, a cél-
figgvény pedig a globélist.

— bé6vithetd(S,x): Ellendrzi, hogy az x elemmel bévithet6-e az S halmaz, az-
zal a kilatassal, hogy végiil a megoldashalmaz a kivant tulajdonsagu le-
gyen. Tehéat onnan vezethet6 le, hogy a jel6lthalmaz mely tulajdonsagt
részhalmazai kozott keressiik az optimalist. Ha a feladat azt kéri, hogy az
eredeti halmazra hatarozzuk meg a célfiiggvény optimumat (lasd az 1. pél-
dafeladatot), akkor a bévithetd fiiggvény elvesziti szerepét.

— megoldas(S): ellendrzi, hogy felépiilt-e a megoldas.

— kiir(S): kiirja a megoldast.

A moho stratégia kulcsgondolata az eljarés (1), (2) és (3) soraiban testesiil meg:

1. Mindig az adott pillanatban legigéretesebbnek latszé jeloltet valasztjuk

(a dontési fa aktualis csomdpontjanak legigéretesebb fiat).

2. A kivalasztott jeloltet ,,6rokre” eltavolitjuk a jelolthalmazbél.

3. Ha a megoldashalmaz bévithet6 az illeté elemmel, akkor végérvényesen

beletessziik, ha nem, akkor végképp lemondunk rdla.
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Tehat egy moho algoritmusban nincs visszalépés (back-track). Amint mon-
dani szokas, mindent feltesz egy lapra. Hogyan allapithat6 meg, hogy egy feladat
megoldhat6-e a moho stratégiaval? Nincs altalanos médszer, azonban van két alap-
elv, amelyek ha érvényesek az illet6 feladatra, akkor bizonyithat6an alkalmazhat6
r4 a moho stratégia. Szerencsére az esetek nagy t6bbségében ez jarhaté t.

5.2. A moho stratégia hattere

5.2.1. A moh¢ valasztés alapelve

Emlékezzlink, hogy a moho stratégia szerint mindig az adott 1épésben leg-
jobbnak ting valasztast hajtjuk végre, barmelyik legyen is az, majd ezt kovet6en
megoldjuk azokat a részfeladatokat, amelyekre valasztadsunk nyoman a feladat le-
szikiilt. Ezzel 6sszhangban az aktuélis valasztas fiigghet (figyelembe tudja ven-
ni) az el6z6 dontésektdl, de nem fiigghet a késébbiektél, hiszen mindez még a
jové titka. Ugy is fogalmaztunk, hogy a greedy algoritmusok fentrél lefele halad-
va, egymast koveté moho dontések altal a feladatot mind kisebb és kisebb mérett
feladatta redukaljak. Ez azt jelenti, hogy a dontési fanak egyetlen gyokér-levél
atjat generdljak, bizva abban, hogy pontosan ez lesz az optimalis.

Ezek utan a moho valasztas alapelve a kovetkezéképpen jelenthetd ki:

1. a feladat optimdlis megoldasa moho vélasztassal kezdddik (vagy moédosit-

hat6 gy, hogy moho valasztassal kezd6djon),

2. és e valasztas nyoman a feladat hasonlé feladatta redukalodik.

Természetesen, ha a moho valasztds nyomén nyert feladat hasonlé, akkor ennek
az optimélis megoldésa is moh6 vélasztassal fog kezd6dni (vagy médosithat6, hogy
azzal kezd6djon), és igy tovabb... A feladat optimalis megoldasénak ez a tulajdonsaga
sziikséges feltétel annak bizonyitasahoz, hogy a globélis optimum felépithetd lokalis
optimumok (mohé dontések) sorozataként. Mi hidnyzik még a teljes bizonyitashoz?

LegyenD,, D,, ..., D _a feladat optimélis megoldasa. Pontosabban, az az opti-
malis dontéssorozat, amely a globélis optimumot biztositja. Azt szeretnénk bebi-
zonyitani, hogy ezen dontések mindenike egyenként mohé valasztés, azaz loka-
lis optimum. Mit biztosit ebbdl a moho valasztés alapelve? Azt, hogy D, biztosan
mohé valasztas. Mire van még sziikség ahhoz, hogy a mohé valasztas alapelvébdl
koévetkezzen a D, dontés moho volta is? Ehhez a D), D,, ..., D, dontéssorozatnak
is optimalisnak kell lennie, annak a részfeladatnak az optimalis megoldé4sanak,
amellyé a feladat az els6 mohé déntés nyomén redukalédott. Altaldnosan: a D, (i
= 2,n) dontések moho voltanak bizonyitasdhoz tovabbi szitkséges feltétel, hogy a
D,D,.,, ..., D, alakt részdontéssorozatok ugyancsak optimalisak legyenek. Pon-

i+1°
tosan ezt mondja ki a kévetkezé alapelv.
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5.2.2. Az optimalitéas alapelve

A feladat optimalis megoldésa a részfeladatok (amelyekre a feladat a mohé
dontések nyoman redukalédik) optimélis megoldasaibdl épiil fel. Ez azt jelenti,
hogyha D, D, ..., D_egy optimalis déntéssorozat, akkor ebbdl kovetkezik, hogy
aD,D,,, ..., D alaki részdontéssorozatok ugyancsak optimalisak az illet6 rész-
feladatokra nézve.

Végkovetkeztetésként leszogezhetjiik, hogy ha egy feladat optimélis megol-
daséra érvényes a moho valasztas, valamint az optimalitas alapelve, akkor meg-
oldhat6 greedy modszerrel.

5.2.3. A moho stratégia helyességének bizonyitasa

Az alédbbiakban be fogjuk mutatni a mtisorok feladat kapcsdn a moho algo-
ritmus helyességének bizonyitasat.

Legyen K = {1, 2, ..., n} a miisorok (jeloltek) halmaza, és S € K egy optimalis
részhalmaz (a legszamosabb, amely nem tartalmaz atfed6d6 miisorokat). Tovab-
ba legyen p a legigéretesebb miisor, amely leghamarabb fejez6dik be.

El8szor is bebizonyitjuk, hogy van olyan optimélis megoldas, amely a moho
dontéssel kezdddik, azaz hogy p € S, vagy médosithato6 S gy, hogy p eleme legyen.
Tegytik fel, hogy p € S, és legyen q az S-nek azon eleme, amelynek a legkisebb a be-
fejezési ideje. Ha felcseréljitk g-t p-vel (ezt megtehetjiik, mert a p mtisor hamarabb
befejezddik, mint a ¢ miisor), egy masik optimélis megoldast kapunk. Tehét 1étezik
olyan optimalis részhalmaz, amely tartalmazza a legigéretesebb mtisort.

Vegyiik észre, hogy az els6 mohé dontés nyoman a feladat a kovetkez6 rész-
feladatta redukélédott: Legyen K, € K az a halmaz, amelyet 1igy kapunk, hogy
eltavolitjuk K-bél a p miisort és a vele atfedédé miisorokat. Hatdrozzuk meg K, -nek
egy legszamosabb részhalmazdt, amely nem tartalmaz dtfedédé miisorokat. Ez
valéban az eredeti feladattal azonos, de kisebb méretti.

Be fogjuk bizonyitani, hogy az S—{p} részhalmaz optimélis megoldasa a fenti
részfeladatnak. Mivel S nem tartalmaz atfed6d6 mtsorokat, S—{p} c K. Tegyiik
fel, hogy létezik B c K| tigy, hogy B szamosabb, mint S—{p}, és nem tartalmaz
atfed6dé mtsorokat. Ez esetben viszont B U {p} jobb megoldédsa lenne az eredeti
feladatnak, mint S. Ez viszont ellentmond a feltételnek, miszerint S optimalis meg-
oldésa a feladatnak. Tehat a feladatra érvényes az optimalitas alapelve is.

Mindezen elméleti fejtegetések utan biztosan érdekli az olvasét, miként is
kozelithet meg egy moho feladatot? Sajnos (vagy éppen ez a szép benne) nincs
recept ezt illetéen. Talan ez a médszer az, amelyik, bar a legegyszer(ibb, mégis
a legtobb leleményességet koveteli. Kiillonosen ahhoz kell leleményesség, hogy
helyesen azonositsuk a mohé valasztast, amely a feladatot hasonlé feladatta re-
dukalja. Mindenképpen ez az els6 1épés. Az vezethet nyomra ebben, hogy mit is
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kell optimalizélni. Ezért mondtuk, hogy a legigéretesebb fiiggvény a célfiiggvény-
b6l kovetkeztethetd ki. Ha az el6bbiekben bemutatott algoritmusvéz alkalmaz-
hat6 a feladatra, akkor masodik 1épésben a bévithetd fliiggvényt kellene megirni.
A tobbi fiiggvény altalaban magatdl értet6dé.

A fenti algoritmusvézzal azonban nem az volt a célunk, hogy sablont ad-
junk az olvasénak, inkdbb azt ajanljuk, hogy sajatitsa el a mohé gondolkodas
szellemét, és sajatosan alkalmazza az egyes feladatokra. Ebben segithet a fentebb
bemutatott hat feladat megoldasa, ahogyan ezeket az Algoritmusok feliilnézetbdl
jegyzet kifejti (Katai 2007).

5.2.4. A moho algoritmusok heurisztikaja

Ahogy arra mar utaltunk az 5.1. alfejezetben, bizonyos mohé algoritmusok
nem mindig nyudjtjdk az optimalis megoldast, s6t egyes bemenetekre tgy talal-
hatjék, hogy nincs megoldas, holott a val6sagban létezik. Az ilyen algoritmuso-
kat heurisztikus megoldasoknak nevezziik. Az aldbbiakban két olyan feladatot
mutatunk be, amelyek esetében csak heurisztikus moh¢ algoritmusok ismertek.
Mivel e feladatok esetében a ,tokéletes megoldast” nyujté algoritmusok id6igé-
nye nagy bemenetekre til nagy lehet, iigy donthetiink, hogy beérjik a moh6
algoritmusok nyujtotta elég j6 megoldasokkal.

Térképszinezés: Adott egy térkép, amely n orszagot tartalmaz, és ismert, me-
lyik orszag melyikkel szomszédos. Szinezziik ki a térképet Ggy, hogy ne kapjon
két szomszédos orszag azonos szint, és minimaélis legyen a hasznalt szinek szama.

Egy moh6 megkozelités a kovetkez6 lehetne: Veszem az els6 szint, és kifes-
tem vele a lehetd legtobb orszagot. A kovetkezd szinekkel hasonléképpen jarok
el. Bar bizonyithaté, hogy barmely térkép kifesthet6 legfennebb négy szinnel,
az imént felvazolt algoritmus nem mindig fogja megtaldlni a minimalis szint
megoldast.

Utaz6 kereskedd: Ismert egy orszdg uthal6zata, azaz hogy mely varosok ko-
zOtt vannak direkt utak, és mekkora ezek hossza. Hatdrozzuk meg (egy utazé ke-
reskedd részére) a legrovidebb olyan korutat, amely minden varost érint egyszer
és csakis egyszer (kivéve az indulési varost).

Egy lehetséges mohé gondolatmenet, hogy az utaz6 kereskedé mindig az
aktualis varosbdl kozvetlen elérheté legkozelebbi — még nem érintett — varost
valassza. Nem nehéz taldlni olyan példakat, amikor ez az algoritmus nem adna
meg a legjobb megoldast, vagy egyszertien nem taldlna megoldast (holott 1étezik).
Visszatériink erre a feladatra a 8. fejezetben.

A fenti feladatokat megoldé heurisztikus algoritmusok implementélasat az
olvaséra hagyjuk.
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5.3. Egy dijazott mohé algoritmus

Az alabbiakban az tgynevezett stabilhdzassag-problémat mutatjuk be,
amelyre 1962-ben David Gale és Lloyd Shapley kozoltek egy mohé algoritmust
(Gale-Shapley 1962). Az6ta az algoritmust szdmos tudoményteriileten alkalmaz-
tak sikeresen. A torténet rendkiviilisége abban all, hogy 2012-ben a szerz6k meg-
kapték algoritmusukért a kozgazdasagi Nobel-emlékdijat.

A stabil hazassag problémaja. Legyen n férfi és n né, illetve ezek preferen-
cialistdi a masik nem tagjait illetéen (lasd az 5.5. abrat). Parositsuk ¢ssze a néket
és a férfiakat n hazassag keretében tgy, hogy a ,,hazassdgok” stabilak legyenek
(nincs olyan férfi és né, akik egymés preferencialistajén el6rébb szerepelnek,
mint azok, akivel ténylegesen dsszeparositottuk éket).

/2 N
}: 3 Déniel
—

5.5. abra. Példa n=3 esetre. Minden élre rdirtuk, hogy az illet§
kapcsolatot milyen szinten preferdlja a megfeleld fit, illetve lany (példaul
Tamds a Jilia, Anna és Eszter sorrendben preferdlja a Ianyokat, Jilia
pedig Daniel, Péter és Tamdas sorrendben a fitikat). A megvastagitott
nyilak abrazolta kapcsolatok stabil hdzassdgokat jelentenek.

Megoldds: Bizonyitott, hogy a kovetkez6 moho stratégia stabil hdzassagok-

hoz vezet:

— 1. nap: Minden férfi elmegy a legpreferaltabb lany udvardba szerencsét
probélni. Ha egy lany udvaraba tobben érkeznének, akkor a legpreferdl-
tabb marad (az udvarban), a tébbi pedig ki van , kosarazva” (hazakiildve).

— 2. nap: Minden ,kikosarazott” férfi elmegy a kovetkezé legpreferaltabb
lany udvaraba. Ahogy az el6z6 nap, a legpreferaltabb marad, a tobbi pedig
ki van ,kosarazva”. Ha valamely lany udvardba preferéltabb férfi érkezik,
mint aki az el6z6 naprol ott maradt, akkor ez utébbit, a tegnapit, hazakiil-
di.

— Stb. Mindezt addig folytatjuk, mig mindenkinek megkeril a pérja.

Lassuk, hogy mtikodik az algoritmus a megadott példan. A pF és pL témbok
a fitk, illetve a lanyok preferencialistait taroljak (5.6. dbra).
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pF 1 2 3 pL 1 2 3
1111213 {11213
21213 2031112
31123 3131112

5.6. abra. Inputadatok a szemléltetd példdhoz (a sorindexek fitikat/
lanyokat, az oszlopindexek sorrendet, az értékek pedig lanyokat/fitikat
jelentenek; kék szinnel abrazoltuk a fitikat és rézsaszinnel a lanyokat)

Az 5.7. abra azt szemlélteti, hogy miként vezet megoldashoz az algoritmus
4 menetbdl.

PF 1 2 3 pL 1 2 3 pF 1 2 3 pl 1 2 3
11273 11]2]3 1f1]2]3 1l1]2]3
Lnap 515 [1]3 20312 3.map 507013 20312
3[1]2]3 3[3]1]2 3[1]2]3 3[3]1]2
PF 1 2 3 pL 1 2 3 pF 1 2 3 pL 1 2 3
11273 11273 1f1]2]3 1l1]2]3
2nap 5513 203112 4nap 517013 20312
3[1]2]3 3[3]1]2 3[1]2]3 3[3]1]2

5.7. abra. A pF tombben azt satiroztuk be, hogy melyik lanyndal
tart az illetd fit, a pL-ben pedig azt, hogy mely fitik érkeztek az
illetd lanyhoz. A piros tombelem kikosarazott fitit Gbrazol

A bemeneti tombokbdl eléallitjuk a LF[1..n][1..n] tombo6t, amelynek a LF[i]
[j] cellaja azt tarolja, hogy az i lany mennyire preferalja a j fiat. Az alabbi algorit-
mus hasznélja még az ind[1..n], x[1..n] és y[1..n] segédtomboket. Az ind[i] elem
azt térolja, hogy hanyadik prébalkozasnal tart az i fid, az x[i] azt, hogy melyik
lany udvaraban van az i fit (ha x[i]=0, akkor az i fia szabad), az y[i] pedig azt,
hogy melyik fid van az i lany udvardban (ha y[i]=0, akkor az i lany szabad).
Az 5.8. abra a segédtombok kezdeti értékeit tartalmazza.

végezd
ok = IGAZ
minden i = 1,n végezd
ha x[i] == 0 és ind[i] < n akkor // 1 fia szabad, és még van lany
ok = HAMIS

kovL = pF[i][ind[i]] // i fit kovetkezb esélyese
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ha y[kovL] == 0 akkor // ha szabad a kivalasztott
y[kovL] =i // potencidlisan az egyméaséi
X[i] = kovL;
kiildnben // nem szabad a lany
ha LF[kovL][i] < LF[kovL][y[kovL]] akkor /| i preferaltabb
x[y[kovL]] = 0 // az aktualis fitt hazakiildik
ind[y[kovL]] = ind[y[kovL]] + 1
y[kovL] =i // potenciélisan az i fiié a lany
X[i] = kovL
kiilonben // nem preferaltabb
ind[i] = ind[i] + 1 // 1 majd a kovetkez6 lanynél probélkozik
vége ha
vége ha
vége ha
vége minden
amig nem ok // addig folytatjuk, amig egyetlen fit x-értéke se lesz 0
LF 1 2 3 x 1 y 1 ind 1
1[1]2]3] 1]o] 1]o] 1
2[2[3]1] 2[0] 2[0] >
sl2]3[1] 3[o] 3fo] 3

5.8. abra. A segédtombok kezddértékei (LF: példaul a 2. fit masodikként
preferdlja az 1. lanyt, harmadikként a 2. lanyt és els6ként a 3. lanyt;
x: kezdetben minden fiti otthon van; y: kezdetben minden lany
udvara ires; ind: mindenik fiti az elsé prébalkozdsndl tart)



6. BRANCH-AND-BOUND

Mielé6tt a branch-and-bound (elagazas és korlatozas) modszerre ratérnénk,
egy felillnézet erejéig tekintstink vissza az eddig bemutatott hdrom technikéra.

6.1. Backtracking vagy oszd-meg-és-uralkodj

A 3. és 4. fejezetekben felfigyelhettink arra, hogy mind a backtracking,
mind az oszd-meg-és-uralkodj algoritmusok mélységiikben jarjak be a feladatok
szerkezetét abrézolo fat. Ez a {6 ok, amiért a rekurziv implementélas annyira ké-
zenfekvé mindkét esetben. Mi akkor az alapvet6 kiillonbség a két médszer kozott?

A backtracking algoritmusokban a megoldasok felépitése a gyokértdl a le-
velek irdnyaba torténik. Igy az igéretes részfa leveleiben hirdetnek megoldast,
pontosabban a megoldaslevelekben. Ezért is rajzoltuk a fat a megszokottdl elté-
réen, a gyokerével alul, hiszen az a természetes, hogy felfele épitkezziink. Ugy is
mondhatnénk, hogy a mélységi bejéaras elére szakaszain épit, a visszamutatékon
pedig bont. Emlékezziink most arra, miként jartuk korbe a fat a mélységi bejaras
bemutatasakor az 1.6.1. alfejezetben. Tobbszor is érintettiik a csomdpontokat,
és attol fiiggben, hogy az els6 vagy utolsoé érintéskor latogattuk meg ezeket, be-
széltiink preorder, illetve postorder mélységi bejarasrél. Mivel a visszalépéses
keresés a feladathoz rendelt fa csomépontjait elsé érintésiikkor hasznalja a meg-
oldasok épitésében (ekkor keriilnek be a verembe, és majd utolsé érintésiikkor
lesznek onnan eltavolitva), ezért fogalmazhatunk gy, hogy preorder mélységi
bejarast alkalmaz.

Ezzel szemben az oszd-meg-és-uralkodj algoritmusok a gyokértél a levelek
irdnyaba (fentrél lefele) lebontjdk a feladatot egyre egyszertibb részfeladatokra,
majd a visszatton (lentrél felfele) a részfeladatok megoldasaibél felépitik az ere-
deti feladat megoldésat. Egy részfeladat csak azutan keriil megoldasra, miutéan a
fitrészfeladatai mar meg lettek oldva. Milyen sorrendben lesznek hat megoldva
a fa csomopontjai éltal képviselt részfeladatok? Posztorder mélységi bejaréas sze-
rinti sorrendben.

Vegytik észre azt a kiilonbséget is, hogy a backtracking a megoldéslevelekbe
leérkezve (felérkezve), az oszd-meg-és-uralkodj pedig a gyokérbe visszaérkezve
hirdet megoldast. Ez megmagyarézhatja azt, hogy a backtracking feladatoknak
altalaban miért van tobb megoldéasuk is, az oszd-meg-és-uralkodj tipustiaknak
viszont csak egy (egy fanak sok levele van, de csak egyetlen gyokere).

Az elébbi észrevételnek van egy mésik kovetkezménye is, f6leg optimaliza-
lasi feladatok esetében (bar egyik technikét sem elsésorban ilyen feladatok meg-
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oldaséra ,talaltak ki”). Ilyenkor a feladat mogott egy dontési fa htzédik meg, és
az optimalis megoldast az optimalis gyokér-levél ut képviseli (lasd a 2.2. alfeje-
zetet). Az optimalis levélbél nézve egyértelmi, melyik az optimalis gyokér-levél
at, viszont a gyokérbél nézve egyaltalan nem. Ez a magyarazata annak, hogy op-
timalizalasi feladatok esetén a backtracking alkalmas mind az optimélis megol-
das (optimalis gyokér-levél at), mind az ehhez tartoz6 optimumérték kifratasara,
az ,0szd meg és uralkodj” médszernek viszont csak az utébbi kézenfekvé. Persze
felmertilhet benniink az a gondolat, hogy nem lehetne-e minden csomépontban
eltdrolni ennek optimaélis fiat, hiszen ezen informéci6 alapjan késébb jatszi kony-
nyedséggel eléallithaté lenne az optimélis gyokér—levél ut is. Emlékezziink vi-
szont, hogy a fa exponenciélis méretii. Ezért az oszd-meg-és-uralkodj stratégia
—hogy elkeriilje a fa megépitését — az egyes részfeladatok megoldasait csak addig
tarolja el, amig az apafeladat megoldasat fel nem épiti bel6liik.

6.2. Backtracking és greedy

Ahhoz, hogy két dolog jol kiegészithesse egymast, sziikséges, hogy eléggé
hasonlitsanak egymasra, de kell6 mértékben kiillonbozzenek is. Ebben a meg-
kozelitésben elmondhaté, hogy mind a backtracking (3. fejezet), mind a mohé
stratégidk (5. fejezet) mélységukben viszonyulnak a feladatok szerkezetét dbra-
zolé fakhoz. Mindkét médszer gyokér—levél iranyba épitkezik: a backtracking
megoldéasutakat, a greedy pedig optimalis levélhez vezetd utat. Optimalizalasi
problémék esetében az alapvetd killonbség koztiik az, hogy amig a backtracking
a teljes fa vagy ennek egy jelentds részfaja, mélységi bejarasa révén potenciélis
megoldéasok kozott valogatva keres, addig a mohé médszer egyetlen gyokér—levél
aton szalad le. A 6.5. alfejezetben egy példat latunk majd arra, hogy e hasonlé-
sdgoknak és killonbségeknek betudhatéan miként 6tvézhetd a két modszer. Egé-
szen pontosan arrél lesz sz, hogy miként novelhetd a backtracking és mohd
stratégiak eredményessége, branch-and-bound szellemben val6 kombinédlasuk
révén.

6.3. Egerek a labirintusban

Azért, hogy tgymond egymés mellett lassuk az eddig bemutatott hdrom
technikat, és felvezessiik az e fejezet témajat képezé branch-and-bound méd-
szert, a kovetkezdkben egy olyan feladatot vizsgadlunk meg, amely mind a négy
stratégidval megkozelithetd.
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Egér—sajt probléma: Egy labirintusban, amelyet az a[1..n][1..m] binéris méat-
rix abréazol (a 0 érték utat jelol, az 1-es falat), ismert egy egér (xe, ye) és egy darab
sajt (xs, ys) pozicidja. Hatarozzuk meg az egértdl a sajthoz vezetd legrovidebb utat

(a labirintusban négy iranyban lehet kozlekedni). Példa:

1 2 3 4 5 6
1
2 1111
3 1 1
4 1 s

6.1. dbra. Példa 4X 6 méretii labirintusra, ahol az egér

az (1, 1), a sajt pedig a (4, 6) poziciékban taldlhaté

e

3.1)

1)

4.2)

(4.3)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(1,5)

(4.6)

(1,6) (1.4)
v v

[eo] | [av ]

¥
Lo |

2,1)

6.2. abra. Az egér-sajt feladat hatteréiil szolgalo
fastruktiira (a példdra vonatkoztatva)
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A 6.2. dbran abrazoltuk az (1, 1) pozici6bdl indulé hurokmentes ,,egérutak”
fajat, amely alapvetéen egy dontési fa. A besatirozott levelekhez ,zsdkutcak” ve-
megerd6sitett kerettel rajzoltuk. A legmagasabban 1évé, (4, 6) koordindtaértéki
levélhez vezeté gyokér—levél tt dbrazolja az optimalis egér—sajt utat. Bejeloltiik
az identikus részfakat is. A 6.3. dbra bemutatja a gyokér-levél utaknak megfele-
16 egér—sajt utakat (amennyiben barmely cellabol fel/jobbra/le/balra sorrendben
probal tovabbhaladni az egér).

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6
lle ] lle ] 1 11
2 — 2 [ 2 ]
3 3 I J 3
4 — s 4 J s 4 s

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 1 1[e an
2 2 2 '
3 3 [ 3 [

4 g 4 ] s 4 ] s

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
lle lle 1 lle
2 2 l__l 2
3 [ 3 [ ’ 3 [ 1
4 J s 4 J s 4 J I-'s

6.3. abra. A példa-labirintus hurokmentes egérttjai:
wzsakutcak” és sajthoz vezetd utak

Mi lehetne egy mohd megkdzelités e feladatra? Egy mohé egér minden 1é-
pésben a legigéretesebb vagy a legigéretesebbnek tiing irdnyt valasztana. Mas
széval, az ennek megfelel§ gyokér-levél titon szaladna le a 6.2. fadban. Mi alapjan
valaszthatna a szomszédos szabad celldk kozott? Példaul a szomszéd cellak és
a cél cella (a sajt celldja) kozti Manhattan tavolsagok (minimum hany vizszin-
tes/fliggbleges lépésre van az illet6 pozicié a célpoziciétél) alapjan. A megadott
példara a 6.3. dbra szerinti elsé megoldast taldlja meg, amely nyilvan nem az
optimélis. Méas labirintusok esetén egy moho egér akar zsdkutcaba is szaladhat.
Mivel e feladat esetében nem vezet megolddshoz a moho stratégia, ezért nem is
implementaljuk.

Ezzel szemben mind a backtracking, mind az oszd-meg-és-uralkodj médszer
alkalmas e feladat megoldasara, bar egyik sem vezet hatékony algoritmushoz.

— Backtracking stratégia: Generalja az 0sszes hurokmentes utat, amely az

egértdl a sajthoz vezet, és kivalasztja koziiltik a legrovidebbet.
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— Oszd-meg-és-uralkodj stratégia: Az egértél a sajthoz vezet legrovidebb 1t
hosszanak meghatarozasa visszavezethet6 az egérrel szomszédos szabad
poziciokbdl indulé - sajthoz vezeté — legrovidebb utak hosszanak meg-
taldlasara. Miutan ezek rendelkezésre 4llnak (jelentés érkezik feléliik), a
legrovidebbhez hozzaadva egyet, meg is van a keresett it hossza.

Figyeljiitk meg, hogy a backtracking tobb potencialis megolddsutat is general

(az Gsszes egér—sajt utat), az oszd-meg-és-uralkodj viszont csak az optimalis 1t
hosszat épiti fel.

Megjegyzések a backtracking_egér eljarashoz:

—1t[]: a kurrens utat tarolja;

— Gtmin[]: a legrovidebb utat tarolja;

— kmin: a legrovidebb 1t hosszéat tarolja;

— X, y: a kurrens pozicié;

— k: hanyadik dllomés a kurrens pozici6 az aktualis tton;

— ALGORITMUS:

—regisztraljuk az (x,y) pozici6ét mint a kurrens tt k-adik allomasat;
- ellenérizziik, hogy nem allunk-e éppen a sajton;

* ha igen, akkor, amennyiben jobb megoldast talaltunk, mint az eddigi

legjobb, regisztraljuk a kmin és az Gtmin valtozékban;
— ha nem vagyunk még a sajtnél, akkor

* miel6tt tovabblépnénk, befalazzuk ldbunk alatt a labirintust (ezzel
elkeriiljiik, hogy ezen az agon tjra visszajussunk ugyanebbe a pozici-
6ba, és a kialakult hurokban az egeret a végtelenségig korbejarassuk;
olyan ez, mintha nyomot hagynank);

* a szomszédos pozicidkra vonatkozo rekurziv hivasok éltal sorra elme-
gylnk minden szabad irdnyba;

* miel6tt visszalépnénk az (x, y) pozicidbdl, kifalazzuk labunk alatt a
labirintust (ezzel biztositjuk, hogy mas 4gakon tovébbra is elérhet6
legyen e pozicié; Ggy is fogalmazhatnank, hogy nyomtalanul 1épiink
vissza);

— figyeljiikk meg, hogy akkor érkeztiink ,,zsdkutcaba”, ha az illet6 poziciobdl
egyetlen irdnyba sem tudunk tovabblépni;

— az eljaras meghivasa: backtracking_egér(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,xe,ye,0).

backtracking_egér(a[][],ut[],utmin[],kmin,xs,ys,X,y,k)

ut[k].x = x
utlkl.y =y
ha x == xs és y == ys akkor // a sajthoz érkeztiink
ha k < kmin akkor // révidebb utat taldltunk
atmin[1..k] = at[1..]
kmin =k

vége ha
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kiilonben

alxiy] =1
ha a[x-1][y] == 0 akkor

// hurkok elkeriilése végett

backtracking_egér(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x-1,y,k+1)

vége ha
ha a[x][y+1] == 0 akkor

backtracking_egér(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x,y+1,k+1)

vége ha
ha a[x+1][y] == 0 akkor

backtracking_egér(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x+1,y,k+1)

vége ha
ha a[x][y-1] == 0 akkor

backtracking_egér(a,ut,utmin,kmin,xs,ys,x,y—-1,k+1)

vége ha
alx]ly] =0
vége ha
vége backtracking_egér

/[ visszaallitjuk a szabad utat

Megjegyzések az oszd_meg_és_uralkodj_egér fiiggvényhez:

— a fuggvény a legrovidebb 1t hosszdt tériti vissza;

—a o hossz jelentése: nincs 1t;
—x, y: a kurrens pozicio;

—a h1, h2, h3, h4 lokalis valtozdk a kurrens feladat fiarészfeladatainak opti-

mumértékeit taroljak, idészakosan;

— a minimum fiiggvény visszatériti a paraméterértékek minimumat;
— a fuggvény meghivasa: oszd_meg_és_uralkodj_egér(a,xs,ys,xe,ye).

oszd_meg_és_uralkodj_egér(a[][]1,xs,ys.X,y)
ha x == xs és y == ys akkor
return O
vége ha
h1 =
h2 =«
h3 =«
h4 = «
a[x]ly] =1
ha a[x-1][y] == 0 akkor
h1 = oszd_meg_és_uralkodj_egér(a,xs,ys,x—-1,y)
vége ha
ha a[x][y+1] == 0 akkor
h2 = oszd_meg_és_uralkodj_egér(a,xs,ys,x,y+1)
vége ha

// a sajthoz érkeztiink

// hurkok elkeriilése végett
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ha a[x+1][y] == 0 akkor
h3 = oszd_meg_és_uralkodj_egér(a,xs,ys,x+1,y)
vége ha
ha a[x][y-1] == 0 akkor
h4 = oszd_meg_és_uralkodj_egér(a,xs,ys,x,y—1)
vége ha
alx]ly]=0 // visszadllitjuk a szabad utat
return minimum(h1,h2,h3,h4) +1
vége oszd_meg_és_uralkodj_egér

Mindkét rekurziv algoritmusban az eljaras/figgvényhivasok tgy tekinthe-
t6k, mintha Gjabb egérklon sziiletne a megfelels cellaba (visszalépéskor felsza-
molédik az illet6 klén). A kurrens backtracking-egér a szomszédos szabad cellak-
ba sziiletett klénjai révén halad tovabb a labirintusban. A befalazés ebbél a meg-
kozelitésbdl azt jelenti, hogy ,egértdl foglalt”. A kurrens oszd-meg-és-uralkod;-
egér a jelentését (visszatéritett értékét) a szomszédos szabad cellakba sziiletett
klénjaitél kapott jelentésekbdl allitja 6ssze. Kivételesen (trividlis részfeladatok)
a zsakutcdk végeibe sziiletett egerek végtelent jelentenek, a sajt cellajdba sziile-
tettek pedig nullat, tele szajjal. A mélységi bejaras alatt a backtracking-egerek
azt tartjdk nyilvan (preorder momentumokban), hogy milyen tavolra jutottak a
kezdeti pozicidtol, az oszd-meg-és-uralkodj tipustiak pedig arrél tesznek jelen-
tést (postorder momentumokban), hogy milyen tavol van téliik a sajt. Egy (i, j)
celldba annyiszor sziiletik egér, ahanyszor szerepel mint csomépont a 6.2. faban.

Vegyiik észre, hogy adott (i, j) gyokerti részfak nem foltétleniil azonosak. Ez
azzal magyarazhato, hogy az (i, j) pozicibhoz vezet6 kurrens tton az ,,egértél foglalt”
cellak idészakosan atkonfiguraljak a labirintust. Ebbél ad6d6an nem mindenik oszd-
meg-és-uralkodj-egérnek, amelyik adott (i, j) cellaba sziiletett, lesz ugyanaz a jelen-
tése. Persze ha minimumot szdmolnank minden (7, j) celldban az idesziiletett klénok
jelentései kozott (példaul egy b[1..n][1..n] segédtombben), akkor ezzel az oszd-meg-
és-uralkodj algoritmus meghatdroznd minden cellatél a sajthoz vezetd legrovidebb
at hosszat. E b tombbdél konnytiszerrel kiolvashat6 lenne, moh6 mddon, a legjobb
egér—sajt itvonal is. Maradjon ennek implementélésa az olvaséra (l4sd a 6.4. dbrat).

A WN =

6.4. abra. Minden celldban annyi szam szerepel, ahdany egérklon sziiletik
oda az algoritmusok alatt. Az értékek az oszd-meg-és-uralkodj-klénok
visszatéritett értékeit jelentik. A megvastagitott szamok, a minimumok lesznek
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a b tomb végsd elemeiA két algoritmus idébonyolultsagi ekvivalenciaja
abban tiikr6zédik, hogy mindkett6 nyoman ugyanannyi egér sziiletik
(a fa csomépontjaival, illetve a rekurziv hivasokkal megegyez6 szamu),
s6t ugyanabban a sorrendben. Az aldbbiakban latni fogjuk, hogy miként
lehet javitani e megoldasokon branch-and-bound szellemben.

6.4. A branch-and-bound mddszer stratégiaja

Az egér-sajt feladathoz a kovetkez reprezentacids graf” tarsithato (lasd az
elsé fejezet A technikdk mint ttkeresd stratégidk cimi betétjét): a labirintus sza-
bad cellai a csomé6pontok, két csomépont kozott pedig akkor van oda-vissza él,
ha a megfelels cellak szomszédosak (minden él hossza 1). Erdekeltek vagyunk a
startcsucs (egér pozicidja) és a célcstcs (sajt pozicidja) kozotti legrovidebb ttban.

A grafkeresé algoritmusok a startcsicsbdl kiindulva fokozatosan téarjak fel
a reprezentacids grafot gy, hogy startcsicsbél kiindulé utakat deritenek fel.
A keresés nyoman a graf (példdul: 6.1. dbra) egy iranyitott fava egyenesedik ki
(keresési tér; példaul: 6.2. abra), amelyben a startcstics lesz a gyokér, az agak pe-
dig a startcsticsbdl kiindul6 utakat dbrazoljék (a graf egy csomépontja annyiszor
jelenik meg a faban, ahdny titon érhetd el a startcstcsbol).

Egy éltaldnosabb megfogalmazas a kovetkezé lehet: Hatarozzuk meg a fel-
adat keresési terét abrazolé faban az optimalis startcstics—célcsiics utat. Lévén
sz6 exponencidlis iitemben terebélyesedé fardl, a széban forgé utat szeretnénk
gy megtalalni, hogy a fanak, ha lehet, csak egy toredékét kelljen effektive gene-
raljuk/bejarjuk. Ebben segithet a branch-and-bound stratégia.

A branch-and-bound médszert Land és Doig (1960) szerzék javasoltak op-
timalizalasi feladatok megoldéasara 1960-ban. A ,Branch and bound” elnevezést
Little és tarsai (1963) hasznaltak el6szor, mik6zben a médszert a hires utazoiigy-
nok-problémara alkalmaztdk. Az alabbiakban részletezziik, hogy mit értiink a ko-
vetkez6kben a ,branching” és ,bounding” mtveletek alatt (megjegyezziik, hogy
nincs egységesen elfogadott definicié a branch-and-bound médszerre):

-, Branching”: A keresés a teljes faban kezddédik: generaljuk a gyokerét. Ha
nem éppen a gyokér képviseli az optimalis megoldést, akkor a megoldés-
levélnek a gyokér valamelyik fitrészfajdban kell lennie: generaljuk ezek
gyokereit (azaz a gyokér fiticsomépontjait). Ugy is fogalmazhatnank, hogy
a generéalt fa koronaja peremén kezdetben a gyokércsomépont van, majd
ennek fitcsomépontjai, és igy tovabb. A médszer nevében a ,branch” sz6
arra utal, hogy minden 1épésben a generalt fa korondja peremén 1évé vala-
melyik csomépont elagazik (branching) fiicsomépontjaira. Az illet6 apa-

7 Az a métrix tgy tekinthetd, mint a graf implicit 4brdzolasa.
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csomépont lekertil a korona peremérél, a fiai pedig felkertalnek (e torol/
beszir-szer(i miiveletek implementalasa feltételezi az aktualisan peremen
16v6 csomébpontok explicit/implicit nyilvantartisat). Szokas a korona pe-
remén levé csomoépontokat nyilt, a generalt fa tobbi csomépontjat (a pe-
remrél lekeriilteket) pedig zart pontnak nevezni. Az elagazas gy is felfog-
haté, mintha a keresés redukélédna a széban forgd csomépont fitrészfaira
(amennyiben az illeté apacsomépont nem bizonyult megoldéslevélnek).

- ,Bounding”: Az el6z6 pont 6nmagédban még nem sok tjat hoz. A mélységi
és szélességi keresések (lasd az 1.6. alfejezetet) is tekinthet6k tgy, hogy
minden lépésben a mar bejart részfa koronéja peremérdl egyik csomépont
elagazik fiticsomépontjaira. A médszer eréssége a ,bound” fazisban van.
Ez annyit jelent, hogy ha egy fiticsomé6pontrél eldonthets, hogy a hoz-
74 tartozoé fitrészfa garantaltan nem tartalmaz megoldaslevelet, akkor le-
metsszitk mint szaraz 4dgat (nem kertil fel a fa koronéjara; elmarad az illet6
részfa generalasa/bejaréasa).

Azt mondtuk, hogy a fa korondja peremén 1évé nyilt csomépontok valame-
Iyikét cseréljiik le a fitcsomépontjaira. Ezt a valasztdst megtehetjik BF (mindig
a gyokérhez legkozelebbit valasztjuk), DF (mindig a gyokértél legtavolabbit va-
lasztjuk) vagy ,best-first” szellemben.

6.4.1. DF- és BF-branch-and-bound stratégiak

Nevezziik DF-branch-and-bound stratégianak azt, amikor a feltart utak ko-
ziil mindig a leghosszabbal prébalunk tovabblépni. A BF-branch-and-bound
stratégia esetében pedig éppen forditva: minden lépésben a legrévidebb utat ré-
szesitjik elényben. E sorrendeket gy biztositjuk, hogy az elsénél vermet (LIFO
adatszerkezet), a masiknal pedig sort (FIFO adatszerkezet) hasznalunk a nyilt
cstcsok tarolasdhoz. Hogyan épithet6 be e stratégidkba a ,bounding” mtivelet?
Példaul tigy, hogy amennyiben valamely titon Gjra megjelenne egy kordbban mar
feltart csomoépont, az illet6 irdnyba csak akkor folytatjuk a keresést, ha elényo-
sebb, mint az el6z6. Mas szdval, az illet6 fiticsomépont csak akkor keriil be a
nyilt csticsok halmazéba, ha igéretesebben béviti a fat, mint a korabbi példény.

Mit jelenthet ez az egér—sajt feladat esetében? Mivel a legrovidebb dtban
vagyunk érdekeltek, és a legrovidebb 1t részutjai is legrovidebb utak, ezért nem
lépiink tovabb olyan cella irdnyéba, ahova korabban taldltunk mar rovidebb utat.
Ez persze azt feltételezi, hogy minden cellara tartsunk nyilvan egy ,kurrens op-
timumot” (6.5. és 6.6. dbrak).

A DF-branch-and-bound stratégia esetében ezt az optimalizalast tgy imp-
lementalhatjuk, hogy amikor a verem tetején 1évé cellat lecseréljitkk a szom-
szédjaira, akkor ezt nem tessziik meg olyan szomszédokra, amelyekre a kurrens
ut hossza hosszabb, mint egy kordbban beéllitott kurrens optimum. Ez tébbet
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jelent a korok elkeriilésénél, amit a fentebb térgyalt backtracking_egér eljarasba
is beépitettiink (kor alatt az aktualis ttra vald visszakanyarodast értjiik). A DF-
branch-and-bound algoritmus akkor sem 1ép tovabb olyan cella irdnyaba, ahova
korabban mar talalt révidebb utat, amennyiben ez a keresés egy mésik agan tor-
tént (lasd a Visszalépéses keresés versus mélységi grafkeresés betétet). A 6.5. ab-
ran a tombelemek azt taroljdk, hogy miként finomodnak a cellakhoz tarsitott
kurrens optimumok, a DF-branch-and-bound stratégia nyoméan, végsé optimu-
mokka. Példaul a (2,5) cella az (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,6), (2,5) 4gon
kertil be el6szor a nyilt csticsok halmazéba, és a megfelel6 optimumérték 7 lesz.
Amikor az algoritmus az (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,5) 4gon tGjra a (2,5) cel-
ldhoz érkezik, frisstil az eltarol optimum (7-r6l 5-re), és a (2,5) cella tGjra bekertil
a verembe. Ezzel ellentétben a (2,6) cella, a (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,5) &g
folytatdsaként nem keriil Gjra be a nyilt halmazba. Amennyivel kevesebb értéket
tartalmaznak a 6.5. 4dbra cellai a 6.2. dbra csomdpontjainak szamanél, annyival
eredményez hatékonyabb algoritmust e feladatra, e branch-and-bound megkoze-
lités, mint a backtracking.

A ODN -

6.5. abra. Optimumok tombje a DF-branch-and-bound stratégia nyoman
(a celldk azt taroljdk, hogy miként finomodott a megfelelé kurrens optimum)

Mellesleg mar az is egy branch-and-bound javitas lenne a backtracking al-
goritmuson, ha egyszertien csak azt figyelnénk, hogy a kurrens it hossza nem
hosszabb-e, mint az addig talalt legrovidebb ttnak a hossza. Ez a példafeladat
esetében abban tiitkr6zédne, hogy miutdn megtalaltuk az elsé, 10 hosszi egér—
sajt utat, tobbet ennél mélyebbre nem megytink a keresési fdban. Miutan frissilt
a minimum 8-ra, azutdn mar ennél mélyebbre nem megytink. Ezen 6tlet imple-
mentéalasa csak annyit jelent, hogy a backtracking_egér eljaras elejére beiktatjuk a
kovetkez6 feltételt:

ha k = kmin akkor
return
vége ha

E feladatra a palmat a BF-branch-and-bound stratégia viszi el, amely minden
cellaval csak egyszer foglalkozik, és a célcstcsot a legrévidebb tton éri el el6szor
(lasd a 6.6. abrat). S6t, minden cellat a legrovidebb tton ér el elgszor. Ez annak a
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kovetkezménye, hogy az algoritmus minden 1épésben, a BF bejarés értelmében, a
gyokérhez legkozelebbi nyilt csticsbdl 1ép tovabb. Minden cella (amely elérhetd
az egérnek) szdmara csak egyszer general6dik csomépont a keresési faban. Ha a
kurrens nyilt csomépont (a sorels§) valamely szomszédjaként Gjra jelentkezne
egy korabban maér elért cella, akkor ez garantaltan lemetszhetd a fardl. E stratégia
szellemében, amint latni fogjuk a 7. fejezetben, dinamikus programozésként is
felfoghat6, hiszen optimumokbél épit optimumokat.

1
0
1
2
3
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6.6. abra. Optimumok témbje a BF-branch-and-bound
stratégia nyoman (minden lépésben a legkisebb értékii cella
szabad szomszédjai eggyel nagyobb értéket kapnak)

Az alabbi kédrészlet értelmében, a b[1..n][1..m] tombben, a labirintus sza-
bad cellit kezdetben 0 értékek, a befalazott pozicidkat pedig —1 értékek képvi-
selik. A BF algoritmusok igényelte sort a g egydimenziés tomb tarolja. Az eleje és
vége valtozok a sor elejét és végét jelzik. A sor bejegyzéseket tartalmaz, amelyek
mez6i a megfeleld cella koordinatéit (x és y) taroljak. Az algoritmus csak a legro-
videbb 1t hosszat irja ki, de a feltoltott b tombbdl kiolvashaté (vissza iranyban)
maga a legrovidebb 1t is.

eleje=0 /lkezdetben csak az egér poziciéja van a g sorban
vége =0

q[0].x = xe

q[0]l.y =ye

amig (eleje < vége) és /la sor nem Ures és a sorels6 nem a sajt pozicija

nem(q[eleje].x == xs és q[eleje].y == ys) végezd

x = q[eleje].x

y = qlelejel.y

ha x > 1 és b[x-1][y] == 0 akkor /[felfele Ures cella van
b[x-11[y] = b[x][y]+1 /1-gyel tavolabbra van a sorelsénél
vége = vége+1 /Ibetesszlk a sor végére
g[vége].x = x-1
g[végely =y

vége ha

ha y <m és b[x][y+1] == 0 akkor /ljobbra Ures cella van
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b[x][y+1] = b[x][y]+1 /[1-gyel tavolabbra van a sorelsénél
vége = vége+1 //betessziik a sor végére
q[vége].x = x
qlvégel.y = y+1

vége ha

ha x < n és b[x+1][y] == 0 akkor /llefele Ures cella van
b[x+1]1[y] = b[x][y]+1 /[1-gyel tavolabbra van a sorelsénél
vége = vége+1 //betessziik a sor végére
g[vége].x = x+1
q[végely =y

vége ha

hay > 1 és b[x][y-1] == 0 akkor //balra Ures cella van
b[x][y-1] = b[x][y]+1 /[1-gyel tavolabbra van a sorelsénél
vége = vége+1 /Ibetessziik a sor végére
q[vége].x = x
qg[végel.y = y-1

vége ha

eleje = eleje+1

vége amig

ha g[eleje].x == xs és q[eleje].y == ys akkor

ki: b[g[eleje].x][q[eleje].y]

kiillonben

ki: “Nem elérhet6 a sajt pozicioja”

vége ha

/la legrévidebb Ut hossza

Visszalépéses keresés versus mélységi grafkeresés
Amit mi DF-branch-and-bound és BF-branch-and-bound stratégidknak neveztiink,

azt Gregorics (2014) mélységi és szélességi grafkeresésnek nevezi.

Vegyiik észre, hogy szigort értelemben a mélyégi grafkeresés nem ugyanaz, mint

a visszalépéses keresés (lasd a 3. fejezetet), bar nyilvan sok a hasonlésag van koztiik.

Példaul mindketté mélységi bejarasra épiil, és irdnyitott fakon ugyanigy miikodnek.

Egy lényeges kiillonbség azonban az, hogy a grafkeresé algoritmusok a reprezentaciés

grafnak a mar felfedezett részét teljes egészében eltaroljak, a visszalépéses keresés

pedig csak egyetlen, a startcsticsbol kivezetd aktualis utat tart nyilvan. Ebbél kifoly6-

lag a visszalépéses keresés, ahhoz, hogy a kurrens agrél atjusson egy masik ag vala-

mely csomdpontjahoz, vissza kell 1épjen a két ag legkozelebbi k6zos pontjaig. Ezzel

szemben a mélységi grafkeresés akar egy lépésbdl is tud valtani valamely korabban

feltart nyilt vagy zart csicshoz.
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Fentebb a backtracking_egér eljarast agy mutattuk be, mint amely visszalépéses
keresést alkalmaz (egyes szerzék sik-backtrackingnek nevezik). A valésdgban viszont
kozelebb &ll a mélységi grafkereséshez. Minimalis valtoztatassal atirhaté oly médon,
hogy a 6.5. dbra szerinti optimalizalt algoritmust valdsitsa meg (az a tombat a 6.5. dbra
szellemében hasznaljuk). A 6.5. dbrdan bemutatott tombre tgy is tekinthetiink, mint
a reprezentacios graf felfedezett részének implicit abrazolaséra. Azok az elemek képvi-
selnek feltart csomépontokat, amelyek mar kaptak értéket.

Egy ,tiszta visszalépéses keresési algoritmus” erre a feladatra az lenne, ha a 3. feje-
zetben bemutatott médszer x tombjében tarolndnk a kurrens utat mint koordinatapar-
sorozatot. Ez az dbrazolés is lehet6vé tenné a korok elkeriilését az igéretes fiiggvény
révén. Masfel6l az x tomb ,elfelejti”, hogy mi tortént azokon az dgakon, ahonnan az
algoritmus mar visszalépett (nem igy viszont egy olyan kétdimenziés tomb, amelyet a
6.5. abra szerint hasznalunk).

6.4.2. Best-first-branch-and-bound stratégia

A branch-and-bound médszer e valtozatat egy kirakéjaték segitségével
szemléltetjiik, amely kozel 150 éves multra tekint vissza, és alapul szolgalt az
1990-es Nemzetkozi Informatika Olimpian kit(izott egyik feladathoz.

Tili-toli: Adott egy 44 méreti matrix, amely 0-t6l 15-ig tartalmazza a ter-
mészetes szdmokat (1asd lennebb). A nulla poziciéja iires helynek szamit. Egy
lépés alatt azt értjitkk, hogy valamelyik nullaval szomszédos (fel, le, jobbra, bal-
ra irdnyban) szdmot az iires helyre htizzuk (a valésagban az illet§ szam helyet
cserél a nulldval). Keverjiik 6ssze a matrix elemeit, véletlenszer(i 1épéseket téve.

Adva 1évén egy Osszekevert allapot, allitsuk vissza a kezdeti allapotot mini-
malis szdm 1épésbdl.

Példa:
Kezdeti allapot Osszekevert allapot
1 2 3 4 8 2 5 11
5 6 7 8 1 6 9 10
9 10 11 12 3 15 0 7
13 14 15 0 12 14 13 4
Megjegyzések:

— A feladat allapotait a 16 szam konfigurdciéja hatdrozza meg, nevezetesen
az, hogy éppen hol taldlhatdk a (4x4)-es matrixban.
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— Egy lépést agy is felfoghatunk, mintha a nulla 1épne, helyet cserélve az
elmozditott szammal.

— A feladathoz rendelhet$ dontési faban a gyokér a kezdeti 4llapotot (az 6sz-
szekevert konfiguraciét) abrazolja, az els6 szinti csomdpontok azokat a
konfiguraciékat, amelyekhez egy 1épésbdl juthatunk, a méasodik szintiek,
amelyek két 1épésbdl adédhatnak, és igy tovabb (lasd a Fiiggeléket, amely
megjeleniti a 8-as kirakéjaték keresési terének egy részletét).

— A sarkokbél két iranyba, az oldallapokrél harom irdnyba, egyébként négy
irdnyba ,léphet a nulla”. Ezzel 6sszhangban, és figyelembe véve, hogy nem
lépiink vissza oda, ahonnan ideléptiink, a fa csomoépontjai fiainak szdma
1, 2 vagy 3 lesz (kivéve a gyokeret, amelynek 2, 3 vagy 4 fitkonfiguracisja
lehet, hiszen esetében nem volt el6z6 1épés).

— Ugyanaz a konfiguracié nyilvan t6bbszor is megjelenhet a faban. Bar min-
den kirakott konfiguraciét képviselé csomépont megolddslevélnek tekinthe-
t6, mi az optimalis megoldaslevélben vagyunk érdekeltek (a hozza vezetd
gyokér-levél tuttal egyiitt), amely a feladat optimdlisan megoldott allapotat
képviseli. A minimdlis 1épésszamti megoldést, természetesen, a fa legmaga-
sabban elhelyezked$ megoldaslevele abrazolja.

Mivel e feladat kapcsén is a legmagasabban elhelyezked6 megoldéslevél-
ben vagyunk érdekeltek, ezért ez esetben is egy BFS alaptd megkozelités (szintrél
szintre halad a fdban) tiinik kézenfekvének. Ennél jéval hatékonyabb algoritmus-
hoz jutunk azonban, ha ,best-first” szellemben mindig azt a csomépontot vé-
lasztjuk, amelyik részfaja a legnagyobb eséllyel tartalmazza az optimélis levelet.

Tarsitsunk a keresési fa csomépontjaihoz két értéket, egy g és egy h érté-
ket, és legyen f = g+h. A g érték jelolje a csomopont szintjét (a gyokért6l hozza
vezetd Ut hossza), a h érték pedig legyen a csomdépont-megoldaslevél tavolsag
egy becsiilt értéke (heurisztikus® figgvény). A h érték lehet, példaul, (1) azon
nullatél killonbozé szamok szama, amelyek nincsenek a célallapot szerinti végsé
helyiikon (Hamming-tavolsag), vagy (2) a szdmok kurrens poziciéja és a célpozi-
ci6ja kozti Manhattan-tavolsagok (minimum hény vizszintes/fliggéleges 1épésre
van az illetd szam a célpozici6jatol) osszege. (A kezdeti allapotot képviseld gyo-
kérpont g értéke nyilvan 0, az elsé tipusta h értéke 12, a masodik tipusi pedig:
14+0+4+34+34+0+2+4+3+3+3+4+2+0+2 = 34; célallapotokra mindkét h ér-
ték 0).

Az aldbbi algoritmus best-first-branch-and-bound megkozelitésnek szdmit a
Tili-toli feladathoz: (1) minden 1épés ,branching” szakaszaban a legkisebb f érték
nyilt csomoépontot valasszuk; (2) amennyiben e csomépont elagaztatasabél adodé

8 A feladattal kapcsolatos olyan informéci6, amit nem a reprezentdciéban rogzitiink, hanem
kozvetlentl az algoritmusba épitiink be. A heurisztika a vezérlési stratégianak a feladatra
tortén6 rahangolasat végzi (Gregorics 2014).
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valamely fiicsom6pont mar szerepel a kordbban felderitett zart vagy nyilt csomé-
pontok halmazaban, akkor lemondunk réla (nem kertil be a nyilt csomdpontok hal-
mazaba; ,bounding” szakasz). E stratégia tigy is felfoghat6, mintha céltudatosabba
tennénk a BF-branch-and-bound algoritmust. Szemléletesen: ahelyett, hogy min-
den levél irdnyaba ugyanazzal a sebességgel haladnank, az igéretesebbnek ting
irdnyokat elénybe helyezziik. De a per pillanat kevésbé igéretes iranyokrol sem
mondunk le. Ott vannak a sor végén, arra az eshetéségre, ha netalantan melléfog-
tunk (ne feledjiik, hogy az igéretesség meghatarozasa csak megbecsiilésen alapult).

Mivel a h fiiggvény egy nemnegativ értékkel, alulrél becsiili (,optimista”: ko-
zelebb latja a célt) a célhoz vezetd hatralevs optimalis tut koltségét (h mindkét
valtozatara igaz ez), ezért bizonyithato, hogy ez az algoritmus® garantaltan az op-
timalis megoldast talalja meg elsének (Gregorics 2014). Erdekes megfigyelni, hogy
az egér-sajt feladatra adott BF-branch-and-bound és DF-branch-and-bound algorit-
musok sajéatos esetei a tili-toli feladatra adott best-first-branch-and-bound stratégi-
anak. A megfelel? f értékek a kovetkezdk: f = g+0, illetve f = —g+0. A 6.3.1. alfe-
jezetben bemutatott moho egér esetében pedig a megfeleld f érték f = 0+h alaka.

Az algoritmus implementalasi részletei végett lasd az Algoritmusok feliilné-
zetbdl cim1 jegyzet 10.2. alfejezetét.

6.5. Backtracking-greedy hazasitas
branch-and-bound médra

Egy masik médszer a ,bound” fazis implementélaséra, hogy minden cso-
mopontra meghatarozunk egy korlatértéket (egy korlatfuggvényt definidlunk a
csomépontok halmazan), hogy legfeljebb ,mennyire j6 megoldasleveleket” tar-
talmazhat az illet§ csomépont gyokert részfa. Ha egy csomépontra e korlatérték
sem jobb, mint az addig talalt legjobb megoldds értéke, akkor a széban forgo
részfa garantaltan nem tartalmazza az optimalis levelet (szaraz 4g). Persze mind-
ez azt feltételezi, hogy a generalds/bejaras alatt nyilvantartsunk egy tgynevezett
kurrens optimumot, az adott pontig talalt legjobb megolddslevél értékét.

Az aldbbiakban a hires hatizsakproblémén szemléltetjiik, hogy miként kom-
binédlhaték a visszalépéses keresés és moho stratégidk e szellemben.

Hatizsakprobléma: Egy tizletben n targy (aru) talalhat6, amelyeknek ismert az
aruk és a sulyuk (tomegiik). Az drakat a t bejegyzés tipusi tomb elemei a mez6iben,

9  Atili-toli feladatra adott megolddsunkat a szakirodalom A™ algoritmusnak nevezi: az f fiiggvény
g+h alakd, és h-ra igaz, hogy egy nem-negativ értékkel, alulrél becstili a célhoz vezet6 hétralevé
optimalis Gt koltségét. Tobb szerzé is sajatos branch-and-bound stratégidnak tekinti az A’
algoritmust (Nau et al. 1984).
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a sulyokat pedig az elemek g mezdiben taroljuk, ahol ti].g (i = 1,n) természetes
szamok. Allapitsuk meg, hogy mely targyakat fogja magéval vinni egy tolvaj ahhoz,
hogy a lehetd legnagyobb nyereséggel tdvozzon (a hatizsakja legtobb G silyt bir meg).
A feladat szovege két véltozatban is ismert:
a) a targyak elvaghaték (folytonos véltozat),
b) a targyak nem vaghatdk el (diszkrét véltozat).
Példa:
Bemenet (6.7. abra):n = 4, G = 5, {[1..4].g = {2, 1, 3, 1}, {[{1..4].a = {5, 2, 4, 1}
Kimenet:
a) (1, 1, 2/3, 0) — jelentése: az elsé és masodik targy egészében, a harmadik-
nak pedig 2/3 része keriil a hatizsdkba (a negyedik 4ru az tizletben marad).
Ez 29/3 = 9,66 egység nyereséget jelent (6.8. abra).
b) (1, 0, 1, 0) —jelentése: az elsé és harmadik targy kertiil a hatizsakba (a méasodik
és negyedik aru az tizletben marad). Ez 9 egység nyereséget jelent (6.9. dbra).

5/2
5 4/3

2/1
2 1/1
K
2 1

6.7. abra. A targyak vizszintes iranyt mérete a stlyukkal ardnyos, a fiiggéleges
iranyd pedig az drukkal; mindenik targy folé az egységnyi értékét irtuk

2 1 1

—>
5

6.8. abra. A mohé6 megolddst szemlélteti a példafeladat folytonos vdaltozatdra

Megoldds: A feladat a) valtozata megoldhat6 moho stratégidval (6.8. dbra).
A targyakat érték (ar/stly) szerint csokkend sorrendben prébéljuk betenni a hati-
zsékba (a példabemenet éppen ebben a sorrendben tartalmazza a targyakat: 5/2 >



6.5. BACKTRACKING-GREEDY HAZASITAS BRANCH-AND-BOUND MODRA 97

2/1 > 4/3 > 1/1; ha nem igy lenne, akkor a targyak megfelel6 rendezésével tudjuk
biztositani a mohé sorrendet). Az elsé arubdl, amelyik mar nem fér egészében a
hatizsakba, levagunk annyit, hogy azzal teljesen megteljen. Bizonyithatd, hogy
ez a stratégia mindig az optimélis megoldéshoz vezet.

Ha a feladat b) valtozatat prébaljuk moho algoritmussal megoldani, a fenti
megkozelités nem mindig vezet optimalis megoldashoz (6.9. abra). A fenti példa
esetében is az (1, 1, 0, 1) kédt megoldast talalnank, holott az optimalisnak a
kédja, amint lattuk, az (1, 0, 1, 0).

%

5 5

A
A

6.9. dbra. (a) A mohé megolddst szemlélteti a példafeladat diszkrét valtozatara;
(b) A példafeladat diszkrét valtozatdnak optimdlis megolddsadt szemlélteti

Hogyan kozelitené meg ezt a feladatot a backtracking stratégia? Mivel mind
az n targy esetén két lehetéség koziil valaszthatunk: vagy beletessziik a targyat a
hatizsdkba, vagy nem, a feladat keresési tere egy n+1 szintes binaris fa lesz. Ezt
a fat mutatja be a 6.10. dbra, a példankra felrajzolva. A fa gyokér-levél ttjai a tar-
gyak halmazéanak részhalmazait abrézoljak. A mar megszokott sz6hasznélat sze-
rint nevezzitk optimalis gyokér-levél ttnak azt, amelyik a feladat optimalis meg-
oldasat képviseli, és optimalis levélnek azt, amelyikhez ez az it vezet. A nyers
eré médszere az lenne, hogy generaljuk a targyak halmazanak 6sszes részhalma-
zét, kivalasztva kozuliik el6szor azokat, amelyek beleférnek a hatizsakba, majd
pedig azt, amelyik a legtobb nyereséggel jar (maximumkeresést végziink a poten-
cialis megoldasok kozott). Mivel az n elem@ halmaz részhalmazainak szama 2*
(mindenik részhalmazhoz rendelhet6 egy n elemt binaris kod), ez a megoldas
2" bonyolultsagu algoritmust jelent. Mindez megvalésithaté a teljes fa mélységi
bejarasaval, ami felfoghat6 egy olyan backtracking algoritmusként, amely csak
akkor lép vissza, ha mar nincs tovabbi bepakolhat6 tdrgy. Hogyan lehetne ja-
vitani ezen az algoritmuson? Csak olyan részhalmazokat generalunk, amelyek
beleférnek a hatizsakba, azaz nem folytatjuk az épitkezést olyan bal irdnyokba,
amelyek tilterhelt hatizsakot eredményeznének. A ,backtracking oll6t”, amely
ebbdl a szempontbdl metszi meg a fat, vastagitott szimpla vonalkaval jeloltiik.
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Mindezek utén is gy talalhatjuk, hogy mig a moho stratégia nem volt kielé-
gitd, a backtracking tul idéigényes. Egy lehetséges (és jobb) megoldashoz vezet a
két médszer kombinalasa.

Hogyan lehetne még hatékonyabban optimalizalni a fenti backtracking al-
goritmust a moho stratégia segitségével? Foglalkozzon a backtracking is mohé
sorrendben (rendezziik a targyakat az értékiik szerint cskkend sorrendbe) a tar-
gyakkal, és el6szor mindig azt a lehet6séget prébaljuk ki, hogy a targyat bele-
tessziik (nyilvan csak akkor, ha még belefér) a hatizsakba. Ez azt jelenti, hogy a
binéaris fadban a bal 4gakat k6doljuk 1-essel (beletessziik), és a jobb agakat 0-val
(nem tessziik bele). Ily médon a backtracking algoritmus elsének éppen a mohé
megoldast taldlja meg, amely ha nem is garantaltan optimalis, de elég j6 megol-
dasnak szamit. Egy viszonylag j6 megoldas korai megtalalasa javit az alabbiak-
ban bemutatott optimalizdlas hatékonysagan.

Tartsuk nyilvan, hogy minden csomépont képviselte allapotban mekkora
0sszsuly van mar a hatizsdkban (ezt az értéket irtuk az egyes csomdpontokba, a
hozzajuk tartozé nyereséggel; akt_g és akt_ny az aldbbiakban bemutatésra keriilé
algoritmusban). Legyen tovdbba egy globélis véltoz6 (max_ny), amely a kurrens
optimumértéket, az addig megtalalt legjobb megoldas értékét tarolja. Ha ezt kez-
detben nullara is allitjuk, az elsé megoldas megtalalédsakor frissiil a moh6 meg-
oldas értékére (lasd az elébbi bekezdést). Ahhoz, hogy konstans idében tudjuk
ellendrizni, hogy adott pillanatban a hétralevé targyak nem férnek-e mind bele a
hétizsékba, célszerti el6re feltolteni az a[1..n] és b[1..n] tomboket gy, hogy ali]
= 2" tljl.g, blil = 2" t[jl.a, (ahol j=i..n). Ha a[1] < G, akkor a feladat trivialis,
hiszen ez azt jelenti, hogy az 6sszes targy belefér a hatizsakba, és a maximalis
nyereség b[1]. Ellenkez6 esetben a feladat gy is atfogalmazhaté, hogy mely tar-
gyakat hagyja a tolvaj az tizletben, szem elé6tt tartva, hogy a maximalis nyereség-
gel szeretne tavozni. Mivel valamely targy elvetésének esetét a megfelel6 jobb
fitrészfa képviseli, ezért a kovetkez6kben vézolt optimalizélas ezekre fokuszal.

Milyen esetekben keriilhet6 el a kurrens részfa jobb fitrészfajanak bejarasa?
Tegyiik fel, hogy a teljes fa gyokerétél a kurrens részfa gyokeréhez vezetd tt az
1..k targyakra vonatkozd, mar meghozott dontéseket képviseli. A kurrens rész-
fa jobb fia nyilvan azt az esetet abrazolja, hogy az (k+1)-edik targy nem keriil
bele a hatizsdkba. Amennyiben a hétralevé targyak (k+2 ... n) mind beleférnek
a hétizsédkba, akkor igymond ,,gondolkodés nélkil” (konstans id6ben eldénthe-
t6: akt_g + alk+2] < G) az Osszest beletessziik (és frissitjitkk a kurrens optimumot,
amennyiben indokolt). Mivel a széban forg6 jobb fitrészfa e legbaloldalibb leve-
le garantalt legjobb (az illet6 részfara nézve), ezért ennek bejarasa, jobb levelek
reményében, értelmetlenné valt (6.10. abra).

Ha a fenti logikaval nem keriilhetd el az illet6 jobb fitrészfa bejarasa, ak-
kor esetleges terméketlenségét (nem tartalmazza az optimalis levelet) az alab-
bi médon prébalhatjuk meg kideriteni. Vizsgélat céljabdl folytassuk a bejarast
egy olyan moho algoritmussal, amely elvdghatja a targyakat. Ezt valdsitja meg
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| | |3A7| |5.9| |2~5| |4~6| | | | | | |

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
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6.10. dbra. A feladat keresési terét abrazol6 bindris fa (megvastagitottuk
az optimdlis gyokér-levél utat; szimpla oll6: az illetd bal fiti képviselte
targy mar nem fér bele a hdtizsdkba; a sziirke jobb fitikbol hivédik
meg, vizsgdlat céljabdl, egy folytonos greedy; a dupla olléval levagott
jobb fiturészfdk garantdltan nem tartalmazzdk a megolddslevelet)

az aldbbi algoritmus supremum fiiggvénye, amely a széban forgé jobb fitrész-
fa egyetlen gyokér-levél Gtjan ,szalad le”, tehat linearis bonyolultsagt. Az igy
kapott nyereség nagyobb (vagy egyenld) lesz, mint a teljes fa gyokerébél az ille-
t6 részfa barmelyik leveléhez vezetd 1t nyeresége. A kapcsol6dé optimalizalas
alapotlete a kovetkez6: ha ez a supremum érték sem nagyobb, mint a kurrens
optimum, akkor az illet§ jobb fitirészfa biztosan nem tartalmazza az optimaélis
levelet, tehat értelmetlen lenne bejérni (igy teljesen lemetszhetd a farél).

A 6.10. abran besatiroztuk azokat a csomdpontokat, amelyekhez tartozé
részfakra, a példéank esetében, széba jon a supremum figgvény meghivéasa. Vas-
tagitott dupla vonalkaval jeloltiik a jobb fitrészfakra vonatkozé optimalizalas
»0l16jat”. A ,dupla olléval” lemetszett részfakban bejeloltitk a vizsgélati mohé
utat (ez megegyezhet az illet6 részfa legbaloldalibb levelébe vezetd tttal). Az op-
timalis gyokér-levél utat, amelynek kédja 1010, a vastagitott vonal jelzi. Uresen
hagytuk azokat a csomépontokat, amelyeknek a bejarasat sikerult elkertilni.

A hatizsdk rekurziv backtracking eljaras k-adik szinti meghivasa az akt_g és
akt_ny paraméterekben megkapja, hogy az aktuélis allapotban mekkora stily van
mar a hatizsdkban és mennyi nyereséggel. Ezt a két értéket fogja érték szerint
atadni a supremum fiiggvénynek is, amely — amint mar emlitettitk — vizsgalat
céljabél moh6 moédon (folytonos véltozatban) folytatja a (k+2), . . ., n targyak be-
pakolasét [mivel jobb fitir6l van sz, a (k+1)-edik targy nem keriil a hatizsakbal].
A max_ny és opt_x[] cim szerint dtadott paraméterekben tarol6dik a maximaélis
nyereség és az optimélis megoldés kddja.
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supremum(t[],n,G,akt_g,akt_ny,k)
minden i=k,n végezd
ha akt_g + t[i].g < G akkor
akt_g = akt_g + t[i].g
akt_ny = akt_ny + t[i].ar
kilonben
akt_ny = akt_ny + (G—akt_g) * t[i].ar / t[i].g
return akt_ny
vége ha
vége minden
return akt_ny
vége supremum

hatizsak(x[],t[1,n,G,akt_g,akt_ny,k,max_ny,opt_x[])
ha k == n akkor
ha akt_ny > max_ny akkor Il frissitjik a kurrens optimumot
max_ny = akt_ny
opt_x[1..n] = x[1..n]

vége ha
kiilonben
Il bal fia
ha akt_g + t[k+1].g < G akkor /l a (k+1). targy még belefér a hatizsakba
x[k+1] =1
hatizsak(x,t,n,G,akt_g+t[k+1].g,akt_ny+t[k+1].ar,k+1,max_ny,opt_x)
vége ha
/1 jobb fiu
ha akt_g + a[k+2] < G akkor /la maradék (k+2)..n targyak mind beleférnek
ha akt_ny + b[k+2] > max_ny akkor Il frissitjik a kurrens optimumot
max_ny = akt_ny + b[k+2]
opt_x[1..n] = x[1..k]+[0]+[1..1] /] a + jel Osszeflizést jelent
vége ha
kilénben
sup_ny = supremum(t,n,G,akt_g,akt_ny,k+2)
ha sup_ny > max_ny akkor /l a jobb fiurészfa esélyes optimalis levélre
x[k+1]1=0
hatizsak(x,t,n,G,akt_g,akt_ny,k+1,max_ny,opt_x)
vége ha
/I hianyzik a kiilénben-ag: a jobb fiurészfa esélytelen optimalis levélre
vége ha
vége ha

vége hatizsak
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Az alabbiakban k6zoljlik azt az algoritmusrészletet, amely tartalmazza a ha-
tizsakeljaras meghivasat és az optimélis megoldés kifratasat:

max_ny =0
hatizsak(x,t,n,G,0,0,0,max_ny,opt_x)
ki: max_ny, opt_x[1..n]

Vegyiik észre, hogy a dupla oll6 branch-and-bound szellemben metszi meg
a fat. A felvezet6 fejezetben mar adtunk egy kis izelit6t a branch-and-bound oll6
hasznalatér6l. Branch-and-bound oll6val olyan részfakat metsziink le, amelyek-
r6l kiderithetd, hogy garantaltan nem tartalmaznak jobb megoldasleveleket, mint
az addig ismert legjobb megoldas (ha nem jobbak az addigi legjobbnal, akkor
nyilvan esélytelenek az optimalis levél statusra). A supremum fiiggvény egy fel-
s6 korlatot térit vissza a kurrens csomépont jobb fiarészfaja tartalmazta esetleges
megoldaslevelekre vonatkozéan. Ha e felsé korlat sem nagyobb az addigi legjobb
megoldas értékénél (melyet a max_ny valtozo6 képvisel), akkor a széban forg6 rész-
fa lemetszhet6 a keresési fardl (bejarasa dtugorhaté; a sup_ny>max_ny feltételd ha
utasitasnak hianyzik a kilénben aga).

Backtracking versus branch-and-bound ollé

A backtracking algoritmusok a feladat 6sszes megoldasaban érdekeltek, a branch-
and-bound stratégia viszont csak az optimalisban. Egy backtracking algoritmus akkor
lép vissza (metszi a fat), ha barmely megoldasra nézve szaraz irdnyt érzékel, a branch-
and-bound algoritmusok viszont olyan irdnyokba nem agaztatjak tovabb a keresési fat,
amerre kizarhato, hogy taldlndnak optimalis megoldaslevelet.

A fentebb targyalt algoritmust Ggy is jellemezhetnénk, hogy Backtracking—
greedy hézasitas branch-and-bound médra.

Hatékony megoldéds adhaté a Hétizsdk problémara dinamikus programozas
alkalmazasaval is, mely technikat a kovetkez fejezet mutatja be. A hatizsak-
probléma dinamikus programozasos megoldasa végett lasd az Algoritmusok feliil-
nézetbdl jegyzet (Kétai 2007) 9.1. megoldott feladatat.

Az Algoritmusok feliilnézetbdl cimi jegyzet tovabbi példékat tartalmaz branch-
and-bound algoritmusokra is (lasd a 6.2. és 10.2. megoldott feladatokat).
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Alma/korte: Legyen n+1 szoba, amelyek vagonszertien kovetik egymast. Az
els6 n szoba mindenikében egy bizonyos mennyiségli alma és korte talalhaté.
Egy elég nagy hatizsakkal rendelkezd személynek a kovetkezéképpen kell vé-
gigmennie a szobédkon, szobarél szobara haladva: megérkezve valamely i-edik
szobaba (i = 1, ..., n), el6szor kitiresiti a hatizsakjat (a megfelelé gytimolcscso-
moba), majd bepakolja a szobdban talalhaté 6sszes almat vagy Gsszes kortét, és
rakomanyat atviszi a kovetkezd szobaba, az (i+1)-edikbe, ahol természetesen
hasonléan jar el (az elsé szobéba iires hatizsakkal 1ép be). Allapitsuk meg, hogy
az egyes szobakban mely tipusd gyiimolcsoket kell bepakolnia a személynek,
ha azt szeretné, hogy minimalis kalériaveszteséggel érkezzen meg az (n+1)-edik
szobaba (két egymas utani szoba kozott a szallitott gytimolcsok szamaval egyenld
szdmu kalériaegységet veszit a személy; a hatizsék kipakolasa és megrakésa nem
jar kaloriaveszteséggel).

Misszionarius-kannibal: Egy folyé egyik partjan van k kannibal, m misz-
sziondrius és egy kétszemélyes csonak. Hogyan tudnak atjutni a kannibalok és
a misszionariusok a tilsé partra anélkiil, hogy mészérlas térténne? Erre akkor
keriilne sor, ha valamelyik parton tobbségben maradnédnak a kannibalok (és van
misszionarius is az illet parton).
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1801-ben karacsonyra Thomas Jefferson, az Amerikai Egyesiilt Allamok akkori
elnoke levelet kapott egyik matematikus baratjatél, Robert Pattersontdl, aki egy altala
tokéletesnek nevezett titkositasi rendszerrél szamolt be. Jefferson nyilvan nem tudta
feltorni a ,,tokéletes rendszert”, és az ezt kovetd 200 évben mésok sem, viszont a ko-
zelmultban egy Lawren Smithline nevii matematikusnak, szamit6gépes programok
segitségével sikeriilt. Mi a k6z0s ebben a torténetben, a felhdkarcolok liftjeinek tite-
mezési problémaiban, a vonalk6d-generalasban, a nagy halhdbortban, a sakk-végja-
tékokban stb.? E teriiletek mindenikén alkalmaztak mar a dinamikus programozast
optimalizalasi probléméak megoldasara.

A dinamikus programozast mint optimalizalasi médszert Richard Bellman ja-
vasolta a mult szdzad kozepén, és azota szamos tudoméanyteriileten nyert jelentds
alkalmazast. A dinamikus programozasos feladatokat tobbféleképpen is osztalyoz-
hatjuk: diszkrét/folytonos, determinisztikus/sztochasztikus, véges/végtelen horizon-
ta stb. Ebben a fejezetben a diszkrét, determinisztikus, véges horizontt problémak
keriilnek megvizsgélasra.

7.1. Milyen feladatok oldhaték meg dinamikus
programozassal?

Amint mar tobbszor is utaltunk ra, gyakori jelenség, hogy egy feladat megoldasa
feltételezi ennek hasonld, egyszer(ibb részfeladataira valé lebontését. A cél altala-
ban az, hogy a részfeladatok megoldasaibol épitsiik fel az eredeti feladat megoldését
(vagy megoldasait). Feladatokat bontunk le, és megoldasokbdl épitkeziink. A bontas
és épités ellentétes irdnyt miveletek. A bontést a trividlis részfeladatok (megoldé-
suk a feladat bemeneti adataibdl trividlisan adddik) szintjéig torténik, az épitkezés
pedig errdl a szintrél indul.

Gyakori eset, hogy a feladat tobbféleképpen is lebonthato részfeladataira. A kii-
l6nboz6 lebontasok szerkezetei meghatérozzak a rajuk épiilé megoldéasok felépitését.
Bar a hangstily a megoldasok felépitésén van, az épitkezési irdnyokat a bontasi vona-
lak hatérozzak meg. Egy apafeladat megoldésai azon fitrészfeladatok megoldasaibél
épitheték fel, amelyek az illets apafeladat lebontasabél kozvetleniil adédnak. Ugy
is fogalmazhatnéank, hogy ahhoz, hogy le tudjuk programozni a megoldasépités fo-
lyamatat, 4t kell hogy lassuk a feladat szerkezetét (ez &ltaldban azt feltételezi, hogy
legalédbb gondolatban lebontjuk a feladatot részfeladataira).

A dinamikus programozéssal megoldhat6 feladatok egyik jellemzdéje, hogy a
lebontasukbdl szdrmazé kiilénbézd részfeladatok szama gyakran a bemenet mére-
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tének polinom fiiggvénye. Ez éltalaban abbdl adédik, hogy a lebontésbdl szérmazo
exponencidlisan sok részfeladat koziil szamottevéen sok azonos.

Amennyiben optimalizalasi problémardl van szé, akkor egy masik kovetelmény
az, hogy a feladatra igaz legyen az ,,optimalizal4s alapelve”, miszerint ,az optimalis
megoldés optimalis részmegoldasokbdl épiil fel”. Ez garanciét jelent arra vonatkozé-
an, hogy az optimaélis megoldas felépithetd a részfeladatok optimélis megoldasaibol.
Azért annyira 1ényeges ez, mert ily médon elegendé minden részfeladatnak csak az
optimalis megolddsat (az ezt képviseld optimumértéket) tarolni, ami csupén polinom-
sok értéket jelent. A térolas (rendszerint egy-, két- vagy t6bbdimenzids témbben)
stratégiailag is fontos, mert ezzel elkeriilhetd a részfeladatok tobbszori megoldasa
(amennyiben a megoldasi folyamat alatt tobbszor is talalkoznénk ugyanazzal a rész-
feladattal).

Természetesen az optimalis megoldés felépitése azt is feltételezi, hogy az opti-
malis részmegoldasokbdl optimdlis médon épitkezziink (akkor lesz optimalis épiile-
tink, ha optimaélis anyagokat optimalis m6don épitiink 6ssze). Az optimalis épitke-
zés modjat matematikailag egy rekurziv képlettel szokds megadni, amelyen beliil az
optimalizélas egy minimum vagy maximum fiiggvényben fogalmazédik meg.

A fentiekkel 6sszhangban a dinamikus programozas lentrél felfele (egyszert-
tél a bonyolult felé) épitkezést jelent: kiindulva a trividlisan egyszerti részfeladatok
nyilvanvalé optimélis megoldésaibdl, felépitjiik, 1épésrél 1épésre, az egyre bonyo-
lultabb részfeladatok optimalis megoldasait, végiil az eredeti feladatét. Ez altalaban
annyit jelent, hogy az optimumértékeket tarolé tomb triviélis részfeladatokat képvi-
sel6, implicite kitoltott cellaitél elindulva egyre tobb ,,szomszédos cellat” toltiink ki
(a rekurziv képlet alapjan), mig végiil ki tudjuk tolteni az eredeti feladatot képvisels
cellat is. Ha minden egyes celldban nemcsak az optimumeértéket taroljuk, hanem
kédoljuk az optimélis dontést is, amely ezt szolgéltatta, akkor az optimumértékek
tombjébdl egy az egyben visszaolvashaté lesz az optimalis dontéssorozat is, amely
az optimalis megoldast eredményezte.

Akkor is részfeladatokként egy értékkel van dolgunk, ha olyan feladatot oldunk
meg, amelyben a megoldasok szdma érdekel. Tehat egy maésik feladatcsalad, amely
dinamikus programozéssal megoldhatd: a megszamlalasi feladatok. Itt is feltétel,
hogy az eredeti feladat polinom-sok hasonlé, egyszertibb részfeladatra legyen le-
bonthaté. Ez esetben, mivelhogy nem optimalizélasrél van sz6, a rekurziv képlet
nem fog minimum vagy maximum fiiggvényt tartalmazni.

7.2. Recept dinamikus programozasos feladatmegoldashoz

Az el6bbi gondolatsor egy 5 1épéses dinamikus programozésos feladatmeg-
oldasi médszert sugall. Szemléltetésiil tekintsiik az alabbi feladatot:
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Viragtizlet: Egy viragiizlet kirakatdban van m véza (1, 2, ..., m sorrendben),
és ezekbe tgy kell elhelyezni az 1, 2, ..., n viragokat (ebben a sorrendben; n<m),
hogy az esztétikai 6sszhatds maximaélis legyen (7.1. abra). (Az e[1..n][1..m] tomb
e[i][j] cellaja azt tarolja, hogy az i virdg a j vdzdban milyen esztétikai hatast kelt;
az turesen maradt vazak esztétikai hatdsa nulla.) (Nemzetkozi Informatika Olim-
pia, Torokorszag, 1999)

1 2 3 4 5

23 -5 -24 16
5 21 -4 10 23
-21 5 -4 -20 20

W o= e
~

w u 11

7.1. abra. Példa 3 virdgra és 5 vazdara. Az optimdlis megoldas: 1.
vdaza tires; 2. vazaban 1. virag; 3. vdza iires; 4. vazdban 2. virdg;
5. vazaban 3. virag. A maximalis esztétikai dsszhatds: 53

Ime a javasolt recept:

1. Meghatdrozzuk a részfeladatok dltaldnos alakjdt. Ha egy adott példara,
gondolatban, lefuttatjuk a részfeladatokra bontéas folyamatat, akkor ez segithet
érzékelni, hogy mi az altaldnos alak (egy paraméteres alak, amely &ltalanosan
jellemzi a lebontasbdl adddé osszes részfeladatot). Elgondolkodhatunk azon is,
hogy mely paraméterértékekre kapunk trividlisan egyszer( részfeladatokat, illet-
ve mely értékek eredményezik az eredeti feladatot. Milyen iranyd paraméterér-
ték-valtozas jelenti a lentrdl felfele épitkezést?

Altaldnos alak: az 1..i viragok optimalis elhelyezése az 1. vazékba (0<i<n,
iSj<Sm—n+i). Az i. virdg nem keriilhet az i. vazanal el6bbre (hogy legyen vaza
az 1..(i—1) viragnak), illetve az (m—(n—1i))-edik vazanal hatrabb (hogy maradjon
vaza a fennmaradt n—1 virdgnak is).

Optimumérték: az optimalis elhelyezés keltette esztétikai 6sszhatas értéke.

Optimdlis megoldds: az optimélis elhelyezés médja.

Trivialis részfeladatok:

i=0 (nulla virag elhelyezése barmennyi vazaba); méretében trivialis
i=j (ugyanannyi a virdg, mint a vaza); mindségében trivialis, mert egyér-
telm, hogy az i. virdg az i. vazaba kell hogy keriiljon.

Eredeti feladat: i=n, j=m.

Lentrdl felfele irany: i és j novekednek.
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2. Hol taroljuk a részfeladatok optimdlis megolddsait képviseld optimumérté-
keket? Altalaban, ahany fiiggetlen paramétert tartalmaz az altalanos alak, annyi
dimenzids tombre lesz sziikségiink. Mely celldk fogjék tarolni a triviélis részfel-
adatok optimumeértékeit, és melyik az eredeti feladatét?

Optimumeértékek témbje: ¢[0..n][0..m] 2-dimenziés tomb satirozott tertlete
(i=1..n, j=i.m—n+i). (7.2. abra)

Trivialis részfeladatokat képvisel celldk: c[0][j], j=0..m—n; c[i][i], i=1..n.

Eredeti feladatot képvisel6 cella: c[n][m].

3. Meghatdarozunk egy dltalanos rekurziv képletet, amely matematikailag le-
irja az optimalis épitkezés mddjat: az optimumok témbje valamely ,,apacellaja”,
mely kozvetlen ,fiacellak” értékeitél, milyen médon fiigg(het)? Segithet atlatni
a képletet, ha érzékeljik egy é4ltalanos apafeladat megoldasa feltételezte lentrél
felfele dontéssorozat utolsé dontését, azt, amely a lebontdasabodl adédo6 kozvetlen
fitrészfeladatokra tdmaszkodik.

,»Utolsé dontés” az ,,(i,j) feladatot” illetGen: (1) az i. virag a j. vazaba keriil, vagy
(2) a j. vaza tiresen marad. Az elsé véltozat esetében a fiarészfeladat: (i—1,j—1)
(1..i—1 viragok optimalis elhelyezése az 1..j—1 vazakba). A méasodik esetben az
(i,j—1) fitrészfeladhoz jutunk: 1..i viragok optimalis elhelyezése az 1..j—1 vazékba.

A képlet optimalizalasi dga: cli][j] = max{c[i—1][j—1] + e[i][j]; cli][j—1] + 0},
i=1.n,j=i+1.m—n+i.

A képlet trividlis dgai: c[0][j] = 0, j=0..m—n; c[i][i] = c[i—1][i—1] + e[i][i], i=1..n.

4. Megirjuk az iterativ algoritmust, amely a rekurziv képlet alapjan (,lentrél
felfele” irdnyba) feltolti az optimumértékek tombijét.

minden j = 0,m - n végezd /I méretiikben trivialis részfeladatok
c[0]i] =0

vége minden

minden i = 1,n végezd /I minéségikben trivialis részfeladatok
cli]li] = cfi-1][i-1] + efili]

vége minden

minden i = 1,n végezd /I nem trivialis részfeladatok

minden j = i+1,m —n+i végezd
ha c[i-1][j-1] + e[il[j] > c[il[i-1] akkor
clilj] = cfi-1]{i-1] + efi][}]
kilénben
cfilfi] = cfilfi-1]
vége ha
vége minden
vége minden
ki: c[n][m]
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5. Az optimumtémbbdl kiolvassuk (,fentrdl lefele” iranyba) az optimdlis don-
téssorozatot (amely az optimalis megoldast eredményezi) (7.2. dbra). Ha egy re-
kurziv figgvényt irunk az optimalis dontéssorozat visszaolvasidsahoz, és a rekur-
zi6 vissza-utjan irjuk ki a dontéseket, akkor ezek elére sorrendben jelennek meg
a képernyén.

Optimalis_megoldas(e[1[1.c[1[1.i.})
hai> 0 és j>iakkor /I nem trividlis részfeladatok
ha cf[i][j] == c[i-1][i-1] + e[il[j] akkor
Optimalis_megoldas(e,c,i—-1,j—1)
ki: i, ,-edik virag, ”, j, ,-edik vazaba”
kiilonben
Optimalis_megoldas(e,c,i,j-1)
ki: j, ,-edik vaza lres”
vége ha
kiilénben
hai==0 és >0 akkor /I méretlkben trividlis részfeladatok
Optimalis_megoldas(e,c,i,j—1)
ki: j, ,-edik vaza ures”
vége ha
hai>0 ési==jakkor /I minéséglkben trividlis részfeladatok
Optimalis_megoldas(e,c,i—-1,j—1)
ki: i, ,-edik virag, ”, j, ,-edik vazaba”
vége ha
vége ha
vége Optimalis_megoldas

Cc 0 1 2 3 4 5

o[ 0«F 0x] O

1 74t 234 23

2 28 | 28+>33

3 24 | 24<BGH

7.2. abra. A feltoltétt ¢ tomb, amelybdl visszaolvashaté (mohé médon) az
optimalis déntéssorozat (vilagossziirke: ,trivialis szegély”; sotétsziirke: célcella)

Otlépéses receptiink, tomoren:

1. Meghatédrozzuk a részfeladatok altalanos, paraméteres alakjat. (Lévén szé
,kiillonb6z6 méreti” hasonlé részfeladatok egy csaladjarél, nyilvan be-
szélhetiink ezek &ltalanos alakjarol.)
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2. Eldontjuk, hogy hol taroljuk a részfeladatok optimalis megoldasait kép-
visel6 optimumértékeket. (Az optimalizalandé célfiggvény optimumérté-
keit a részfeladatokra vonatkoztatva.)

3. Meghatarozunk egy rekurziv képletet, amely matematikailag leirja az op-
timalis épitkezés madjat. (Mi a moédja, hogy a mar rendelkezésre all6 , fit-
optimumokbél” ,,apaoptimumokat” épitsiink?)

4. Implementaljuk az iterativ algoritmust, amely a rekurziv képlet alapjan
(»1lentrdl felfele irdnyba”) feltolti az optimumértékek tombijét. (A ,trivialis
szegélyen” 16v4 celldktol ,optimumhidat” épitiink az ,ellenkezé oldalon”
talalhato célcellahoz.)

5. Az optimumtémbbél kiolvassuk (,fentrél lefele irdnyba”) az optimalis
dontéssorozatot (amely az optimalis megoldast eredményezi). (Meghata-
rozzuk az ,,optimumhid” célcellaba vezetd ,,optimaélis atjat”.)

7.3. Dinamikus programozasos stratégiak osztalyozasa

A dinamikus programozasos feladatok igen sokfélék lehetnek. Azért, hogy
egy viszonylag atfogé képet kapjunk a mddszerrél, célszerti lehet kévetni az aléb-
bi osztalyozast: 1. monadikus (monadic) / poliadikus (polyadic); 2. soros(serial) /
nem-soros(non-serial).

Ahogy az eddigiekbdl is kideriilt, a dinamikus programozéasos épitkezés
szintrél szintre halad, lentrdl felfele. A 0. szinten talalhaték a trivialis részfel-
adatok, amelyek optimélis megoldésai implicite adédnak az input adatokbél.
Els6 szinten azok a részfeladatok oldhat6k meg, amelyek optimalis megoldasai
kozvetleniil adédnak a ,trividlis optimumokbdl”. Altaldnosan: A k. szinti rész-
feladatok optimalis megoldasai kizéarélag 0..(k—1) szinti optimumokt6l fiiggnek.
A legfels6 szinten taladlhato, nyilvan, az eredeti feladat.

Ha a k. szinti feladatok megoldasai kizdrélag (k—1). szintiek megoldésait6l
fuggnek (vagy fiigghetnek), akkor a feladatot sorosnak nevezziik, kiillonben nem-
sorosnak. Ha barmely részfeladat optimalis megoldaséba egyetlen alsébb szinti
részfeladat optimuma épiil be, akkor monadikus feladatrél beszélunk, killénben
poliadikusrél. Az aldbbiakban felsorolunk mindenik kategériabdl egy-egy példat.

Monadikus—soros (Haromszog-optimalizéalas): Az a[1..n][1..n] tomb f64tlé
menti és f6atlé alatti cellai természetes szadmokat tarolnak. Hatdrozzuk meg a
cstesbdl (a[1][1] cella) alapra (n. sor) vezet6 ,legjobb utat” (amely mentén a leg-
nagyobb az 0sszeg), ha a megengedett tovabblépési iranyok: le vagy atlésan jobb-
ra (7.3. dbra). (Nemzetkozi Informatika Olimpia, Svédorszag, 1994; e feladaton
keresztiil nytjtottunk el6zetest az 6t mddszer stratégiajarol a 2.2. alfejezetben.)
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1. Altalanos alak: (i,j) poziciébél (1<i<n, 1<j<i) indulé alapra vezetd leg-
jobb 1t meghatérozasa.

Trivialis részfeladatok: (n,j) poziciokbdl indulé legjobb utak meghatarozasa.
Eredeti feladat: az (1,1) poziciébdl indulé legjobb tt meghatéarozasa.

2. Optimumértékek tombje: c[1..n][1..n]. (A c[i][j] cella az (i,j) poziciébél
alapra vezetd legjobb tt optimumeértékét tarolja.)

3. Rekurziv képlet: mivel egy (i,j) poziciébdl, egy lépésbdl, az (i+1,j) vagy
(i+1,j+1) pozicidkba juthatunk, ezért a ¢[i][j] apaoptimum, a c[i+1][j] és
c[i+1][j+1] kozvetlen fitoptimumok épithetd fel. Hogyan?

clnlljl = alnljil, 1j<n;
cli][j] = max {ali][j] + cli+1][jl, al[i][j] + c[i+1][j+1]}, 1<i<n, 1<j<i.
4. Tterativ algoritmus a ¢ tomb feltoltésére:

minden j = 1,n végezd /I trivialis optimumok
c[n]i] = a[n][]

vége minden

minden i = n-1,1,-1 végezd /I nem trividlis optimumok
minden j = 1,i végezd
ha c[i+1][j] > c[i+1][j+1] akkor /I lefele az optimalis
cfilj] = afi]] + cfi+1]0]
kiildnben /I &tlésan jobbra az optimalis
clili] = afil[j] + cli+1][+1]
vége ha

vége minden
vége minden

ki: c[1][1]
[ a1 L
2 5 9 3. szint 2 30 25
l10f 1| 4 2m 3| 25 |16 | 15
alal7l3 11 Lszint 4 7 15 11 4
sl2]5(8]3]|1 osn 5| oo | 5 | 8 | 3 1
a 1 2 3 4 5 c 1 2 3 4 5

7.3. abra. Példatombdok a hdromszdg feladat optimalizdldsos valtozatdhoz
(a[1..5][1..5], ¢[1..5][1..5]); megvastagitottuk az optimdlis it menti szamokat.
A feladat azért soros, mert a k. szinti optimumok csak (k-1). szintiektdl fiiggnek



110 7. DINAMIKUS PROGRAMOZAS

5. Mi eredményezte a ¢[1][1] optimumot (l4sd a 7.3. abréat)? A c[2][1]. Es a
c[2][1]-et? A ¢[3][1]... Tehat a ¢ tombbeli csticsbol alapra vezeté6 moho
at (minden 1épésben a nagyobb elem irdanyaba 1épiink tovabb) az eredeti
matrix optimalis Gtjat adja meg. Az implementél4ds maradjon az olvaséra.
(Vegyiik észre, hogy az a tombbeli moh6 tt nem jelentett optimalist.)

Hdaromszog-szamldlas: A haromszogfeladat egy szamlélasi valtozata, hogy
hény csticsbdl alapra vezet6 szigortaan novekvé tt létezik, ha a megengedett ira-
nyok: le vagy atlésan jobbra (7.4. dbra).

1. Altalanos alak: (i,j) poziciébdl (1<i<n, 1<j<i) indulf, alapra vezetd, szi-
gortian novekvd utak szdma.
2. A részfeladatok megoldésai szdmat tarol6 tomb: ¢[1..n][1..n]. (A c[i][j] cel-
la az (i,j) poziciobdl alapra vezet6 szigortian novekvd utak szamaét tarolja.)
3. Rekurziv képlet: ha a[i][j] kisebb a[i+1][j]-nél is és ali+1][j+1]-nél is,
akkor az a[i][j] elem beékel6dhet mind az (i+1,j), mind az (i+1,j+1) po-
ziciébél indulé novekvs részsorozatok elé (a képlet ezen dga poliadikus
jelleget olt).
c[n][jl = 1, 1<j<n;
cli][j1 = 0, ha a[i][j] = ali+1][j] és ali][j] = ali+1][j+1];
= c[i+1][j], ha a[illj] < ali+1][j] és alillj] = ali+1][j+1];
cli+1][j+1], ha a[i][j] = a[i+1][j] és ali][j] < a[i+1][j+1];
cli+1][j] + cli+1][j+1], ha ali][j] < ali+1][j] és alil[j] < ali+1][j+1].
4. Tterativ algoritmus a ¢ tomb feltoltésére (kezdetben minden eleme 0):

minden j = 1,n végezd /1 trividlis méretli részfeladatok
c[n]f] =1
vége minden
minden i = n-1,1,-1 végezd /I nem ftrivialis részfeladatok
minden j = 1,i végezd
ha c[i+1][j] > c[i][j] akkor /I lefele névekvd
clilfi] += cfi+1](]
vége ha
ha c[i+1][j+1] > c[i][j] akkor /I atlésan-jobbra névekvé
clilf] += cli+1]0+1]
vége ha
vége minden
vége minden
ki: c[1][1]
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1 3 4. szint 1

2 5 6 3. szint 2

3 4 7 7 2. szint 3 2 1 2

“lol7]|8]8 Lezint 4 (SGRSEORS I 1

S1919]9(3]9 Oszint 5| ] 1 1 1 1
a 1 2 3 4 5 c 1 2 3 4 5

7.4. abra. Példatombdk a hdromszdg feladat szamlalasi
vdltozatdhoz (a[1..5][1..5], ¢[1..5][1..5]). A feladat azért soros,
mert a k. szinti eredmények csak (k-1). szintiektdl fiiggnek

Monadikus—-nem-soros (Leghosszabb kozos részsorozat): Hatarozzuk meg az
a[1..n] és b[1..m] tombok leghosszabb k6zos részsorozatat (7.5. abra).

1. Altalanos alak: az a[1..1] és b[1..j] tombszakaszok leghosszabb kozos rész-
sorozatdnak meghatérozasa.

Trivialis részfeladatok: i=0 vagy j=0 (valamelyik részsorozat ures).
Eredeti feladat: i=n, j=m.

2. Optimumértékek témbje: ¢[0..n][0..m]. (A c[i][j] cella az a[1..i] és b[1..j]
tombszakaszok leghosszabb k6zos részsorozatanak hosszat tarolja.)

3. Rekurziv képlet: ha a[i]=b][j], akkor e kozos érték bekeriil a leghosszabb
kozos részsorozatba, és ily médon, a c¢[i][j] apaoptimum a c[i—1][j—1]
fitoptimumra éptl; ha a[i]=b[j], akkor a c[i][j—1] és c[i—1][j] fiGoptimu-
mok valamelyike szolgéltatja a c[i][j] apa-optimumot.

c[i][0] = 0; c[0][j] = 0, ahol 0<i<n, 0<j<m.
clillj] = cli-1][j—1] + 1, ha 1<i<n, 1<j<m, a[i]=b[j].
cli][j] = max {c[i][j—1], c[i—1][j]}, ha 1<i<n, 1<j<m, a[i]#b]j].
4. Tterativ algoritmus a ¢ tomb feltoltésére (kezdetben minden eleme 0):

minden i = 1,n végezd /I trivialis optimumok
clillo]=0

vége minden

minden j = 1,m végezd /I trivialis optimumok
clo]i] =0

vége minden

minden i = 1,n végezd /I nem trividlis optimumok

minden j = 1,m végezd
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ha al[i] == b[j] akkor
clilf] = cfi-1]G-11 + 1
kiilonben
ha c[i-1][j] > c[i][j-1] akkor
cli]fil = cfi-110]
kiilonben
clillj] = clilli-1]
vége ha
vége ha
vége minden
vége minden
ki: c[n][m]

5. Mi eredményezte a c[4][6] optimumot (lasd a 7.5. abrat)? A c[3][5]. Es a
c[3][5]-6t? A c[2][5]... Maradjon az olvaséra az optimalis dontéssorozat
rekonstrualasa a feltoltott ¢ tomb alapjan. (Ha rekurziv eljarast irunk, és
a rekurzi6 visszauatjan iratjuk ki az optimélis dontéseket, akkor el6re sor-
rendben jelenik meg a leghosszabb k6zos részsorozat a képernyén.)

B4 [3[5[7]2]3]
¢ O 1 2 3 4 5 6
a [ 0] owa0o [ O] 0] OO
3 I 0 | 0V 1 w4l wial
5 2 0o 14~ 2
4 | s [ o 1 [
3]« [ o[

7.5. abra. Leghosszabb kézds részsorozat: 3,5,3. A 0. szint hdttere fehér.

Az ,egyszinti” Gtlékon taldlhaté celldk ugyanazon szinten levé részfeladatokat
képviselnek. A feladat azért ,nem-soros”, mert a k. szinti optimalis megolddsok
fiigghetnek mind a (k-1), mind a (k-2). szinti optimumoktél (Idsd a berajzolt
nyilakat; megvastagitottuk az optimdlis dontéseket képviseldket)

Poliadikus—soros (Floyd algoritmusa): Legyen n varos. Az a[1..n][1..n] tomb
a[i][j] cellaja azt tarolja, hogy mekkora az i és j varosok kozti direkt itvonal kolt-
sége (nem létez6 ttvonalon a koltség oo; a negativ koltségértékek nyereségként
tekintendék). Hatarozzuk meg minden varospar kozt a legelé6nyosebb utak kolt-
ségét (7.6. dbra).

1. Altalanos alak: Az (i,j) varospér kozott azon legelény6sebb tit meghata-
rozésa, amely legfennebb az 1..k koztes allomasokon halad at. A szint-
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r6l szintre valé egyszer(it6l bonyolult felé haladas a k novekedésével
(k=0,1,..,n) jar kéz a kézben.
Trivialis részfeladatok: k=0 (direkt utak; nincsenek koztes allomasok).
Eredeti feladat: k=n (barmely varos lehet koztes dllomas).

2. Optimumértékek tombije: ¢[1..n][1..n] [a kurrens k-ra tarolja az optimumokat;
a k. szinti optimumok feltlirhat6k a (k+1). szintiekkel, lasd a 7.7. abrat].

3. Rekurziv képlet: az (i,j) varospar kozotti, legfennebb az 1..k koztes allo-
masokon athalado, legelénydsebb 1t (c,[i][j] apaoptimum) tartalmazhatja
(ac,_,[1][k] és c,_,[K][j] fitoptimumokra épiil), vagy nem (a ¢, [i][j] fitiop-
timumra épiil), a k. allomast.

c lilljl = ali][j], ahol 1<i<n, 1<j<n.

¢ lil[jl = min {c,_,[11[jl, ¢,_,[il[k] + c,_,[K][j]}, ahol 1<i<n, 1<j<n.
(Azért soros, mert a k. szinti optimumok csak (k—1). szintiektdl fiiggnek.
Azért poliadikus, mert megtorténhet, hogy valamely optimumeérték két
masik 6sszegébdl adodik.)

4. Iterativ algoritmus az optimumértékek felépitésére a ¢ témbben:

minden i = 1,n végezd /I a ¢ tdmb kezdetben az a matrixot tarolja
minden j = 1,n végezd /I ezek trividlis optimumokat jelentenek
cfili] = afil]
vége minden
vége minden
minden k = 1,n végezd I k. szinti optimumok, a (k—1). szintiekbdl
minden i = 1,n végezd
minden j = 1,n végezd
hai#k és | #k akkor /I nem lehet kdztes allomas a k
clil[j] = min(cfi][j], clillk]+c[K]0T)
/¢ Jill] = min(e, illil, e, [illk}+c, . [KI[)
vége ha
vége minden
vége minden
vége minden
minden i = 1,n végezd
minden j = 1,n végezd
ki: cli][i]
vége minden
vége minden

5. Ha érdekelnek a legel6nyosebb utak is, nem csak a koltségiik, akkor célszert
nyilvantartani az optimélis utak utols6 el6tti dllomasait is. Hasznalhatunk
erre egy ue[1..n][1..n] tombot. Valahdnyszor egy cli][j] cella értéke feliilirédik
a c[i][k]+c[K][j] 6sszeggel, a megfeleld ueli][j] cella frissiil az ue[k][j] értékkel.
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7.6. abra. Példa 6 varos kozti iranyitott athdlézatra. Az élekhez
rendelt értékek a megfeleld iranyitott szakaszok koltségét jelentik.
A negativ koltségértékek nyereségként tekintenddék. Barmely
pontpar kézott a vastagitott élek menti a legelénydsebb it

c, ! 2 3 4 5 6 c, ! 2 3 5 6
1 0 50 o0 c | 110 | 20 1 0 50 o0 c | 110 | 20
2| o 0 [ 100 | o 70 | -60 2| 0 [100| o 70 | -60
3| o o0 0 10 c | 150 — 3| o 0 10 o | 150
4| oo © © 0 30 © 4 3 © © 0 30 ©
5| o o0 40 s 0 o 5| o o 40 o 0 o
6 00 o o 80 0 6| o o0 o o 80 0

c, ! 2 3 4 5 6 c, 1 2 3 4 5 6
1 0 50 o0 c | 110 | 20 1 0 50 | 150 | « | 110 | -10
2| o 0 | 100 | o 70 | -60 2| 0 [100| o 70 | -60
3| oo o 0 10 c« | 150 - 3| o 0 10 o | 150
4| oo © © 0 30 © 4| oo © © 0 30 ©
5 3 40 g 0 [ 5| o 40 0 0
6| o 3 0 00 80 0 6| o © 3 e 80 0

c, ! 2 3 5 6 c, 1! 2 3 4 5 6
1 0 50 | 150 [ o | 110 | -10 1 0 50 | 150 | 160 | 110 | -10
2 0 | 100 | o 70 | -60 2| 0 [100(110 | 70 | -60
3| oo o 0 10 c | 150 - 3| o o 0 10 o | 150
4 00 o 0 30 4 o 0 30 0
5| o o 40 el 0 o 5| o o 40 | 50 0 | 190
6| o 3 e o0 80 0 6| o © e e 80 0
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C, 1 2 3 4 5 6 c, 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 | 150|160 | 110 | -10 1| 0 | 50 | 150 | 160 | 110 | -10
2| o | 0 |100|110| 70 | -60 2| o | 0 [100|110]| 70 | -60
3| o | o | 0 |10 | « |150 3] o | o | 0 | 10 | 40 | 150
4] w | o | o | O |30 | o 4 o | o | o | 0 | 30|
5 o | o | 40 | 50 | 0 | 190 5| o | o |40 | 50 | 0 | 190
6| o o0 0 00 80 0 6| o 0 00 0 80 0
c, 1 2 3 4 5 6 C, 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 | 150|160 | 110 | -10 1| 0 | 50 | 150 | 160 | 110 | -10
2| o | 0 |100|110| 70 | -60 2| © | 0 [100|110]| 70 | -60
3| o | o | 0 | 10 | 40 | 150 3] o | o | 0 | 10 | 40 | 150
4 w | o | o | 0 |30 | o 4| o | o | 70 | 0 | 30 | 220
5| o Y 40 50 0 190 5| o 00 40 50 0 190
6| 0o | o | o | o | 80| O 6| o | o |120[130| 80 | 0
C, 1 2 3 4 5 6 C, 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 | 150|160 | 110 | -10 1| 0 | 50 [110 120 | 70 | -10
2| o | 0 |100|110]| 70 | -60 2| o | 0 | 60 | 70 | 20 | -60
3| o | o | 0 | 10 | 40 | 150 3] o | o | 0 | 10 | 40 | 150
4 w | o | 70 | 0 | 30 | 220 4| o | o | 70 | 0 | 30 | 220
5| o 00 40 50 0 190 5] o 00 40 50 0 190
6| o | o [120(130| 80 | © 6| o | o [120]130| 80 | ©

7.7. abra. A ¢ témb n=6 lépésben valo atalakuldsa a direkt utak matrixabol

az optimdlis utak matrixava. A ¢, mdtrix a k. szinti optimumokat tarolja.
Minden lépésben sziirke hattérrel jeleztiik, hogy mely (k—1). optimumok

felhaszndldsdval mely k. szinti optimumok keriilnek meghatdrozasra. E sziirke
teriiletek dtfedédés mentessége teszi lehetévé, hogy a c,_, madtrixot feliilirjuk

a ¢, mdtrixszal. Minden lépésben megvastagitottuk a frissiilé értékeket

Poliadikus—-nem-soros (tiikorsz6): Az s[1..n] karakterlancot bontsunk mini-
malis szamu tiitkorszoéra (7.8. dbra).

1. Altalanos alak: Egy sli..j] karakterlancszakasz minimalis titkérszora bontasa.

Méretében trivialis részfeladatok: i=j (egy elemt szakaszok).

Mindségiikben trivialis részfeladatok: az s[i..j] szakasz tiikorszo.
Eredeti feladat: i=1, j=n.
2. Optimumértékek tombje: ¢[1..n][1..n] (f6atl6 és f64tl6 feletti hdromszog).
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3. Rekurziv képlet: az s[i..j] nem szimmetrikus szakasz, egy véagéssal, j—i
féleképpen bonthaté s[i..k], s[k+1..j] alaka parosra, ahol k=i,j—1.
clil[i] = 1, 1<i<n;
c[i][j] = 1, ha s[i..j] tiikorszo;
cli][j] = min { c[i][k] + c[k+1][j], minden k=1i,j-1}, ha s[i..j] nem tiikorsz6.
4. Tterativ algoritmus a ¢ tomb felt6ltésére (a f6atlé alatti haromszoget fel-
hasznaljuk az optimalis vagasok helyeinek eltarolésara):

minden i = 1,n végezd /I méretiikben is trivialis optimumok
cfili] =1

vége minden

minden i = n—-1,1 végezd /I lentrél felfele
minden j = i+1,n végezd // balrdl jobbra
ha tiikérszo(s,i,j) akkor /I min8séglikben trivialis optimumok
cfilf =1
cfjllil=0 /I nem igényel vagast
kiilonben /I nem trividlis optimumok
clilil=n Il ,nagy” kezdéérték a minimumszamolashoz

minden k = i,j—-1 végezd
ha cf[i][k] + c[k+1][j] < c]i][j] akkor
clilf] = clillk] + clk+1][]
c[jllil = k /I eltarolom a vagas helyét
vége ha
vége minden
vége ha
vége minden
vége minden
ki: c[n][n]

5. Mi eredményezte a ¢[1][5] optimumot (lasd a 7.8. abrat)? A {c[1][c[5][1]],
c[c[5][1]+1][5]} péros, azaz a {c[1][2], c[3][5]} paros. Hat e péros elemeit,
egyenként, mik eredményezték? ... Ime a rekurziv eljaras, amely kiirja a
minimalis tiikorszéra bontast:

Optimalis_megoldas(s[],c[1[1.i,j)
ki: '(’
ha i == j vagy c[j][i] == 0 akkor /1 s[i..j] tikorszo
ki: s[i..j]
kiilonben
Optimalis_megoldas(s,c,i,c[j][i])
Optimalis_megoldas(s,c,c[j][i]+1.))
vége ha
ki: ')
vége Optimalis_megoldas
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7.8. abra. A ¢ tomb feltéltése a s[1..5]="bbaba” példdra. Megadtuk az
egyes cellak képviselte rész-karakterldncokat is. Bejeloltiik az s[1..5]
szakaszt képviseld c[1][5] cella kapcsan a 4 lehetséges vagasbol (k=1,2,3,4)
adddd fiticellapdrokat. A f6Gtl6 alatti hdromszog tarolja az optimdalis
k értékeket. Az ,,egyszinii” atlokon taldlhaté celldk ugvanazon szinten
levd részfeladatokat képviselnek (adott hosszisagi karakterlancokra
vonatkoznak). A feladat azért ,nem-soros”, mert a k. szinti nem trividlis
optimumok nem csak (k-1). szinti optimumoktél fiiggnek. Azért poliadikus,
mert a nem trivialis optimumeértékek két masik dsszegébdl adédnak.

d-grafok

A monadikus feladatok esetében minden l1épésben (dontéssel) a kurrens feladat
egy hasonl6, egyszertibb részfeladatta redukdlédik. A poliadikus feladatok esetében
viszont a kurrens feladat minden lépésben (dontéssel) szétesik két vagy tobb hasonlo,
egyszer(bb részfeladatra. E jelenség egységes modellezése érdekében Katai (2010)
bevezette a d-grafok fogalmat (sajatos ES/VAGY grafok). A d-grafoknak vannak p és
d tipusi pontjai. A p-pontok képviselik a részfeladatokat. Az eredeti feladatot egy
p-forrés, a trivialis részfeladatokat pedig p-nyel6k dbrazoljak. A d-pontok egymésnak
kozvetleniil alarendelt p-pontok k6zé ékel6dnek be a kovetkez6képen: (1) minden p-
pontnak (kivéve a nyel6ket) annyi d-fia van, ahany lehet6ség koziil valaszthatunk az
illeté részfeladatra vonatkoz6 dontés kapcsan; (2) egy d-pont p-fiai azok a p-pontok
lesznek, amelyek az illet§ vélasztasbdl ad6do részfeladatokat képviselik. Vegyiik ész-
re, hogy a d-pontoknak pontosan egy p-apjuk van, a p-fiaik szdma viszont lehet egy
(monadikus esetben) vagy tobb (poliadikus esetben) is.

Szemléltetésiil tekintsiik a haromszog feladathoz rendelhetd d-grafot (7.9. dbra: a
p-pontokat téglalapok, a d-pontokat pedig korok dbrazoljak). Lévén sz6 monadikus
feladatr6l, minden d-pontnak egyetlen p-fia van. A poliadikus eset illusztralasahoz
a 7.10. dbran megtekinthetd a tiikkorszo feladathoz rendelhetd d-graf. A p-pontoknak
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annyi d-fiuk van, ahany helyen vaghato el a megfelel6 karakterlancszakasz. Mivel
minden vagasbol két részkarakterlanc ad6dik, ezért minden d-pontnak két p-fia van.
Tovabbi részletek végett lasd a Katai 2010 tanulmanyt.

(1,1) [37]

o @
® 9 B @

4 N K b
| (3.,1) [25] | (3,2) [16] | (3.3) [15] |
‘(@AQE\ ‘(®A@\ ‘(®A
| @nim | @2) [15] | @3 | 44 4] |

e L
/@ ®\ /@ ®\ K® @\ /® ®\

| .0 121 | (5.2 5] | (53) 18] | (5:4) 3] | (5.5 1] |

7.9. dbra. A hdromszag feladat d-grdfja

1.5 12]

O G
) 2]

R

| 4.5)12] |

(1. [1] @2 [1] 3.3)[1] @4 [1]

(5.5 [1]

7.10. abra. A tiikorszo feladat d-grafja
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7.4. Két sajatos példa

Az eddig bemutatott példdkban az optimumértékek tarolasara egy- vagy kétdi-
menziés tomboket hasznaltunk. Béar a Floyd-algoritmus kapcsan a részfeladatokat
harom fiiggetlen paraméterrel jellemeztitk — a soros jelleg és a rekurziv képlet sajatos-
sagaibdl adéddan —, elégséges volt egy kétdimenzids tomb hasznalata ez esetben is.
Az alabbi feladatot a Sapientia-ECN verseny 2011-es kiaddséan ttizték ki, és a szerzé
megoldésa négydimenzids tombot hasznalt a részfeladatok optimumainak taroldsara.

Mozaik: Legyen egy nxm méretii téglalap alakd mozaikkép, amelyet az
az (i,j) poziciéja képelem szinkédjat jelenti (0..255). A mozaikképet egy golydso-
rozat éri, amely téglalap alaki darabokra tori (lasd a 7.11. dbrat). Minimum hény,
kozéppontjaikra nézve szimmetrikus szinosszetételii téglalapra (k6zéppontra

Megjegyzés: Ha a golyd a kurrens téglalap szélét talélja el (elsé lovés a példa-
ban), akkor is tekinthet6 tigy, hogy a téglalap négy darabra esik szét, amelybdl kett6
nulla tertileti (egyik oldalhosszuk nulla). Elég csak a felsé és a bal oldali széleket
tekinteni, mert a szemkozti oldalakat ért talalatok azonos daraboldsokat eredmé-
nyeznének. A sarok-taldlatok kizarandék, mert nem eredményeznek darabolast.

1. Altalanos alak: (i,j.1i,1j)-feladat, azaz az (i,j) sarkd, Ii és Ij oldalhosszu tég-
lalap optimalis feldarabolésa.

Méretiikben is trivialis részfeladatok: az (i,j,1,1) alaka részfeladatok
(amelyek 1Xx1-es mérett résztéglalapokra vonatkoznak); azok is mére-
tikben trivialis részfeladatokként kezelenddk, amelyek megfelels tégla-
lapok egyik oldalhossza 0.

Mindségiikben trivialis részfeladatok: azok a nem trividlis mérettiek, ame-
lyek 6nmagukban szimmetrikus szintsszetételli résztéglalapokra vonatkoz-
nak.

Eredeti feladat: az (1,1,n,m)-feladat (az (1,1) sarkti n xm oldalhosszi tég-
lalapra vonatkozo).

2. Optimumeértékek tombje: ¢[1..n][1..m][0..n][0..m] (A c[i][j][Li][]j] cella azt
tarolja, hogy minimum héany 16vésbél bonthaté fel az (i,j) sarkd, Ii és Ij
oldalhosszt téglalap szimmetrikus résztéglalapokra).

Méretiikben trivialis részfeladatok optimumai: a c[i][j][1][1], c[i][j]1[0][]],
c[7][j1[1i][0] alakd cellak taroljak.
Eredeti feladat optimumeértéke: a c[1][1][n][m] cella t4rolja.

3. Rekurziv képlet: az (i,j,1i,lj) téglalapot li-][i—1 helyen érheti érvényes 16vés.
A 7.12. abra azt abrazolja, hogy egy (pi,pj) poziciéi taldlatbdl (pi=0,li—1;
pj=0,lj—1) mely résztéglalapok adédnak (a pi=pj=0 bal fels6 sarki talalat
kizarando; lasd fentebb).
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c[i][jl[0][}j]] = 0, 1<i=<n, 1<j<m, 0<[jsm—j+1
c[i][j1[1i][0] = 0, 1<i<n, 1<j<m, 0<lisn—i+1
c[il[j1[1][1] = 0, 1<i<n, 1<j<m
Tovébba, barmely 1<i<n, 1<j<m, 1<lisn—i+1, 1<lj<m—j+1 esetén
ha a megfelel§ téglalap szimmetrikus, akkor
il = 0
kiillénben, minden pi=0,li—1; pj=0,/j—1 esetén,
1G] = 1 + min{cli][jl[pillpj] + cli+pilljlii—pillpjil + clillj+pj]
pilllj—pjl + cli+pillj+pilli—pillli—pjl }

113081 7(5 113 81|75
20418(5(7(1 —— 214 815171
214091232 2|4 912132

[
-1|3.8175 8 1[7]5
214 8[5]17]|1 - 815(7]1
214 91232 912]3(2
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7.11. abra. Egy példa matrix minimdlis szamu szimmetrikus

elemre valé szétdaraboldsa 3 lépésben

4. Tterativ algoritmus a ¢ és b tombok feltoltésére. A b bejegyzés tipust tomb
az optimalis dontéseket tarolja (a —1 érték azt jelzi, hogy a megfelel da-
rab szimmetrikus). Ha gondoskodunk réla, hogy a ¢ tomb elemei 0 kezd6-
értékeket kapjanak, akkor a méretiikben trivialis részfeladatok optimumai
implicit meglesznek.

// minden téglalapra méretiik szerint névekvd sorrendben (1i, 1j, i, j ciklusok)
// a kurrens téglalapra (pi és pj ciklusok)

// bevessziik a felsé szélt, de kizarjuk az alsét (pi = 0,li—1)

// bevessziik a bal szélt, de kizarjuk a jobbat (pj = 0,lj—1)

// kizarjuk a bal fels6 sarkot (pi > 0 vagy pj > 0)
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pj 1j-pi

S

7.12. abra. Az (i,j,1i,1j) téglalap egy lehetséges felbontdsa

minden li = 1,n végezd
minden |j = 1,m végezd
minden i = 1,n-li+1 végezd
minden j = 1,m-lj+1 végezd
ha szimmetrikus(a,i,j,li,lj) akkor /l trivialis eset
c[inin = o;
bLIHIN]-pi = -1
bLIGIMIL-pj = —1
kiildnben I kurrens téglalap lehetséges feldarabolasai egy l6véssel
min=n*m
minden pi = 0,li-1 végezd
minden pj = 0,li-1 végezd
ha pi > 0 vagy pj > 0 akkor
x = c[il{lpillpi] + cli+pil[]lli-pillpi] +
clili+pillpilllj—pi] + cli+pillj+pjllli-pil(lj-pj]
ha x < min akkor
min = x
mpi = pi
mpj = pj
vége ha
vége ha
vége minden
vége minden
cliIGI0G] = min + 1
BLIGINI]-pi = mpi
bLIIN]-pj = mpj
vége ha
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vége minden
vége minden
vége minden
vége minden
ki: c[1][1][n][m]

5. Az optimalis felbontés kiiratasa maradjon az olvaséra.

Egy mésik sajatossaga az el6bbiekben targyalt algoritmusoknak, hogy az op-
timalizal4s vagy minimum, vagy maximum szamitast foglalt magaba. A kévetke-
z6 példaban egy id6ben szerepel mindkét optimalizélasi fiiggvény.

Kétszemélyes jaték: Legyen egy n elemii (n paros) természetes szamokat tar-
talmazé sorozat (a[1..n]). A jatékosok (piros és kék) felvéltva vélasztanak egy-egy
elemet a szamsor valamelyik végérél. Mennyi a maximalis 6sszeg, amit a kezd§
garantaltan 0sszeszedhet? (A 7.13. abra egy példa-szdmsorozatot mutat be.)

Megjegyzés: Az, hogy garantalt 6sszeg, azt jelenti, hogy a masodik jatékos is
mindig j6l valaszt, persze a kezdé éltal diktalt keretek kozott.

19/ 2 4 |16/ 3 |15/ 4 (14|17 | 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

7.13. abra. Példaszdamsorozat a kétszemélyes jaték nevii feladathoz

A 7.14. dbra négy lehetséges forgatokonyvet (A, B, C és D) mutat be az elsé
fordul6hoz, illetve azt, hogy mely részfeladatokra redukélédhat a feladat az elsé
fordul6 nyomén. Méris érzékelhetd, hogy a B és D variansok ugyanahhoz a rész-
feladathoz vezetnek. A 7.15. dbra a teljes ,dontési fat” eleveniti meg (a példa-
szdmsorozatra vonatkoztatva), miutdn egymasra cstisztattuk az identikus rész-
feladatokat. Minden forduldval kettével rovidiil a szamsorozat. A fa egy adott
szintjén a csomépontok a megfelel6 paros hossziisagu tombszakaszokra vonat-
kozé jatékokat képviselik.

Az egyszertitél a bonyolult felé haladas azt jelenti, hogy lentrél felfele, szint-
r6l szintre haladunk a faban, és megoldjuk a feladatot minden 2-hossz, 4-hossz
stb. szakaszra, és végil a teljes szamsorozatra. A részfeladatok é4ltaldnos alakja
nyilvan az, hogy mennyi a maximélis 6sszeg, amelyet az elsé jatékos garantaltan
0ssze tud gytjteni az ali..j] szakaszon (j—i+1 paros), ha 6 kovetkezik (7.16. dbra).

Mi a dinamikus programozés szerinti gondolkodés az elsé jatékos (piros)
szemszogébdl a kurrens fordul6hoz?
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7.14. dbra. (a) A négy lehetséges forgatékonyv az elsé forduléhoz
(A: mindkét jatékos jobbrdl vdlaszt; B: piros jobbrol, kék balrél vilaszt;
C: mindkét jatékos balrél valaszt; D: piros balrél, kék jobbrél vdlaszt).

(b) Az elsd forduldi lehetséges vilasztdsokbdl adédé részfeladatok

[1..10]

[1..8] [2..9] [3..10]

Los |

| 2.7 | .8) | | 4.9 | [ 15.20 |

w

[1..2] | [2..3]

[ ] 2.5] [3.6] [4,%| [5.8] 6.9 | [ (.10 ]

\

.4 |[ .51 |[ (5.6 |[ 16.71 |[ (7.8 |[ (8.9) |[ (s..30]

7.15. dbra. Az dsszevont dontési fa
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afi] | ali+l | afi+2] | .. | ali-2] | ali-1l | &fj]
1 i J n

7.16. dbra. Az , dltaldnos részfeladat”

— Két at 4ll el6ttem (a[i] vagy alj]), melyiket valasszam? Nyilvan a szamomra
elényosebbet. Ezt tikrozi a képlet maximum faggvénye.

— Ha a piros a[i]-t valasztja, akkor két ut all a kék elétt (a[i+1] vagy a[jl),
melyiket vélassza? Nyilvan azt, amelyik olyan szakaszra vezeti vissza a
feladatot, ahonnan a piros kevesebbet tud kinyerni.

Ha a piros alj]-t valasztja, akkor masik két 1t all a kék el6tt (a[i] vagy a[j—1]),
melyiket vélassza? Ez esetben is nyilvan azt, amelyik olyan szakaszra vezeti visz-
sza a feladatot, ahonnan a piros kevesebbet tud kinyerni.

A kék jatékos pirosra nézve elénytelen valasztasait tikrozik a képlet mini-
mum fiiggvényei.

A 7.17. dbra e forgatokonyvet illusztralja. Az ebbdl adddé rekurziv képlet
(amennyiben a ¢[1..n][1..n] témb tarolja az optimumértékeket), az elsé jatékos
szemszogébdl megfogalmazva, a kovetkez6 (a c[i][j] tombelem azt térolja, hogy
mennyi a maximalis 6sszeg, amit a piros jatékos garantdltan meg tud szerezni az
ali..j] szakaszon):

clilljl = max{a[i] + min{c[i+1][j—1], c[i+2][jI}, al[j] + min{c[i+1][j—1],

clijlj—-213}

‘ ‘ ‘a[i] atvtl | alia | ali2] a[j-:l.]‘a[j]‘ ‘ ‘
1 i J n
|| - [ alil o [l w2 |ain|afi]| - | |
1 i i n
| e [ewn eea ] e [ a | - |
1 i J n
’ ’ . | ali] ot a2 a2 | i1 | alj] | - ‘ ‘
! i i n

7.17. abra. Az ali..j] szakaszra vonatkozo kurrens fordulé

A 7.18. 4bra azt mutatja be, hogy miként tolthet6 fel a ¢ tomb, atlérél atléra,
a fenti képlet alapjan. A megfelel6 algoritmus pedig a kovetkezé:
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// a 0-hosszn szakaszokat a f64tl6 alatti atlo elemei képviselik (értékiik 0)

minden k = 1,n-1,2 végezd [1atlorol, atlora
i=1
j=itk /I a k. atlo, a k+1 hosszu szakaszokat képviseli
amig j < n végezd /I a kurrens atlé6 mentén

c[ilfi] = max(afi] + min(c[i+1](j-1],c[i+2][]),
afj] + min(c[i+1][-1].c[i][-2]))

i=i+1
i=i+1
vége amig
vége minden
ki: c[1][n]
(19] 2[4 [16] 3 [28] 4 [14]17] 1|
1 2 3 4 5 6(j) 7 8 9 10
19 1
2 2
s W2 U
6| 4 ity |
3 5 2]
15 6
4 7
14 8
17 9
1 10

7.18. abra. A ¢ tomb feltéltése, atlérél atléra (csak a paros hosszii szakaszoknak
megfeleld atlokban vagyunk érdekeltek). Bejeldltiik, hogy egy kurrens (i,j)
celldhoz mint apacelldhoz képest hol helyezkednek el a kézvetlen fiticelldi. Az
eredeti feladatot képviseld cella a c[1][n]. A 2-hosszu szakaszoknak megfelel§
részfeladatokat képviseld celldk a féatlot kovetd atlén helyezkednek el

A feltoltott ¢ tombbdl, vissza irdnyban, kiolvashaté az optimalis dontésso-
rozat. Ezt szemléltetik a 7.19. és a 7.20. dbrak. Az egyik a tombon, a mésik pedig
az Osszevont dontési fan rekonstrudlja az ,,optimalis jatékot”. A ¢ tomb alapjan
akar a kétszemélyes jaték is implementéalhatd, ahol a piros jatékos a szamitogép,
a kék pedig a felhasznalé. A gép a ¢ tomb alapjan lép, a felhasznél6 pedig a bil-
lentytizetrél irhatja be a valasztasat. Ennek megvalésitdsa maradjon az olvaséra.
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Fordulék

7.19. abra. A példa-szamsorozatra feltoltétt optimumtomb és az
optimalis déntéssorozat (az optimdlis valasztasokat képviseld
nyilakat megvastagitottuk). Az elsd forduléban mindketten balrél
valasztanak, majd tGjra és tijra, mindketten jobbrol

Fﬁm [2.5] 3.6] [4.7] [5.8] [6.9] f][:Tm 4

[1.2] [2.3] [3..4] (4..5] [5..6] [6..7] (7..8] [8..9] [9..10] |2

7.20. abra. Az ,optimdlis jaték” a dontési fan. Az optimdalisdontés-
sorozatot képviseld gyokér—levél utat kiemeltiik. Ha a kék jatékos masik
agra terelné a jatékot, akkor a piros még nagyobb dsszeget is 6sszegytijthet,
mint a garantdlt optimum. Mindenik csomdpont felett megadtuk, hogy
mekkora a garantdlt maximum, amit a piros ki tud nyerni a megfelelé
szdamsorszakaszon (A gyékér esetében, a beékelt korok révén, explicite
abrdazoltuk, hogy a szintek kozott kétlépéses ,,max-min dontésekre” keriil sor)
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7.5. Egyszertitdl a bonyolult felé: variaciok egy témara

Amint mar emlitettiik, a dinamikus programozas az egyszertitél a bonyolult
felé, lentrdl felfele iranyba oldja meg a feladat lebontasabél ad6dé részfeladato-
kat. A megoldast felépitjiik, 1épésr6l 1épésre, szintrél szintre. Ez az ,,egyszertitél
bonyolult felé” motivum azonban nagyon sokszintien jelentkezhet a dinamikus
programozasos feladatok kapcsan. Ezért szerepel ennek az alfejezetnek a cimé-
ben a ,varidciék egy témara” kifejezés.

7.5.1. Ertékrél értékre

Az egyszer(it6l a bonyolult felé jelentheti azt, hogy ,értékrél értékre”. Szol-
géljon szemléltetésiil az alabbi feladat.

Pénzérmék: Adott n-féle pénzérme, melyek értékét a w(1...n] témb tarolja,
valamint egy S 6sszeg. Fizesstik ki az S 6sszeget minimalis pénzérme felhasznéa-
lasaval (barmelyikb6l barmennyi felhasznalhatd).

Példa:

INPUT: S=11, n=3, w[1..3] = {2,3,5}

OUPTUP: 11 = 3+3+5

Megoldds: Bar az S 6sszeg kifizetésében vagyunk érdekeltek, megoldjuk
a feladatot az 0sszes i = 0, 1, ..., S 0sszeg-értékre (értékrél értékre haladunk)
(7.21. ébra).

Osszeg | Min-érmeszam | Felhasznalt érmék

7.21. abra. A pénzérmék feladat optimdlis megolddsai (minimdlis
érmeszam és a megfelelé érmék) 0, 1, ..., 11 dsszegekre
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Az érmék optimalis szdmét a ¢[0..S] tombben taroljuk. Adott i-re az érmék
minimalis szdmat a c[i] cella tarolja. Kurrens i-re a ¢[i]-t, a mar rendelkezésre allé
c[j] értékekbdl (j<i) szadmitjuk ki.

Amint fennebb lattuk, a lentrdl felfele épitkezés egy rekurziv képlet révén
torténik, amely optimumrol optimumra vezet. Az i=0 esetre az érmék minimalis
szdma nyilvan 0 (c[0] = 0). A képletre ravezethet a kovetkez6 kérdés: a kurrens
i 6sszeg (i=1..S) mely j 6sszegekbdl (j<i) épithet6 fel egy pénzérme hozzaadasa-
val? Mivel ez az egy pénzérme n-féle lehet, ime a képlet (lasd a 7.22-23. abrakat):

c[i] = min{c[i-w[k]]+1; minden k=1..n-re, ahol w[k] <= i}

A képlet implementalasa az alabbi algoritmushoz vezet:

c[0] =
minden i = 1,S végezd
cli] =
minden k = 1,n végezd
ha i-w[k] = 0 és c[i-wl[K]] < c[i] akkor
cfi] = c[i-wlk]]
vége ha
vége minden
c[i] = c[i]+1
vége minden
ki: c[S]

C
o | 1 6 | 7 | 8|9 |1w|nu

7.22. abra. Adott dsszegnek (i=1 és i=11-re) megfelelé
apafeladat kozvetlen fitirészfeladatai

45|6|7|8|9|10

i- w[3] i- w[2] i- w[l] i

7.23. abra. Kurrens i-re (i=11), az apa- (piros kerettel) és
fitrészfeladatokat (sdrga kerettel) képviseld cellak
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7.5.2. Szuffixrdl szuffixre

Az egyszertitdl a bonyolult felé id6nként azt jelentheti, hogy a feladatot példaul
egy szamsorozat egyre hosszabb szuffix-részsorozataira oldjuk meg. Ime egy példa.

Leghosszabb novekvd részsorozat: Adott az a[1..n] szdmsorozat. Hatarozzuk meg
a leghosszabb szigortian névekvé részsorozatat (a 7.24. abra egy példat mutat be).

alfls[2[1]3[s[2[3[1]7]9]7

7.24. abra. Az a[0] celldba eltaroltunk egy fiktiv -« értéket, hogy a leghosszabb
névekvd részsorozat (kékkel jeloltiik) garantdltan ezzel kezdddjon.

Megoldas: Sorra meghatérozzuk az a[n], a[n—1], ..., a[1], és végiil az a[0]
elemekkel kezd6d6 leghosszabb novekvé részsorozatokat (szuffixrél szuffixre
haladunk a tombben: a[n..n], al[n—1..n], ..., a[1..n], a[0..n]). Az optimumeértéke-
ket a ¢[0..n] tombben taroljuk, azaz c[i] tarolja az a[i] elemmel kezd6d6 leghosz-
szabb részsorozat hosszét (i=0..n). A ,lentrél felfele” ez esetben azt jelenti, hogy
c[n], ¢[n—1], ..., c[1], c[0] sorrendben szamoljuk ki az optimumokat (7.25. abra).

A c[n] cella értéke nyilvan implicite 1. A ¢[i] elemnek mint kurrens ,apacel-
lanak” melyek a kozvetlen ,fitcellai”? Mivel szigortian névekvd, nem foltétleniil
egymads utani elemekbdl all6 részsorozatokban vagyunk érdekeltek, ezért nyilvan

al=[3[2[1]3]s]2]3]1]7]9]7]

v|lv|lo|o|vw|vw|lvw|vw|w|w|w
NN NN N[NV NN NN~

N N N N[N |N|N NN~

Rlrr(Rr|Rr[Rr|R|R]|~

wlwlwlw|lw| w|w|w

NN [N NN N N

nlnlnlula|ln

N
N
wiwlw|lw|w

[=]3]2

7.25. abra. Szuffixrél szuffixre haladunk. Kékkel jeloltiik a ¢ tombben tdrolt
optimumeértékeknek megfelel§ leghosszabb novekvd részsorozatokat
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azon c[j] cellak (j=i+1..n), amelyekre a[j] > a[i] (7.26. dbra). Ime a képlet minden
i-re (n—1)-t6l 0-ig:
c[i] = 1 + max{ c[j], ahol j=i+1..n és a[j] > a[i] }

A képlet implementalasa az alabbi algoritmushoz vezet:

c[n] =1
minden i = n-1,0 végezd
clil=1
minden j = i+1,n végezd
ha a[i] < a[j] és c[j]+1 > c[i] akkor
cli] = c[j]+1
vége ha
vége minden
vége minden

ki: c[0]-1
e
1
8

Al-<|[3[21|3|5|2]3 7191|7
o| 1| 2| 3| 4| 516 10 | 11

7.26. abra. Kurrens i-re (i=2), az apa- (piros kerettel) és
fitirészfeladatokat (sdrga kerettel) képviseld cellak

7.5.3. Prefixparrdl prefixparra

Ebbe a kategdriaba tartozik példaul a leghosszabb kézds részsorozat nevi
feladat, amelyet fentebb mar targyaltunk (7.3. alfejezet, masodik példa). Itt csak
azt hangstlyozzuk, hogy milyen értelemben halad a dinamikus programozasos
algoritmus prefixparrél prefixpéarra. A 7.27. abra azt emeli ki, hogy a ¢ témb
soronkénti bejardsa milyen értelemben jelenti a feladat egyre hosszabb prefixpa-
rokra valé megoldasat.
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7.27. abra. Prefixparrol prefixpdrra (vesd dssze a 7.5. dbraval)

7.5.4. Szakaszrol szakaszra

Az aldbbi megoldott feladat azt szemlélteti, hogy miként jelentheti az egy-
szertit6l a bonyolult felé haladas azt, hogy a feladatot egy sorozat egyre hosszabb
szakaszaira oldjuk meg.

Leghosszabb palindrom részsorozat: Hatdrozzuk meg az a[1..n] szdmsorozat/
karakterldnc leghosszabb palindrom részsorozatanak hosszat (esetleg ezek sza-
mat is).

Példa

INPUT: a[1..5] = {2, 1, 4, 2, 2}

OUTPUT: 3

Ot darab 3-hosszii megoldas van: (2,1,2); (2,1,2); (2,4,2); (2,4,2); (2,2,2)

Megoldds: Sorra meghatarozzuk az 1, 2, ..., n hosszt szakaszok tartalmazta
leghosszabb palindrom hosszat (n darab 1-hossz, (n—1) darab 2-hosszd, ...1 da-
rab n-hosszi szakasz van; lasd 7.29. dbrat). Térolja a c[i][j] tombelem az ali..j]
szakasz leghosszabb palindromjanak hosszat (i < j).

Az 1-hosszi szakaszoknak megfelel6 c[i][i] cellak értékei nyilvan 1-gyel lesz-
nek egyenlék minden i=1..n esetén. Melyek a c[i][j] kurrens apacella kozvetlen fid-
cellaij > i esetben? Ha a megfeleld ai] és a[j] elemek egyenlék, akkor belekeriilnek
a leghosszabb palindromba, és a megfelelé fiticella a ¢[i+1][j—1]. Ha a[i] # alj], ak-
kor valamelyik keriilhet bele a leghosszabb palindromba, és a megfelel6 fiticellak
a cli][j—1] és a c[i+1][j]. A mindezekbdl ad6dé képlet rekurziv dgai a kovetkezdk:
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clillj] = 2 + cli+1][j—1], ha a[i] == aj]
clil[jl = max{ c[i][j—1], c[i+1][j] }, ha a[i] # a[j]

A szakaszrol szakaszra haladés legtermészetesebb implementalésa, ha atl6-
rol atléra haladunk (h ciklusvaltozo) a ¢ tombben (7.28. 4bra).

minden h = 1,n végezd
minden i = 1,n—h+1 végezd
j=i+h-1;
ha i == j akkor
clilli] =1
kulonben
ha a[i] == a[j] akkor
cfilfil = cli+1][-11+ 2
kiilonben
ha cf[i][j-1] > c[i+1][j] akkor
cfillj] = cfilii—1]
kiilonben
clilf] = cli+1]0]
vége ha
vége ha
vége ha
vége minden
vége minden

1] 2 4 | s
al2[1[a]2]2]
Vool fe]s]

7.28. abra. Szakaszrdl szakaszra
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7.5.5. Részhalmazrol részhalmazra

Talédn a legosszetettebb eset, amikor részhalmazrdl részhalmazra haladva
kell hogy megoldjuk a részfeladatokat. Szemléltessiik ezt a hires utazéiigynok-
problémaval, amelyet részletesen targyalunk majd a 8. fejezetben.

Utazdéiigyndk: Legyen n véros (0,1,...,n—1). Az a[0..n—1][0..n—1] matrix va-
lamely a[i][j] eleme azt tarolja, hogy mekkora az i és j varosok kozott a kozvetlen
tdvolsag. Hatarozzuk meg a legrovidebb Hamilton-kor hosszat (érinti az dsszes
varost egyszer és csakis egyszer)! (A 7.29. dbra egy példat mutat be.)

New York

Chicago™ s
. (0)

0
1334
1559
809
1559+1343
1334+1343
809+1397
1334+1397
809+921
1559+921
809+921+1343
809+1397+1343
1334+1343+921

7.30. abra. Részhalmazrdl részhalmazra (besatiroztuk a megfeleld elemeket; bal
oldali oszlop). Mindenik részhalmaz annyiszor szerepel a sorban, ahdny 0-t6l
kiilonbozd eleme van. A jobb oldali oszlop a legrévidebb tthosszakat tartalmazza
(ahogy lépésrdl lépésre felépiilnek). A bal oldali oszlopban megvastagitottuk azt
az elemet, amelyhez vezetd legrévidebb tithosszra (az dsszes tobbi érintésével)
vonatkozik a jobb oldali optimum. A 4-elemii halmazokat képviselé apacelldkra
megjeloltiik a megfeleld fiticellakat (piros nyilak dbrazoljék az optimdlis fiakat)
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Megoldds: Jelolje minden i = 1..n—1 esetre h[i] a minimalis Gt hosszat 0-bdl
i-be, a teljes varoshalmaz érintésével. A keresett optimumot nyilvén a kovetkez6
képlet adja meg: min{h[i] + a[i][0], ahol i = 1..n—1}. Az egyszertit6l a bonyolult
felé haladas ez esetben azt jelenti, hogy meghatarozzuk az 6sszes részhalmazra,
amely tartalmazza a 0-t, hogy mennyi a minimalis Gt hossza a részhalmaz egyes
elemeihez, a részhalmaz dsszes elemének érintésével (1asd a 7.30. abrat).

Implementacios szempontb6l az jelenthet kihivast, hogy miként taroljunk
a részhalmazokra vonatkoz6 optimumokat. Elsére furcsan hangozhat, hogy egy
tomb adott ,részhalmazadik” eleme. Hogyan lehet egy tomb indexe halmaz?
Péld4aul dgy, hogy a tombindexekhez, egészen pontosan ezek bindaris alakjahoz
részhalmazokat tarsitunk (a 0..2"—1 szamsor n biten térténdé binaris abrazolasa
egy-egy kapcsolatba hozhat6 barmely n elemi halmaz 27-ediken részhalmazaval;
lasd a 7.31. abrat). Tovabbi részletek végett az olvaso figyelmébe ajanljuk a
8. alfejezetet.

3|2|1|0 Co123
[ olofofo|[o]|g o
(0} olofola] [2|f] 1
) ololt]o] | 2] 2
01} ololz|z] [ |f| 3
2} o|1]olo]| [a|ll 4
(0.2} o|1]ol1][s|f| s
w2 ol1[1]o] |6 | 6
o2 | [olx]z]z] [7 |} 7
@) 1lofofo|[s]|ll s
(0,3} 1lojolz|[o]|ll 9
13} 1]ol1]o| [10]ll 10
013 | [1]ol1]2] [ |ll 1
231 1]1lofo| [22|] 12
023 | [1]1]o|2] [13]] 13
@23t | [1]1]1]o]| [1a || 14
o123 | [1)2[2]1] |15 [¥ 15

7.31. abra. A ¢[0..2"-1][0..n-1] témbdt haszndljuk az optimumok taroldsdra
(balra részleteztiik, hogy a 0..2*-1 indexsornak mely részhalmazsor felel meg,
és miért). A ¢ tomb csak azon sorait hasznaljuk, amelyek olyan részhalmazokat
képviselnek, amelyek tartalmazzdk a 0 elemet (pirossal bekereteztiik).
Minden részhalmaz kapcsdn annyi optimumot kell hogy taroljunk, ahdny
nullatdl kiilénbézd eleme van (ezért kétdimenzids a ¢ tomb). Erre a kurrens
sor azon celldit haszndaljuk, amelyek oszlopindexe éppen a megfelelé
részhalmazelem (sététsziirkével jeleztiik). A ¢ tomb felhaszndlt celldinak
szama megegyezik a 7.31. abrdn megjelenitett tomb sorainak szamaval
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7.5.6. Részfarol részfara

Utolsé példaként szolgaljon az az eset, amikor az egyszertit6l a bonyolult
felé azt jelenti, hogy egyre nagyobb részfakra oldjuk meg a feladatot. Altaldban
mélységi bejarast alkalmazunk, és a mélységi fa (mint gyokeres fa) csomépontjai
képviselte részfeladatokat postorder momentumokban oldjuk meg (egy adott cso-
moépont képviselte részfeladatot az illeté csomoépont gyokerti részfa abrézolja).

Izolald a gécpontokat: Legyen egy n pontu fa (kérmentes, 6sszefiiggd graf),
amelynek csomoépontjai vagy kékek (tiszta), vagy pirosak (fert6zott). Ismerve
minden kapcsolat felszdmolasanak koltségét, izolald egymas kozott a gécponto-
kat (pirosak), minimalis koltséggel (a 7.32. abra egy példat mutat be).

@ @

1 @ : ®
o . o .

: @ : o

7.32. abra. Példa 5 pontu fara. Pirossal jeléltiik azon élek kiltségét,
amelyek felszamoldsa jelenti az optimalis megoldast

Otlet: A mélységi fa részfait postorder sorrendben tekintjiik, és minden rész-
fara meghatdrozzuk a minimalis koltségli megoldast. A kurrens részfara vonat-
kozo6 optimumot a mér rendelkezésre 4116 fiarészfak optimumaibdl épitjiik fel.
Ahogy az el6z6 példaban minden részhalmaz kapcsan annyi optimumot kellett
eltaroljunk, ahany nullatél kiilénb6z6 eleme volt, Ggy e feladat esetében is cél-
szerli minden részfa kapcsédn két optimumot eltdrolni. Mi az optimum arra az
esetre vonatkozdan, ha az illet6 részfa gyokere tiszta/fert6zott komponensbe ke-
ril? A tovébbi implementacids részleteket az olvasdra hagyjuk.
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Az el6z6 fejezetekben mar szamos feliilnézettel talalkozhatott az olvasé.
Példaul a 6. fejezetben az egér—sajt feladatot megoldottuk backtracking, oszd-
meg-és-uralkodj, valamint DF és BF alapt branch-and-bound stratégidkkal is. S6t
utaltunk egy lehetséges moh6 megkozelitésre is. A 7. fejezetbdl kideriilt, hogy
az a megoldas, amit BF-branch-and-bound médszernek neveztiink, dinamikus
programozasnak is tekinthetd, hiszen a mar elért celldkhoz tartozé optimumok-
bol épiti fel a szomszédos celldk optimumait. Erre az algoritmusra gyakran utal-
nak tgy is, mint Lee algoritmusa (Lee 1961).

Egy masik példa a Pénzérmék feladat, amely egy adott dsszeg optimalis ki-
fizetésérol szol, adott értékd pénzérmékkel. Az 5. fejezet bemutatott egy moh6
megkozelitést, amely altalanos esetben nem vezet optimalis megoldashoz (ha a
pénzérmék értékei kO, k', k2, ... alaktiak, akkor bizonyithat6, hogy a moho straté-
giai célba vezet). A 7. fejezet dinamikus programozésos algoritmust adott az ér-
mék minimalis szamanak meghatdrozasara. Az Algoritmusok feliilnézetbdl jegy-
zet (Kétai 2007) 2. fejezete backtracking algoritmussal generélja az 6sszes meg-
oldast, a 6. fejezete pedig 6tleteket ad ahhoz, hogy miként lehetne hatékonyabbéa
tenni a backtracking és moh6 megoldasokat e két médszer kombinélasa révén.

Es megemlithetjiik a hires hatizsakproblémat is. A 6. fejezet bemutatta, hogy
mi lenne a moh6 és backtracking megoldés a feladatra, illetve hogy miként lehet
kombinalni e mdédszereket branch-and-bound szellemben. Az Algoritmusok feliil-
nézetbdl cimi jegyzet (Katai 2007) 9. fejezete véll vall mellett mutatja be a moh6
és dinamikus programozasos megoldédsokat e feladatra.

Az alabbiakban a 7.6.5. alfejezetben bemutatott utazéiigynok-problémara ala-
pozva igyeksziink 6sszképet nytjtani az el6z6 fejezetekben targyalt algoritmuster-
vezési stratégiakrol.

8.1. Az utazé iigynok problémaja

Utazéiigynok: Adva van n varos, illetve az ttikoltség barmely két véaros ko-
z0tt, keresstiik a legolcsébb utat egy adott varosbdl indulva, amely minden varost
pontosan egyszer érint, majd a kiindulési varosba ér vissza (lasd a 8.1. abrat,
amely 13 509 egyesiilt allamokbeli varosra adja meg az optimélis Hamilton-kort).

A tovabbiakban a varosokat az 1, 2, ..., n szdmokkal azonositjuk, a direkt
utak koltségeit pedig a d[1..n][1..n] tomb tarolja (8.2.a. dbra).

Ha leszogezziik, hogy az 1-es varosbdl indulunk, akkor ezt a tobbi véros (n—1)!
killonboz6 sorrendben kovetheti. Egy n szintes fa elevenedik meg el6ttiink,
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amelynek gyokerében az 1-es véros talalhatd, és az n. szintjén (n—1)! levele van
(8.2.b. abra). Ha kizarjuk, hogy ugyanazon korutat mindkét iranybdl tekintsiik, ak-
kor ((n—1)!)/2 levél (ez éppen a Hamilton-korok szdma) kozil vagyunk érdekeltek
az optimalisban, pontosabban az ehhez vezet6 optimalis gyokér-levél ttban.

8.1. abra. Optimalis utazotigynok-titvonal 13 509
egyestilt allamokbeli varosra (CRPC 1998)

Chicago (4) b New York (1)

1 2 3 4
0 | 1334|1559 | 809
1334 | 0 |[1343 (1397
1559 11343 | 0 921
809 (1397 | 921 0

Dallas (3)

S w N R O

Miami (2)

8.2. abra. (a) Szemléltetd példa n=4 esetre (d: a megfelelS kéltségmatrix)
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8.2. abra. (b) A keresési tér, az n=4 esetre. Megvastagitottuk az
optimdlis Hamilton-kért képviseld gydkér—levél utakat

8.1.1. Backtracking megkozelités

A backtracking megkozelités ez esetben nyers er6 modszernek szamit: ge-
neraljuk az 6sszes Hamilton-kort (azaz az 0sszes gyokér-levél utat a 8.2.b. abran
bemutatott fdban), és kivalasztjuk koziiliik a legjobbat. Az aldbbi algoritmus e stra-
tégiat koveti (lasd a 3. fejezet BTp eljarasat is). A kiir eljaras helyén minimumsza-
molés zajlik. A min_koltség paraméter az addig talalt, per pillanat legjobb korut
koltségét tarolja (kezdetben o az értéke), az xmin tomb pedig a kurrens legjobb utat
(a frissit_min_ut eljaras masolatot készit xmin-ben, x-r6l). Tovdbba minden csomé-
pontra nyilvantartjuk a gyokérbél odavezetd kurrens t koltségét (kur_koltség). Az x
tomb 0. és n. poziciéiban lerogzitettitk az 1-es vérost (8.3. abra).

14 i>809
23 4_3 i>921
234 |2 3>1343
234 |1 2

o T>1334

X xmin

8.3. abra. Backtracking modell az utazé tigyndk feladatra (n=4). Az x témb
1, 2, ..., (n-1) szintjein generdljuk a 2, 3, ..., n szamsor dsszes permutdcicjat.
Az xmin tomb a legjobb Hamilton-kért mutatja be a megadott példdra



140 8. OSSZKEP: AZ UTAZO UGYNOK PROBLEMAJA

BTp(x[],n,xmin[],min_koltség,kur_koltség,k)
minden x[k] = 2,n végezd
ha igéretes(x,k) akkor
kur_koltség = kur_koltség + d[x[k—1]][x[K]]
ha k < n-1 akkor
BTp(x, n,xmin,min_koltség,kur_koltség,k+1)
kilénben
ha kur_kdltség + d[x[k]][1] < min_kdltség akkor
min_koltség = kur_koltség + d[x[K]][1]
frissit_min_ut(x,xmin,n)
vége ha
vége ha
kur_koltség = kur_kdoltség—d[x[k—1]][x[k]]
vége ha
vége minden
vége BTp

igéretes(x[1.k)
minden i = 1,k-1 végezd
ha x[i] == x[k] akkor
return HAMIS
vége ha
vége minden
return IGAZ
vége igéretes

A fenti algoritmus hatékonysaga konnytiszerrel névelhets. Ha valamely cso-
moponthoz tartozé kur_koltség érték mar nagyobb a min_koltség értéknél, akkor
az illet6 csomépont gyokeri részfa bejarasa teljesen értelmetlen. E javitas gy is
tekinthetd, mint ami branch-and-bound szellemben torténik (lasd lentebb).

8.1.2. Moho stratégia

Egy moho stratégia erre a feladatra az lehetne, hogy indulunk valamelyik
varosbol, és minden lépésben a legktzelebbi, még nem érintett véros irdnyaba
haladunk tovabb (az utolsé varosbdl pedig visszatériink az els6be). Ez a megko-
zelités a feladat struktirajat abréazolé fa egyetlen gyokér-levél Gtjan szalad le, az
optimalisnak vélten. Abbdl is latszik, hogy ez az algoritmus nem garantélja az
optimalis megoldast, hogy attél fiiggben, hogy melyik varosbdl indul, més-mas
eredményhez jut (lasd a 8.4. abrét).
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8.4. abra. A ,legkiézelebbi szomszéd” mddszer 7 vdarosra (a kor bezdrdasat
nem rajzoltuk be, ez implicit). Ha a legnyugatabbra 16vS varostél indulunk,
mas eredményhez jutunk, mint ha a legdélebbre lévével kezdenénk

A kovetkez6 algoritmusrészlet az x[0..n] tombben épiti fel a vélt legrovidebb

Hamilton-kort (lasd a 8.5. 4brat). Haszndlja a v{1..n] tombo6t annak nyilvantar-
tdsara, hogy mely varosokat érintette mar. Az NN (Nearest Neighbour = legko-
zelebbi szomszéd) segédfiiggvény egy adott varoshoz legkézelebb esd, még nem
érintett varos azonositéjat tériti vissza.

x[0] =1
x[n] =1
v[1]=1

minden i = 1,n-1 végezd

x[il = NN(x[i-1]
VIX[il] = 1

vége minden

,v,d)

/I az 1-es varosbadl indulunk
/I az 1-es varosba érkezink vissza
/] az 1-es varos érintett

/I a kbvetkezb legkdzelebbi varos
/I bejeldljik mint meglatogatottat

s s [1]e 14
2 fola [z [d]a [a[a]s [2]z[a]s
zEs 2E3 32.3 32.3
|1 [o]2 [4)1]o]2 [4]2]o]2 [a]1]1]2
2o 1] [1fo [afr [afo[afr [afo[a]s
X \" X \" X \) X \"

8.5. abra. Az ,NN algoritmus” a megadott példara (x: a megtaladlt Hamilton-

kor, 1épésrdl Iépésre; v: mely varosok lettek mar meglatogatva)
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A 8.6. abra egy Otletet szemléltet arra, hogy miként lehet javitani a NN meg-
kozelités taldlta megoldason (Lin-Kernighan 1973). Véletlenszertien kivélasz-
tunk két nem szomszédos élet a mohd korrél, és — amennyiben ez javit a hosz-
szan — lecseréljiik ezeket arra az élparra, amely helyreallitja a kort. Addig ismé-
teljitk e 1épést, amig a médszer mar nem eredményez javitast.

S L [1[2]3]¢]s]e]7[8]o]1]
01234567829
1 ° 41 5 &
9 ® o = °
A A [1]2]3]4]s[e]7]&]s] 1]
8 C 8 01234567829
f 4
1
6
" [1[2]3]+]s[o]&]7]e] 1|
. 0123456789

8.6. abra. Példa arra, hogy egy 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 1 kor
miként alakul étaz 1, 2, 3,4, 5,9, 8, 7, 6,1 kérré, az (5,6) és
(9,1) éleknek, az (5,9) és (6,1) élekre valo lecserélése révén

8.1.3. Egy branch-and-bound algoritmus

Tovébbra is tgy tekintiink a feladat keresési terére, mint egy n szintes gyo-
keres fara, amelynek (n—1)! levele van. Célunk az optimalis levél megtalalésa,
illetve az idevezeté minimalis koltségli gyokér—levél uté. Branch-and-bound
szemszogbdl annal céltudatosabb a keresés, minél kisebb részét kell a fanak ef-
fektive bejarjuk/generaljuk e cél elérése érdekében. Kezdetben a generalt fa az
1-es vérost képvisel6 gyokércsomépontbdl all. Minden 1épésben a fa koronaja
peremén elhelyezkedd nyilt csomépontok egyikét (kurrens csomépont) elédgaz-
tatjuk (,branching”) a fiticsomépontjaira, amelyekhez a kurrens d4gon még nem
szerepl6 varosokat rendeljuk. A ,bound” fazis alapétlete, hogy amennyiben va-
lamely fiicsomépontroél kiderithetd, hogy a hozza tartozo fitrészfa garantaltan
nem tartalmazza az optimalis levelet, akkor lemondunk réla, azaz nem keriil fel
a novekvd fa koronéja peremére (szaraz irdnyt képvisel).

Lévén sz6 minimalizalasi problémardl, a fenti 6tlet implementélasa egy alsé
korlat fuggvény definidlasat feltételezi. Minden Gjonnan generalt csoméponthoz
tarsitunk egy f=g+h értéket. A g komponens jelentse az illet§ pontig megtett
utszakasz koltségét, azaz legyen egyenld a kurrens agat alkoté élek koltségeinek
Osszegével. A gyokér esetében a g érték nyilvan 0. A h komponens pedig legyen
egy alulrdl becsiilt értéke a héatralévé tutszakasz koltségének (a kurrens pont gyo-
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kert részfaban). A szakirodalomban szdmos javaslatot taldlunk a h heurisztikus
fuggvényt illetéen. Péld4ul valaszthatjuk a nullét is h értékének. Ebbdl a szem-
szogbdl tekintve, a 8.1.1. alfejezet végén kozolt optimalizélasi 6tlet branch-and-
bound szellemben javitja a backtracking algoritmust.

Az alabbiakban bemutatott megoldas azon a megfigyelésen alapszik, hogy min-
den Hamilton-kéron n él szerepel. Jeloljiink egy ilyen kort a kévetkezéképpen: p,,
D, -+ D,» P,- A megfelel6 élsorozat a kévetkezé: (p,.,p,), (p,.p.): --.» (0,_P,)» P,.D,)-
Minden (p,p) €l kéltségére a korén nyilvéan igaz, hogy nagyobb vagy egyenld, mint
a p,re illeszked6 osszes él koltségeinek a minimuma. Mas széval, a koltségmatrix
soronkénti minimumainak dsszege alsé becslésnek szamit a Hamilton-korok koltsé-
geire nézve (mivel a matrix szimmetrikus, ugyanehhez az értékhez jutunk akkor is,
ha az oszlopok minimumait tekintjiik). Természetesen a teljes matrixra kiszamitott
minimum a gyokér csomépontnak megfelel§ h érték lesz. Az egyes agakon megje-
lené csomopontok h értékeinek kiszdmitasakor figyelembe kell vegyiik, hogy mely
csomépontok, illetve élek keriiltek mar fel a gyokértdl az illeté csomdponthoz vezetd
Utszakaszra (ezek koltségei a csomépont g értékébe épiilnek be). A hatralevd ttsza-
kasz koltségének becslésekor csak a tobbi csomépontnak (illetve élnek) megfelel6
sorait/oszlopait kell a koltségmatrixnak tekintsiik. Ez a h érték alsé becslés lesz az
illet6 csoméponthoz tartozé fitrészfa gyokér-levél utjai koltségeinek tekintetében.

A kovetkezékben a fentebb koérvonalazott best-first-branch-and-bound stra-
tégiat egy olyan példan szemléltetjiik, amikor a varosok szdma n=5. A 8.7. abra egy
ilyen esetet abrazol a hozza tartozo6 koltségmatrixszal. A 8.8. dbra 1épésrél 1épésre
mutatja be, hogy miként épiil a fa. Kékkel dbrazoltuk a nyilt csomépontokat, és
sziirkével a zértakat. A piros keret azt jelzi, hogy melyik nyilt csomépont keriil
elagaztatasra az adott 1épésben, a best-first stratégia értelmében (amelyiknek a leg-
kisebb az f értéke). Mindenik Gjonnan generalt csomépont mellett megadtuk, hogy
miként szamolédik ki a megfeleld f érték (g: a kurrens 4g menti élek stlyainak 6sz-
szege; h: a hatralévé ttszakasz becsiilt koltségét ddlten jelenitettiik meg).

A kapcsol6dé matrixok magyarazattal szolgalnak a h komponensek kiszdmitasa
tekintetében. A gyokér h értéke kozvetleniil a koltségmatrixbdl szamolédik ki (8.8.a.
abra). Amint haladunk lefele egy 4gon, a matrix redukélodik a generalt éleknek meg-
feleléen. Egy (p,p) él p, kezdépontjéhoz (apapont) tartozo matrixbol tugy kapjuk a p,
végponthoz (fitipont) tartoz6é matrixot, hogy toroljik (minden elemét c-re allitjuk) a
pedik sort, a p}.-edik oszlopot, valamint a [p[1] elemet (az 1-es varosba valé id6nap
el6tti visszatérés kizarasa). Sziirke hattérrel jeleztitk a kurrens torléseket.

Az (n—1)-dik szinti csomo6pontok leveleknek tekinthetSk, hiszen méar csak
egy varos var meglatogatasra, egyértelmi az, amelyik még nem volt érintve az ille-
t6 dgon (az utolsé varosbdl az elsébe vald visszatérés ugyancsak egyértelmi). Ezért
e levél-csomdpontok f értéke a megfelel6 Hamilton-kor pontos koltségértéke lesz.

Lévén sz6 minimalizalasi problémardél, a kurrens optimumeértéket kezdetben
co-re allitjuk, majd frissitjitkk, valahanyszor levélcsomépont keriil generélésra.
Minden nyilt csomépont, amelynek f értéke nem kisebb, mint a kurrens opti-
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mum, lemetszhetd a far6l (8.8.e. és 8.8.f. 4brak). Akkor ér véget az algoritmus, ha
a nyilt csomépontok halmaza kiuriilt.

ﬁv‘ 2[10 | = |10
3[8]10]=
9

n|[g|oo|nn|o|as
ool |N|w

8.7. abra. Példa n=5 vdrosra és a megfeleld koltségmatrix

1 2 3 4 5
1o |10| 8|0 7|7
2[10 | |10 5|6 |5
3 10 8|98
4|9 (5|8 |=<|6]5
57695m5
i‘

8.8.a. abra. A generalt fa gyékere. A megfeleld f=g+h érték: 31=0+31.
A h komponens a kapcsolédé matrix soronkénti minimumainak Gsszege

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 i 2 3 4 5 i 2 3 4 5
l1joo o0 (o0 |0 |00 |0 1|00 |00 |00 |c0|co|00 1| 00 (00|00 |00 |00 |00 1|0 |00 |00 |00 | 00| oo
2HW10565210='°=='565210°°10°°55210°°105°°5
3/ 8 |oo|oo| 8|98 3 10/ |8|9|8 38|10[cc|[oe|9]|8 3/8[10/cc|8|c]8
49 ec|[8]ee|6|6 4 5|co|oe|6|5 4 5/8 |0 6|5 2/9|[5[8|ee|o|5
5/ 7 |96 |e|6 s smsooss759mmss-696m5

25| 24 25| | 24]

8.8.b. abra. A generdlt fa az elsé ,,branching” fazist kévetden.
A matrixokban sziirke hattér jelzik, hogy mely elemek keriilnek
torlésre az (1,2), (1,3), (1,4) és (1,5) élek nyomdn



8.1. AZ UTAZO UGYNOK PROBLEMAJA

145

2

o s oW

i 2 3 4 5
o |00 | oo | oo | oo
Hooms«v
8 |oo|oo|8 |00
9 oo | 8 oo]0o
= |[e

]
]

388 8|8 |w

3 (8 |e0jwn|g |

3/8(8 8|8«

|E8monm8

|E3U"°°"'8

oo

10

8
5
=]

8.8.c. abra. A generdlt fa a mdsodik ,,branching” fazist kévetden
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8.8.d. abra. A generdlt fa a harmadik ,,branching” fazist kévetéen
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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8.8.e. dbra. A generdlt fa a negyedik ,,branching” fazist kovetden. A levelek f értékébe
a becstilt h komponens helyett a hatralévé két él hossza kertil be. A kurrens optimumot
képviseld levelet zolddel kereteztiik. A lemetszhetd csomdpontok f értékét Gthiiztuk

37=8+9+6+5+9 | | 38=8+9+6+5+10
2 3 4 5 1 2 3 4 5
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8.8.f. abra. A generdlt fa az étodik ,,branching” fazist kovetden.
Az optimdalis Hamilton-kor: 1,3,4,2,5,1 (6sszkiltsége 34)
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8.1.4. Dinamikus programozasos megoldas

A dinamikus programozas teljesen mas perspektivabdl kozeliti meg a felada-
tot. A feladat egy allapota a kovetkezéképpen is jellemezhetd: (1) mely varosban
tartézkodik per pillanat az utazé iigynok, és (2) mely varosok lettek mar meglato-
gatva. A startéllapot az, amikor az tigynok ttra kész (az 1-es varosban), és még az
Osszes varost meg kell hogy latogassa (az 1-est is, utols6 allomasként): (1,{}). Ak-
kor vagyunk célallapotban, ha az tigynok Gjra az 1-es varosban van, és mér min-
den véarost meglatogatott: (1,{1,2,...,n}). A 8.9. 4bra a megadott példara, szintekre
bontva mutatja be az allapotgrafot. A kurrens szint valamely csomépontjanak
annyi fitcsomépontja lesz a kovetkez6 szinten, amennyi a még meglatogatasra
varé varosok szama. A dinamikus programozas néz6épontjabél az éllapotgraf 6sz-
szevont dontési faként is felfoghaté. A varosok szamanak novekedésével ez a graf
is nagyon kiszélesedik. Példaul 20 véros esetén a 10. szinten az 4llapotok szama
mar tobb mint 1 millig, illetve 30 varos esetén, a 15. szinten az allapotok szdma
mar tobb mint 1 billié. E jelenséget nevezte Bellman a dimenzidk atkanak.

(2429 [2206]
[1730]
SEYOTEN (2o 1234

[2480]

(@ [2677]

[2731]

8.9. abra. Szintrdl szintre, lentrdl felfele (jobbrél balra). Bejeléltiik az adott
szintekhez tartozé apafeladatok elézd szinti fitrészfeladatait. A folytonos
vonallal abrazolt nyilak optimdlis apa-fiti kapcsolatokat jelélnek.

A 7.6.5. alfejezetben mér felvezettitk a dinamikus programozasos otletet az
utazé tgynok feladatra. Az optimumértékek eltarolasara a ¢[1..n][0..2"—1] tom-
bot hasznaljuk (lasd a 8.10. abrat). A c[i][s] érték azt tarolja, hogy mennyi az 1-es
varosba val6 visszajutds minimalis koltsége, ha jelenleg az i véarosban vagyunk,
és az s érték kodolta varosok lettek mar meglatogatva. Egészen pontosan az s
index-érték n pozicién valé binéris dbrézolaséban a bitek a varosokat képviselik,
az 1-esek mar meglatogatott varosokat, a 0-sok a még meg nem latogatottakat (a j
helyértékd bit a j+1 azonositéju varost képviseli).
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8.10. abra. Az optimumok témbje a 4 varosos
szemléltetd példara (c[1..4][0..2%-1])

Az alabbi algoritmus rekurzivan implementalja a dinamikus programozasos
stratégiat. A DP_utazoligynok fiiggvényt a startédllapotra hivjuk meg (még a teljes
feladat megoldésra var): DP_utazoiigynok(1,0,n,d,c). Azokat a részfeladatokat, ami-
kor mar csak az 1-es varosba valé visszatérés maradt hatra, trividlisan egyszerii-
nek tekintjitkk. A rekurziébol ad6d6 mélységi bejaras posztorder momentumai-
ban val6sul meg a lentrdl felfele épitkezés. Egy kurrens (i,s)-feladat optimuma a
kozvetlen ficdoptimumokbdl kertil kiszamitasra, a c[i][s] cellaban zajlé6 minimum
szamfitas révén.

Kezdetben a ¢ tomb minden cellaja a (—1) értéket tarolja, aminek jelentése
az, hogy a megfelel6 részfeladat még nem lett megoldva. Valahdnyszor megol-
dasra kertil egy részfeladat, a megfelel6 optimumot eltéroljuk, és ha késébb, egy
maésik dgon djra taldlkoznénk ugyanazzal a részfeladattal, akkor csak el6vesszitk
az eltérolt értéket. A bit(s,j) fiiggvény visszatériti az s érték j. helyértékii bitjét.
A bit1(s,j) figgvény egy olyan értéket térit vissza, amelyben s-nek, a j. helyértékt
bitje, 1-esre lett allitva.

DP_utazéligynok(i, s, n, d[l[l,c[ll)

ha cfi][s] # —1 akkor /I identikus részfeladat
return cfi][s] /I visszatéritjiik a korabban eltarolt megoldast
vége ha
ha s == 2"-2 akkor /[ trivialis: mar csak az 1-es varos maradt hatra
clills] = d[i][1] // eltaroljuk a megoldast
return cfi][s]
vége ha
c[i][s] = «© /I kezd6érték a minimumszamitashoz
minden j = 1,n-1 végezd /I minden 1..(n-1) helyértéki bitre
ha bit(s,j) == 0 akkor /I a j+1 varos még nem lett meglatogatva
temp = DP_utazéligynok(j+1,bit1(s,j),n,d,c) /I fidoptimum

ha d[i][j+1] + temp < c][i][s] akkor
cli](s] = d[i][j+1] + temp
vége ha
vége ha
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vége minden
return c[i][s]
vége DP_utazéligyndk

A backtracking megoldas nyers erd valtozatdnak komplexitdsa nyilvan 6(n!).
Ennél jéval hatékonyabb a dinamikus programozasos algoritmus, melynek idébo-
nyolultsaga 8(n?2"). Bellman, illetve Held és Karp egymastol fiiggetleniil publikaltak
e megoldast 1962-ben. Az altalunk implementalt rekurziv valtozat akér egy olyan
oszd-meg-és-uralkodj stratégiaként is felfoghat6, amely eltarolja a méar megoldott
részfeladatok optimumait, hogy elkertilje ezek tobbszori megoldasat. A mohd meg-
kozelités polinomialis bonyolultsagt algoritmust eredményez, de nem garantalja az
optimalis megoldast. Egy 2006-ban kozzétett branch-and-bound algoritmus (Con-
corde TSP Solver) 85 900 varosra oldotta meg az utazo tigynok problémat (Applegate
et al. 2006), ami sokat elmond ennek a médszernek a hatékonyséagarol e feladat te-
kintetében. Mivel mind az 6t mddszerrel megkozelithetd e hires feladat, ezért méltan
tekinthet6 tgy, hogy egy sajatos feliilnézetet tesz lehetévé a megvizsgalt algoritmus-
tervezési stratégiak vilagara.
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10. FUGGELEK

Az aldbbiakban bemutatjuk harom hires probléma éllapottér-reprezentacio-
jat, ahogyan az megjelent a Gregorics 2014 tananyagban (lasd tovdbbé az 1. feje-
zet A technikdk mint ttkeresd stratégidk cimii betétjét).

Hanoi tornyai: Els6ként kévetkezzen a Hanoi tornyai probléma allapotgrafja
n=3 korong esetén.

[3,3,3] start
[2,3,3] [1 3,3]
[2,1,3] [1 2,3]
(1,1,3] /\ /\ 2,2,3]
(3,1,3] [3.2,3]
[1,1,2] [2,21]

[312] /\ 12121 121/ \[3,2,1]
(3.22] [232 [131] / \[311]

/\ VANRVANEVA

[1,2,2) (13,2 3321 [331) [2,3,1] [2,1,1]

9.1. abra. A Hanoi tornyai probléma dllapotgrdfia
harom korong esetén (Gregorics 2014)

Az édbra azt a felallast szemlélteti, amikor kezdetben a korongok a 3-as ridon
vannak, és a célrad az 1-es. A probléma egy-egy allapotat egy n hosszt vektorral
tudjuk lefrni. A vektor i-edik eleme azt képviseli, hogy az i-korong mely radon
talalhat6 éppen (startallapotban mindenik korong a 3-as radon, céléllapotban
pedig az 1-es ridon talalhato).

Eszrevehetd, hogy az allapotgraf csomépontjainak szama megegyezik {1,2,3}
halmaz n-szeres Descartes-szorzata elemeinek szamaval (3"). Mivel minden alla-
potban tipikusan 3 megengedett 1épés van, ezért a csomépontok szomszédjainak
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szdma tipikusan 3. Ez al6l kivételek azok az allapotok, amikor mindenik korong
ugyanazon ridon taldlhaté (ilyen esetben a szomszédok szdma 2).

A 4. fejezetben bemutatott ,,0szd meg és uralkodj” algoritmus a legrovidebb
start—cél atvonalat generalta, amely 7 1épéses megoldasnak felel meg n=3 korong
esetén.

n kiralyné: A 3. fejezetben targyalt n kirdlyné probléma allapotgrafja n=4
esetre az alabbi:

] x| x[x [ [il] x| x| x [l x| x| x| % [l
x| x x|x[x x| x[x x|x
x| |x x| |x x| |x x| [x
x x x x x
[x]>]x]  [(x[e[x] [l <[> %[ %W % xu;/‘Ex
x|xfjiffx]  [x[x[x] o [x]x] [l Iﬁ?glr ﬂjlxxgl ?WT“T?I
x|x|x|x x x| x x|x|x x| x| % x| x x x| x| x| x
x x| X x| X x x x x x x x| x x| x x
(MEIEIE | [l x | [ [ i x x[x[x
x [ x| x [ x| x| x [ [l x| % [% ﬂxx@
iIH"" x| x|x x [ x| x ] x| x [ x
x[x|x|x x|x| |x x| x| x,gl;
x [Jl] %[ ] (o< [ [ |
xxxﬂ x| x|x
| x| x|x x| x| % [
x | x [l x TR

9.2. abra. A 4-kirdlyné probléma dllapotgrdfja (Gregorics 2014)

A probléma allapotait egy-egy n X n méreti métrix abrézolja. Mtiveletnek
azt véalasztottuk, hogy ,kiralyné felhelyezés”. Azt is kikotottitk, hogy sorrdl sorra
haladunk, és minden sorba csak egy kiralynét tesziink. A 3. fejezetben bemuta-
tott algoritmus javithat6, amennyiben folyamatosan nyilvéntartjuk, hogy mely
oszlopok, illetve atlok foglaltak mar (az dbran x-ek jelolik a kizéart négyzeteket).
Ez esetben konstans idében eldonthetd, hogy a kurrens sor egy adott pozici6ja
szabad-e az éppen elhelyezend6 kirdlyné szamara.
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Tili-toli: A 6. fejezetben targyalt kirako6jaték allapotgrafja n=3 esetre az alab-
bi. Egészen pontosan az abra a keresési tér egy részét mutatja be. Emlékezziink,
hogy keresési térnek nevezzitk azt a fat, amelyet a ,keresés az allapotgrafbol
lat” (az allapotgraf kiegyenesedik egy irdnyitott fava). A keresési tér alapvetéen
ugyanazt a problémateret jeloli ki, mint az allapotgraf. Ha a keresési tér identikus
allapotokat képviseld cstcsait (duplikatumok) egymésra csiisztatjuk, akkor visz-
szanyerjlik az allapotgrafot.
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9.3. abra. A 8-as tili-toli jaték keresési terének részlete (Gregorics 2014)

Az abra a jaték azon valtozatat mutatja be, amikor kirakott allapotnak az
szamit, ha az tres cella kozépen van, és az 1, 2, ..., 8 szdmok a bal fels§ saroktél
indulé 6rajaras szerinti sorrendben kovetik egymast.

Az abran megjelenitettiik az allapotgraf startcsticsbél kivezetd fontos ttjait.
Megfigyelhets, hogy ugyanaz az é4llapot t6bb csticsban is megjelenik, merthogy
az illet6 allapothoz az eredeti allapotgrafban tobb kiillonb6zé tGton is el lehet jut-
ni. Egy tovabbi sajatossdga e keresési térnek, hogy az allapotgrafbeli korok miatt
a fanak végtelen hosszu 4gai is vannak.



ABSTRACT

Algorithm Design Techniques

This book presents the five basic algorithm design strategies: greedy,
backtracking, divide and conquer, dynamic programming, and branch and bound.
The goal of the suggested syllabus is, beyond the presentation of the techniques, to
offer the students a view that reveals them the basic and even the slight differences
and similarities between the analysed programming technics.



REZUMAT

Tehnici de proiectare a algoritmilor

Cartea prezinta cele cinci tehnici de programare de baza: greedy, backtrac-
king, divide et impera, programarea dinamica gi branch and bound. Scopul di-
dactic al cartii este de a transmite cititorului o vedere de ansamblu, si sd ajute in
discernerea asemanarilor si a diferentelor — chiar si de nuantad — intre metodele
mentionate.



A SZERZOROL

Kétai Zoltdn 1968. mércius 13-4n sziiletett Nagyvaradon. Kozépiskolai ta-
nulmanyait a marosvasarhelyi Bolyai Farkas Elméleti Liceumban végezte 1982—
1986 kozott, egyetemi tanulményait pedig a Kolozsvéri Miiszaki Egyetem Auto-
matizalds és Szamitégépek Karan 1987-1992 kozott.

1992-2005 kozott informatikatanar a marosvéasarhelyi Bolyai Farkas Elmé-
leti Liceumban, 2002-t6l pedig a Sapientia Erdélyi Magyar Tudoményegyetem
Marosvasarhelyi Kara Matematika—Informatika Tanszékének oktatéja és kutatéja.
F6 kutatasi tertilete a programozasi technikak (f6leg ezek grafelméleti hattere),
kiemelten a dinamikus programozas. Oktatastudomanyi vonalon az érzékszer-
vek bevondasa a programozéasoktatas folyamataba témakoérben mélytilt el. A szer-
z6 kezdeményezte az AlgoRythmics projektet, amelynek keretében sziiletett meg
a youtube-on is elhirestilt tiz algoritmus-tanckoreografia. Az AlgoRythmics pro-
jekt 2013-ban elnyerte az Informatics Europe éaltal felajdnlott ,,Best practice in
education” dijat.
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sapientia
tankonyvek

Comenius, akit a modern oktatés létrehozéjanak tartanak, a kovetkezé
kijelentést tette a tanitasi médszereket illet6en: ,Tanitani szinte nem is
jelent mast, mint megmutatni, miben kiillonb6znek egymastél a dolgok a
killonbo6zé céljukat, megjelenési forméjukat és eredetiiket illetGen...
Ezért aki jél megkiilonbozteti egymastél a dolgokat, az jél is tanit”.

Jelen konyv elsésorban erre a didaktikai alapelvre épiil. Egy olyan
tanitasi, illetve tanulasi médszert ajanl, amely segit a tanuléknak tgy-
mond feliilnézetb6l latni a megvizsgalt 6t programozasi moédszert
(algoritmustervezési stratégiat): mohd keresés, visszalépéses keresés,
oszd-meg-és-uralkodj, elagazas és korléatozas, illetve dinamikus progra-
mozas.

Tehat nem csak az a célunk, hogy bemutassuk e médszereket, hanem
hogy olyan nézépontba juttassuk az olvasét, amelybdl feltarulnak el6tte
a technikak kozotti elvi, alapvetd, s6t arnyalatbeli kiilonbségek, illetve
hasonlésédgok. A comeniusi alapelvvel 6sszhangban ez nélkiilozhetet-
len, ha uralni szeretnénk a programozas e tertiiletét.
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