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1. FEJEZET

Sorok oOsszegének a kiszamitasa

A labor CéL] a: konvergens pozitiv sorok Osszegének a kiszamitdsa adott

pontossaggal.

Elméleti fogalmak

Legyen ) .., a; egy pozitiv tagi sor a; > 0, 4 > 1, aminek az Gsszegét jeloljitk

S-el
S = Z a;.

A hanyados kritérium szerint, ha EIM € N ugy, hogy
(1.0.1) Intl <1, ¥n > M,

Qn

akkor a sor konvergens.
(1.0.1)-bél kovetkezik hogy

ap+1 < qan, ap+2 < qap41, -

tehat
M—1

Zai: ZamtaM(l—l—q—l—qQ—i—...):

i>1 i=1
a; + a
; + M1 — q

—Zaz

Tehat, ha az adott sor S Osszegét az els6 M — 1 tag Osszegévvel kozelitjiik meg,
akkor az elkovetett hiba (maradék tag) a kovetkezo lesz:
1

1.0.2 Ry = ay——

( ) M= Gy 7
Ha adott egy € > 0 pontossag az M értéket a kovetkezd egyenlotlenségbol szamitjuk
ki:

(1.0.3) Ry <e.

Gyakorlat menete



6 1. SOROK OSSZEGENEK A KISZAMITASA

Feladat. Szamitsuk ki

n

n3n
n>1
sor Osszegét egy szazalék pontossaggal.

Megoldds. Az = hanyadosbdl

2T 2 2
Gni1 _ GADFE _ 2 n
= D == <z <1
an T3, 413

arra kovetkeztetiink hogy ¢ = %
Az (1.0.3)-bdl kévetkezik hogy

Mo oM
S M3M1 -2 MMl

Gyakorlatilag a sor Osszegét egy do-while ciklusban szamitjuk ki, ezért az
(1.0.4) egyenl6tlenséget nem oldjuk meg elére, hanem a cikluson beliil leellenérizziik.
Algoritmus (pozitiv tagd sor Osszege):
Bemend adatok: a = %, e=10"2, n=0, S= %
don=n+1
0= a2
S=5+4a
while 3a > €
print S, n.
Az eredmény: S = 1.0941, M = 8.
Kittzott feladatok:
1) Szamitsuk ki

(1.0.4) Ry

€.

1
2
n>1
sor 0sszegét, € = 1072 pontossaggal. Mivel a fenti sor pontos Osszege %2, szamitsuk
ki kozelitoleg 7 értékét.
2) Szamitsuk ki

4
Z4712—1

n>1

sor Osszegét, € = 1072 pontossaggal.



2. FEJEZET

Egyenletek numerikus megoldasa

2.1. A felez6 mddszer. A Newton-féle mddszer.

Gyakorlat célja: egyenletek numerikus megoldasa.

Elméleti fogalmak
Egy

(2.1.1) flz)=0,z€A

egyenlet megoldasa két lépésben torténik. Az elsé 1épés a gyokok elkiilénitése, a
masodik a gyokok tényleges meghatarozasa.

Az elkiilonitéssel az A értelmezési intervallumot diszjunkt intervallumokra bont-
juk tgy, hogy minden részintervallum egyetlenegy gyckot tartalmazzon.

Ha f € Ca,b] egy folytonos fliggvény, akkor

Az elkiilonités torténhet analitikusan Rolle-féle sorozattal, vagy grafikusan.

A grafikus elkiilonitéshez abrazoljuk az egyenletbol szarmazé fiiggvényt, majd
az Oz tengellyel valé metszet egy kornyezete lesz a keresett intervallum.

Természetesen, minél kisebb az elkiilonité intervallum hossza, annél kozelebb
keriilnek az intervallum végpontjai a gyokhoz. Ez az alapja az intervallumfelez6
modszernek, vagyis kozrefogni és felezni az intervallumot mig ennek hossza elég
kicsi (e).

Gyakorlat menete
Algoritmus (intervallum felezd):
Bemend adatok: a,b, f,e€
do x = ‘IT“’
if f(a)f(z)<O0,thenb=x
else a = x
while (b—a) > ¢
print x© = “T“’
A médszer elénye hogy rendkiviil egyszerii, hatranya viszont hogy lassu.

7



8 2. EGYENLETEK NUMERIKUS MEGOLDASA

2.2. A Newton-féle médszer.

Egy gyorsabb és gyakran hasznalt modszer az igy nevezett Newton vagy érint6
modszer.

Ez abban all hogy egy (), sorozatot hozunk létre ami konvergél az egyenlet
gyoke felé. A sorozat tagjait ugy kapjuk, hogy az f fiiggvény gorbéjéhez érintéket
huzzunk az f (z,) pontokban majd ezeket metssziik az Oz tengellyel

(2.2.1) Tpyl = Ty — ——=, n > 0.

frzn)

Az xy kezdeti értéket a-val vagy b-vel tessziik gyenlévé attdl fiiggéen hogy f (a) f” (a) >
0 vagy f (b) f" (b) > 0.

Az eljarast folytatjuk mig az abszolut, illetve relativ hiba kissebb mint egy
adott € > 0 :

|Tpi1 — x| <
|xn+1 - xn| < e
|25]

Az emlitett kilépési kritériumot csak akkor hasznélhatjuk ha az (x,), sorozat
konvergens.

ABRA "Newtonl.eps’;

Algoritmus (Newton mddszer):

Bemend adatok: a,b, f, e

r=a
if f(z)f"(z) <0 then x =05
doz* =2

r=p(a*) =a" — ;gz*g

while |z — x*| > €
print x.

A Matlab programozasi nyelvben az f fliggvény gyokét meghatdrozo parancs
a kovetkezo:
[z,fval] = fzero(f,xo)
ahol zy egy gyok kortli érték.
Feladat. Oldjuk meg az

x=sin(z)+1
egyenletet.

Megoldds. Az f(x) = sin(x) + 1 — z fiiggvényt dbrazoljuk és a [0, 7] egy
elkiilonito intervallumnak bizonyul.



2.2. A NEWTON-FELE MODSZER. 9

Az intervallum felez6 algoritmust alkalmazva azt kapjuk, hogy az z gyok az
alabbi egymasba skatulyazott intervallumokban talalhato:

[0 ]Dr }3 T 3T D..>
T —, T —_—, — .
’ 2 2774 v

A Newton mddszert alkalmazva a sorozat a kovetkez lesz m, T

T7 e

A Matlab programban az elkiilonités érdekében abrazoljuk az f fiiggvényt.
ElGszor értelmezziik az f fliggvényt: f = @Q(x)sin (z)+ 1 —x, majd dbrazoljuk egy
aranylag nagy intervallumon, példaul [—10,10]: fplot(f,[—10,10]). 2o = 7 kezdeti
értéket felhasznalva kapjuk az egyenlet kozelité megoldasat ~ 1.9346.

Megjegyzés: Ha az egyenletnek tobb megoldasa van és az elkiilonitést nem
végezziik el akkor az algoritmus csak egy megoldast kap.

Kitizott feladatok:
1) Oldjuk meg az alabbi egyenletet
e’ —1=0.
2) Az
2 —x+3=0

egyenlet esetében vegyilk az xyp = 0 kezdeti értéket a Newton moddszerhez. Mit
lehet észrevenni?
3) A Newton mddszert alkalmazva szamitsuk ki y/a értéket ahol a > 0 adott.

Vegyiik figyelembe hogy v/a az 22 — a = 0 egyenlet gyoke. Altaldnositsuk.






3. FEJEZET

A htur, a szelo, a Steffensen-féle modszer.

Gyakorlat célja: bemutatni a Newton mddszer hatranyait és alternativ

megoldasokat adni.

Elméleti fogalmak

Annak ellenére hogy az érinté mddszer nagyon gyors és hatékony, sziikséges az
/! derivalt ismerete. A derivalt numerikus megkozelitésébél kiillonbozé modszereket
kapunk.

A hur médszer esetében a derivalt irdnytényezSje megkozelithetd (lasd 1-es
abra) a (b, f (b)), (z, f (z)) pontokat 6sszekot6 hir iranytényezdjével:

(3.0.1) F(z) ~ W
Tehat a ¢ iterativ fiiggvény a Newton modszerben
b @) —af ()
(3.0.2) o (x) = F@ =10
Hasonléan -a parhuzamosak modszer
(3.0.3) Fl@)=A>f(z0), @) =x— f(;”,
-szel6 modszer
vy J @) = fy) _f@y—fy=
-Steffensen maodszer:
vy St f() - f(2) _ f?(2)
A 1C I IO = I

Gyakorlat menete
Feladat.
Szamitsuk ki az

ef—1=0
11



12 3. A HUR, A SZELO, A STEFFENSEN-FELE MODSZER.

egyenlet gyokét € = 107 pontossiaggal és hasonlitsuk Ossze hdny lépésre van
sziikség a bemutatott modszerek esetében.
Megoldas. A megoldast az aldbbi tablazat tartalmazza.

1épés | megoldas
Newton 6 7.78e-017
Steffensen | 8 2.16e-017
szeld 9 4.48e-015
Hur 16 -4.79e-007
A tablazatbdl latszik hogy a Newton és a Steffensen mddszerek gy 1épésben
mind megoldasban kozel allnak.

Kitizott feladatok.
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:

(1) 3e®—4cos(z) = 0
(17) arctg (x) = 0.
3.0.1. Fokozatos kozelitések
fx)=0 & z=¢(z) z €a,b].

Ha

(3.0.6) | (2)] < 1, z € [a, b]
akkor

(3.0.7) Tni1 = ¢ (T5)

sorozat konvergdl az adott egyenlet gyokéhez.

1. PROBLEMA. Oldjuk meg az 3e® — 4 cos (z) = 0 egyenletet x € [0,1].
Az f(x) = 3e” — 4 cos (x) = 0 egyenletet atirjuk x = ¢ (x) ahol:

(1) ¢ (z) = x+A(3e” —4cos (x)). Az ¢ (z) = 14+ (3e” + 4sin (x)) figgvényt
tanulmanyozva azt kapjuk, hogy A = —%—ra a derivéltra igaz az |¢' (z)| <
1 feltétel, tehét a (3.0.7) sorozat konvergdl: zq = 0, 21 = ¢ (zo) = &, 22 =
¢ (x1) = 0.1664, 0.2065, 0.2292, 0.2414, 0.2479, 0.2512, 0.2530, 0.2539, 0.2543...
T, — 0.2548.
A g = max,ejo,1 |¢' (7)] = 0.7 elég kozel van 1 értékhez (a gydk kozelében
| (x)] = 0.5) ezért a konvergencia lassu.

(2) ¢ (z) =In(3cos(x)) és | (z)] = [tan ()| <1,z € [0,3] . 20 =0, z; =
¢ (w9) =In (3) = 0.2876, x5 = ¢ (x1) = 0.2457, 0.2571, 0.2542, 0.2550, 0.2548.
A gydk kozelében | ()| & 0.25, kisebb az elébbi alpontnal kapott értéknél
(= 0.5) ezért a konvergencia gyorsabb.

(3) ¢ () = arccos (3¢") = ¢ (z) = \/% < -1,z € [0,1]. Az (3.0.7)
sorozat divergens.



3. A HUR, A SZELO, A STEFFENSEN-FELE MODSZER. 13

2. PROBLEMA. Oldjuk meg az \/r—cos (z)=0, cos® (v/x — cos (z)) = 0, e” = 4z
egyenleteket!






4. FEJEZET

A Newton-Horner médszer az algebrai egyenletek
gyokeinek a meghatarozasara.

Gyakorlat célja: kiaknazni a polinomok elonyeit annak érdekében hogy a

Newton moddszerben a derivalt értéket minél pontosabban lehessen kiszamitani.

Elméleti fogalmak

A Newton-Horner séma a P (x) = 0 algebrai egyenletek valds gyokeinek a
meghatarozasara szolgdl, ahol
(4.0.1) P(z)=ao+ az+ ... + az".

A P polinomialis fiiggvény behelyettesitési értékét egy t € R pontban a Horner
sémaval szamitjuk ki

(4.0.2) P(t)=ay+t(ar+ ... +t(an_1 + ta,)).
Derivélva a
(4.0.3) P)=(x—-t)Q(x)+r, QeP,_,

képletet kapjuk hogy
Plz)=(z-t)Q () +Q(x).
Tehat
(4.0.4) P (t)=Q(),
vagyis a P derivalt értéke megegyezik a () polinom behelyettesitési értékével amit

1jbél Horner sémaval oldunk meg.
Az algebrai egyenleteket

P(x)=0
a (2.2.1) Newton médszerrel oldjuk meg
P (z,)
Tp41 = Ty — P’ (In)’ n Z 07

és a P’ értékét a (4.0.4) sémaval szamitjuk ki. Kezdeti értéknek lehet venni zy = 0,

. Q
vagy To = ﬁ

Gyakorlat menete
15



16 A NEWTON-HORNER MODSZER AZ ALGEBRAI EGYENLETEK GYOKEINEK A MEGHATAROZASARA.

A Horner sémat a kovetkezd rekurziv eljarassal végezziik
(405) an = Qn, qj-1 = Qj-1 + tQja j = m
Feladat. Oldjuk meg az
P (z) = 2* — 102° + 352> — 502 + 24 = 0

algebrai egyenletet.
Megoldas. xy = 0 véve kezdeti értéknek azt kapjuk hogy:

P(0) 24
1 T~ o) T 50" |21 — 20 :
P (0.48) 7.011
— = 048 — L — 078 |zy— 24| =03 ...
X9 X1 12 (048) — 99869 ) |$2 l’1|

A Matlab programban a (4.0.1) polinom beolvasédsa, a polinom kiszamitdsa a
t pontban (Horner séma) és a gyokok meghatarozdsa a kovetkezd utasitasokkal
torténik:

P=la, an_1... a1 ag]

Pt=polyval(P, t)

r=roots(P).

Az elébbi gyakorlat adatait véve alapul: P=[1-10 35 -50 24], r=roots(P)=
r=4.921.

Kittzott feladat:

Szamitsuk ki az

egyenlet gyokeit.



5. FEJEZET

A Newton-Raphson-féle médszer nemlinearis
egyenletrendszerek megoldasara.

Gyakorlat Céljai nemlinearis egyenletrendszerek numerikus megoldésa.

Elméleti fogalmak

A Newton-Raphson moddszer egy iterativ eljaras a nemlinedris egyenletrendsze-
rek megolddséra, vagyis egy X° kezdeti kozelité megoldést felhaszndlva egy olyan
X' X% ..., X% vektor sorozatot hozunk létre ami konvergédl az egyenletrendszer

megoldasahoz.
Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:
f(z,y)=0
5.0.1 ,
(50.1) { g(x,y) =0

illetve annak egy X° = (¢, yo) kozelitd megolddsat.
Az f, g figgvényeket Taylor sorba fejtjiik a linedaris tagokkal bezéardlag

f(z,y) = f(x0,%0)+ (z — x0) % (w0, y0) + (¥ — ¥o) g_y (w0, y0)
9(z,y) = g(zo,y0) + (z — x0) % (0, 90) + (¥ — %o) g—z (0, %0) ,

és figyelembe véve a (5.0.1) egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

f 3—5 of f
g 5 5
Y 1(zo,90) Oz (z0,Y0)
5.0.2 — = — , Y — = — ,
( ) o o det J (]30, yo) 4 Yo det J (I‘o, yo)

ahol det J (zg,v0) = (%g—g — %g—g) (z0,10) # 0.
A (5.0.1) egyenletrendszer megolddsanak kovetkezd X' = (z1,y;) kozelitése:

of
f%y oLy
99 9
9 3 9 g
Y 1(z0,0) Ox (z0,%0)

5.0.3 — g — — _
( ) J;l o detJ (l’o,yo) » ¥ Yo detJ (ZE(),yo)

17



538 A NEWTON-RAPHSON-FELE MODSZER NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASARA.

Hasonléan a k-ik 1épésben ha det J (z, yx) # 0 akkor:

of
g % !
9 oy 2y
(k,yx) Oz (,yk)

(504) T4l = T —

det J (xp, yr) Yet1 = Uk — det J (zg,yr)

Az eljarast folytatjuk mig két egymdsutdni vektor X* = (zp,yp) és XM =
(Tga1, Yrs1) abszolit, illetve relativ kiilonbsége kisebb mint egy adott € > 0 pon-
tossag:

HXk—‘rl _XkH S €,
HXk+1 _chH

< e
[ Xl

Gyakorlat menete

Feladat.

A Newton-Raphson mddszert hasznélva oldjuk meg a kovetkezd egyenletrend-
szert:

(5.0.5) {f(x,y)=x3+y3—6x+3=0

g(x,y) =2 -y’ —6y+2=0
Megoldés. Legyen X° = (zg,70) = (0,0) egy kezdeti megoldds.— [ (0,0) = 3,
9(0,0) =2,

322 — 6 31 —6 0
J<x07y0> = < 31‘2 —3yg—6 ) (07()) = ( 0 -6 )

= det J (0,0) = 36. Akkor a (5.0.3) megfeleléen kapjuk a kovetkezé megkozelitést:

3 0 —6 3
o 12 O 18 54 o1 2 0.33
s 36 36 T 36 36
= X'=(0.5,033),||X" - X°||,=06,...

A (5.0.5) egyenletrendszernek a mértani jelentése az aldbbi dbran lathato:

Ha az X° = (0,0) pontbdl indulunk ki, akkor az (X k) , megoldds sorozat a
(0.53,0.35) pont felé konvergal.

A Matlab programban a

F(x) = (f (‘”1’“)) — 0, x = (11,12)
g (1‘1, xQ)
nemlinearis egyenletrendszert a kovetkez6 utasitassal oldjuk meg:
r=fsolve(F,x)
ahol z( egy kezdeti megoldas.




6. FEJEZET
A Gauss és az LU faktorizaciés modszer.
Gyakorlat Céljai linearis egyenletrendszerek numerikus megoldasa.

Elméleti fogalmak
A

1171 + A12T9 + ... + A1 Ty, = b1
(601) a99T9 + ... + A2n,Ty = bg
AppTp = bn

linearis egyenletrendszert fels6-haromszog tipusunak nevezzik mert az A méatrix
nem-nulla tagjai a foatlé folott helyezkednek el:

ai;pr Q12 ... QAip

0 a9 .. a
A — 22 2n
0 0 .. apu

Ha a; # 0, i = 1,n, akkor a (6.0.1) megoldasa

bn b — TL_ Qi 5
(6.0.2) Ty = L T = — 2izkir Ok  k=n—11
Qp Ak

Egy négyzetes
(6.0.3) Ax =1

A = (aij)i,jzl,n , L = (.271 Iy ... .Tn)t s b = (bl b2 bn)t

egyenletrendszernek a megolddsahoz hasznalhatjuk a Gauss moédszert ami a linearis
algebrabdl ismert kicserélési lemmara alapoz. Linearis transzformaciokat alkalmaz-
va a sorok kozott, a (6.0.3) egyenletrendszert visszavezetjitk a (6.0.1) haromszog
alaku egyenletrendszerre.

A Matlab programban ha meg van adva az A és a b métrix, a megoldést

z=A\b
utasitassal szamitjuk ki.

19



20 6. A GAUSS ES AZ LU FAKTORIZACIOS MODSZER.

Az LU faktorizdciés médszer az A = (ai ), ;_,, matrix szorzatra valé fel-
bontasan alapszik
A=LU
ahol
1 0 0 U1 U2 Uin
I log 1 0 U= 0w Uap
lnl lng o 1 0 0 oo Upp
egy also-, illetve fels6-haromszog alaki matrix:
i1
Iy = = i=E T,
Ujj
i—1
Uij = Qjj — Zlikukja i=17.
k=1
Akkor az

Ar=b & LUx =10

egyenletrendszert két haromszog egyenletrendszer megoldasara vezetjiik vissza

Ly = b,
Uz = y.
Egy A matrix felbontasa a Matlab programmal
[L,U]=lu(A)
[L,U,P)=lu(4)

ahol a P madatrixz a permutdcios mdtriz, i.e.. PA=LU.
Az LU felbontés alkalmas a determinans kiszamitasara is

i=1

Gyakorlat menete

Feladat.

1.) Oldjuk meg az aldbbi lineéris egyenletrendszert
2:B1 + 3[[2 +x3 = 6
T1+2x+3x3 = 1

Megoldas. A (6.0.4) egyenletrendszer ekvivalens az aldbbi haromszog egyenlet-
rendszerrel

2331 + 3$2 + 23 = 6
3.%'2 — 733'3 = 10
22x3 = =22

aminek a (6.0.2) képlet szerint (z1, z9, x3) = (2,1, —1) a megoldésa.



6. A GAUSS ES AZ LU FAKTORIZACIOS MODSZER. 21

Az A matrix LU felbontasa a kovetkezd matrixokat eredményezi:

1 0 0 2 3 1
L=(o0o5 1 o, u=|0 -15 35 |, P=1.
05 —0.33 1 0 0 3.66

2.) Szerkessziik meg azt a negyedfokt P (x) = asx® + a3z® + asx® + a1x + agelPy
polinomot mely 6sszekoti a (1,1),(4,2),(9,3),(16,4),(25,5) pontokat.
Megoldéds. A P (x;) = v;, i = 1,5 feltételekbdl kovetkezik, hogy:

as+as+ag +ay + ag = 1

256@4 + 640,3 + 16@2 + 40,1 +ag = 2
65610,4 + 729&3 + 81@2 + 9&1 + ag = 3 .

65536a4 + 4096as + 256a + 16a; +ap = 4

390 625a4 + 15625a3 + 625a9 + 25a1 +ap = 5

Az egyenletrendszer megoldasa:

ap = 0.55555555555556
a; = 0.47815255731922

az = —0.03530092592593
as = 0.00162037037037
ay = —0.00002755731922

3.) Alkalmazzuk Kirchoff torvényét az aldbbi dramkorok esetében:

ABRA ’kirchoff1.eps’;

Megoldas. A Kirchoff tétel szerint minden zart hurokban az dramkori ele-
mekben 1évé fesziltségek Osszege nulla. Az elso, illetve mésodik hurokban az
egyenletek:

U,+U,+U,—-Uy =0
uv,+U.,+U,+U, =0

majd az Ohm torvényét hasznalva:

r141 + 16 (i1 — i) + 7501 = Uy
Tolo + T3ig + Taig + 16 (i —11) =0

3007 — 102 =20 . 11 =0.7
—102; + 7022 =0 19 =01 "






7. FEJEZET

Iterativ médszerek. Thiilhatarozott egyenletrendszerek

7.1. Jacobi-féle iterativ mddszer.

Gyakorlat CéL]a linearis egyenletrendszerek iterativ megolddsa.

Elméleti fogalmak

Az
(7.1.1) Az =b
egyenletrendszer ahol
ai; a2 ... Qip bl
A— a1 A2 ... Q9p b — b2
Apl Qp2 .o Qpp, b,
ekvivalens a
(7.1.2) r=Byjx+C
ahol
0 —mx . b
arl ail ari
@t o 2
(713) BJ = a22 a2 , C = a2
R | by

Ha adott egy X kezdeti megoldas akkor a (7.1.2) rekurziv képletbsl
X'=B,X°+C, .., X' =B,X"+C, ..
Az eljaras folytathaté mig
HXk:—H _XkH <e
ahol € > 0 egy elére megadott pontossag.

Gyakorlat menete
Feladat.
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24 7. ITERATIV MODSZEREK. TULHATAROZOTT EGYENLETRENDSZEREK

Oldjuk meg az alabbi linedris egyenletrendszert Jacobi médszerrel

9512'1 — 21’2 — 31’3 = 4
—x1+4x9 —8x3 = —H

Megoldas. Mivel az egyenletrendszer atlésan dominédns, a Jacobi mddszer kon-
vergal.

0o 2 3 4
9

By=| % 0 % , C = 1
14 !
8 8 0 8

0 4 131

X0=10 X! = 1 X? = i
O ) g ) ﬁ Y
8 504

7.2. Tulhatarozott linearis egyenletrendszerek

Ar =1b
Ae M, xeM,,Ae M,, m>n.
3. PROBLEMA. Oldjuk meg

T +x2 =
201 +x3 =
T + 2$2 =
2%1 + 2.%2 =

U= W N

4. PROBLEMA. J. Kepler harmadik torvénye bolygdk mozgdsara: z—j = konst

ahol T" a bolygd keringési peridodusa a Nap koriil, x a bolygd tavolsaga a Naptol
=

[SJIe]

T=c-x2.

. , . N .| x| 58] 108|150 | 228 .
Ha ismertek a Merkur, Vénusz, Fold, Mars adatai: 7183925 1365 | 637 hatarozzuk

meg a ¢ konstanst! Milyen tavolsagra van a Szaturnusz a Naptdl ha keringési pe-
riodusa Ts, = 10759 f6ldi nap?
582 -¢ = 88
1082 -¢ = 225
1507 ¢ = 365
2282 - ¢ = 687
tehat az egyenlet T = 0.1994-2%. A Szaturnusz periédusat behelyettesitve kapjuk,
hogy g, = 1428 milli6 km-re van a Naptol.

Megoldas: egyenletrendszernek a megoldasa ¢ = 0.1994,
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7.3. Rosszul kondicionalt linearis egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek megoldasandl figyelembe kell venni ezek kondici-
onaltsagat. Egy egyenletrendszer rosszul kondicionalt ha kis véltozasok az A vagy
b matrixban nagy valtozasokat eredményeznek a megoldasokban.

A kondicionalas mérészama a cond

(7.3.1) cond (A) = ||AHP' ||A’1Hp.
A Matlab utastés
k=cond(A,p)
ahol p a norma tipusa.
Ha a cond érték nagy az egyenletrendszer instabil, ha pedig cond ~ 1 akkor

stabil.
Példa. A negyedrendii Hilbert-féle matrix

H =

HES [ =00 | 0D [ = | =
G 110 0 [+
O U s [ 00 | =
O T s [

kondiciondlasi szama: cond (H) = 15514.

5. PELDA. 2) Igazoljuk, hogy a |||, .. : R™" — R, [|A4| .
fliggvény eleget tesz a norma definiciénak, de ||A- Bl £ [|A| - || B]| -

= max |a;|






8. FEJEZET
Sajatérték, sajatvektor
Gyakorlat Céljai Sajatértékek, sajatvektorok numerikus kiszamitasa.

Elméleti fogalmak
A X szamot az A = (a;;)

0, ugy, hogy
(8.0.1) Az = \x.

ii=ln matrix sajatértékének nevezziik ha 3x € R", x #

Az x vektort a \ sajatértékhez hozzarendelt sajatvektornak nevezziik.
A sajatértékeket a karakterisztikus polinom gyokeiként lehet kiszamitani

(8.0.2) det (A — \I,) =0,

vagy

(8.0.3) (=D)" [N = p A"+ p X"+ L+ (-1)"p,] =0,
ahol

(8.0.4) pr=Tr(A)=ay + ...+ anpp, ..., pn = det (A).

A Cayley-Hamilton tétel szerint minden A matrix teljesiti a karakterisztikus egyen-
letét:

(8.0.5) A" — p AV 4 pp AV 4 (1) pul, = 0.

8.1. Krylov mdédszer

Y1
0
A mddszer abban 4ll hogy a (8.0.5) egyenletet beszorozzuk Y° = N
0
:
kezdeti vektorral majd Y* = 2 = AY* 1k = 1,n jeloléssel a kovetkezd
'y'z;

27



28 8. SAJATERTEK, SAJATVEKTOR

n X n-es linearis egyenletrendszerhez jutunk

ply?‘1+pgy?‘z+...+pnyg —
(8.1.1) e e R N A
Py eyt Py =yt

melynek meogldasa a karakterisztikus polinom egytitthatéi. Ezutan megoldjuk a
(8.0.3) egyenletet.

A Matlab

[sv,se]=eig(A)
utasitdassal megkapjuk az A matrix sv sajatvektorait és se sajatértékeit.

Gyakorlat menete
Feladat.
Szamitsuk ki az

2 31
A=11 0 4
1 2 3
matrix sajatértékeit és sajatvektorait, majd ellenérizziik le a (8.0.1) definicidt.
Megoldas. [sv,se/=eig(A)
=
—0.5915 —0.9383 0.5717 5.71 0 0
sv=[ —0.5294 0.1934 —-0.7927 |, se= 0 1.07 0
—0.6082 0.2866  0.2116 0 0 —-179

A sajatértékek az se matrix atlojan talalhaték és a megfeleld oszlopon az sv
matrixban a sajatvektor normazva.

Kitizott feladatok.
Szamitsuk ki az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait:
2 -1 1
A = -1 2 1],
1 -1 2
2 -1 1
B = -1 2 -1
1 -1 2

8.2. Hatvany maddszer

6. PELDA. Szdmitsuk ki az A = matrix dominans sajatértékét,

N
OO W
JURNTNG

sajatvektorat.
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1
Megoldas: Ha y = —1 és eps = 1072 akkor a domindns sajatérték
2
0.5914
domse = 5.7114, a megfelel6 sajatvektor domsv = [ 0.5293
0.6085
while norm (y—yy)>eps
YY=y;
y=A*yy;

lambda=y./yy; %egymasutani hatvany vektorok hanyadosa
y=y/norm(y);

end

domsv=y

domse=mean (lambda) %hanyados vektor komponenseinek atlaga

3 1

7. PELDA. Szamitsuk ki az A = ( 5 9

) matrix domindns sajatértékeit,
sajatvektorait!
Megoldas: Ha y = ( 1 ) és eps = 1072 akkor a domindns sajatérték

0.7092
0.7050 /-
A minse kiszdmitasahoz felhasznaljuk, hogy ha (A, X) se+sv az A matrixnak ak-

kor, (1, X) se+sv az A~ métrixnak. Tehat kiszdmitjuk az A~! =1 ( 2 -1 )

domse = 4.0122; a megfelel6 (normalizalt) sajatvektor domsv =

A’ 4\ -2 3
métrixnak a domse, innen pedig az A matrix minse=1/domseA !, vagyis minseA =

. 0.4483
Qg_g% = 1.0014, minsv = ( 08939 ) :

8. DEFINICIO. Sztochasztikus (valészinliségi) métrixnak nevezziik azt a matrixot
aminek elemei valdszintiségek (nulla és egy kozotti szamok) és minden oszlopban
a tagok Osszege egyenld eggyel.

Egy n x n esetén lehet példaul az egyenletes £ = ¢;; = %, Vi, j

1 1

n n
F =

1 1

n n

9. PELDA. C.Moler tiny Web. Ha az aldbbi dbra egy web hélézat akkor egy
véletlenszerti sétaban milyen gyakran latogatjuk meg a csomépontokat?
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alpha < delta

rho

8.2.1. 4bra. Kis web héalozat

A gréaf szomszédsagi matrixa:

000101
100000
010000
G=l011000
001000
101000

A cél egy A dtmeneti (valdsziniiségi) matrixot képezni a G-bdl, ami tiikrozi
egy csomopontbdl a masikba vald attérési valdszinliséget.

A G matrix oszlopaibdl kiolvashaté hany él indul kifele az adott csomdépontbdl.
Példaul az els6 oszlopban lathaté, hogy az els6 (alpha) csomépontbdl két él in-
dul kifele (beta, illetve sigma fele). Ugyanakkor rho-bdél nem indul egy él sem
(zsdkutca). Tehat a G matrix j-dik oszlopaban a tagokat Osszegezve a j csomépont
ki-fokat kapjuk (soronként a be-fokét):

(82].) Cj = Zgw

Ha a G minden egyes j oszlopat elosztjuk c;-vel akkor egy G* "majdnem”
valészintiségi matrixot kapunk, ugyanis a nulla ki-foki oszlopokban nem teljesiil
a feltétel. A G* matrix egy atmeneti matrix de csak a ki-fokot veszi figyelembe;
ugyanakkor ha egy nulla ki-fokt csoméba sétalunk nem tudjuk folytatni az utat.
Ennek elkeriiléséhez az A métrixot a G* és E kombinaciéjaként szamitjuk ki

(8.2.2) A=p-G"+(1—-p)-FE
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oly moédon, hogy a p suly tiikrozze a grafban megadott sétak lehetoségét. Ennek
megfeleléen, ha egy oszlop ki-foka nulla, akkor p = 0, vagyis ebben az esetben a
G* matrix silya nulla. Kiilonben legyen p (pl. p = 0.85) annak a valdszintisége,
hogy a grafban egy adott élen dthaladunk-e vagy sem (természetesen (1 — p) az
ellentétes esemény valdszintisége). Tehat a keresett A = (a;;) attérési matrix
elemeit a kovetkez6 képlettel allithatok elo:

9ij 1
24+ (1—p)=, ha ¢; #0
(8.2.3) ay =4 P TU=P)y 170
- ha ¢; =0
Az igy elballitott A matrix egy valdszinliségi matrix és ennek az egyensilyi vektorat
az alabbi Markov lanc adja:

Ay, A2y, A?’y, .

ahol y vektor a rendszer egy kezdeti allapota. Tehdt az A maétrix dominans
sajatvektorat keressiitk. Az A matrix dominans sajatértéke egyenlo eggyel A, =
1. A megfelel6 sajatvektort a hatvany modszerrel szamitjuk ki.

Az adott grafra a csomépontok (linkek) latogatottsagi valdszintisége

z = (0.321,0.170,0.106, 0.136, 0.064, 0.200)"

tehét egy véletlenszerti szorf6z6 32.1%-ban fogja latogatni az alpha linket, mikdzben
a rho linket csak 6.4% -ban.

10. PELDA. Rezgd mozgés.

[/ /LS

8.2.2. dbra. Két test rezgd mozgasa
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Az dbran lathato mq, mo testek két - k; = 0.2, ko = 0.4 merevségii (%) - rugo6val
vannak a falhoz rogzitve. A testeket kimozditjuk az egyenstlyi poziciéjukbdl x; =
+0.1, 29 = —0.3 (m).
A Newton torvénye szerint F' = m - a tehat
]{1231 -+ k’g (.Z’Q — .2131) = mla'&l
— ko (952 - $1) = Maly

vagyis
(—/{71 — ]{?2) T + k’zl’g = mlil
ko — koxo = Moy

Az egyenletrendszer atirhaté
—-KX=MX.

alakra, ahol

. k1+]€2 —kg . T . mq 0
e () e ()= (0 )

Ha m; = 1 akkor M = I, és a kovetkezo egyenlethez jutunk:

(8.2.4) KX =-X.
A megoldasat

(8.2.5) X (t) = eMu
alakban keressiik ahol u egy konstans vektor. Innen

X (t) = N2eMu
amit behelyettesitve a (8.2.4) képletbe

KeMuy = —)\2eMu,

majd eM-vel egyszertisitve:
(8.2.6) Ku=(-X\?)u.

A kapott egyenlet (8.0.1) tipusi, vagyis ((—\?),u) a K métrix sajatértéke, sajatvektorja.
A K egy szimmetrikus, pozitiv definit matrix, tehat (valds) pozitiv sajatértékei
vannak, ahonnan kovetkezik, hogy A imaginarius szam lesz.

[ —0.6154 —0.7882 (00877 0
U=\ _o7882 06154 ) ¢ T 0 09123 )

A —)\? = 0.0877 -b6l kovetkezik A; 5 = +0.29617, és a —\? = 0.9123 -bél kovetkezik
Asa = £0.9551i,

Az altalanos (valds) megoldast a (8.2.5) képlet jobboldalan 1év6 tagok kom-
binaciéjabol allitjuk eld,

(8.2.7) X (t) = c1eM! + cpe™t + cze™t + cqett
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Ugyanakkor, figyelembe véve az Euler formulat:
(8.2.8) et =cos (t) +i-sin(t),
a (8.2.7) képlet elsd két tagjanak az Osszege kovetkezoképpen irhato:

cleklt + 026)\2t = (1 COS (Xlt) + c12sin (Xlt) + ¢9 cos (th) + ¢t 8in (th)
= ¢y COS (Xlt) + c128in (Xlt) ~+ c5 cos (Xlt) — ¢l sin (Xlt)

= (c1 + ¢3) cos (Xlt) + (¢1 — ¢p)isin ()xlt) ,

ahol
(8.2.9) i =Im(\).

Ahhoz, hogy valés megoldast kapjunk ¢y, co komplex, konjugalt szamok kell legye-
nek, példaul:
2ci = A—1iB, 2co = A+ iB.

Tehat

1Mt + et = A cos (Xlt) + Bsin (Xlt) ,
és hasonléan

c3e™ + ¢ eMt = C cos (th) + Dsin (th) .
A (8.2.7) altalanos megoldas felirhaté tehat mint:

(8.2.10) X (t) = (A cos (Xlt) + Bsin (Xlt)) - Sv1+
+ (C cos (th) + Dsin (X;;t)) - Sy =
Acos (M\t) + Bsin (At
(8.2.11) - ( C cos Exgtg + Dsin %th% ) '

Az A, B, C, D paramétereket a kezdeti feltételekbdl hatarozzuk meg:

0.1
-0.3
lineéris egyenletrendszerhez vezet:

sv-(é):kil,

tehat ( é ) = linsolve(sv, kil).

e kezdeti (¢t = 0) kilengés kil = ) = X (0) = kil ami a kovetkezo

8 (szabadon engedve) = X (0) = vy ami a
kovetkezo linearis egyenletrendszerhez vezet:

_ MB
SV AsD = 1y,

e kezdeti sebesség vy =
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4 A B .
tehat ( )\;D ) = linsolve(sv, vp).



9. FEJEZET
Interpolacié.

9.1. Lagrange -féle interpolacidés polinom.

Gyakorlat Célj a: adott pontokra egy interpoldlé polinomot szerkeszteni,
majd kiemelni a globalis interpolécié hatranyat.

Elméleti fogalmak
Ismerve egy f fiiggvény (xq, fo), .-, (Tn, fn) interpoldlé pontjait, kerestink egy
olyan n-ed fokd L, f polinomot ami igyszinten keresztiil halad a pontokon:

Az L, f polinomot a kovetkez6 alakban szerkesztjiikk meg:

n

(9.1.2) Lof (x) = folo () + fily (x) + .+ fuln (1) =D fili (2)
=0
ahol
(r—x _
(9.1.3) i (z) = [z ( ’“), i =0,n,
[T (i — @)
vagy
@ (x)
(9.1.4) w(x) = (x—x9)...(x —x,), li(x) = @) (@)
Gyakorlat menete
Feladat.
Hatarozzuk meg a Lagrange féle interpolalé polinomot a kovetkezd adatok
t,b n: xZ; O ]_ 4 9
esetében: 012031

Megoldds. A harmadfoki interpoldlé polinom Lsf (x) = yolo (z) + y1l1 (x) +
yglg (IL‘) + y3l3 (I) és a (913)—]361
Iy () = (x—=1)(z—4)(x 9)7 L (x) = (x—=0)(z—4)(x 9)’
(—1) (—4) (=9) (1) (=3) (—8)
Téves azt gondolni hogy minél tobb az interpoldlé pont annal pontossabban illesz-
kedik L, f polinom az adatokra. Ennek érdekében bemutatjuk C. Runge példajat.
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9.2. Runge -féle ellenpélda

Az f(z) = m#’ x € [—1,1], analitikus fliggvénybdl kiemeliink egyenkozii
interpolaciés pontokat és interpolaljuk ezeket a megfelel polinommal. Az alabbi
abra hét (..) illetve 14 (- -) pont interpoldcids polinomjat hasonlitja dssze az eredeti
f (-) fiiggvénnyel.

ABRA ’Runge.eps’;

Lathato, hogy a fokszam novekedésével az interpolalé polinomok egyre jobban

divergalnak a széleken.
A Matlab

Ln=polyfit(xi,fi)
utasitas ahol, x1 = x;, fi = f;, visszatériti a Lagrange interpolalé polinomot, mig
a

Q:pOZyﬁt (xi7ﬁ7 77,)

visszatériti az n-ed foku @) approximél6 polinomot (a legkisebb négyzetek médszere).

11. PELDA. Magyarorszigon a 1-t8l 5-ig terjednek a jegyek, a legkisebb dtmend
jegy 2-es. A romaéniai jegyek 1 t6l 10 -ig terjednek, legkisebb atmend 5-0s.
és hatarozzuk meg a magyarorszagi 3,4-es osztalyzatnak a roméniai meg-
felelojét!

(1) Adjuk meg a linedris fiiggvényt amely dtalakitja a jegyeket ha

(2) Adjuk meg a négyzetes fliggvényt amely dtalakitja a jegyeket ha

T; 518

és hatarozzuk meg a magyarorszagi 3-as osztalyzatnak a roméniai megfe-
lelgjét!




10. FEJEZET
Szakaszos interpolacio.

Gyakorlat Célja: alternativat szolgalni a globalis interpolacidhoz.

Elméleti fogalmak

A Lagrange interpolacié hatranyainak a kikiiszobolésére hasznaljuk a szaka-
szos interpolécidt, vagyis minden I; = [x;, x;,1] intervallumon megszerkesztjiik az
interpolal6 polinomot.

A harmadfoki Hermite-féle interpolalé polinom alakja

(10.0.1) s (x) = fiHy (x) + fiH} (2) + fisr H () + fin H3 (), @ € [w5,2i44]
ahol {H3, H} H3, H3} a Hermite-féle alap polinomok

H(z) = 3 (ﬂ—_xf —9 (xfl—_x)?)
me - ((252) - (25=2))
(10.0.2)  Hi(z) = hi ((m ;x)g - (x ;x)2> ,

2 3
Hy(x) = 3 (x h,xl> —2 (x h'xl> , hi =i —

Az interpolédlé polinom tulajdonsagai:
(10.0.3) s(zi) = fi, s(vip1) = fin
s'(zi) = fi, 8 (i) = firr.

Ha a f; derivéltak ismeretlenek, akkor valmilyen médszerrel meg kell szerkeszteni,
példaul

(10.0.4) fi= M i=T,n—1.

Li+1 — Lj—1

Gyakorlat menete
Feladat.
Szerkesszunk egy Hermite-féle interpoldlé fiiggvényt a kovetkezo adatokra:
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w011 12]3.
Megoldas. Minden ponthoz hozzérendeliink egy irdnytényezot a (10.0.4) képlettel
f1=%a fQZ%éSfOZLf?,:%-

A Matlab utasitas a (10.0.1) polinom megszerkesztéséhez
ch=spapi(4,[xi zi],[fi di])
ahol zi = x;, fi = f;,di = f; vektorok.

A fenti adatok esetében a Hermite interpolalé polinomot abrazoljuk az
fnplt(ch,r’)

utasitassal.

ABRA hermite.eps

A (10.0.3) képletbdl azt kapjuk hogy a Hermite interpoldciés polinom C*
osztalyi. Ahhoz hogy simabb, C? interpoldlé polinomot kapjunk hasznaljuk a
kobos spline fiiggvényeket s;, i = 0,...,n — 1 (s; : [24, Ti41] = R):

s=spline(zi,fi)

s=csapi(zi,fi)

s=csape(ri,fi), s=csapi(xi,fi,conds, valconds).

Feladat.

Szerkessziik meg a fenti adatok esetében a kobos spline fiiggvényt a kovetkezo
perem feltételekkel

(i) sg(x0) =0, sy (za) =0,
(,natural” | természetes spline) majd

(i) so(z0) = fo=1, sy () = fn =1/5
(,,complete” spline).
Megoldas. (i) zi=[0 1 4 9]; fi=[0 1 2 3] ;s=csapi(xi,fi);fnplt(s)
(i) wi=[0 1 4 9]; fi=[0 1 2 3];di=[1 1/5];s=csape(xi,fi,[1 1],di);faplt(s)
ABRA ’cubspline.eps’;



11. FEJEZET
Kozelités a legkisebb négyzetek moddszerrel

Gyakorlat célja: olyan approximalé modszert bemutatni ami altalanositja
az interpolaciot.

Elméleti fogalmak

Egy (xo, fo) , -, (Tn, fn) pontokban ismert f fliggvény legkisebb négyzetek sze-
rinti approximaciojan, egy F' fiiggvényt értiink amely minimizalja a pontokban az
eltérést:

n

(11.0.1) > (f(x:) = F(2;))* = min.

1=0

A tovabbiakban az F' fiiggvényt az algebrai polinomok csaladjabol valasztjuk ki:

F(zx)=ay+ a1z + ...+ apa™.

Az A= ( ag ap ... G )T vektorban szerepld egyiitthatékat egy
(11.0.2) MA=V
egyenletrenszer megoldasaként kapjuk ahol:
My, M M., Vo
(11.0.3) M= A{l My V= Y
M, M. My, Vi
és
(11.0.4) M; : = ixj j=0,2m
i=0
Vi + = ixfyi, kE=0,m.
=0

Gyakorlat menete
Feladat.

Szerkessziik meg az alabbi pontokra a linedris regresszios fliggvényt.
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z; 10111419
fil0]1(2|3
Megoldas. F' (x) = ayz + ag, Mo =4, My =14, My =98, V5 =6, V; = 36 —
4&0 + 14@1 =6
{ 14ag + 98a; = 36

ABRAZz +
A Matlab utasitas:

F=polyfit(wi,fi,m)
ahol xi = x;, fi = f;, m = a keresett approximal6 polinom fokszama.

_ 3 __ 15 __ 15 3
= a0 = 5,0 = gy = F(2) = g+ 3.



12. FEJEZET

Numerikus derivalas és integralasi képletek

12.1. Numerikus derivalas

Gyakorlat célja: kiilonbozo eljarast bemutatni derivalt és integral nume-
rikus kiszamitasara.

Elméleti fogalmak
Legyen f : I — R egy folytonos és derivalhaté figgvényt és xo € I egy pont
az I belsejében.

A hatarérték definicigjabdl kiindulva a kovetkezd elemi derivalasi képletek
adddnak

(12.1.1) ' (z0) = f (20) _{L(% -

fwo+h) = f(zg—h)
2h '
Az els6 képlet pontossdga O (h) a masodiknak pedig O (h?) .
A masodrendii derivélt esetében

(12.1.3) 7" (z) = f (o +2h) — QJ;LESCO + h) + f ()

(12.1.2) Fzo) =

O (h?) pontossdggal.
Tobb ismeretlenes fliggvények esetében f : R™ — R, a parcialis derivéaltak
kiszamitasa hasonléan torténik

(12.1 Agi (31, 1) = fxy, ozt hynxy) — f (21,2, e, T)
ml PAR m

h )
f f(xy, ozt hynxy) — [, — hy o o)
12.1. o x) = .
( % (‘rh » L ) 2%
A masodrendii derivaltakat az alabbi képletekkel szamitjuk
o? 1
a—xé(wl,...,azm) = ﬁ(f(xl,...,xi—l—h,...,xm)—2f(x1,...,xi,...,xm)—|—

+f (21, ey — Ry ooy ),
41
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o’ f ( ) = 1
al'ial'j Tl eee m N 4hk

—f(x1, oz —h, oz + ko xm) + f (21, —hy L x — kL

ahol h illetve £k az x; illetve x; iranyban megtett 1épés.

Gyakorlat menete

Feladat.

Szamitsuk ki f' (1), f” (1) értékeket kiilonbozo h lépésekre ha f (z) = e”.

Megoldds. Legyen h = 1072 A (12.1.1) képletbdl

fA+h)—fA) e —e
h ~0.01

ebben az esetben a hiba [LH9=10 — ¢ —2.7319 — 2.7183 = 0.0136,

A (12.1.2) képletet hasznalva

/ —f<1+h)_f<1_h)_61'01—60799
= 2h 002

a hiba pedig )M . e’ — 2.718327- 2.718 281 = 4.6 x 1075 = 0.46 x 104,

()= = 2.7319

— €

= 2.718327

2h
A masodfokt derivalt értéke

fA+h)=2f()+f(1—h) e —e+e?
h? o 104

=2.26 x 107> = 0.226 x 10~

(1) =

2 hiba ’f(1+h)72J;L(21)+f(17h)

= 2.718304,

— €

12. PELDA. a.) Ha f(z) =sin(z), = € [—%, g] , szamitsuk ki f’ (%) f (%)
derivéltakat € = 10~* pontossaggall

b.) Abrazoljuk az f, f', f” fiiggvényeket!

c.) Szamitsuk ki az zo =  pontban hiizott érint6 és az Ox tengely altal bezart
szoget!

MEGOLDAS. a.) Az f' (%) kiszdmitdsdhoz a (12.1.2) képletet hasznéljuk h =
1072 1épéssel:

,(m\  sin (3 +h) —sin (5 —h)
— ] = = 0.4999916
/ (3) 2h ’
az abszolit hiba pedig 8.33 - 10~%

Hasonl6an, a (12.1.3) képlettel:

Y <g) _ sin (Z+h) —2sin(%) +sin (£ — h) _ _0.866,

12
a hiba 7.21 - 1076,
b.)ABRA numderiv.eps

(f (1, e,z +hyxj+ ko) — (21,2 + hy oy —
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c.) Az érint6-Oxtengely szoget a
tan o = m,
osszefliggésbol szamitjuk ki, ahol m az érinté meredeksége
m = f'(x) .
A derivalt értékéhez a (12.1.2) képletet hasznéljuk f' (I) = 0.4999916, tehat:
a = arctan (m) = arctan (0.4999916) = 0.4636 rad,
vagyis agop = B¢ = 26.5647°. O

13. PELDA. Szémitsuk ki az f (z,y) = ™ fliggvény parcidlis derivaltjait az
(1,2) pontban.

MEGOLDAS. Legyen h = k = 1072. A (12.1.5) képletnek megfeleléen:

of fA+h2)—f(1—nh2)

és a hiba |9 (1,2) — 26| = |9 (1,2) — 14.7781| = 9.85 x 107%;

of f(L24k)—f(1,2—-k)

= 14.7791

= 7.3892

és a hiba \g_g (1,2) — 62‘ — \g_g (1,2) — 7.3891‘ —1.23x 1074, O

12.2. Numerikus integralas

Legyen f : [a,b] — R egy folytonos fiiggvény és az [a,b] intervallum egy fel-
osztasa:

a=xyg<11<..<x, =0

Két gyakran hasznalt integralasi képlet az i.n. trapéz

(12.2.1) / £ (@) da g (F (20) + 2F (21) + o+ 2F (1) + f ()

és a Simpson képlet

w| s

(12.2.2) / f(x)de = (f (o) +4Zf(5€2z>1) +22_:f(3?2z’) + f(lén)) :

i=1

14. PELDA. Szdmitsuk ki f13 x%dx értéket a trapéz illetve Simpson képlet segitségével
(n=4).
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MEGOLDAS. f (z) = 2% A megadott n-bdl kiszdmitjuk a trapéz mddszernek
megfeleld 1épést: h = 21 = 0.5, majd a (12.2.1) képletbdl kovetkezik, hogy:

3
/ vidr = g(f(l)+2f(1+0.5)+2f(1.5+0.5)+2f(2+0.5)+f(3)) =
1
=0.25(14+45+8+12.5+9) =8.75.

3
A hiba ‘8.75 - §|‘ — [8.75 — 8.66| = 0.09 (O (n"2) = 1/16 = 0.0625).
1
Hasonléan a Simpson médszerbdl h = % = 0.25 és a (12.2.2) képletbol:

3
/ 22dr =
1

= g(f(l) +4(f(1.25) + f(1.75) + f(2.25) + f(2.75)) + 2 (f (1.B) + f (2) + f(2.5)) + f (3))
= % (1 +4(1.5625 + 3.0625 + 5.0625 + 7.5625) + 2 (2.25 + 4 + 6.25) + 9) = 8.6666.

O
Mivel a fiiggvény masodfoki polinom, az integral nulla hibaval allithaté el6 a
Simpson képlettel.
A trapéz integralasi modszerhez a kovetkez6 Matlab utasitdast hasznaljuk:
I=trapz(xi,fi)
ahol z = x;, fi = f; = f (z;), mig a Simpson integréaldsi médszerhez

I=quad(f,a,b).
d b
//f(x,y)d:vdy

A kettes integral

kiszamitasara hasznéljuk a

I=dblquad(f,a,b,c,d)
utasitast.

Feladat.

Szamitsuk ki a f (z,y) = 8¢ "% felillet az R = [0,1] x [0, 1] négyzet folott
bezart térfogatot.

ABRA ’dblquad.eps’;

Megoldés. Ki kell szamitani a

1 p1 .
//86_9” Y dxdy
0o Jo

kettes integralt.

[=0(s) 8*erp(v. "2y 4);
I=dblquad(f,0,1,0,1)
Az integral értéke ~ 5.045.



13. FEJEZET

Differencialegyenletek. Euler, Heun, Runge-Kutta
modszerek.

Gyakorlat célja: kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasa.

13.1. Elsorendi differencialegyenletek

Elméleti fogalmak
Tekintsiik a Cauchy feladatot (y = y (¢)):

[
(13.1.1) { yy &O{Sy‘? Lt E [to,ty],
illetve a [to, tf] intervallum egy ekvidisztans felosztasat:
(13.1.2) to < ...<t, =ty t; =1ty +ih,
ahol
(13.1.3) [
n

a 1épést jeloli.

Az Euler médszer 1ényege, hogy az elméleti gorbét -pontrél pontra haladva-
linedris szakaszokkal kozelitjiik meg és eredményiil egy Py P;...P, tort vonalat ka-
punk; innen szarmazik a moédszer elnevezése.

ABRA deeuler.eps

A pontok (y;);_, ordindtdit a kovetkez6képpen éllitjuk elé:

(13.1.4) virr =vyi+h-f(ti,y), i=0,n—1.
vagyis

(13.1.5) Yier =i + ki, i=0,n—1
ahol

(13.1.6) by =h- f(tsy:).

A Heun moddszer egy

(13.1.7) ky="h-f(ti+hy+k)

korrekcios tényezot alkalmaz az Euler modszerhez:

1 1 .
yi-‘,—l :yz+§k1+§k‘2, ZZO,TL—l.

45
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Az Euler médszer pontossaga O (h) , mig a Heun pontossaga O (h?).
A pontossag novelése érdekében hasznédljuk a Runge-Kutta modszert:

1 .
(1318) Yir1 zyz+6(k:1+2k2+2k:3+k4), iIO,n—l,
ahol
h k1
h ko
(13.1.10) ks = h-f t@-+§,y¢+? s ka=h-f(ti+hyi+ks).

A médszer hibarendje O (h*).
Gyakorlat menete

15. PELDA. Oldjuk meg a kovetkezd Cauchy-féle feladatot (h = 0.1)
{ y=t-y, tel0,1]
y(0)=1

MEGOLDAS. Alkalmazzuk az Euler mddszert: f (t,y) =t-y,to =0, t; =1-0.1,
PO (07 1)

y1 =% +0.1-f(0,1)=1+0
— P, (0.1,1)
Yo=t1+h-f(ti,;n) =14+0.1-0.1 =1.001
— P,(0.2,1.001),... O

13.2. Differencial egyenletrendszerek

16. PELDA. A Lorenz-féle attractor. Hatdrozzuk meg az z = z(t), y =
y(t), z = z (t) fliggvényeket ha

i=10-(y —z) (=dz(t,z,y,2))

y=x-28—2)—y(=dy(t,x,y,z2)) , t €10,20]
i=x-y—3z2(=dz(t,w,y,2))

z(0)= 10

y(0)=—10

2(0)= 20

Az Euler médszernél hasznaljunk n = 10,
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60

40

13.2.1. abra. Az x,y, z fiiggvények és a Lorenz-féle attractor

13.3. Masodrendii differencidlegyenletek

17. PELDA. Inga lengé mozgdsa.

13.3.1. abra. Inga

Adott egy m = 0.3kg (pontszerii) test egy | = 1m hosszi kar végén. A testet
kilenditjiik (fo = 0 kezdeti idépontban) ¢y = 7 szdggel és szabadon engedjiik.
Tanulményozzuk a lengést (¢ = ¢ (t)) tiz percen at ¢t; = 10 ha:

(1) surléddsmentes mozgast feltételeziink
(2) surlédédsos mozgds esetén.

MEGOLDAS. A lengés egyenlete m-1-¢ (t) = —m-g-sin (p (1)), tehdt a feladat
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Bevezetve a ¢, pq fliggvényeket:

©1 =P, P2 =P

a kovetkezo differencial egyenletrendszerhez jutunk:

V1= 2
1= . Lt e ot
{wgzgoz—‘l—’-sm(gol) lto 1]

1 (o) = o

©2(to) =0
L e b L
I
H‘\“H“‘\‘H‘ Hinininin
LT “\ “\““ \\\f
ot [ ol L]
RERIRAREAR IRLARANIN
IRIRIR I‘u‘“u
LT || u‘\]‘ H\“‘
\““\\‘\1“ \\ \H \/ | | \’ H‘
1\4,“\‘\\“ H‘ 75‘] \‘\‘H \‘ |
[R/RR LV

13.3.2. abra. Surlédasmentes mozgéas

A surlédés ardanyos a sebességgel: m -1+ @ (t) = —k- o (t) —m-g-sin(p(t))

{951:902
Gr=¢=—L = L sin(p)
¢1 (to) = o
@ (to) =0

t € [to,ts]
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1“\:\ 2/\/\
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[T N /\\
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13.3.3. dbra. Surlédédsos mozgas (k = 0.1)

O
18. PELDA. Szog alatti dobds. Egy testet a = 7 szog alatt dobunk h =
10m magassaghdl, vy = 15m/s sebességgel. frjuk le a vizszintes és fliggoleges

(surléddsmentes) mozgast. Hasonlitsuk Gssze az Ox tengely mentén megtett utat
kiilonboz6 szogek esetén!

Ox tengely Oy tengely
T

T T T T T T
e
T b0
30k seb Ox | _ — seb Oy

0 L L L L L 20 L
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

13.3.4. abra. Vizszintes, illetve fiiggbleges mozgds a = 7






14. FEJEZET

A racs modszer a parcialis differencialegyenletek
megoldasara.

Gyakorlat Célja: parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldasa.

Elméleti fogalmak

A maésodrendii parcidlis differencidlegyenlet altalanos alakja a kovetkezo:
(14.0.1) A Upy + b Uy +Cuyy +d-uy+e-u,+f-u=g, (z,y) €
ahol a,b,c,d, e, f, g figgvények x,y-ban.

Osztalyozas:

e ha b* — 4ac > 0 akkor az (14.0.1)-es de.-t hiperbolikusnak nevezziik

P1. Hullamegyenlet:
1

Ugy = _2utt )
v

e ha b* — 4ac = 0 akkor az (14.0.1)-es de.-t parabolikusnak nevezziik

Pl. Hoterjedés, diffazio:
1

Ugy = —Ug,
a

e ha b? — dac < 0 akkor az (14.0.1)-es de.-t elliptikusnak nevezziik
Pl. Lapalce-féle egyenlet

Ugg + Uyy = 0.

A (14.0.1)-es differencidlegyenlethez hozzarendeliink kezdeti vagy perem-feltételek
Lefedjiik az €2 siktartoményt egy I1 = {1, 22, ..., } X {¥1,¥2, ..., Yn} rdccsal
ahol (7;);Z, . (y;);_, egyenkozil osztépontok

Tip1 = Ti+h, i=1m
Y1 = yj+k j=1Ln
Az u (z,y) figgvény megkozelitésére az u fiiggvény (z;, y;) csomépontokban kozelitését
hasznaljuk
u(x,y) 2 u(x,y)) = wj, i =1m, j=1n.

51
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Az (14.0.1) egyenlet diszkrét alakjaban behelyettesitjiik a derivaltak helyett az
ismert numerikus derivaldsi képleteket (12.1.4):

) h7 i) T 19 Y75 7 i Ui 4
(14.0.2) ug (v3,y5) = (wa);; = u (i + b, y;) —u (s, y;) _ Uiy U,]J

h h
u@,y; + k) —u(@y)  Uigen — Wiy
uy (T5,Y;) = (uy)z‘,j - : A == L 5
vagy a pontosabb kozelités (12.1.5)
u(zi+hy) —u@i —hy)  wip1y— Uiy
(14.08) (x5, ;) = (ua),; = o L=
u(@i Yy +k) —u@,y —k) _ Uiger — Ui
uy (z3,y;) = (Uy)z',j - : ok : =~ 2% —.

Hasonléan a masodrendii derivaltakat

e @) = (), = O uba) = 2] e = D)

h2
(14.05) = —li— QZ;;J' i1
gy (@49,0) = (uyy),, = — (s, y; + k) —2u (gl; yi) +u (s, y; — k)
(14.0.7) = —hi*1— QZ;J + Ui
Usy (24.0:3) = (uay); ; = w(zi+h,y; + k) —u(z; + h;;]ij) —u (3, y; + k) + u (2, y;)
(14.0.9) = Jitbott 7 Uivly = Wigil t Uiy

hk

A (14.0.3) képletek véve alapul az u,, (x;,y;) vegyes derivaltat a kovetkez6 képletett
lehet kiszadmitani:

Ugy (T4, yj)(l’fko-m}y)i,j

(10, 4457 H Doy 4 K) @it by — ) — e = hoys + K) due = by — k)
} ATk
(140 falatt — Uitlgo1 = Uity FUi1go1

4hk

A behelyettesitést kovetden, attdl fliggden hogy kezdeti vagy perem-feltételek adodtak,
egy rekurziv képletet- vagy egy egyenletrendszert kapunk aminek az ismeretlenei
Uy -

Gyakorlat menete

Feladat.

Hoterjedés: adott egy L egységnyi vastag és végtelen nagysdgu lemez. Az
eredetileg f (z), = € [0, L] fokos lemezt a t; idépontban lehiitjiikk uy fokra (a
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lemez oldalait). Vizsgdljuk a héterjedést a lemezanyagaban ha az oldalak ug fokon
vannak tartva.

(14.0.13) “mxgx’t
u<07t) :gﬁ<t)7 u<L7t) =01 (t)a te [07T]

ahol [0,7] a tanulmanyozott id6intervallum, a pedig a lemez héterjedési egyiitt-
hatoja.
Konkrét adatok: L = 2, T'= 0,5, f(z) = 100(°C), Vz € [0,2], up = 0(°C),
a=1,go(t) =g (t) =0(°C). o -

Megoldés. Legyen x; = i-h, i =0,n, h = (L—0)/n,ést; =j-k, j=0,m, k =
(T'—0)/m, illetve az altaluk alkotott racs szerkezet (lasd az aldbbi dbrat)

ABRA ’pdegrid.eps’;

Behelyettesitve a (14.0.13) képletbe a (14.0.2),(14.0.6) képleteket azt kapjuk,
hogy

Uit — 25+ Wimry L0 —
h? a k

Atalakitva a kovetkezd rekurziv képletet kapjuk:

J =0, i=1T,m—1, j=0,n—1.

ak ak ak ) .
ui,j“ = ﬁui_m -+ (1 — Qﬁ) ui,j + ﬁui+17j, 1= 1, m — 1, ] = 0, n— 1.
ak

A konkrét adatok esetében vegyiik a kovetkez6 1épéseket h = 0.2, k = 0.01 = 5 =
0.25
Ui7j+1 = O.25ui_1’j + 0.51141‘,]‘ + 0.25’&@‘_,_1’]'7 7= l,m — 1, j = O, n—1.

ahol U, j+1 = O, Un,j+1 = 0, Ui 0 = 100.
Az aldbbi dbréan a hémérséklet eloszldsa lathatd a lemezben.
ABRA ’pdeeloszlas.eps’;
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